37. GREENOVA A OSTROGRADSKEHO VETA. PROSTORY C*®(Q) A C§°(Q)

37.1. Definice. Rikame, Ze dvojrozmérna ohranicens oblast  ma po ¢astech
hladkou hranici 012, jestlize v témér vSech bodech 0f) existuje vnéjsi normala k €
a jestlize se 0f) sklada z konecného poctu hladkych casti.

Poznamka. V ptipadé hranice 02 z definice 37.1 jsou vylouceny fezy (viz Obr.
37.1 pro dim 2 = 2); nejsou v8ak vylouceny body vratu (viz Obr. 37.2 opét pro
dim © = 2). Oblast Q2 muze také byt vicenasobné souvisla.

Obr.37.1 a Obr.37.2a a 37.2b

37.2. Greenova véta. Necht ohranic¢ena dvojrozmérnd oblast 2 ma po ¢astech
hladkou hranici ) bez bodii vratu. Necht P, Q jsou funkce spojité v Q, které maji
Spojité a ohranic¢ené prvni derivace v §2. Necht hranice 0f) je orientovana tak, Ze
pri jejim probihani ve sméru orientace mame oblast ) po levé ruce. Potom

0Q 0P B
//Q <%_8—y> dxdy-/@gde—FQdy, (37.1)

kde integraly jsou brany v Riemannové smyslu.

Drikaz. Vétu pro jeji dilezitost dokazeme. Dikaz bude rozdélen do casti A — E.

A) Omezime-li se v pfedchozi formulaci na konvezni ohrani¢enou dvojrozmérnou
oblast €2, dostaneme elementarni tvar Greenovy véty, ktery se dokazuje v zdkladnich
kursech matematické analyzy a ktery proto nebudeme dokazovat.

B) Kazdou ohrani¢enou uzavienou (obecné vicendsobné souvislou) dvojrozmeér-
nou oblast €2 s polygonalni hranici lze vyjadiit jako sjednoceni kone¢ného poétu kon-
vexnich uzavienych oblasti s polygonalni hranici, které maji navzajem disjunktni
vnitiky.

Analogicka véta plati i v R® a ditkaz (jak v R?, tak R?) je ¢asti ditkazu mnohem
obecnéjsi véty (viz [Ki]).

V piipadé R? uvedené tvrzeni ve vétsing piipadii plyne z nazoru, protoze témér
kazdou ohrani¢enou uzavienou (obecné vicendsobné souvislou) dvojrozmérnou ob-
last © s polygondlni hranici lze snadno ztriangulovat (tj. rozdélit na koneény pocet
uzavienych trojuhelnika tak, Ze kazdé dva trojuhelniky jsou bud disjunktni, nebo
maji spoleény vrchol, nebo spolec¢nou stranu. Tvrzeni pak plyne z toho, ze kazdy
trojahelnik je konvexni.

C) Tvrzeni z ¢asti A) lze nyni snadno rozsitit na ptipad, ze €2 je ohrani¢end uza-
viena (obecné vicenasobné souvisld) dvojrozmérné oblast €2 s polygonalni hranici.
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Abychom to dokézali, vyjadfeme ) ve tvaru

a- %,

Jj=1

kde Ki,..., K, jsou uzaviené konvexni oblasti s navzajem disjunktnim vnitiky.
Hranici 0K kazdé této oblasti orientujme kladné (tj. proti smyslu chodu hodino-
vych rucicek). Podle ¢asti A) pak plati pro j € {1,...,n}:

P
// <@—a—>dxdy:/ Pdx + Qdy.
K; oz Jy K

Sectéme nyni tento vztah od j = 1 do j = n. Na levé strané pak dostaneme dvojny
integral pies polygonalni oblast Q a na pravé strané kiivkovy integral druhého
druhu ptes 02 (protoze kiivkové integraly pres usecky lezici uvnitf 2 se navzajem
vyrusi: po kazdé vnitini tsecce se integruje dvakrat, a to v opa¢nych smyslech).

D) V [Fi, Dodatek] je dokdzana pfistupnym zptisobem tato véta, jejiz dikaz je
metodickym zpracovanim nékterych vysledkti publikovanych v [Hel:

Necht ohranicend dvojrozmérnd oblast Q md po cédstech hladkou hranici (ve
smyslu Definice 87.1) bez bodi vratu. Potom lze kazdou funkci f(x,y) € C™(R)
prodlouZit do celé roviny R? se zachovdnim tridy.

E) Nyni jsme pfipraveni dokdzat Greenovu vétu v plné obecnosti. Aproximujme
proto danou oblast 2 néjakou oblasti £2;, s polygondlni hranici 02y, jejiz vrcholy lezi
na 2. Tato aproximace mize byt hruba; musi vsak mit tu vlastnost, Zze mnozina
ohranicenad kiivkami 92 a 0€2;, je sjednocenim konvexnich oblasti ve tvaru “sr-
pecki” (tj. dvojuhelnikt s jednou zakiivenou stranou, ktera je ¢asti d€2, a druhou

primou stranou, ktera je jednou z usecek, z kterych je slozena polygonalni hranice
0Qp,) — viz Obr. 37.4.

Podle ¢asti C) plati

// <%—8—P>dxdy=/ ﬁd:l:+@dy,
Qn Ox dy a0y,

kde P a CNQ jsou prodlouzeni funkci P a () podle véty z ¢asti D). Tento vztah muze
byt napsan ve tvaru

// (a—Q—a—P>dxdy: ﬁdx+édy+
Qn Ox dy a0
+/ ]Sd:r:—l—a)dy—/ ]Sd:r:—l—@dy.
aQy, a0
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Fig. 37.4 Aproximace 02 pomoci 0€)y,

Srpeckové oblasti lezici vneé (2, oznacime symboly G,:f , srpeckové oblasti lezici uvnitt
Qj, oznacime symboly G,;j. Plati

/ ﬁdx+é§dy—/ Pdz+Qdy =
aQy,

a0
:_Z/ ﬁdx+édy+2/ ﬁdx+@dy;
G J oG] G J9Gy,

hranice kazdé srpeckové oblasti je orientovana v kladném smyslu — odtud plyne
znaménko minus pfed prvnim sou¢tem na pravé strané vztahu (b). Podle Greenovy
véty pro konvexni oblast (viz ¢ast A) plati

~ ~ oQ 0P
8Gdea:+Qdy—//Gk (%_8—y> dzdy. (c)

Posledni vztah, ktery potfebujeme, méa tvar

//Qhﬁda:dy+2//G+.ﬁdxdy—Z//_.ﬁdxdyz//ﬂﬁdxdy, (d)

kde F := 0Q/0x — OP/0y. Kombinaci vatahi (a)—(d) dostaneme (37.1).
Na tomto ditkazu je prekvapivé, ze nepotiebujeme uzit zadny limitni prechod od
Qp k Q pro h — 0. To je mozné pouze v dvojrozmérném piipadé. [J

(b)

136



37.3. Véta (divergencni tvar Greenovy véty). Necht jsou splnény predpo-
klady veéty P.2. Polozime-li P = —P,, 3Q) = P;, potom

o0

kde (n1,n2) je jednotkovy vektor vnéjsi normaly k 0f).

Nacrt dikazu. Plati (zhruba feceno v prvni rovnosti)

/Pd:z:+Qdy:/ (Pd—x—l—Qdy)ds—/ (Pcosa+ @Qsina)ds =
89 oo \ ds ds 89

= / (Pysina — Py cosa) ds, (37.3)
a0

kde « je uhel, ktery svira te¢na k 02 (orientovana shodné s 9Q) s kladnym smérem
osy x. Nechf w je thel, ktery svird vnéjsi norméla k 992 s kladnym smérem osy zx.
Potom v bodé [z, y| plati (viz Obr. 37.4)

LT
oa=w+ -
27

takze
cosa = —sinw, sina = cosw. (37.4)

Dosazenim (37.4) do (37.3) a kombinaci ziskaného vztahu s (37.1), kde v levé strané
uzijeme znaceni P = —P,, () = Py, dostaneme vztah (37.2). O

Obr. 37.4

37.4. Oznaceni. V dalsim budeme téz znacit
x1:=x, x9:=1y (resp.z3=2).

Misto [[, budeme psét [, a misto dzdy jenom dX (= dzidz,). Vztah (37.2) ma

potom tvar
2

op,
Z / ZFax = Pyny, ds . (37.5)
Oz, k *Joq
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37.5. Véta (dusledek Greenovy véty). Necht jsou splnény predpoklady véty
37.2. Potom plati

dp.
ds — dX. 37.6
/ Jz; aszwpn] ’ / 8% ( )

Diikaz. Polozme v (37.5) P; = up a P; = 0, kde 4 # 7, a uzijme pravidlo pro
derivovani souc¢inu. [J

37.6. Poznamka. Vztah (37.6) se da také dokazat v pfipadé trojrozmérné ob-
lasti Q. V tomto pripadé pak symbol | o0 Wen; ds znamend plosny integral pres
plosnou hranici 8(2 Dﬁkazové technika je v trojrozmérném pripadé o mnoho slo—
t&jsi pOme a poznatky, které budeme potrebovat v kap. 38. Ostrogradského véta
ve tvaru Véty 37.6i.

37.6a. Definice. a) Rikdme, Ze bodova mnoZina S tvoii tisek plochy, ktery je
reguldrni vzhledem k souradné roviné (z, y), jestlize pro body [z,y, z] € S plati

z=f(z,y), [z,y] € Say (37.6a)

kde S, je jednoduse souvisla dvojrozmérna ohrani¢end uzaviend oblast lezici v rovi-
né (z,y), ktera je ohranic¢end jednoduchou, po ¢astech hladkou uzavienou kiivkou

OSzy, a [ + Szy — R Je realnd funkce spojitd na S,,, kterd ma spojité prvni
parcialni derivace f, = 8w’ [y = g—g: v Sgy (kde symbol Sy, znaci vnitfek S:,;y,

Spy = Smy 0S;y; tyto derivace nemuseji byt v .S, ohranicené). Uzavienou oblast
Swy nazyvame ortogonalnim primétem tseku S do roviny (z,y).
Mnozinu bodi [z, y, 2|, pro které plati

z=f(z,y), [z,y] € 0Suy,

nazyvame hranici iseku S a zna¢ime 05S.
b) Podobné fikdme, Ze bodova mnozina S tvoii Gsek plochy, ktery je reguldrni
vzhledem k soufadné roviné (z, z), resp. (y, z), jestlize pro body [z, y, z] € S plati

y=g(x,2), [r,2] €Sy, (37.6b)

resp.
=h(y,2), [y,2]€ Syz, (37.6¢)

kde uzaviené oblasti S,, S’yz a funkce g : Sy, — R, h: S’yz — R! maji analogické
vlastnosti jako uzaviena oblast S:,;y a funkce f : S:,;y — R'. Uzavfené oblasti S;, a
S, . nazgvidme ortogonalnimi priiméty tseku S do rovin (z,2) a (y, 2).
c¢) Misto pojmu tsek plochy budeme ¢asto uzivat jenom vyraz usek.
d) Rikdme, Ze S je regularni tsek, je-li S regularni vzhledem k alespoii jedné
souradné rovine.
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37.6b. Orientace normaly regularniho tseku. Necht (£,7) je ta z rovin
(z,9), (z,2), (y,2), viéi niz je tsek S regularni; v piipadé, Ze je tisek S regu-
larni viaéi vice soufadnym rovindm, zvolime za (£, 7) jednu z nich. Necht ( je ta ze
soufadnjch os z, y, z, kteréd je rtizné od & a 1. Nechf V je oblast, jejiz hranice OV
je valcova plocha s tidici kiivkou 0S¢, a povrchovymi pfimkami rovnobéznymi s
osou (. Usek S déli oblast V' na dvé ¢asti, které oznacime symboly V; a Vs (pofadi
¢islovani zalezi bud na nasi liboviili, nebo na povaze problému, s kterym orientace
norméaly souvisi). V kazdém bodé [z,vy,2] € S orientujeme jednotkovou normélu
W(x, y, 2) k tiseku S ve sméru z oblasti Vi do oblasti V5.

Je-li tisek S ¢asti hranice 9 oblasti Q, potom je definice orientace normély
jednodussi: Ve vSech bodech [z,y, 2] € S miii norméla W(m,y,z) bud ven z €,
nebo smérem do 2.

Uhel, ktery svira W(Jz,y,z) s osou x, resp. ¥y, resp. z budeme znadit a(z,y, z),
resp. f(x,y, z), resp. v(z,y, z), nebo strucéné «, resp. 3, resp. 7. Plati tedy

37.6c. Véta (o normale). a) Je-li tisek S reguldrni vzhledem k (x,y) a je
popsan vztahem (8.1), potom v kazdém bodé [x,y,z] € S (kde S znac¢i vnitiek S)
pro orientovanou jednotkovou normalu plati

€z

W(I‘,y, Z) = (_f:n(xvy)v _f’y(xvy)v 1)7

_Vh+ﬁﬂ%w+4ﬂ%y)

Ci strucnéji

W = c (_fmu _fy7 1)7
A1+ f24 f2

kde €, = 1, jestlize y(x,y,2) < § pro vSechny body [z,y,z] € S, ae, = —1,
jestlize v(x,y,z) > % pro vSechny body [x,y,z] € S. (Z (8.11) plyne, Ze v bodech
[z, y, 2] € S nemiize byt v(x,y,2) = T a Ze €, je pro vSechny vnitini body tseku S
stejné.)

b) Je-li tisek S reguldrni vzhledem k (x,z) a je popsdn vztahem (8.2), potom
v kazdém bodé [z,y, z] € S pro orientovanou jednotkovou norméalu plati

— €y
W= ——t——(—0gs, 1, —92),
VitgZ+g2 7 ’

kde e, = 1, jestlize (x,y,2) < 5 pro vsechny body [z,y,z] € S, aey, = —1, jestlize
B(z.y,z) > § pro vSechny body [z,y,z] € S.

c) Je-li isek S regularni vzhledem k (y,z) a je popsan vztahem (8.3), potom
v kazdém bodé [z, y, z] € S pro orientovanou jednotkovou normélu plati

W= fu (1, —hy, —hs),
1+ 12 + b2

kde e, = 1, jestlize a(x,y, z) < % pro vSechny body [z,y,z] € S, ae, = —1, jestliZe
a(z,y,z) > § pro vsechny body [z,y,z] € S.
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37.6d. Definice. a) Necht tsek S je regularni vzhledem ke vSem tfem souiad-
nym rovinam, necht 7(z,y, z) je jeho orientovand jednotkova normala a P,Q, R
funkce spojité na S. Klademe

//gP(a:,y,z) dydz == ¢, //g Z P(h(y, 2),y, z) dydz, (37.6d)

//_Q(a:,y, z) dedz = 6y/_ Q(x,g9(x, 2), z) dzdz, (37.6e)

// R(z,y, z)dxdy := ez/ R(z,y, f(z,y)) dedy. (37.6f)

Integraly (37.6d)—(37.6f) nazyvame praimétovymi plosnymi integraly nebo plosnymi
integraly druhého druhu.
b) Za stejnych predpokladu jako v a) oznacujeme:

J[(P9.2) dydz + Q. 2) dads + Ry, 2) dody) =
S

://gP(:L‘,y, 2) dydz—l—//gQ(:L',y,z) da:dz+//§R(3:,y,z) dzdy. (37.6g)

Neékdy se leva strana (37.6g) piSe ve tvaru

//_ P(z,y,2z)dydz + Q(z,y, z) dzdz + R(x,y, z) dedy.
S

37.6e. Definice. Rikame, ze tsek S méa vlastnost (R), splituje-li jednu ze tii
nasledujicich podminek:

a) tsek S je regularni vzhledem ke véem tiem soufadnicovym rovinam;

b) ortogonalni primét tseku S do jedné ze tif soufadnicovych rovin mé plo$nou
miru rovnu nule; vzhledem ke zbyvajicim dvéma soufadnicovym rovindm je tisek S
regularni;

c) dvé slozky vektoru 7(z, y, z) jsou rovny nule pro viechny body [z,v, 2] € S.

37.6f. V&ta. Necht tisek S m4 vlastnost (R), necht ii je jeho orientovana jed-
notkova normala a P, (), R jsou tii funkce spojité na S. Potom plati

//_(Pcosa+QcosB+Rcos*y)da:/_(dedz+dedz—|—Rdxdy).
S S

37.6g. V&ta. Necht tisek S je sjednocenim n tisekii s vlastnosti (R), které maji
navzajem disjunktni vnitfky, 1 je jeho orientovana jednotkovd normaéla a necht’
P, Q. R jsou tfi funkce spojité na S. Potom miizeme polozit

//_(P dydz + Q dzdz + Rdxdy) :=» //_ (Pdydz + Q dzdz + R dzdy).
S i1’ YS"
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37.6h. Definice. Rikame, 7e tisek S m4 vlastnost (R*), resp. vlastnost (R**),
jestliZe spliiuje podminky a) — ¢), resp. podminky a) — d), kde
a) usek S m4 vlastnost (R);
b) jsou-li
z:f(a:,y), y:g(l‘,Z), x:h(yvz)

funkce z analytickych vyjadieni tseku S vzhledem k jednotlivym soufadnicovym
rovindm, potom plati alespoii jedna ze tif relaci f € C?(Sygy), g € C%(Szz), h €
C?(Sy2);

c) je-li meassSs; > 0, potom je hranice 0.5, po ¢astech tiidy C? a nemd body
vratu;

d) alespon jedna z rovinnych oblasti gmy, Saz, §yz je hvézdnou oblasti. (Oblast
D je hvézdna, existuje-li alespoii jeden bod QQ € D s vlastnosti, Ze kazda polopiimka
vychéazejici z tohoto bodu protne hranici 9D pravé v jednom bodé.)

37.6i. Véta (Ostrogradskij). Necht Q je trojrozmérné uzaviena ohranicend
oblast, jejiz hranice OS2 nema body vratu a je sjednocenim kone¢ného poctu tuseki
s vlastnosti (R*), které maji navzajem disjunktni vnitfky. Necht funkce P, Q, R,
OP/0z, 0Q /0y, OR/0z jsou spojité a ohrani¢ené v néjaké ohranicené trojrozmérné
oblasti ﬁ, pro kterou plati Q O Q. Necht kone¢né norméla k 0N je orientovana tak,
ze miii ven z oblasti €). Potom plati

/// <ap 2Q gR)ddydz_/ (Pdydz + Q dzdz + Rdzdy). (37.6h)
z o0

Dtikaz této véty je uveden v kap. 21.

37.6j. Véta (divergenéni tvar Ostrogradského véty). Necht jsou splnény
predpoklady Véty 37.6i. Polozme P, = P, P, = (), P3; = R. Potom

aP P OP:
/// 1 2 a;) dzdydz = // (Piny + Pong + Psng)do (37.61)
[o19]

¢ili pfi znaceni ve stylu 37.4

[P
dX = Pyny d 37.6j
> | 5 z e do. (37.6)

Diikaz. Tvrzeni véty plyne z vét 37.6f, 37.6g a 37.61. [

37.6k. Véta (dusledek Ostrogradského véty). Necht jsou splnény predpo-
klady Véty 37.6i. Potom plati

/%fudX uon; da—/ua—vdX (37.6k)
8.7]_7 a0 330]

Dikaz. Polozme v (37.6)) P; = up a P; = 0, kde i # j, a uzijme pravidlo pro
derivovani sou¢inu. [

141



37.7. Definice (C>(Q), suppu, C5°(Q2)). Necht Q C RY je ohrani¢en4 oblast,
jejiz hranice se skladé z kone¢ného poc¢tu hladkych ¢asti. Necht N = dim §2 a necht
C>®(RN) = £(RY) je lineél funkcei w(X), kde X = [z1,..., 2], které jsou spojité
véetné derivaci viech fadf v celém prostoru RV .

1) Symbolem C*°(2) budeme znadit lineal, ktery dostaneme restrikci funkci
z O (RY) na uzavienou oblast ).

2) Uzéavér mnoziny téch bodu oblasti 2, v nichz je u(X) # 0, nazyvame nosicem
funkce u(X) a znac¢ime supp u.

3) Oznac¢me dale symbolem C5°(Q) linearni prostor vSech funkci z C*°(Q), pro
néz plati u(X) = 0 v uréitém okoli hranice 92 (v obecném piipadé rizném pro rizné
funkce z C§°(Q2)). Pro kazdé u € C§°(12) je supp u uzaviend mnozina a supp u C €2,
takze suppu ma od hranice 0f) urc¢itou kladnou vzdalenost, protoze oblast €2 je
otevrend souvisld mnozina.

37.7a. Poznamka. Ptripominame, Ze nekoneéna mnozina M linedrniho nor-
movaného prostoru X se nazyvd kompaktni (v sobé), jestlize kazda posloupnost
{z,} C M obsahuje konvergentni podposloupnost v X (jejiz limita nalezi do M).
Dokazuje se, ze nutnou a postacujici podminkou pro to, aby mnozina M C X byla
kompaktni, je, aby z kaZdého pokryti mnoziny M otevrenymsi mnozinami bylo mozno
vybrat konecéné podpokryti.! Podle této nutné a postacujici podminky miizeme kaz-
dou kompaktni mnozinu supp ¢, kde ¢ € C§°(Q2), pokryt kone¢nym poctem otevie-
nych kruht (resp. otevienych kouli) K, ..., K, jejichz uzavéry lezi v 2, K; C
(j =1,...,m) (protoze pokryti otevienymi mnozinami je libovolné, 1ze za né zvolit
pokryti otevienymi kruhy (koulemi), jejichz pramér je mensi nez dist (9€2, supp ¢);
odtud plyne, ze K; C ). Ozna¢me

m
cover ¢ := U K;.
j=1

Plati supp ¢ C cover ¢. Z definice (kompaktniho) nosiée supp ¢ funkce ¢ plyne, Ze
©(X)=0 pro X € coverp — suppg.

Kromé této skutecnosti hranice d(cover ¢) mnoziny cover ¢ je po castech hladkd a
nemd body vratu. VSechny tyto skute¢nosti vyuzijeme v kap. 38 (konkrétné v dikazu
Lemmatu 38.5).

37.8. Piiklad (funkce z C§°(Q2)). Je-li N = 2 a je-li Q ¢tverec definovany
nerovnostmi —2 < x7 < 2, =2 < x5 < 2, je prikladem funkce s kompaktnim
nosic¢em v {2 funkce

e~ V(=123  pro 2?4+ 22 < 1,

— (37.14)
0 jinde v .

ulorvaz) = {

Pfimym vypoctem se snadno dokéze, ze funkce (37.14) ma v Q derivace vsSech

fadu, takze je predné u € C°(Q2). (Pro nazornost je na Obr.37.4 nakreslen fez

ITato podminka se nékdy bere piimo za definici kompaktni mnoziny. Takto pojata definice je
pak zaxiomatizovanim Heine-Borelovy véty.
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plochy (37.14) rovinou zz = 0.) Déle supp u je uzavieny kruh se stfedem v pocdtku
souradnic a polomérem rovnym jedné; jeho vzdalenost od hranice 9€2 ¢tverce (2 je
ziejmé kladna (rovna jedné; viz Obr. 37.5).

0.5 )

supp u

T2 1 | 1 2w ‘%%

Y |

Obr. 37.5 a Obr. 37.6

Dikaz turzeni, Ze funkce (37.14) ndlezi do C5°(§2). Pro lepsi piehled uzivejme v tomto dikazu
symbol z, resp. y, misto x1, resp. x2. V tomto znafeni m4 funkce (37.14) vyjadieni

u(w y) _ e—l/(l—mQ_yQ) pro $2 +y2 < 1, (a)
’ 0 jinde v £

Stac¢i dokdzat toto: Je-li A = [x4,y4] € IN libovolné zvoleny bod a blizime-li se z vnitiku Q po
libovolné cesté k A, tj.

(z,y) = (za,y4), (z,y) € Q,
potom limitni hodnota funkce u(x,y) a vSech jejich parcidlnich derivaci libovolného faddu je rovna

nule.
Piimym vypoctem snadno zjistime, ze pro (z,y) € 2 plati

1
u(z,y) = m: (b)

1 —2z 8u( ) = 1 —2y ©)
el/(1-22-y?) (1 - 22 —¢y2)2" Oy T = /0t y?) (1 — 22 —y2)2’ ¢

ou
%(ma y) —

Abychom ziskali jakysi fad pro vyjadfeni libovolné m-té parcidlni derivace funkce u(z,y), napiSme
jak %(w, y), tak g—Z(m, y) ve tvaru soucinu t¥ funkci

ou ou
a(l‘,y) =f1(m,y)f2(m,y)f3(m), 8_y(m’y) :fl(may)fQ(may)f?)(y)v (d)
kde 1 1
fi(z,y) = m, fa(z,y) = ma f3(§) = —2¢€. (e)
Podle pravidla o derivaci sou¢inu odtud dostaneme
82u( ) = 452 1 82 1
92 Y T 122 — )t el/(1—22—3%) | (1 - 22 — y2)3 el/(1—22—4?)
9 1 )
(1 — 22— y2)2 ot/ (1—a2—y?)’
0%y (@) = dxy 1 _ 8y 1 ()
Oxdy .Yy = (1 — 22 —y2)4 el/(1-22=1y2) (1 — 22 —y2)3 ¢1/(1-22—y?)’ &

143



82u( - 492 1 8y? 1
o2 Y T U2 S )t/ T (1o — y2)P el /(e ) (h)
2 1

(1 — 22— y2)2 ot/ (1—a2—y?)’

Z (b), (c), (f) — (g) vidime, ze kazda parcidlni derivace (prozatim do druhého fadu vcetné) je soud-
tem konec¢ného poctu vyraza tvaru

P(w,y)f1(m,y)Gm(m,y), (1)
kde
1

P(z,y) = kz'y? (4,5, k €N), Gu(z,y) = =2 —g2)m

(meN) §)

a funkce fi1(z,y) je ddna vztahem (e1). Snadno je vidét, ze kazda parcidlni derivace je souétem
koneéného poctu vyrazu tvaru (i). Stacéi tedy dokazat, ze

P(m,y)fl(:l:,y)Gm(:l:,y) =0 ((.’IT,y) € Q) (k)

lim
(z,y)—=(zA,94)
Za tim UcCelem zavedeme polarni souradnice
T =rcosp, Yy =rsinp, 0]

které nam umozni napsat pravou stranu vztahu (k) ve tvaru

lim P(z,y)f1(z,y)Gm(z,y) = lim {P(rcose,rsing)Fn(r)}, (m)
(z,9)=(xa,y4) r—l-
oA
kde
1
—_r2\m
F(r) = 422207 ’”11 . (n)
el—r
Podle (m), (n) plati
1
—_pr2\ym
lim {P(rcosep,rsing)Fm(r)} = P(cospa,sings) lim % (o)
r—1— r—1— =2
oA el-r

Limitu stojici na pravé strané vztahu (o) snadno vypoéitdme pomoci m-nasobného uziti I'Hospi-
talova pravidla. Matematickou indukci zjistime, ze

1
1—r2)m
A=zr)™ T ™ 0. (p)

elfr2

lim
r—1—

Ze vztahi (m)—(p) plyne

lim D%u(z,y) =0 V|a| € Nu{o0},
(z,y)—=(zA,y4)
(z,y)€Q

¢imz je dtikaz tvrzeni, ze funkce (P.14) nalezi do C§°(€2), ukoncen. Zobecnéni ziskaného vysledku
pro N = 3 je (vzhledem k uziti polarnich soutadnic v diikazu) zfejmé. []

144



38. ZOBECNENE DERIVACE. SOBOLEVOVY PROSTORY H¥(Q)

V této kapitole bude symbol  C RY zna¢it libovolnou ohranienou oblast (tj.
otevienou souvislou mnozinu), jejiz hranice 9 je po ¢astech hladkad ve smyslu
Definice P.1. Pripoustime vicenasobné souvislé oblasti.

38.1. Definice (multiindexové znaceni derivaci). Necht N = dim Q. Mul-
tiindexem rozumime N-rozmérny vektor, jehoz slozky jsou nezaporna cela ¢isla,

a=(a,...,ay), a3 >0,...,ay >0. (38.1)
Celé cislo
ol =a1+ -+ an
nazyvame délkou multiindexu. Symbol D“u definovany vztahem

olely
D= ————— (38.2)
aq aN
ox{™"...0zy
pak nazyvame derivaci v multiindexovém znaceni.

Piiklad. Pro N =2, a = (3,0) je

Doy = U ( bytetng komplikovans 3“)
= — [a ne zbytetn& komplikované ——— ) :
ox3 Y P 0x3029 /)’
pro N =2, a=(2,1) je
du
D = ———.
85[?%85[12

38.2. Definice. Nechtf k je celé nezdporné ¢islo. Kazdé dvojici u,v € C(Q)
pfifazujeme ¢islo (u,v) o dané vztahem

(w0)p0 =Y /DauD%dX, (38.3)
ol <k 7

kde sumace pfes |a| < k znamend, Ze je tfeba vycerpat vSechny navzadjem ruzné
vektory tvaru (38.1), pro néz plati |a| = a3 + -+ an < k.

Piiklad. V piipadé N = 2, k = 2 je tieba vycerpat vsSechny dvojrozmérné
multiindexy

takze z (38.2) a (38.3) dostaneme

ou Ov ou Ov
= X ———dX ———dX
(u,v)2.0 /qud +/Q 2. 07 d +/Q D2 02s dX +

0%u v 0%u 0% 0%u 9%v
— —=dX dX — = dX.
+/Q 0z? Ox3 * /Q 021019 011072 * /Q 0z3 dx3
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38.3. Lemma. Vztah (38.3) definuje na linedrnim prostoru C*(Q) skaldrni
soucin.

Diikaz. Prvni dvé vlastnosti skalarniho souc¢inu plynou z vlastnosti integralt a
derivaci:

/DauDavdx:/DavDaudx,
Q Q

/ D“(auy + bug)D*vdx = a/ D%u; D% dx + b/ D®us D% dx .
Q Q Q

Co se tyce treti vlastnosti skalarniho souéinu, je podle (38.3)

(U, u)g,0 = Z /Q(Do‘u)2 dz. (38.4)

la| <k

Zaroven je vidét, ze vztah (u,u)r .o = 0 plati pravé tehdy, kdyz kazdy ze séitanct
v (38.4) je roven nule; odtud zejména plyne

/u2dx:0,
Q

¢ili u(z) = 0 v Q (protoze u € C°(Q)), takZe i tieti vlastnost skalarniho soucinu
je plné splnéna. [

38.4. Definice. Zavedeme-li v linedlu C'*°(Q2) skalarni souéin (u,v)y,q dany
vztahem (38.3), dostaneme unitarni prostor, ktery oznac¢ime S%(€2) . Normu v S§(£2)
zavedeme obvyklym zptisobem

ko =/ (U, o Yu€ S5Q) (38.5)

a vzdalenost (metriku) vztahem

[[ul

o(u,v) == |lu—v|pa Yu,v e SEQ). (38.6)

Poznamka. Unitarni prostor S¥(€) je také lineArnim normovanym prostorem
a metrickym prostorem.

Poznamka. Pro &k = 0 dostavame skaldrni soucin, normu a metriku prostoru
LQ(Q)a tj~ .
(u,v)0,0 = (4,v) 1,0 VYu,v € CP(Q) atd. (38.7)

38.5. Lemma. Necht u € S§(2), kde hranice 0f) je po ¢astech hladkd (ve
smyslu Definice 37.1); tj. Q2 muze mit body vratu. Potom pro 1 < |a| < k plati

/goDaudX:(—l)|a|/uDacde Yo € C3°(Q). (38.8)
Q Q
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Diikaz. Protoze oblast () miize mit body vratu, nelze na levou stranu vztahu
(38.8) primo aplikovat Greenovu vétu ¢i néktery z jejich dusledki. Podle vlastnosti
(kompaktniho) nosice (viz Definici 37.7 a Pozndmku 37.7a) vsak plati

/ eD%udX = eD%udX ,
Q cover @
kde cover ¢ C 2 je uzaviena oblast definovand v Poznamce 37.7a, jejiz hranice
d(cover ¢) je po ¢astech hladka (ve smyslu Definice 37.1) a nemé body vratu. Tedy
podle Véty 37.5 (dusledek Greenovy véty) pro kazdé j, kde 1 < j < N, plati (zde
N =2)

ou ou

—pdX = —@dX = U(pnds—/ u—dX =
Q 8*Tj cover ¢ axj d(cover ) ! cover @ ]

0
=— / ul? ax ,
protoze ¢ = 0 na 9d(cover ). Tim je vztah (38.8) dokazan v piipadé |a] = 1 a
N =2.
V pifipadé N = 3 uZijeme misto Véty 37.5 Vétu 37.6i (dtsledek Ostrogradského
véty)); jeji predpoklad je splnén: zde roli uzaviené oblasti Q piebira cover ¢ a v roli
oblasti 2 primo vystupuje oblast 2.

Protoze D®¢ = 0 na d(cover ¢) pro |a| > 0, dostaneme vztah (38.8) v obecném
pripadé opakovanim uzitého postupu. Napt., pro a = (1,1)

ou Oy du g
pnods— ———dr =—
d(cover ) 8561 cover @ 8561 8562 cover @

2 2
:—/ ua—wnld:s%—/ u(?(p dx:/ua(p dX,
d(cover ) Oxo cover @ 071022 Q 071072

coz je vztah (38.8) pro a = (1,1). Jak se postupuje v obecném ptipadé, je jiz
ziejmé. [

2
3u(de: @

q 011012 O0x1 0xa

Derivace funkci patficich do L2(f2) obecné nemaji v kazdém bodé oblasti Q2
(klasické) derivace. Vlastnost uvedena v Lemmatu 38.5 nas vSak vede k tomu,
abychom zavedli tuto definici:

38.6. Definice. Necht u € L2(Q) je libovolna funkce. Pokud existuje funkce
u(® € Ly(Q), kterd spliiuje vztahy

/ oul@ dX — (_1)|a|/ uD%%dX Vo e CC(Q), 1< |a] < k. (38.9)
Q Q

potom ji budeme nazyvat zobecnénou derivaci typu («) funkce u € Lo(£2).

38.7. Poznamka. Protoze u(® € Ly(Q), je u(® definovana na Q pouze téméef
véude, tj. miiZe existovat mnozina F,,, pro jejiz miru plati measy E,,, kde funkce u(®)
neni definovana. Tim se zobecnéna derivace odlisuje od klasické derivace: Klasicka
derivace je definovana bodové, kdezto zobecnéna derivace je definovana na oblasti
2 az na mnozinu miry nula.
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38.8. Vé&ta. Funkce u'® jsou jednoznacéné uréeny funkei u (ve smyslu prostoru
L (£2)).

Diikaz. Skuteénd, m&jme dvé funkce u, u € H*(S2), pro které plati u = u v Lo ().
Potom podle (38.9) plati

/ ou® dX = (1)l / uD®pdX Vo € CF(), 1< |a| <k,
Q Q

/ (@ dX = (_1)|°‘|/ uD%dX Ve e C(N), 1< |a| <k.
Q Q

Protoze u = u v L2(Q), dostdvame odectenim téchto dvou vztahi
/(u<a> — 4 Y)pdX =0 Vo e C(Q).
Q

Protoze lineadl C5°(Q2) je husty v Lo(Q2) (viz vétu 37.17), plyne odtud podle véty
37.19

@ =4l v Ly(Q)
pro kazdy multiindex «a (1 < |a| < k), coZ jsme chtéli dokazat. [J

38.9. Oznaceni. Vzhledem k vlastnosti uvedené ve Vété 38.8 budeme znacit
zobecnéné derivace u(® funkce u stejné jako klasické derivace symbolem D®u (viz

(38.2)).

38.10. Definice. Necht 2 C RV zna¢i libovolnou ohrani¢enou oblast, jejiz hra-
nice 09 se skladd z konecného poctu hladkych &4sti.? Symbolem HF() (nebo
obsirn&ji H*2(Q)) budeme znacit normovany prostor funkci u € Lo(Q), které maji
zobecnéné derivace u(®) = D% € Ly(Q)% pro viechna |a| < k, s normou || - ||x.q-
Tento prostor budeme nazyvat Sobolevovym prostorem.

Uvedeme nyni bez ditkazu dvé dilezité vlastnosti Sobolevovych prostort H” ().
38.11. Vé&ta. Sobolevovy prostory H¥(Q) jsou tipIné.

38.12. Véta. Necht oblast 2 ma spojitou hranici ve smyslu Necase (tj. jsou
pripustné body vratu, nikoliv vSak fezy. Potom linedrni prostor C*(Q) = Eg(RY)
je husty v H*(Q) pro kazdé k € N. (Pfipomindme, %e Eg5(RY) oznacuje line-
arni prostor restrikci funkci, které nalezeji do £(RY), na uzavienou oblast Q, kde
E(RYN) je linedrni prostor funkci definovanych na RN a nekone¢né mnohokrat spo-
jité diferencovatelnych.)

Uvedeme nyni jeden piiklad funkce, kterd nélezi do H'(f2), ale nema ve vsech
bodech oblasti €2 klasické derivace prvniho radu. Za¢neme definici:

2Tedy nepozadujeme, aby 9Q byla po ¢astech hladka ve smyslu Definice P.1.
3tj. funkce u(®), které spliiuji vztah (38.9)
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38.13. Definice. Rikdme, 7e funkce f(x1,...,zy) je po ¢astech spojitd v ohrani-

cené oblasti €2, jestlize existuje konec¢ny pocet oblasti €24, ..., €, s vlastnostmi
m
:UQJ" QN =0 (r#s rs=1,...,m), (38.10)
j=1

ve kterych je funkce f(z1,...,zN) spojita.

38.14. Lemma. Necht () je ohranic¢ena N-rozmérna oblast s po ¢astech hladkou
hranici 0Q, kterd nema body vratu. Necht funkce w € C°(Q) ma po &astech spojité
a ohranicené prvni derivace v ). Necht podoblasti Q1, ..., ,,, ve kterych jsou deri-
vace Ow/dx, (r =1,...,N) spojité, maji po ¢astech hladké hranice 01, ..., 00,
které nemaji body vratu. Potom w € W4 (Q), pficemZ zobecnéné prvni derivace
Ow/0x,, které nalezeji do L2(Q), jsou v kazdé podoblasti ; (j =1,...,m) rovny
klasickym derivacim Ow/0z, (r =1,...,N).

D1iikaz. Necht W(Q]) je jednotkova vnéjsi normala podoblasti ; (7 =1,...,m)
an()i,...,n(;)n jeji slozky. Protoze

() = -7 (Q) (38.11)

na spolecné ¢asti hranic uzavienych oblasti ﬁp, ﬁq (viz Obr. 38.1), dostaneme po-
moci véty 37.5 (tj. disledku Greenovy véty) pro funkci

ow
o0x,

gr(z) = (), z€Q; (j=1,...,m),

kde dw/0x, je klasickd derivace, postupné tyto vztahy:

fveon =5, Boar =5 ([ wovts [ w3 ax)

B Dy Oy
—/aﬁw(pn,nds—/Q oz, dX = — / 3 dX Ve e Cy(Q),

kde n, oznacuje r-tou slozku jednotkové vnéjsi normaly k 0€2. (T¥eti rovnost plyne
z toho, Ze ve vnitiku  se podle (38.11) kfivkové integraly na spoleénych ¢astech

hranic 09, 9Q, rusi — viz Obr. 38.1.) Tedy g1, . . ., gn jsou prvni zobecnéné derivace
funkce w, protoze jsou téz ohranicené:
Pocet m podoblasti €4,...,€,, je koneény, takze z ohranicenosti a spojitosti

derivaci Ow/0z, v Q; (j =1,...,m) plyne

/grdX Z/ (axT>2dX<oo (r=1,...,N).

Tedy g, € L2(Q). O
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Obr. 38.1 a Obr. 38.2

V Disledku 38.16 uvedeme funkce, které vyhovuji podminkdm Lemmatu 38.14 a
které se uzivaji v metodé konecnych prvkia. Tim se ukdze vyznam Lemmatu 38.14
pro tuto metodu. Nejprve vSsak musime zavést v Definici 38.15 pojem triangulace
oblasti.

38.15. Definice. Necht ohrani¢end oblast  C R? m4 polygonalni hranici. Mno-
Zina o B
T={T1,Ts,...,T)}
sestavajici z kone¢ného poctu uzavienych trojthelnikit T'; se nazgva triangulac
oblasti Q, jestlize spliiuje tyto dvé podminky:

a) plati
p— p p—
0= U Tj :
j=1

b) libovolné dva trojthelniky T;,T; € T jsou bud disjunktni, nebo maji spole¢ny
vrchol, nebo spole¢nou stranu (viz Obr. 38.2).

38.16. Duisledek. Necht T je triangulace ohrani¢ené uzaviené oblasti Q2 s poly-
gonalni hranici 9. Necht funkce w € C°(2) je polynomem na kaZdém trojihelniku
triangulace T. Potom w € H'(Q). Kromé toho, ve vnitiku T; kazdého trojihelnika
T; € T je zobecnénd derivace Ow/dx; rovna klasické derivaci dw/dz; (i = 1,2).

Nyni se zminime o Sobolevovych prostorech H*:?(Q). Pro zékladni aplikace jsou
prostory H¥ () dostateéné. Nicméné, je vhodné zminit se také o prostorech H*?(Q)
(1 < p < 00), jejichz ¢asteénym piipadem pro p = 2 jsou prostory H*(Q).

38.17. Definice. Necht Q2 je ohrani¢ena N-rozmérnd oblast s po ¢astech hladkou
hranici 9Q (v ptipadé N = 2 ve smyslu Definice 37.1). Symbol H*?(Q) oznacuje
normovany prostor funkci v € L,(2), které maji zobecnésné derivace D%u € L, (2)
pro vSechna || < k. Norma je definovana v tomto prostoru vztahem

1
[l g ) = ||U||k,p,fz={ > /QlDaUV’dX} :

la| <k
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39. MOTIVACE: PREVEDENI OKRAJOVEHO PROBLEMU ELIPTICKE
PARCIALNI DIFERENCIALNT ROVNICE NA VARIACN{ FORMULACI

Uvazujme tento okrajovy problém pro Poissonovu rovnici:

~Au=f in QcCR?, (39.1)
u=u only, (39.2)
ou
o, =4 on Iy, (39.3)
kde 92 92
U U = =
Auza—l.% 8—1'%7 F]_UF2:aQ (Flﬂr2:®)
a f,u,q jsou dané funkce. Vyraz
ou ou ou

ou _ou L 9U 4
on &Ulnl 8.7]2”2 (39.4)

je derivace funkce u podle jednotkové vnéjsi normaly n = (n1, n2).
Nasobme rovnici (39.1) libovolnou funkci v € V', kde

V={veH Q) :v=0 naly} (39.5)

a integrujme vysledek pres (2:

—/QvAudX:/Qvde. (39.6)

Greenova véta (see P.5) aplikovana na integral na levé strané vztahu (39.6) dava
0%u  0%u
_ — 4+ —)dX =
/Q”(axf * 81:%) d
0 ou 0 ou Ou Ov Ju Ov
/Q{a.rl (08x1>+8x2 (v&vQ)}d +/Q<6a:1 8x1+8x28x2>d
ou ou ou Ov Ou Ov
= — — — d dX.

/QQU<85L‘1n1+ 85[?2”2) 8—}—/{2 (8([}1 85[11 + 85[12 85[?2)

Podle (39.4), (39.5) a (39.3) plati

ou ou ou
/(991)(8—1:1711—1_3—332”2) ds-/aﬂva—nd,s’—/FQqus.

Tedy vztah (39.6) muze byt psan ve tvaru

ou Ov ou Ov
/Q <8:L‘1 0z * 0xa 8x2> dX = /Qvf dX + /1‘2 vgds. (39.7)

Dospéli jsme k tomuto problému: Nalézt funkci u, ktera splnuje okrajovou pod-
minku (39.2) a vyhovuje integralnimu vztahu (39.7) pro vSechny funkce v € V' (viz
(39.5)). O
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