22 . LEBESGUEOVA MIRA A LEBESGUEUV INTEGRAL: MOTIVACE

Zac¢neme zopakovanim pojmu funkce jedné proménné spojité v bodé (je to spe-
cidlni pfipad Definice 12.1 spojitého zobrazeni f : X — ) z metrického pro-
storu X = (X, ) do metrického prostoru Y = (Y,0*), kde X = Y = R! a
o(@,y) = o*(w,y) = |z —y|, m,y € R'):

22.1. Definice. Rikame, e funkce f(z) je spojita v bodé xq, jestlize je defino-
vana v néjakém otevieném intervalu I, ktery obsahuje bod x, a jestlize ke kazdému
e > 0 lze najit § = d(e) > 0 (zavislé na ¢) takové, ze pro vsechna

x € (xg—d,x0+0) C I (22.1)

plati
|f(z) = f(zo)| <e. (22.2)

Pokud je funkce f(z) spojita ve vSech bodech intervalu I, fikdme, Ze je spojita na
intervalu I.

Divame-li se na obrazek funkce, kterd je spojitd na intervalu (jak je tomu na
Obr. 22.1), myslime, Ze je vSe jasné. V 22.3 a 22.4 uvedeme dvé dosti potrhané funkce
a budeme zkoumat jejich spojitost. Ty funkce si ani porfadné neumime nakreslit.
Dtive vsak jesté v 22.2 zobecnime Definici 22.1 na pripad, ze dand funkce neni
definovéna ve vSech bodech intervalu (zo—d, 2¢+0). (Toto zobecnéni nebude pouzito
v 22.3 a 22.4.)

€1 F-=—-q—-———=—=—=——"————-
€1 p--T--=-=-—---

/ a To by

Obr.22.1. K definici spojité funkce
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22.2. Poznamka. N&kdy funkce neni definovana ve vSech bodech intervalu (zg — d,zo + 9).
Potom vztah (22.1) piSeme obecnéji:

x € (zg — b, z0 +9) N M, (22.1%)

kde M je mnozina bodu osy z, ve kterych je funkce f(z) definovédna a zo € M. Uvedme Ctyti
priklady:

a) Necht M = (—1,0) U (1,2), pficemz f(z) = —1 pro z € {(—1,0) a f(z) = 1 pro z € (1,2).
Tato funkce f(z) je spojitd na mnoziné M.

b) Necht M = (—1,0) U (0,2) (tj. M = (—1,2) \ {0}), pficemz f(z) = —1 pro =z € (—1,0) a
f(z) = 1 pro z € (0,2). Tato funkce f(z) je spojitd na mnoziné M. (Je nutné si uvédomit, ze
kazdy bod z¢ € M lezici v e-okoli bodu z = 0, kde 0 < € < 1, je vnitinim bodem mnoziny M.)

¢) Necht M = (—1,2), pficemz f(z) = —1 pro z € (—1,0) a f(z) = 1 pro = € (0,2). Tato
funkce je nespojitd v bodé z = 0.

d) Necht M = {-1,0,1,2} a nechtf funkce f(j) (j = —1,0,1,2) nabyva v bodech =z = j libo-
volnych pevnych koneénych hodnot. Tato funkce je spojitd na mnoziné M. (Abychom to dokézali,
zvolme libovolné 0 < 6 < 1. Potom (j — 6,5 + ) N M = {j}, takze nerovnost (22.2), kde z¢ = j,
je splnéna pro vSechny body lezici v (j — 4,5 + d) N M — je to jednobodova mnozina.)

22.3. Definice Dirichletovy funkce. Pro z € (0, 1) definujeme

0 pro z iraciondlni,

fp(z) :{

1 pro z racionalni.

22.4. Definice Riemannovy funkce. Pro z € (0, 1) definujeme

€Tr) =
fa(@) { pro x = %, p, q nesoudélna.

0 pro z iracionalni,
1
q

Dirichletova funkce je fadni, ale nenakreslitelnd, protoze racionalnich bodu je
v kazdém intervalu nekonecné (i kdyz spocetné) mnoho.

Co se tyce Riemannovy funkce, je také nenakreslitelnd, jeji priubéh je vsak
o mnoho zajimavéjsi, takze stoji za to tuto funkci vyhodnotit alespon v nékterych
bodech (viz také Obr. 22.2)

fr(0) = fr(1) =1,
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atd. (MuzZeme si predstavit, ze “graf” Dirichletovy funkce je obrazek néjakého ne-
pouzitého idedlniho kartacku na zuby, kdezto “graf” Riemanovy funkce je obrazek
podobného, ale uz velmi pouzivaného a tedy vydfeného idedlniho kartéacku na zuby.)
Prikroc¢ime ke zkoumaéani spojitosti obou funkeci.
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Obr. 22.2. Riemannova funkce

22.5. Véta. Dirichletova funkce fp(x) je nespojita ve vsech bodech, kdezto
Riemannova funkce fr(x) je spojita v iracionalnich bodech — body nespojitosti ma
pouze v racionalnich bodech.

Diikaz. a) Piipad funkce fp(z): Zvolme ¢ € (0,1) a 0 < ¢ < 1 libovolné, ale
pevné. At je § > 0 sebemensi, vzdy jsou v intervalu (zg — d, x¢ + d) jak racionalni,

84



tak iracionalni body, takze nerovnost |f(z) — f(zo)| < € neni splnéna pro vSechny
body tohoto intervalu.

b) Piipad funkce fr(z): Zvolme iracionalni zo € (0,1) a € > 0 libovolné, ale
pevné. Existuje jenom konecny pocet prirozenych cisel ¢, kterd neprevysuji svou
hodnotou ¢islo é, z ¢ehoz plyne, Zze v uzavieném intervalu (0, 1) existuje pouze
koneény pocet raciondlnich ¢isel g, pro ktera fR(’é) = % > e. To znamena, Ze
existuje tak malé § > 0, Ze v intervalu (z¢ — d, 2o + §) nelezi zadny z téchto bodu
% (je jich ptece koneény pocet). Tedy

|f(z) = f(wo)| = f(z) <e Vz € (x0— 6,20 +9),

¢imz je spojitost funkce fr(z) v iracionédlnich bodech dokazéana.

Necht nyni z( € (0, 1) je racionélni. Zvolme 0 < & < f(z¢). At je § > 0 sebemensi,
vzdy jsou v intervalu (zg — d, 9 + §) jak raciondlni, tak iracionalni body, takze
nerovnost |f(z) — f(z¢)| < € neni splnéna pro vSechny body tohoto intervalu, coz
dokazuje nespojitost funkce fr(z) v raciondlnich bodech. O

Je tfeba zduraznit, ze obé funkce fp(z) a fr(x) jsou potrhané ve stejnych bo-
dech. Pfitom prvni je vSude nespojita, kdezto druhd téméf vSude spojita (tento
pojem bude precizovan pozdéji).

Ptejdeme k nam jiz zndmé definici Riemannova integralu:

22.6. Definice Riemannova integralu. Cislo

b b
(R)/ f(z)dz nebo stru¢néji / f(z)dx

nazyvame Riemannovym integrdalem funkce f(x) na uzavieném intervalu (a,b),
jestlize ke kazdému € > 0 existuje index N (e) tak, ze pro n > N(e) plati

b—a — b
IS A€ - () [ fla)de] <e (22.3
i=1 a
nezavisle na tom, jak volime ¢isla &; € (z;_1,2;) (i =1,...,n), kde
Aa=2T0<T1<To< - < Tp_1<Tp=0>0 (22.4)

jsou ekvidistantni body, které déli uzavieny interval {(a, b) na n stejné velkych dilku
délky (b—a)/n. O
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Obr.22.3. K definici Riemannova integralu

V pfipadé nezaporné spojité funkce f(x) vyjadifuje soucin b_T“ f (&) plochu ob-
n

délnika o délce zakladny b_T“ a vysce f(&) a vyraz b_T“ 231 f(&;) priblizny plosny
=

obsah dvojrozmérné jednoduse souvislé mnoziny U ohrani¢ené segmentem (a,b),
dvéma svislymi tiseckami o délkach f(a), f(b) a grafem funkce f(z) (viz Obr. 22.3).
Vzhledem k libovolnosti ¢ pak plyne geometricky vyznam Riemannova integralu
(R) f: f(x)dx ze spojité nezaporné funkce f(z): Je to plosny obsah mnoziny U.

Pomoci Definice 22.6 se Riemannovy integraly nepocitaji; na jejim zakladé bylo
vyvinuto mnoho rafinovanych vypocetnich metod — my vsak tuto definici probereme
na dvou ptikladech.

22.7. Priklad. Vypoctéte Riemanniv integral z funkce f(x) = kz (k > 0) pfes
interval (a, b).
Definujme dva soucty

n

b n—1 h— n
s(f) = 25 kay, S(f) = n“kaj.
i=0 j=1
Ziejmé plati
b . n
s(f) < T“Zkgi < S(f).
=1

Dokazeme nyni, ze
b
1
[ hwds = Jis(5)+ S(7).
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Je totiz
n

[s(f) +S(] =) P,

=1

N =

kde P; je plocha lichobé&zniku o zdkladné (z;_1,z;) a s rameny kz;_1, kz;, takze

lb—a
2 n

1
P, = Ek(flfi_l + CL‘,)(IL‘, - xi—l) = k(fﬁi—l +x’t)7

piicemz Y ., P; je plocha lichobéznika o zakladné b — a a s rameny ka, kb. Nyni
je zfejmé, ze ke kazdému e > 0 lze najit N(¢) tak, ze

i(b;af(&)—ﬂ)

=1

<e, n>N(),

protoze =2 f(&;) je plocha obdélniku o stejné zakladné jako lichobéznik P; a vysce

n

f(&). Tedy plati
‘/bhmhnziéPc:1Mﬁ+bﬂb—a):lk@2—a%
a "' 2 2 '
Obvyklymi metodami integralniho poc¢tu dostaneme stejny vysledek:

b 1
/ kxdx = 514:1'2

22.8. Priklad. Dokazeme, ze Riemanniv integral z Dirichletovy funkce fp(z)
neexistuje. Pokud zvolime vSechna §; (i = 1,...,n) racionalni, plati

b—lk(zﬂ— )
—2 a ).

a

1 n
- Z fp(&)=1.
=1
Pokud zvolime vSechna &; (i =1,...,n) iracionélni, plati
1 n
- ) =0.
- ; Ip(&)

Pokud budou néktera &; iracionalni a néktera racionalni, budeme mit

n

1 « k
E;J[D(éi): -,

kde 0 < k < n je celé ¢islo. Vidime tedy, ze Definici 22.6 nelze splnit.

V Prikladu 22.8 jsme vidéli, ze aparat Riemannova integralu neni dostatecny;
selhal zde v ptipadé celkem fadni funkce. Je to jeden z mnoha ptikladd podporujicich
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tvrzeni, ze matematickd analyza potfebuje integral obecnéjsi, nez je integral ve
smyslu Riemannoveé.

Lebesgue se inspiroval pii svych matematickych objevech nejprostsimi nazornymi
poznatky, které nam dava primé pozorovani skutecnosti. Lebesguetv kriticky duch
odstranoval kazdy nepodstatny prvek, i kdyz tento prvek jiz vesel natolik do bézné
praxe, ze se uz nikdo neptal po jeho ucelu.

Jak jiz jsme vidéli, hlavni roli v procesu riemannovského integrovani maji déleni
intervalu (a,b), v némz je definovana funkce f(x), na koneény pocet dilkt. Tedy
body z (a,b) jsou zde roztiidény do kone¢ného poctu podintervalii podle svého
poradi zleva doprava na intervalu (a, b).

Lebesgue zjistil, ze toto usporadani zleva doprava (tj. uspfadani podle velikosti
prvnich soufadnic bodu [z, f(z)] grafu funkce f(z)) je vysledkem rutiny, Ze ne-
vyplyva z podstaty problému integrovani. Pouziti tohoto usporadani je dokonce i
nepraktické, tak jak je nepraktické pocitani obnosu penéz podle prvniho zpiisobu
v nasledujicim prikladé, ktery nema s integralem nic spole¢ného.

Predstavme si, ze kromé osmi minci (desetihaléfe, dvacetihaléfe, padesatiha-
1éte, koruny, dvoukoruny, pétikoruny, desetikoruny, dvacetikoruny) mame jesté ctyti
ruzné st¥ibrné mince (padesatikorunu, stokorunu, dvousetkorunu a pétisetkorunu)
patnact riznych typt — a ze mame nékolikakilogramovy vacek (¢i spise vak) téchto
minci. N&s tkol by byl stanovit pfesné penézni ¢astku v tomto vaku. Jsou mozné
dva zptsoby:

1. Vytahovat z vaku jednu minci po druhé a postupné secitat (trochu ekonomic-
t&jsi, ale témér stejné nesikovné by bylo mince vysypat na stul a postupné odebirat).

2. Vysypat mince na stil a rozdélit je do patnacti hroméadek — v kazdé by byly
mince pouze jednoho druhu. V kazdé hroméadce bychom mince secetli a jejich pocet
vynasobili hodnotou mince; soucet patnacti dilcich vysledki pak by dalo hledany
vysledek.

Riemannovska integrace pripominé prvni zptisob. Zde hodnoty

f(gl)u f(£2)7 R f(én)

jsou také postupné “odebirdny” v ndhodném poradi (ta ndhodnost je dana tvarem
grafu funkce f(x)).

Priklad se dvéma zptisoby s¢itani hodnot minci vymyslel Lebesgue, aby nazorné
ukézal cestu pro jiny zptsob integrace: Roztfidéni minci podle jejich hodnot néas
pfivadi na myslenku uspotradat body z (a, b) podle jim odpovidajicich hodnot funkce
f(x), coz vede k tomuto dusledku: nedélit na dilky segment (a, b), ktery lezi na ose
x, ale segment (A, B) na ose y, kde ¢isla A, B jsou v pfipadé ohrani¢ené funkce
f(z) libovolné zvolen4 &isla splitujici nerovnostit

A< f(x) < B. (22.1)
Segment (A, B) rozdélime body
A=yo<y1 <y2 <+ <Y <yYpp1 < - <yp,=10B

1 Konstrukce Lebesgueova integralu na &islech A, B nezavisi, tato &isla museji jenom spliiovat
nerovnosti (22.1).
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na konecény pocet dilkt a pritadime tomuto déleni kone¢nou posloupnost n mnozin
€0, €1, €25...,€5, €441y...5En_1

kde mnozina e; (i = 0,...,n — 1) obsahuje pravé vSechny body z € (a,b), pro néz

plati y; < f(z) < yit1.

Mnoziny e; (0 < i < n — 1) jsou po dvou disjunktni a jejich sjednoceni je pravé
interval (a,b), takze definuji rozklad intervalu (a,b). AvSak tak jako pocitani pe-
néz se stane praktictéjsi, kdyz obétujeme néco z elementarniho charakteru operaci,
podobné pozorujeme, ze pii uvedeném postupu je povaha mnozin e; slozitéjsi nez
dilky v pfipadé riemannovské integrace; mnoziny e; jsou tim slozitéjsi, ¢im slozitéjsi
je funkce f(z) (viz Obr. 23.1, kde je na ose x zobrazena mnozina ej, kterd sestava
ze Ctyt podmnozin).

Lebesgue si uvédomil — a to je druha velkd myslenka, kterou zavedl do teorie
integralu — Ze teorii integralu musi predchazet obecna teorie miry mnozin, teorie,
kterd ma nas naucit dat pravy smysl pojmu miry pro co nejobecnéjsi mnoziny.

Je samozrejmé, ze takovato obecna teorie miry bude muset spliiovat urcité lo-
gické a intuitivni pozadavky. Napriklad: Musi pfifazovat intervalim a mnohotuhel-
nikovym i mnohosténnym oblastem tutéz miru, kterou jim pfifazuje elementarni
matematika; je-li dan rozklad méfitelné mnoziny A na kone¢ny nebo spocetny po-
cet disjunktnich mnozin A;, které jsou vSechny méftitelné, musi byt mira mnoziny
A rovna sou¢tu mér mnozin A; (vlastnost aditivity).

Dtive nez se dotkneme v kap. 24 otazek souvisejicich s mirou mnozin na piimce,
popiSeme strucné v kap.23 konstrukci Lebesgueova integralu ohranicené funkce
na libovolné ohrani¢ené méfitelné mnoziné E. Vyjdeme z premisy (kterou v kap. 24
dokazeme), ze kazdé ohrani¢ené mnoziné F je pfifazeno ¢islo meas F/, mira mnoziny
EZ

Na zavér této motivaéni kapitoly uvedme vyznam lebesgueovskych mnozin e;
(kvidli kterym je nutno vybudovat lebesgueovskou teorii miry mnozin): definujeme
pomoci rozkladu intervalu (a, b) tzv. dolni a horni Lebesguetuv soucet s(f) a S(f)
vztahy

n—1 n—1
s(f) = Z yemeasey, S(f) = Z Yk-+1meas ey .
k=0 k=0

V kap. 23 dokazeme, ze dolni soucty maji supremum U a horni soucty infimum V'
a ze plati
U=V.

Tuto spoleénou hodnotu nazveme Lebesgueovym integrdalem pies interval (a, b).

23. MERITELNE FUNKCE. LEBESGUEUV INTEGRAL Z OHRANICENE FUNKCE

23.1. Definice méfitelné funkce. Funkce f(z) zadand na mnoziné E se na-
zyva meéritelnou, je-li méfitelnd tato mnozina a jestlize pro libovolné a je métitelna
mnozina

{r e FE: f(x)>a}.

2Piesnéji fedeno, kazdé mnoziné E, ktera neni zkonstruovana pomoci aziomu vybéru, protoze
Vitali dokézal s pomoci tohoto axiomu zkonstruovat (nepfedstavitelnou) lebesgueovsky neméri-
telnou mnozinu.
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23.2. Véta. Je-li f(x) funkce méritelna na mnoziné E, potom pii libovolném a
jsou meéritelné mnoziny

{zeB:f(@)>a}), {zcE:f(x)=a),

{zreFE: f(x)<a}, {z€FE:f(zx)<a}.

Nyni muzeme piikroc¢it k definici Lebesgueova integralu ohrani¢ené méri-
telné funkce:

Necht na méritelné mnoziné E je ddna méritelnd ohranicend funkce f(x), pficemz
A< f(x) < B.
Rozdélme uzavieny interval (A, B) na ¢asti pomoci bodu
Yo=A<y1<y2<---<yp =B (23.1)

a pritadme kazdému polozavienému intervalu <yk, Yk+1) tzv. Lebesgueovu mnoZinu
(viz Obr. 23.1)

ex ={r€E:yx < f(®) <yp+1} (k=0.1,....,n—1).

Y

cﬂ.-_________
8

Obr.23.1. K definici Lebesgueovych mnozin

Na Obr. 23.1 je vyznacena na z-ové ose lebesgueovskd mnozina e; = {x € (a,b) :
y1 < f(z) < y2}. Ostatni lebesguovské mnoziny, jejichz sjednoceni spolu s ey daji
cely interval (a,b), se zkonstruuji podobné.
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Snadno se provéri tyto ¢tyri vlastnosti Lebesgueovych mnozin ey:
1) mnoziny ey, jsou navzijem disjunktni: e; Ne; =0 (i # j);
2) mnoziny e, jsou métitelné;?

n—1
3) E= U ex;
k=0
n—1
4) meas E = > measey .
k=0

Definujme dolni a horni Lebesguetiv soucet s a S:

n—1 n—1
s(f) = Zykmeas ex, S(f)= Z Yrr1measey .
k=0 k=0

Polozime-li
A = max (yk+1 - yk) ;

bude platit
0<S(f)—s(f) <AmeasE. (23.2)
23.3. Lemma. Zidny dolni Lebesgueiiv soucet s(f) neni vétsi nez libovolny

horni Lebesgueuv soucet.

Dikaz. A) Nejprve dokdzeme, Ze priddnim dalsich bodu déleni intervalu (A, B) se dolni soucet
nezmenst a hornt soucet nezvetsi.
Predpokladejme, ze mame déleni segmentu (A, B) definované body

Yo <y1r <:---<Yn
kterému odpovida dolni soucet sg a horni soucet Sgp, a Ze jsme pfidali bod ¥, pro ktery plati
Yi <Y < Yit1- ()

Potom pfi k # i vystupuji intervaly <yk,yk+1) a s nimi i mnoziny e} i v novém zpusobu déleni.
Pouze interval <yi, Yi+1) se rozpadad na dva intervaly

(v 1), (W viv1)-

Spolu s tim se mnozina e; rozklada na dvé mnoziny

ei ={z€(a,b):y; < f(2) <7}, e ={z€(a,b): < f(z) <yis1}.
Ztejmé plati
€; :e%Ue?, elﬁe? =0,
takze
meas e; — meas el1 + meas e? . (**)

Z dosud fteceného je jasné, ze novy dolni soucet s se ziskd ze souctu sg zameénou scéitance
yimeas e; vyrazem u;meas ell + ymeas e?. Tato skuteénost spolu se vztahy (*), (**) implikuje
s > so.

Pro horni soucty probiha dikaz analogicky.

B) Uvazujme jakékoliv dva zptlisoby déleni D1, D2 segmentu (A, B). Necht témto zpisobtm
koresponduji dolni soucty si, s2 a horni soucty S1, Sa.

3Toto plyne z Véty 23.2 a vatahu ey, = {r € {r € E:y, < f(2)}: f(z) < yps1}-
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Utvorme tieti zptisob déleni segmentu (A, B) — zplisob D3, ve kterém body dé&leni jsou tvoreny
jak body déleni D1, tak body déleni D3. Jestlize zptisobu D3 koresponduji soucty s3, S3, potom
v dusledku ¢asti A tohoto dikazu plati s; < s3 a S3 < Sa. Protoze s3 < Ss3, je jasné, ze s; < Sag,
coz jsme potiebovali dokdzat. [

Zvolme néjaky urcity horni Lebesguetv soucet So(f). Protoze pro kazdy dolni
Lebesgueuv soucet s(f) bude podle Lemmatu 23.3

s(f) < So(f),

vidime, Ze mnozina {s(f)} vSech Lebesgueovych dolnich sou¢tl je ohrani¢end shora.
Necht U je jeji supremum,
U =sup{s(f)}.

Potom je jasné, ze

U < So(f).

Vzhledem k libovolnosti souc¢tu So(f) posledni nerovnost dokazuje, Ze mnozina
{S(f)} vSech hornich Lebesgueovych souétii je ohrani¢enéd zdola. Nazveme V jeji
infimum,

V =inf {S(f)}.

Ztejmé pri libovolném zpusobu déleni bude

s(f)SU<SV<S(]).
Podle (23.2) odtud méme

0<V —-U<AmeasFE,
a protoze je A libovolné malé, tak

U=V.
23.4. Definice Lebesgueova integralu. Spole¢nou hodnotu ¢isel U = sup {s},

V = inf {S} nazyvame Lebesgueovym integrdlem ohrani¢ené méfitelné funkce f(x)
na mnoziné F a znac¢ime symbolem

@ [ 1@

V téch pripadech, kdy je vyloucena zaména s jinymi druhy integralu, piSeme prosté

[Ef(.r) dz.

V piipadé, ze E = (a, b), piSeme

(@LU@NL L%@mw
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23.5. Priklad. Vypoctéme Lebesguetv integral

(L) /0 fp(z)dz.

Necht Qo1 C (0,1) zna¢i mnozinu racionalnich ¢isel. Zvolme libovolné déleni
(23.1) a necht m je takové, ze Yy, < 1 < yp,41. Dale necht r je takové, ze y, < 0 <
Yr+1. Podle definice pro prislusny dolni a horni Lebesguetiv soucet s a .S a toho, ze
meas Qo1 (bude to dokézano v Prikladu 24.14) plati

$(fp) = Yym -measQ =0, S(fp) = ym+1 -measQ =0,

takze z libovolnosti déleni (23.1) plyne
1
(L)/ fp(x)dz =0.
0

Nésledujicimi dvéma vétami vyvrcholila klasickd analyza na prelomu 19. a 20.
stoleti:

23.6. Véta (Lebesgue). Aby ohranic¢ena funkce byla integrovatelna (R), je
nutné a staci, aby byla témeér vsude spojita.

Z Vét 23.6 a 22.5 plyne, ze Riemannova funkce fr(x) je riemannovsky integro-
vatelna. Jeji integral na segmentu (0, 1) vypo¢itame pomoci Véty 23.7 v Piikladu
28.3.

23.7. Véta (Lebesgue). Kazda funkce integrovatelna (R) je nutné integrova-
telna i (L) a oba integraly si jsou rovny.

Véta obracena k Vété 23.7 vSak neplati — viz Priklady 22.8 a 23.5 o integralech
Dirichletovy funkce.

24. TEORIE LEBESGUEOVSKE MIRY MNOZIN NA PRIMCE

24.1. Struktura otevienych ohranic¢enych mnozin. Kazda neprazdna ohra-
ni¢end oteviend mnozina G C R! je vyjidritelnd ve tvaru sjednoceni koneéného
poctu nebo spocetné mnoziny navzajem disjunktnich otevienych intervali, jejichz
koncové body nenalezeji mnoziné G (tyto oteviené intervaly nazyvame vytvoruji-
cimi intervaly).

24.2. Struktura uzavienych ohrani¢enOych mnoZin. Kazdi neprazdna
ohranicens uzaviend mnozina F C R! je bud uzavieny interval nebo se ziska z né-
jakého uzavreného intervalu odebranim konec¢ného poctu nebo spocetné mnoziny
navzajem disjunktnich otevienych intervali, jejichz koncové body nalezeji mnoziné

F.

Druhé ¢ast nasledujici Definice 24.3 vychazi pfimo z Véty 24.1 (je pfirozené
definovat miru oteviené mnoziny jako soucet délek jejich vytvorujicich intervalt).
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24.3. Definice miry oteviené ohrani¢ené mnoziny. a) Mirou intervalu
(a,b), kde a < b, se nazyvéa jeho délka, tj. b — a. Toto ¢islo se znaci

meas (a,b) =b—a.

b) Mirou meas G neprazdné oteviené ohrani¢ené mnoziny G C R! nazjvame
soucet délek vsSech jejich vytvorujicich intervalt [j:

meas G = Zmeas[k. O
k

Vyraz meas G je vzdy koneény (0 < measG < o), protoze v pfipadé spocetné
mnoha s¢itanci jde o pripad absolutné konvergentni ciselné rady.

24.4. Definice miry uzaviené ohrani¢ené mnoziny. Mirou meas F' ne-
prazdné uzaviené ohrani¢ené mnoziny F' C R! nazyvame &islo

meas ' = b — a — meas (CsF),

kde S = (a,b) je nejmensi uzavieny interval obsahujici mnozinu F' a CsF' je kom-
plement mnoziny F do S, tj. CsF = S\ F. (CsF je oteviena mnozina.)

24.5. Poznamka. Je-li F' uzavieny interval, potom CsF = (). ProtoZe v teorii
mnozin je prazdnd mnozina soucasné oteviend a uzaviend a protoze meas() = 0,
je Definice 24.4 v porfadku i v pfipadé, ze mnozina F' je uzavieny interval, tj.
meas F' =0 — a.

Pro vybudovani obecné teorie Lebesgueovy miry maji velky vyznam tyto dvé
véty:

24.6. Véta. Mira oteviené ohranicené mnoziny G je supremum mér vSech moz-
nych uzavienych mnozin, které jsou obsazeny v G.

24.7. Véta. Mira uzaviené ohranicené mnoziny F' je infimum mér vSech moz-
nych otevienych mnozin, které obsahuji F'.

Tyto dvé véty jsou motivaci pro nasledujici dvé definice:

24.8. Definice vnéjsi miry. Vnéjsi mirou m* F ohrani¢ené mnoziny F nazy-
vame infimum mér vSech moznych otevienych ohrani¢enych mnozin, které obsahuji
mnozinu F:

m*E = inf {measG}.
GDE

24.9. Definice vnitfni miry. Vnitini mirou m,F ohrani¢ené mnoziny E na-
zyvame supremum mér vSech moznych uzavienych ohrani¢enych mnozin, které jsou
obsazeny v mnoziné F:

m, F = sup {meas F'} .
FCE

Protoze se d4 dokazat, ze plati

a) Mira oteviené ohranicené mnoziny G je infimum meér vsech moznijch otevre-
nych ohranicenych mnoZzin, které obsahuji G,

b) Mira uzaviené ohranicené mnoziny F je supremum mér vSech moznych uza-
vrengch ohranicenych mnoZin, ktere jsou obsazZeny v F,

z Vét 24.6, 24.7 a Definic 24.8, 24.9 plyne:
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24.10. Véta. Je-li G oteviena ohrani¢ena mnozina, potom
m*G = m,G = meas G,
kde meas G je definovana v 24.3. Je-li F' uzaviena ohrani¢ena mnozina, potom
m*F = m,F = meas F,

kde meas F' je definovana v 24.4.

Vzhledem k vysledku obsazeném ve Vété 24.10 ma smysl zobecnit definici miry
ohranicenych otevienych a uzavienych mnozin na pripad miry libovolné ohranicené
mnoziny v R! takto:

24.11. Definice miry. Ohrani¢end mnozina F se nazyva méritelnou ve smyslu
Lebesguea, jsou-li si vnitini a vnéjsi mira navzajem rovny. Jejich spole¢nou hodnotu
nazyvame mirou mnoziny F a zna¢ime meas E':

measF =m*EF =m,F.

24.12. Véta (totalni aditivnost miry). Je-li ohrani¢end mnozina E sjed-
nocenim konecného poctu nebo spocetné mnoziny meéritelnych mnozin, které jsou
navzajem disjunktni,

E={JE: (BinE; =0, i# ),
K

potom mnozina I je méritelna a plati

meas F = E meas E}, .
k

Pravé uvedené vlastnosti se také rika o-aditivnost miry.
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Mira ohrani¢enych mnozin v R! ma déle tyto dilezité vlastnosti:

24.13. Véta. Plati:
a) Jestlize ohrani¢ena mnozina E C R! je sjednocenim spocdetné mnoziny méfitel-
nych mnozin, potom je mnozina E meéritelna.
b) Prunik spocetné mnoziny méfitelnych mnozin je méfitelnd mnozina.
¢) Rozdil dvou méritelnych mnozin je méritelnd mnozina.
d) Jsou-li E1, Fy dvé méfitelné mnoziny, piicemz E1 O Es, potom pro jejich rozdil
E = E1 \ E; plati meas E = meas F'; — meas Fs.

24.14. Piiklad. Necht Qo1 C (0,1) je mnoZina raciondlnich ¢isel na segmentu
(0,1). Dokazeme, ze

meas Qo1 = 0. (24.1)

Raciondlni ¢isla (tj. ¢isla, kterd se daji vyjadfit ve tvaru z = %, kde p, q jsou
nesoudélna celd ¢isla) ocislujeme lexikograficky takto: z; = 0 = %, o =1 = %,
1 3 4

'7;3:5,‘7;4:%71’15:%71’16:%71’17:%7$8:%,$9:%,$1025,$11:g?
T1g = %, atd. (tj. ¢isla s mensim ¢ jsou ¢islovana dfive; kdyz maji dvé ¢isla stejné
q, potom ¢islo s mensim p je éislovano diive). Vidime, Ze mnozina Qo; je spocetna
(tj. existuje vzédjemné jednoznac¢né pfifazeni mezi mnozinou N pfirozenych cisel a
mnozinou Qo1).

Jednobodova mnozina {z} je uzavieny interval, jehoz poc¢atecni a koncovy bod
splyvaji. Tedy meas {x} = x — x = 0. Mlzeme psat

Qor= U}, {zidn{e;} =0 (i#)).
k=1

Tedy muzeme uzit Vétu 24.12, z které dostavame (24.1). O

24.15. Piiklad. Necht Ip; C (0, 1) je mnozina iracionalnich ¢éisel na segmentu
(0,1). Dokazeme, ze
meas Ip; = 1. (24.2)

Plati meas (0,1) = 1. ProtoZe Qo1 C (0,1) = 1, miZeme vzhledem k (24.1) uzit
Vétu 24.13d, podle které
meas Ip; = meas ({0,1) \ Qo1) = meas (0,1) —measQp1 =1—-0=1,

coz je vztah (24.2). O

24.16. Priklad. Protoze mnozina Iy; je podle Prikladu 24.15 méftitelna, plati
vzhledem k Definici 24.12

m*Im = meas I()l. (243)

Podle definice vnitini miry (viz 24.9) existuje alesponl jedna uzaviend mnoZina
F', pro kterou plati F' C Ip;. Takovou uzavienou mnozinu si neumime pfredstavit,
umime vSak takovych uzavienych mnozin zkonstruovat nespocetné mnoho. Ukazme
to.
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Zvolme & > 0 libovolné, ale pevné (pficemz & < %) Necht pro k € N je Ji .

otevieny interval tvaru

1le¢ 1e¢
Jre = (xk— — =, T+ >7 Ty € Qo1.

ok 37Tk T ok g
Plati
J n 1e ( 1 5) 1
meas =T — — — |\ T — — — = —€.
ke = kT ok 9 ok o) — ok
Polozme

G. = U -
k=1

Podle Véty 6.15 je G oteviend mnozina. Pro jeji miru plati (protoze G neni
sjednoceni disjunktnich otevienych intervali)

o0 o0

1

meas G, < Z meas Ji . =€ Z oF = €. (24.4)
k=1 k=1

Mnozinovy rozdil uzaviené mnoziny a oteviené mnoziny je uzaviend mnozina. Tedy
Fe =(0,1)\ Ge
je uzavfena mnozina, pro jejiz miru vzhledem k (24.4) plati
1>measF, >1—c¢. (24.5)

Prvni nerovnost v (24.5) plati vzhledem k tomu, ze F. C (0,1). Protoze navic
mnozina F. neobsahuje vzhledem ke své definici ani jeden racionalni bod xy, je F.
jedna z hledanych uzavienych mnozin, pro kterou plati F. C Ip;.

Z (24.5) dale plyne

sup {measF.} =1,
F.Clo1

takze je splnén vztah (24.3). O

24.17. Mnoziny miry nula. Pokud nelze zjistit pfimym vypoctem, Ze dana
mnozina mé miru nula, postupujeme podle tohoto predpisu, ktery plyne z Véty
24.13a: Mnozina F méa miru nula, jestlize ke kazdému € > 0 existuje takové pokryti
mnoziny E spocetnym systémem otevienych intervalt Iy, ze

Zmeas]k <e.
k

Pomoci tohoto navodu lze také zjistit, ze meas Qg1 = 0. Staci jako pokryti mnoziny
QOI uzit intervaly Jk,a- ]
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25. VLASTNOSTI A STRUKURA MERITELNYCH FUNKCI

V 23.1 a 23.2 jsme uvedli definici métitelné funkce a jednu z jejich zdkladnich
vlastnosti, kterd nam stacila k definici Lebesgueova integralu ohranicené méritelné
funkce f(z). Tuto definici i vlastnost zopakujeme v Definici 25.1 a Vété 25.10.

a) Definice a nejjednodussi vlastnosti méritelné funkce

Jestlize kazdému = z mnoziny F je pfifazeno néjaké Cislo f(x), budeme fikat,
ze na mnoziné E je zadana funkce f(x). Pfitom pfipoustime i nekonecné hodnoty
funkce; pozadujeme pouze, aby mély definované znaménko, tj. zavadime “nevlastni”
¢isla —oo a +oco. Tato cisla jsou spjata mezi sebou a s libovolnym kone¢nym c¢islem
a nerovnostmi

—o0o < a < +00

a ustanovujeme pro né nasledujici zakony:

+oo+a =400, +00+ (+0) =400, +00— (—00) =400,

—o0o+a=—-00, —oo+ (—o0)=—-00, —00—(Foc)=—00,
|+ 00| = | = 00| = +oc,
t+ooa=a-(+x) =400, —x-a=a-(—00)=-00, jelia>0,
+oo-a=a-(+oc) =—00, —oc-a=a-(—00)=-+o0, jelia<DO,

0-(£o0) = (£o0)-0=0,

(o) - (+00) = (~00)  (~00) = +oc,
(+00) - (—o0) = (—00) - (+00) = —oc,
S

+o00

Zde a oznacuje redlné konecné ¢islo. Symboltim

+00 — (400), —00 — (—00), +00 + (—00), —oc + (400),

H |
e
ol

nepiipisujeme zadny smysl.4

25.1. Definice. Funkce f(r) zadand na mnoziné E se nazyva méritelnd, je-li
meétitelnd tato mnozina F a jestlize pro libovolné a je métitelnd mnozina

E(f>a):={xc E: f(z)>a}.
25.2. Véta. Kazda funkce zadana na mnoziné miry nula je méritelna.

40bvykle se symboliim 0 - (£00) a (£oc) - 0 nepfipisuje také zadny smysl. V této teorii je vsak
vhodnéjsi povazovat je rovné nule.

98



25.3. Véta. Necht f(z) je méfitelna funkce zadana na mnoziné E. Je-li A mé-
fitelnd podmnozina mnoziny E, potom f(z), uvazovana pouze pro z € A, je méfi-
telnd. (Strucnégji: potom f(x) je méritelnd na mnoziné A.)

25.4. Véta. Necht f(z) je dana na méritelné mnoziné E, kterd je vyjadiitelnd
ve tvaru sjednoceni konecné nebo spocetné mnoha méritelnych mnozin FEy,

E:UEk.
k

Je-li f(x) méfitelnd na kazdé mnoziné Fj, potom je méfitelna také na mnoziné E.
25.5. Definice. Dvé funkce f(z) a g(z) zadané na jedné a téze mnoziné E se

nazyvaji ekvivalentni, jestlize

meas E(f #¢9)=0.

Ekvivalentnost dvou funkci znaéime f(z) ~ g(z).

25.6. Definice. Necht né&jaka skutecnost S plati pro vSechny body né&jaké mno-
ziny F kromé bodu x € Ey C E. Je-li meas Ey = 0, potom tikame, ze S plati témér
vsude na mnoziné F nebo pro skoro vsechny body mnoziny F.

25.7. Poznamka. Miuzeme tedy fici, Ze dvé funkce zadané na mnoziné F jsou
ekvivalentni, jsou-li si rovné témétr vsude na F.

25.8. Véta. Je-li f(z) méfitelna funkce zadand na mnoziné E a je-li g(z) ~
f(x), potom g(x) je také méfitelna.

25.9. Véta. Jestlize pro vSechny body méfitelné mnoziny F je f(x) = ¢, potom
f(x) je méfitelna.

25.10. Dusledek. Stupriovits funkce® je méfitelna.

25.11. Véta. Je-li f(x) méritelna funkce zadana na mnoziné E, potom pii li-
bovolném a jsou méritelné mnoziny

E(f>a)={z€E: f(z) >a}, E(f=a)={zeE: f(x)=a},
E(f<a):={zckE: f(z)<a}, E(f<a):={zcE: f(z)<a}.
25.12. Poznamka. Jestlize alespoii jedna z mnozin
E(f <a), E(f<a), E(f>a)

je méfitelnd pro kazdé a, pak funkce f(z) je méfitelnd na mnoziné E.

5Funkce f(z) zadana na segmentu (a, b) se nazyva stupriovitd, jestlize miizeme rozlozit segment
(a,b) body
co=a<cr<cg<- --<cp="b

na konecny pocet ¢asti, uvnitf kterych (tj. v intervalech (cg,cpy1), kde & = 0,1,...,n — 1) je
funkce f(z) konstantni.
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25.13. Véta. Je-li funkce f(x), ktera je ddna na mnoziné F, métitelna a je-li k
konecné ¢islo, potom jsou méfitelné funkce 1) f(x)+k, 2) kf(x), 3) |f(z)|, 4) f3(x),
5) 1/f(z), je-li f(z) # 0.

25.14. Véta. Funkce f(x) zadand a spojita na segmentu E' = (a, b) je méfitelna.

25.15. Definice. Necht M je podmnozina segmentu F = (a, b). Funkce ¢/ (x),
ktera je rovna jedni¢ce na mnoziné M a nule na mnozin€é F — M, se nazyva cha-
rakteristicka funkce mnoziny M.

25.16. Véta. Mnozina M a jeji charakteristicka funkce ¢pr(x) jsou soucasné
meéritelné nebo ne.

b) Dalsi vlastnosti méritelnych funkci

25.17. Véta. Necht f(z) a g(z) jsou konecéné méritelné funkce dané na mnoziné
E. Potom je méritelna kazda z funkci 1) f(z) — g(z), 2) f(z)+g(x), 3) f(z)-g(x),
4) f(x)/9(x), je-li g(z) # 0.

25.18. Véta. Necht na mnoziné FE je ddna posloupnost méritelnych funkei { f,,(x)}.

Jestlize v kazdém bodé x € E existuje (konecna nebo nekonecna) limita

F(a) = lim fu(x),

n— 00

potom je funkce F(x) méFitelna.
Néasledujici véta je zobecnénim véty 25.18.

25.19. Véta. Necht na mnoziné FE je ddna posloupnost métitelnych funkei { f,(x)}
a néjaka funkce F(x). Plati-li vztah

F(z) = lim f,(z)

n— oo

témér vsude na E, potom funkce F(x) je méritelna.

Text véty 25.18 je shodny s textem véty 25.19 az na to, ze ve Vété 25.19 staci
konvergence témér vsude.

Uziti Véty 25.19 ilustrujme na ptikladu. Uvazujme stupriovitou funkci z Obr. 25.1
F(JJ):CZ‘, .T€<.Ti_1,$i) (’i:l,._.757 To = a, $5:b)

s body nespojitosti z1, ..., z4. Necht f,(z) je spojita aproximace funkce F'(z), kte-
rou ziskame podle Obr. 25.2 tak, ze kazdy bod nespojitosti z je stfedem intervalu
(zr — +,zx + =). Posloupnost {f,(z)} konverguje s vyjimkou v bodech z1,..., 24
k funkci F(z), tj. téméf vsude. (Dtkaz je snadny: Zvolme bod T € (a,b) (T # xk
(k = 1,...,4)) libovolné, ale pevné. Ke kazdému ¢ > 0 lze najit N(e,T), ze pro
v8echna n > N (e, %) je fn(T) = F(T).) Tedy stupnovita funkce F(z) z Obr. 25.1 (a
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Obr. 25.1 Stupnovita funkce

Obr.25.2  Aproximace stupnovité funkce spojitou funkeci

podobné kazdd stupnovita funkce) je métitelna. (Tim jsme ponékud komplikovanéji
dokézali Dusledek 25.10.)

¢) Struktura méfitelnych funkei

Zakladni strukturalni vlastnost méritelné funkce je vyjadrena vétou 25.20.

25.20. Véta (Luzin). Necht f(z) je funkce definovana na ohranicené méritelné
mnoziné E. Potom tyto dvé podminky jsou ekvivalentni (tj. f(z), E spliuji budto
obé podminky nebo zadnou z nich):

(I) Ke kazdému € > 0 existuje méFitelnd mnozina M (¢) C E tak, ze meas M (¢) < ¢
a ze f(x) je spojita v E '\ M(e).
(II) Funkce f(x) je méfitelnd v mnoziné E.

Dikaz implikace (1) = (I1).
Podle (I) ke kazdému pfirozenému n existuje méfitelnd mnozina M (1) C E tak,
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%e meas M (+) < L a ze funkce f(z) je spojitd v E\ M (), takZe f(z) je méfitelna

v E\ M(2). Tedy podle Véty 25.4 je funkce f() méFitelnd i v mnoziné
U E\M(1))

Ale E\S= (| M(1) c M(3) pro kazdé n,% a tedy

n=1

meas (E \ S) < meas M (1) <

S|

Vn,
cili
meas (F'\ S) =0. (25.1)

Definujme funkci

f(x) proz e S,
g(z) = .
0 prox ¢ S, tj.prox € E\S.

Podle (25.1) je
meas{z € E: f(z) # g(x)} =

a protoze g(x) je méfitelna na mnoziné E,” je podle Véty 25.8 funkce f(z) méfitelna
na £. [

Opac¢na implikace (I1) = (I), kterd je téz obsazena ve Vété 25.20, tvrdi ji-
nymi slovy, ze neezistuje funkce f(x) méritelnd na ohranicené mnoziné E, kterd by
neméla vlastnost (I). Jinak: (I) je nutnou podminkou pro méfitelnost funkce f(x).

Dikaz implikace (I11) = (I). Tento dtkaz, ktery pro vétsi jednoduchost prove-
deme v piipadé E = (a,b), se opird o nékolik vyznamnych vét, jejichz dikaz lze
najit v [Na).

Véta A (Jegorov). Necht na méritelné mnoziné E je ddna posloupnost méri-
telnych a téméi vSude kone¢nych funkci { f,(z)}, kterd témér vsude v E konverguje
k meéfitelné a témér vsude konecné funkci f(x):

lim f,(z) = f(z). (25.2)

n— oo
V takovém pripadé existuje ke kazdému § > 0 takova méritelna mnozina E5 C F,
Ze
1) meas E5 > meas E — 0,
2) na mnoziné Es probihd konvergence (25.2) stejnomérné.

o
6Poznamenejme, Ze rovnost £\ S = ) M(%) plyne z prvniho de Morganova pravidla E —
n=1
UA: =N(E\ A;) arovnosti E\ (E\ M(%)) = M(%) Pro dplnost uvedme druhé de Morganovo
% 7
pravidlo: E\ N A4; =U(E\ 4;).
i .

K3
"Je totiz pro kazdé a > 0 Ho, = {r € E: g(z) >a} ={z € S: f(z) > a} C S a f(z) je na
kazdé podmnoziné mnoziny S spopta takze H, je méritelna. Nyni je zfejmé, ze pro kazdé a < 0
plati Hy = {z € E: g(z) >a} = H, U(E\ S), kde H, = {z € S: f(z) > a} C S. Na H, je f(z)
spojita; co se tyce E \ S, plati (25.1).
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Véta B (Fréchet). Pro kazdou méritelnou a témér vsude konecnou funkcei f(x)
danou na segmentu (a,b) existuje posloupnost spojitych funkci, kterda konverguje
k f(x) témér vsude.

Véta C. Necht F je uzaviend mnozina, obsazena v segmentu (a, b). Je-li funkce
o(z) spojitd na mnoziné F', pak je mozno definovat na {a,b) funkci ¢ (x) s nasle-
dujicimi vlastnostmi:

1) ¢ (x) je spojita;
2) jestlize x € F', potom v (x) = p(z);
3) max [¢)(x)] = max [p(z)] .

Ve Vété D navic pripominadme zakladni vlastnost funkce spojité spojité v bodé
xo (vlastnost 1) plyne z Pozndmky 22.2, priklad d)):

Véta D. Necht na mnoziné F je dana funkce f(x), pficemz f(z) # +oo. Funkce
f(x) je spojita v bodé xg € E ve dvou pripadech:
1) je-li xg izolovanym bodem mnoziny F;
2) jestlize xg € E' a vztahy

Ty —> g, Tp €F

implikuji vztah
f(@n) = f(z0) -
Samotny dukaz implikace (11) = (I) jiz neni pfili§ dlouhy: Necht

¢1(2), p2(2), p3(2), - .- (25.3)

je ta posloupnost funkci spojitych na segmentu (a,b), jejiz existence je zarucena
Fréchetovou vétou. Jegorovova véta zarucCuje existenci takové méritelné mnoziny
Es C {(a,b), ze

meas Fs > b—a — g,

pricemz na mnoziné Ej je konvergence posloupnosti (25.3) stejnomérna:

on(x) = f(x), =€ Es.

Odtud podle zndmé véty z matematické analyzy plyne, ze funkce f(x) je spojita
na mnoziné Es® (ve smyslu Véty D: Nelze tuto spojitost chapat tak, ze funkce f(z),
ktera se uvazuje na {(a, b), je spojita v kazdém bodé mnoziny Es. Je tieba odstoupit
od uvazovani funkce f(x) vné mnoziny Es — viz piiklad v poznédmce pod ¢arou?).

8V kurzech matematické analyzy se tato véta dokazuje pro ptipad funkci, které jsou definovany
na segmentu, ale ditkaz plati i v pripadé funkci, které jsou dany na libovolné mnoziné.
9Uvazujme funkci (“obracena” Dirichletova funkce)

1 pro z € (0, 1) iracionalni,
fz) =

0 pro z € (0,1) racionalni.
Tato funkce jako funkce x € (0, 1) neni spojitd ani v jednom bodé& segmentu (0, 1), je vSak spojita

jako funkce x € Ip1 nebo z € Qo1, kde Ip1 C (0, 1), resp. Qo1 C (0, 1) je podmnozina iracionélnich,
resp. racionalnich ¢isel segmentu (0, 1). (Viz téz Pozndmku 22.2.)
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Necht F' je uzaviend podmnozina mnoziny Fjs s mirou

meas F' > meas Es — 3. (25.4)

Existence mnoziny F' plyne z vlastnosti suprema a méfitelnosti mnoziny FEjs: Je
m, E5 = meas Ej, takze vzhledem k definici m, F' existuje uzaviend mnozina F' C Ej
spliiujici (25.4). Jestlize uvazujeme funkci f(z) pouze na mnoziné F, potom je
spojita na této mnoziné.

Podle Véty C existuje na (a,b) spojita funkce ¢(z), kterd je totoznd s f(z) na
mnoziné F'. Tedy

E(f #¢) C(a,b)\ F

a mira mnoziny F(f # ¢) je mensi nez §, takze ¢(z) je hledana funkce.

Jestlize navic |f(z)| < K, potom tato nerovnost plati i pro z € F, takze podle
Véty C

lp(x)] < K, =€ {ab).

Tim je véta dokdzana.l® O

Implikaci (I7) = (I) z Luzinovy vétu je mozno zformulovat i takto: Méritelnd a
téemer vsude konecnd funkce se stane spojitou, jestlize zanedbdme vhodnou mnoZinu
libovolné malé miry. Nékteri autofi berou tuto zavaznou vlastnost za samotnou
definici pojmu méfitelné funkce. My jsme dikazem ekvivalence (I1) < (I) stano-
vili rovnocennost obou definic; druha je méné forméalni a ihned ukazuje, ze pojem
méfitelné funkce je tésné spjat s pojmem spojité funkce.

Pomoci Véty 25.20 opét snadno dokazeme meéftitelnost stupnovité funkce z Obr.
4

25.1. Necht G, = | (z — %,xk + %), kde n je libovolné pfirozené ¢islo. Potom
k=1

funkce F'(x) je na mnoziné <a, b)— G, spojita (je nutné promyslet Definici 22.1 spolu

s Pozndmkou 22.2 a Vétou D). Tedy podle Véty 25.20 je funkce F'(z) méfitelna.

26. ZAKLADNI VLASTNOSTI INTEGRALU OHRANICENE MERITELNE FUNKCE

26.1. Véta o stfedni hodnoté. Jestlize méfitelna funkce f(r) na méritelné
mnoziné E vyhovuje nerovnostem

a< f(r) <b,

potom

a-meas E < / f(x)dz < b-measE.
E

10Tlustrujme diikaz na na funkci f(z) z pfedchozi pozndmky pod ¢arou (i kdyz okamzité vidime,
ze p(z) = 1): Pro éleny posloupnosti (25.3) plati pn(z) =1 (n=1,2,...) a plati pn(z) = f(z)
pro z € Ip1. Zbyva sestrojit uzavienou mnozinu F. Mnozina Qo1 je (jako mnozina racionalnich
Gisel) spocetnd, takze jeji prvky mutzeme oéislovat: Qo1 = {z1,z2,...}. Zvolme posloupnost in-

<
tervalt {Jp}72,, kde Jp = (wk — Qik%,mk + 2%%), a polozme G = |J Ji. Podle Véty 24.13a
k=1
o0
je G méritelnd mnozina a protoze 2% =1, je measG < g Protoze podle Véty 6.15a sjedno-
k=1
ceni libovolné mnoziny otevienych mnozin je oteviend mnozina, je G oteviend mnozina. PoloZzme
F = C,1yG = (0, 1)\ G. Je ziejmé, Ze I je uzaviend mnozina a pro jeji miru plati meas F' > 1— %
Tim je diikaz Luzinovy véty zcela ilustrovan. Jedind potiz je, Ze si neumime mnozinu G (a tedy

ani mnozinu F') pfedstavit.
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26.2. Dusledek. Je-li funkce f(x) konstantni na méritelné mnoziné E a f(x) =
¢, potom

/ f(x)dx =c-meas E.
E

26.3. Dusledek. Je-li funkce f(x) nezaporna (nekladna), tak jeji integral je
také takovy:.

26.4. Dusledek. Je-li meas E = 0, potom pro libovolnou ohrani¢enou funkci
f(x) danou na mnoziné E je
/ f(x)dz =0.
E

26.5. Véta. Necht na méfitelné mnoziné F je dana méfitelna ohrani¢end funkce
f(x). Je-li mnozina E sjednocenim konecné nebo spocetné mnoha navzajem dis-
Junktnich méritelnych mnozin

E=|JE, (E;NE;=0,i+#)),
k

potom

f(z)dz = f(z)dx.

E k Ek

26.6. Poznamka. Tato vlastnost integralu se nazyva totdlni aditivnost integrdalu
(nebo téz o-aditivnost integrdlu).

26.7. Dusledek. Jsou-li méfitelné ohrani¢ené funkce f(x) a g(x) dané na mno-

ziné E ekvivalentni, potom
/ f(x)d.r:/ g(z)dx.
E E

Toto tvrzeni plyne z Disledku 26.4.

26.8. Poznamka. Mimo jiné, integrdl funkce, kterd je ekvivalentni nule, je ro-
ven nule. Toto tvrzeni vSak nelze obratit, jak ukazuje priklad:
Je-li funkce f(z) zaddna na segmentu (—1, 1) pfedpisem

1 proz >0,

)= {

—1 proz <0,

potom
1 0 1
dr = d dr = — =
| t@ar= [ f@a+ [ raar=-1+1-0,

ackoliv funkce f(z) neni ekvivalentni nule. Plati vSak:
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26.9. Dusledek. Je-li integral nezdporné méfitelné ohranic¢ené funkce f(z) ro-
ven nule,

[E f@)dz =0 (f(z) > 0),

potom je tato funkce ekvivalentni nule.

26.10. Véta. Jsou-li na méritelné mnoziné E dany dvé meéritelné ohranicené
funkce f(x) a F(x), potom

/E[f(w)+F(a:)]da::/Ef(x)dx+[EF(x)dx.

26.11. Véta. Je-li na méritelné mnoziné E dana méritelnd ohrani¢ena funkce
f(x) a ¢ je kone¢nd konstanta, potom

/ch(.r)dm:c/Ef(x)dx.

26.12. Dusledek. Jsou-li f(x) a F(z) méfitelné a ohranic¢ené na méfitelné mno-
ziné F, potom

[i@-rwlas= [ se)ao- [ Faa

26.13. Véta. Necht f(z) a F(z) jsou méfitelné a ohrani¢ené na méfitelné mno-
ziné E. Je-li

f(z) < F(z),

/Ef(.r)dxg/EF(x)dx.

26.14. Véta. Je-li funkce f(x) méfitelna a ohrani¢end na méfitelné mnoziné F,
potom
[ s@ar < [ s,
E E

27. DVE DISKONTINUA

potom

27.1. Cantorovy mnoziny G a P. Uvazujme segment (0,1) a za¢néme z néj nekoneénym
procesem vyjimat oteviené intervaly takto: V nultém kroku vyjmeme ze segmentu (otevieny)
interval Go = (%, %), zbudou dva segmenty (0, %) a (%, 1). Z téchto dvou segmentl vyjmeme
intervaly G11 = (%, %) a G2 = (%, %) (tzv. prvni krok). Zbudou celkem &tyfi segmenty. Na
druhém kroku z kazdého z téchto ¢tyi segmentii vyjmeme interval Gg; (1 < j < 4), jehoz stied
je totozny se stifedem segmentu a jehoz délka je rovna jedné tfetin€ segmentu. Obecné v k-tém

kroku (k =0,1,2,...) vyjimame 2 intervali, které tvoii otevienou mnozinu
Y]
ok
G = U Gij,
Jj=1



jejiz Lebesgueova mira je
2k
meas Gk = SkT .
Sjednoceni spocetné mnoha otevienych mnozin je oteviend mnozina, takze dospivame ke Canto-

rove diskontinuu

[e'e) c 2k
G=J = U G
k=1 k=1j=1
pro jehoz Lebesgueovu miru plati
o 2k
1 2 4
G: G . — — — R e =
meas meas U - kj 3 + 9 + o7 +
k=1j=1
T /2\"t 11
:_2(_> S
3 ~— \3 3 1— %
n=1 3

Protoze komplement oteviené mnoziny do uzaviené mnoziny je uzaviena mnozina, je mnozina
P={(0,1)\G
uzaviena a jeji Lebesgueova mira je
meas P =1 —measG = 0.

Paradox, ktery vznikd v souvislosti s uzavifenou mnozinou P, je tento: Ackoliv mnozina P mé
Lebesgueovu miru nula, je to mnozina s mohutnosti kontinua (tj. d4 se vzajemné jednoznacné
zobrazit na segment (0, 1)).

Poznamenejme, Ze Castéji se Cantorovy mnoziny znaci symboly G a Py. My jsme vSak symbol
Go uzili v konstrukeci Cantorova diskontinua v jiném smyslu. []

Druhé zajimavé diskontinuum, které nazveme e-diskontinuem, je uvedeno v 27.2.

27.2. Limitni pfechod za znakem integralu. Na jednom zajimavém piikladu ukazeme
v jaké oblasti je Riemanntv integral také nedostatecnym prostiedkem.

Uvazujme segment (tj. uzavieny interval) (0, 1). Vytvofime nekoneénym procesem, ktery je
podobny vytvafeni Cantorovych mnozin G C (0,1) a P C (0,1), mnozinu, kterou oznacime
K(e) C (0,1) a nazveme e-diskontinuem (viz Obr.27.1). Zvolime 0 < ¢ < i pevné a na 1. kroku
vyjmeme ze segmentu (0, 1) interval K, jehoz stfed je totozny se stfedem segmentu a jehoz mira

je €. Zbudou dva segmenty o mife & — £

27 2

Na 2. kroku z kazdého ze dvou segmentii vyjmeme interval K3, (i = 1,2), jehoz stied je
totozny se stfedem segmentu a jehoz mira je %. Na tomto kroku vyjimame otevienou mnozinu
K35 = K5, U K5, jejiz mira je meas K3 = 5. Zbudou ¢tyii segmenty, kazdy o mite % -7 5

Na 3. kroku z kazdého ze ¢tyf segmentd vyjmeme interval K3, (¢ =1,...,4), jehoz stied je
totozny se stfedem segmentu a jehoz mira je ;5. Na tomto kroku vyjimame otevienou mnozinu

4
K5 = | Ksi,
=1

jejiz mira je meas K5 = 7. Zbude osm segmentii, kazdy o mife % - S~ 15 33
Obecné na n-tém kroku z kazdého z 27! segmentii vyjmeme interval K:. (i=1,..., 27— 1),
jehoz stfed je totozny se stfedem segmentu a jehoZ mira je —==. Na tomto kroku vyjimame

47’l
otevienou mnozinu
2n71
(3 —_— .
K; = |J Kuni,
=1

C e e _on—1._e _ _e
jejiz mira je meas K, = 2 T = on-T-
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0 —— —— 1
e/4 e/4
e = = o
0 ~— ~—~ ~— ~—~ 1
€/16 €/16 e/16 €/16
e R
0 1
Konstrukce charakteristické funkce e-diskontinua

Obr. 27.1.
Protoze sjednoceni spocetné mnoha intervalii je oteviend mnozina, vyjmeme timto nekoneénym

procesem ze segmentu (0, 1) otevienou mnoZinu

oo oo 2771
K(e) = U Ky = U Ky,
n=1 n=1 i=1

pro jejiz Lebesgueovu miru plati
1 1 1 1

Keée)=ell+-—4+-+-"F+—+4+...| =

meas K (g) (+2+4+8+16+ )

o n—1

1 1

=c — =c- = 2¢.

2 <2> 1-3

n=1 2

Protoze komplement oteviené mnoziny do uzaviené mnoziny je uzaviena mnozina, je mnozina

S(e) = (0,1) — K(¢)

uzaviend a jeji Lebesgueova mira je
meas S(e¢) =1 —meas K (e) =1 — 2¢.

Zavedme dvé funkce (tzv. charakteristické funkce mnozin Go a K(g)):

() 1 pro z € Gy,

) =

XGo 0 prox € Py,
() pro z € K(g),
€Tr) =

XK (e) 0 proz € S(e).
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27.3. Tvrzeni. Mnozina Py je mnozinou bodii nespojitosti funkce xg,(x) a mnozina S(¢) je
mnozinou bodi nespojitosti funkce x g (<) (z)-

Dikaz. Dikaz v obou pripadech probiha stejné; provedeme jej proto jen v pripadé funkce
Xk (¢)(%). Zvolme zo € S(e) libovolné, ale pevné, a zvolme dale libovolné § > 0. Necht Os(xo) =
(zo — 8,0 + J) je d-okoli bodu zg. Protoze vytvofenim mnoziny K (&) vznikne nekone¢né mnoho
mnozin K]ij, je snadno vidét, ze po m krocich vytvareni mnoziny K (¢), kde 2—15 +1 < 2™ vznikne
mnozina K&, pro kterou plati K5, N Og(zo) # 0. Tedy v libovolném okoli O (z¢) existuji body
z, pro které x g (.)(z) = 1, pficemz x(c)(wo) = 0. Odtud plyne nespojitost funkce xr (.)(z)
v libovolném bodé zg € S(e).

V kazdém bodé zo € K(e) je funkce X (.)(7) spojitd: Protoze K(e) je oteviend mnozina,
existuje § > 0 tak, ze Os(z0) C K(e). AvSak x(.)(x) =1 Ve € K(e). 0

27.4. Dusledek. Funkce xg(z) je riemannovsky integrovatelnd, kdezto funkce X i (¢) () neni
riemannovsky integrovatelna; je pouze lebesgueovsky integrovatelna.

Drikaz. Uvedeny vysledek plyne z Tvrzeni 27.3, Véty 23.6, faktu, Zze meas P = 0 a meas S(e) > 0,
a zfejmé lebesgueovské integrovatelnosti funkce XK(E)(.’E). ]

V Lebesgueové smyslu plati

1
/ Xk (e)(z) dz = meas K (¢) = 2e.
0
V Riemannové (a tedy i Lebesgueové) smyslu plati

11 1
—+—+---+—>,
2n

1 1 1
/0 XKquEU---uKZ(m)dl‘:E<1+§+Z+8 6

takze v Lebesgueové smyslu

1

1
nlgréo o XKfUKgu---UKg(w)dmz/O nli_{réoXIfqugu---qul(m)dmz

1

Vidime tedy, ze Lebesgueova mira a Lebesguetv integral jsou ucinné jak v pripadé pato-
logickych funkei (jako napt. Dirichletova funkce nebo x g (.)(z)), tak patologickych jevi, které
z hlediska Riemannova integrélu vznikaji pfi limitnich pfechodech (pravé uvedeny piiklad je totiz
specidlnim pfipadem Lebesgueovy véty o zameéné integrace a limitniho pfechodu — viz kap. 28).

Uvedme jesté paradox, ktery souvisi s otevienou mnozinou K (¢). Hranice 9 M oteviené mnoziny
M se obvykle definuje jako

OM =M\ M,

kde M je uzavér mnoziny M. Z dikazu Tvrzeni 27.3 plyne, ze K(¢) = (0, 1), takze
0K (e) =(0,1) \ K(e) = S(e).

Zatimco kazd4 z mnozin K} U K5 U ---U K, m4 hranici, kterd sestdva z kone¢ného poctu bodi,
a ma tedy miru rovnu nule, je

meas 0K (¢) = meas S(¢) =1 —meas K(g) = 1 — 2¢.
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28. LIMITNI PRECHOD ZA ZNAKEM INTEGRALU
Resime tento problém: Necht na méfitelné mnoziné F je dana posloupnost mé-

fitelnych ohranicenych funkci
fi(@), f2(%), f3(@), ..o, ful2), .o,

kterd v néjakém smyslu (stejnomérné, vsude, téméf vsude) konverguje k méfitelné
ohranic¢ené funkci F'(z). Tazeme se, plati-li vztah

lim Efn(x)dac:/EF(x)dx (28.1)

n— 00
Plati-li (28.1), fikdme, Ze je mozny limitni pfechod za znakem integralu.
Uvedme piiklad, Ze (28.1) obecné neplati. Definujme na (0, 1)

{n pro z € (0, 1)
0 proz ¢ (0,1)

b

fn(z) =

Potom pro kazdé = € (0,1) bude (dokazte jako cvi¢eni)

lim fn(l') =0,

n— 00

ale

/Olfnm)dx: 1

a tento integral nekonverguje k nule. Omezime se na vétu:

28.1. Véta (Legesgue). Necht na méritelné mnoziné E je ddna posloupnost
{fn(z)} méritelnych ohranienych funkci konvergujici témér vsude k méritelné
ohrani¢ené funkci F(z),

lim f,(x) =F(z) Vze€ E— Ey (measEy=0).

n— oo
Existuje-li konstanta K, e pro vsechna n a vSechna x!!

|[fn(2)] < K, (28.2)

potom

n—00

lim Efn(.r)dx:/EF(J:)dac:/Enli_)n;ofn(x)dx.

1V uvedeném piikladé neni splnéna pravé tato podminka, tzv. podminka stejnomérné ohra-
nicenosti posloupnosti funkci.
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29. SROVNANI RIEMANNOVA A LEBESGUEOVA INTEGRALU

Pro velkou diilezitost Vét 23.6 a 23.7 opakujeme tyto véty znovu v samostatné
kapitole a dokazeme je.

29.1. Véta (Lebesgue). Aby ohranic¢end funkce byla integrovatelna (R), je
nutné a staci, aby byla témeér vsude spojita.

29.2. Véta. Kazda funkce integrovatelna (R) je nutné integrovatelna i (L) a
oba integraly jsou sobé rovny.

Obracena véta neplati - viz napf. Dirichletovu funkci:

fp(z) :{

Lebesquetiv integral z této funkce je podle Ptikladu 23.5 roven nule, kdezto Rie-
manniv integrél z této funkce podle Piikladu 22.8 neexistuje.

0 pro x € (0, 1) iraciondlni,

1 pro z € (0, 1) raciondlni.

29.3. Priklad. Nyni dokdZeme, ze Riemanntuv integral z Riemannovy funkce
fr(z) na intervalu (0, 1) je roven nule,

) [ gata) az = (1) [ fnto) dz =0

Tento vysledek ziskdme pomoci V&t 29.1 a 29.2 snadno: Necht @@ C (0,1) znadi
mnozinu racionalnich a I C (0, 1) iracionalnich ¢&isel. Potom podle Véty 26.5

/OlfD(m) de = /IfR(CU) dx+/QfR($) de.

Protoze fr(z) =0 pro z € I, je

(L)/IfR(:U) dz =0.

Co se tyce druhého integralu, staci uzit Disledek 26.4 véty o stiedni hodnoté a
skutec¢nost, ze meas ) = 0, abychom dostali

(L)/QfR(a:) dz=0. O

Nyni ptikroéime k dikazu Vét 29.1 a 29.2. Necht na segmentu (a, b) je ddna (ne
nutné konecéna) funkce f(z). Necht zg € (a,b) a § > 0. Ozna¢me symbolem m(zo),
resp. Ms(zp) infimum, resp. supremum funkce f(z) na intervalu (zg — 9, g + 9),

mes(xo) = inf{f(z)}, Ms(xo) =sup{f(z)}, kdezy—3d <z <mzo+0.
(Samozifejmé uvazujeme pouze ty body intervalu (zg — d,xg + 0), které lezi na
segmentu (a, b).) Ztejmé plati
ms(zo) < f(xo) < Ms(zo).
Pokud se § zmensuje, potom se mg(xp) nezmensuje a Ms(zo) nezvétsuje. Proto
existuji limity
m(zo) = lim ms(zo), M (xo)= lim M;(xo), (29.1)
6—0 6—0
pficemz ziejmeé
mes(xo) < m(xo) < fxo) < M(xo) < Ms(x0). (29.2)
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29.4. Definice. Funkce m(x), resp. M (x) se nazyva dolni, resp. horni Baireova
funkce pro funkci f(z).

29.5. Véta (Baire). Necht funkce f(x) je konec¢na v bodé zy. Aby funkce f(x)
byla v bodé x( spojita, je nutné a staci, aby platilo

m(zo) = M(z0). (29.3)
Dikaz. a) Nutnost. Necht funkce f(z) je spojitd v bodé z¢y. Zvolme libovolné,
ale pevné ¢ > 0. Potom lze najit takové § > 0, ze pro vSechny body x splnujici

nerovnost
|z —xo| <9

plati
|f(z) = f(zo)| <e.

Jinymi slovy, pro vSechna z € (zg — d,z¢ + J) bude
f(mo) —e < fx) < f(zo) +e.
Odtud vsak plyne
f(zo) — e <ms(wo) < Ms(wo) < f(wo) +¢
a tim spiSe podle (29.2)
f(x0) — & <m(wo) < M(z0) < f(wo) +e¢,

odkud vzhledem k libovolnosti € plyne (29.3).
b) Dostatecnost. Necht nyni naopak plati (29.3). Potom podle (29.2)

m(xzo) = M(zo) = f(z0) (29.4)

a spolec¢na hodnota obou Baireovych funkci je v bodé xy konecna.
Zvolme libovolné, ale pevné € > 0 a najdéme tak malé § > 0, ze

m(xzg) —e < mgs(xg) < m(zg), M(xg) < Ms(xg) < M(z0) + €.
Odtud podle (29.4)
f(l‘()) —e< m(;(aso), M(;(I‘()) < f(l‘()) +e. (295)

Jestlize nyni z € (zg — 0, x9 + ), pak hodnota f(x) lezi mezi ms(zo) a Ms(zo),
takze podle (29.5)
f(xo) —e < f(x) < fzo) +¢.

Jinymi slovy, z toho, Ze |z — xg| < 0 plyne, Ze

|[f (@) = f(zo)| <e,

tj. funkce f(x) je spojitd v bodé zy. O
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29.6. Lemma. Uvazujme posloupnost déleni segmentu (a, b)

a:x(()l)<$§1)<---<$f111): ,

pricemz pri i — oo
A = max{|a:§;il - a:g)|} — 0.
Necht mg) je infimum hodnot funkce f () na segmentu (xg), 3:,21) Zavedme funkci
vi(x) vztahy
vi(x) = mg) pro x € (1:,(;), 35;;4)-1)7

(5) =0 pro s = af) ol ...t
Jestlize bod o nen totozny s zédnym z bodii i) (i = 1,2,3,...:k = 0,1,2,...,n),
potom
lim ¢;(zg) = m(xg).

71— 00

(@) .(2)

Diikaz. Zvolme néjaké i pevné a ozna¢me symbolem (x; ', 7, ) ten ze segmenti
1-tého zpisobu déleni, ktery obsahuje bod . Protoze bod xy neni totozny s zadnym

bodem déleni, plati
a:(i) <xo < x(i)
ko 0 ko+1

takze pfi dostatecné malych § > 0 bude
5 5 (1) _.(4)
(zo — 6,0 +0) C (T} s g0 1 1)-

Z této inkluze plyne, ze
mgo) < ms(zo),
¢ili, coz je totéz, ze
pi(zo) < ms(zo).
Piejdéme k limité pro 6 — 0. Potom najdeme, Ze pii libovolném i plati (vzhledem

k definici funkce m(x) — viz (29.1))

pi(ro) < m(zo).
Tim je Lemma 29.6 dokazéno v pfipadé m(zo) = —oo. Necht nyni m(zg) > —oo
a necht h < m(zg). Potom nalezneme takové 6 > 0, ze mg(xg) > h. Jestlize fixujeme
toto d, najdeme dostatecné velké ig, ze pti ¢ > ig bude

(3:,(;2, a:g())Jrl) C (xg — 0,10 + 0),
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kde (jako vyse) <$§€0) a:,(CO) 41) je segment, ktery obsahuje bod x¢. Existence takového
10 plyne z podminky A; — 0.
Pro takové indexy ¢ bude

( ) > m(;(xo) > h,

¢ili (coz je totéz)
vi(zg) > h.

Tedy pro kazdé h < m(x) lze nalézt takovy index ig, Ze pii i > ig je
h < gi(zo) < m(zo),
coz znamena, ze @;(z9) — m(zo). O
29.7. Dusledek. Baireovy funkce m(x) a M (x) jsou méfitelné.

Dikaz. Mnozina bodii vSech déleni {xg)} je spocetnd, takZze méa miru nula. Proto
z Lemmatu 29.6 plyne, ze ¢;(z) — m(z) téméf vsude. Ale funkce @;(z) jsou méfi-
telné, protoze jsou schodovité. Z Véty 25.19 tedy plyne, Ze funkce m(z) je métitelna.

Pro Baireovu funkci M (x) probiha dikaz obdobné. (Musi se dokdzat analogie Lem-

matu 29.6, tj. lim; .o @;(zg) = M (x), kde v definici funkei @;(z) je symbol mg)

nahrazen symbolem M ,gi), kde M ,gi) je supremum hodnot funkce f(x) na segmentu
<331(;)7 x;ﬁﬁ ) O

29.8. Dusledek. Je-li v podminkach Lemmatu 29.6 funkce f(x) ohranicend,

potom
b b
(L)/ vi(z) de — (L)/ m(x) dz

Dikaz. Jestlize |f(z)| < K, potom zfejmé plati
lpi(2)] < K, |m(z)| < K.

Protoze funkce @; (), m(z) jsou métitelné, jsou tedy integrovatelné (L). Nyni staci
uzit Vétu 28.1 (o limitnim pfechodu za znakem integralu) a Lemma 29.6:

ggng)(L)/abmm dz = (L) /ab}gﬂg)wz / m(s

Dukaz Véty 29.1. Preformulujme nyni pro ucely tohoto dikazu tvrzeni Du-
sledku 29.8. Za tim tcelem si vSimnéme, Ze
n;—1 n;—1

(L)/ 901 d.'L' = Z /( ) diL' = Z m xk-‘rl - x;cl)) = 84,
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kde s; je dolni Darbouxtv soucet (vystupujici v definici Riemannova integralu),
ktery odpovida i-tému zptisobu déleni segmentu (a,b). Tedy tvrzeni Dusledeku
29.8 znamena, ze pii ¢ — oo

S; — (L)/ m(x) dx. (29.6)

Analogicky miizeme stanovit, ze horni Darbouxiiv soucet .S; pfi rostoucim ¢ kon-
verguje k integralu z horni Baireovy funkce

S; — (L) /bM(x) dz.

Dohromady tedy dostavame
b
Si —s; — (L)/ (M(xz) —m(x)) dz. (29.7)

Na druhé strané v zédkladnim kurzu matematické analyzy se dokazuje, zZe pro to,
aby ohranicend funkce f(x) byla integrovatelna (R) je nutné a staci, aby S; —s; — 0.

Srovname-li toto tvrzeni se vztahem (29.7), vidime, Ze pro integrovatelnost (R)
funkce f(z) je nutné a staci, aby

b
(L) / (M(z) — m(z)) dz = 0. (29.8)

Podminka (29.8) je v kazdém ptipadé splnéna, je-li rozdil M (z) —m(z) ekvivalentni
nule, tj. symbolicky M (z) — m(z) ~ 0. Ale protoze tento rozdil je podle (29.2)
nezaporny, tak i obracené z (29.8) plyne, ze (viz Dusledek 26.9)

m(z) ~ M(z). (29.9)

Integrovatelnost (R) ohrani¢ené funkce f(z) je tedy rovnocennd se vztahem
(29.9). Srovname-li tento vysledek s tvrzenim Véty 29.5, dostavame tvrzeni Véty
29.1. O

Dukaz Véty 29.2. Predpokladejme, ze funkce f(z) je integrovatelna (R). Po-
tom je f(z) nutné ohranicend a podle Vét 29.1 a 29.5 bude

m(x) = M(z) téméf vsude na (a,b).

Podle (29.2) viak je
m(z) < f(z) < M(z),

coz s predchozim vztahem dava
f(x) =m(z) témér vsude na (a,b). (29.10)
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Protoze funkce f(z) je ekvivalentni s méfitelnou funkci m(z) (viz Dusledek 29.7),
tak je podle Véty 25.8 sama méritelnad. Kazda ohranicend méritelna funkce je in-
tegrovatelnd (L), takze je funkce f(z) integrovatelnd (L). Tim jsme dokazali, Ze
z integrovatelnosti libovolné funkce v Riemannové smyslu plyne jeji integrovatel-
nost v Lebesgueové smyslu.

Nakonec z ekvivalentnosti funkci f(x) a m(z) (viz (29.10)) plyne, Ze

cL>/be<x><tn::<L>J£b7ncr>dm.

Ale, jak je znamo ze zakladniho kurzu matematické analyzy, v podminkach Lem-
matu 29.6 pro funkci f(z) integrovatelnou (R) plati

s; — (R) /abf(.r) dz,

kde s; je dolni Darbouxiv soucet korespondujici i-tému zptisobu déleni segmentu
(a,b). Srovname-li tento fakt s (29.6), vidime vzhledem k (29.10), ze

b b
mﬁ%mm=m/ﬂmm
Tim je Véta 29.2 dokézana. [

30. STANOVEN{ PRIMITIVNI FUNKCE
30.1. Véta. Necht funkce f(z) ma v kaZdém bodé segmentu (a, b) derivaci f'(x).

Je-li f'(x) ohranicend, pak je integrovatelna (L) a plati

f@:mw/www

116



