31. INTEGRAL NEZAPORNE MERITELNE FUNKCE

V této a dalsi kapitole je zobecnéna definice Lebesgueova integralu na neohrani-
¢ené funkce.

31.1. Lemma. Necht funkce f(z) je méfitelna a nezaporna na meéfitelné mno-
7iné E. Necht déle je N piirozené ¢islo. Je-li funkce [f(z)]n definovédna vztahem?

f(x) jeli f(z) < N.

[f(2)]ln = { N je-li f(z) > N,

potom je tato funkce také méritelna.

V podminkéch lemmatu je funkce [f(z)]n ohrani¢end a tedy integrovatelna (L).
Protoze kromé toho

tak

[imars s [

a existuje urcitd (kone¢nd nebo nekoneénd) limita

Jim [ [f@)]y da. @

31.2. Definice. Limitu (*) nazyvame Lebesgueovym integralem funkce f(z) na
mnoziné E a znac¢ime symbolem

/Ef(.r)dx nebo (L)/Ef(x)d.r

a pokud F = <a, b> potom symbolem

/abf(as)d:z:.

Je-li tento integral kone¢ny, potom se funkce f(z) nazyva integrovatelnou (L) nebo
integrace schopnou na mnoziné FE.

31.3. Poznamka. Timto zpusobem pripisujeme integral kazZdé meéritelné ne-
zaporné funkci, ale integrovatelnymi nazyvame pouze ty funkce, jejichz integral
je konec¢ny. Snadno vidime, Ze pro ohranicenou, métitelnou a nezapornou funkci

vvvvvv

[f(x)]n = f(z). Proto je kazda ohrani¢end (méfitelna a nezapornd) funkce integro-
vatelna.

!Tato funkce se nazyva ,sefiznuti funkce f(z) ¢islem N.“
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Priklad. a) Vypoctéte integral

Plati
< N ¢ili

> N ¢ili

VAN
8

8= 8|
2= 2=

[1} {%7 je-li
zIn N je-li

Y

11 + 11
/ —da:z/ Nda:—{—/ —dx =
o T 0 £ T

1 1 1
= [N.r}év + [lnx] :1—|—O—I—1n1—lnN:1—|—0—0—|—lnN.

L
N

Odtud

Odtud limitnim pfechodem pro N — +oc dostavame

1
1
/ —dx = +o0.
0 T

1
— dzx.
/0 VT

b) Vypoctéte integral

Plati
[L} [ 5 deli gz S Néili g <,
Nz N, jelli = > N ¢ili 7 > =
Odtud

N2

[N}ﬁju[mfr L o 2
= |Nz x =— - —
0 L N N

Odtud limitnim prechodem pro N — +oc dostavame

1
1
—dx = 2.

0 ST

Tedy funkce % neni integrace schopna podle Lebesguea, ale funkce é je integrace
schopna. (Dostali jsme podobny vysledek jako v teorii nevlastniho Riemannova
integralu: prvni integréal diverguje, kdezto druhy konverguje.)

31.4. Véta. Je-li funkce f(x) integrovatelnd na mnoziné E, potom je na této
mnoziné témér vsude konecna.
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31.5. Véta. Je-li meas E = 0, potom kazda nezapornd funkce f(z) je integro-
vatelna na mnoziné E a plati
/ flx)dz =
E

31.6. Véta. Jsou-li funkce f(z) a g(x) ekvivalentni na mnoziné E, potom

/Ef(as)d:r:/Eg(:z:)da:.

31.7. Véta. Je-li funkce f(z) nezdporna a méfitelnd na mnoziné E a je-li Fy
meéritelna podmnozina mnoziny F, potom

Eof(a:)dxg/Ef(x)da:

31.8. Véta. Necht funkce f(x) a F(x) jsou nezaporné a méritelné na mnoziné
E. Je-li f(z) < F(x), potom

/Ef(a:)dngEF(x)da:.

31.9. Véta. Jestlize pro nezapornou a méritelnou funkci na mnoziné E plati

| fa)ao =

potom je funkce f(x) ekvivalentni nule.

31.10. Véta. Necht f1(z) a f2(x) jsou dvé nezaporné mértitelné funkce na mno-
ziné E. Je-li f(x) = f1(z) + fa2(x), potom

/f d.r—/fl dac—l—/fz

31.11. Véta. Je-li f(x) > 0 meéfitelna funkce dand na mnoziné £ a k > 0

konecné cislo, potom
/ kf(z)dz = k/ f(z)dx
E E

31.19. Véta (Totalni aditivnost integralu). Necht méfitelnd mnozina E
je sjednocenim konecné nebo spocetné mnoha navzajem disjunktnich méritelnych
mnozin Ey,

E=JE, (BinE;=0,i+# j).

Pro kazdou nezapornou méfitelnou funkci f(x) danou na mnoziné E bude

/Ef(x)da::zk: . f(z)dx
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32. INTEGROVATELNE FUNKCE LIBOVOLNEHO ZNAMENKA

Necht f(x) je méfitelna funkce dand na méfitelné mnoziné E. Zavedme funkce

f(z) pro f(z) >0,

f+l@) = { 0 pro f(z) <0,

qo0 pro f(z) > 0,
f-(@) = { —f(x) pro f(z) <0,

Tyto funkce jsou méritelné a nezaporné, takze existuji oba integraly

/Ef+(a:)da:, /Ef_(:::)d:z:.

f(@) = fy(@) = [-(2).

Je proto prirozené dohodnout se nazyvat rozdil

[E fi(@)da - [E /(@) ds (%)

integralem funkce f(x). Protoze ,rozdil“ 400 — (+0c) nemé smysl, ma symbol ()
smysl tehdy a jen tehdy, kdyz alespon jedna z funkei f (z) a f_(x) je integrovatelna.

Plati

32.1. Definice. Je-li alespon jedna z funkci f(z) nebo f_(x) integrovatelna
na mnoziné E, potom nazyvame (koneény nebo nekoneény) rozdil

[E fi(w)do - [E fo(@)d

Lebesgueovygm integrdalem funkce f(x) na mnoziné E a znacime symbolem
/ f(z)dz. (32.1)
E

32.2. Definice. Funkce f(z) se nazyva integrovatelnou (L) nebo integrace schop-
nou na mnoziné E, jestlize integrél [ 5 [(z)dz existuje a je konecny.

32.3. Poznamka. Mnozina vSech integrovatelnych funkci se obvykle znaci pis-
menem L, takze fakt integrovatelnosti funkce f(x) muZeme také zapsat takto:
f(x) € L, resp. L(F), chceme-li vyznacit mnozinu, pres kterou integrujeme.

32.4. Véta. Aby méfitelnd funkce f(x) byla integrovatelnd, je nutné a staci,
aby byla integrovatelnou funkce |f(z)|. Je-li tato podminka splnéna, potom

‘/Ef(ar)da: < [ 1@las,
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32.5. Dusledky. I. Integrovatelna funkce je skoro vsude konecna.
II. Je-li meas E = 0, potom na E je integrovatelna kazda funkce f(x) a plati

| #a)ao =

III. Funkce integrovatelna na mnoziné E je integrovatelna i na kazdé jeji méritelné
podmnoziné.

IV. Necht funkce f(x) a F(z) jsou méfitelné na mnoziné E a necht |f(x)| < F(x).
Je-li funkce F(z) integrovatelna, tak je integrovatelna i funkce f(z).

32.6. Véta. Necht funkce f(x) a g(x) jsou ekvivalentni. Z existence jednoho
z integralti [, f(x)dz a [, g(x)dz plyne existence druhého a jejich rovnost.

32.7. Véta (konecna aditivnost integralu). Necht mnozina E je sjednoce-
nim konecného poctu navzajem disjunktnich méritelnych mnozin

E=|JEx (B;NE;=0,i#j).
k=1

Je-li funkce f(x) integrovatelna na kazdé z mnozin Ey, tak je integrovatelna i na
jejich sjednoceni a plati

/Ef(a:)dx:kz_:l

V pripadé spocetné mnoha mnozin neplyne z integrovatelnosti funkce f(z) na
kazdé mnoziné jeji integrovatelnost na jejich sjednoceni, jak ukazuje tento priklad.

32.8. Priklad. Nechf funkce f(z) je ddna na (0,1) takto:

2n+1

1
—n  pro =7 <z < 57

2n+1 1
n- pro 2n(n+1) <z < n

Funkce f(z) je integrovatelnd na kazdém polosegmentu (n g n> pricemz

2n+1 1
2n(n+1) n
/ f(x / ndxr + / ndr =0.
1 2n+1

n+1 n+1 2n(n+1)

Pfitom na sjednoceni (0, 1> téchto polosegmentt neni funkce f(x) integrovatelna,
protoze (véta 32.4)

QTS of NTETS Y s

Plati vSak nasledujici véty o totalni aditivnosti integralu.
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32.9. Véta. Je-li funkce f(z) integrovatelna na mnoziné E, ktera je vyjadiitelna
ve tvaru sjednoceni spocetné mnoziny navzajem disjunktnich méritelnych mnozin,

oo

E=|JEx (B;nE;=0,i#)),
k=1
potom
f(x)dx = f(z)dz. (32.2)
E k=1"Ex

32.10. Véta. Necht méritelnd mnozina E je vyjddritelnd ve tvaru sjednoceni
spocetné mnoha navzijem disjunktnich méfitelnych mnozin Ey. Je-li funkce f(x)
integrovatelna na kazdé mnoziné E, a jestlize

|f(x)|dz < 400,
A

potom funkce f(x) je integrovatelna na mnoziné E a plati rovnice (32.2).

32.11. Poznamka. Jak je vidét z prikladu 32.8, nelze zaménit podminky véty
32.10 podminkou konvergence rady

fx)dz.

32.12. Véta. Je-li funkce f(x) integrovatelnd na mnoziné E a k je konecna
konstanta, potom funkce kf(x) je také integrovatelna na E a plati

/Ekf(x)dx:k/Ef(x)dx.

32.13. Dausledek. Je-li funkce f(x) integrovatelnd na mnoziné E a ¢(x) mé-
fitelna a ohranic¢end na této mnoziné, pak jejich soucin ¢(z)f(x) je integrovatelna
funkce na FE.

32.14. Véta. Je-li kazda z funkci f1(x) a f2(x) integrovatelnd na mnoziné E,
potom je integrovatelna i funkce f(z) = f1(x) + f2(x), pficemz

/Ef(m)dx:/Efl(x)der/Eb(x)dm-

32.15. Véta (absolutni spojitost integralu). Necht funkce f(x) je integro-
vatelna na mnoziné E. Potom ke kazdému ¢ > (0 existuje takové 6 > 0, ze pro
kazdou meéritelnou mnozinu e C E s mirou mease < § plati

‘/ef(x)dx
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33. LIMITNI PRECHOD ZA ZNAKEM INTEGRALU

33.1. Véta (Lebesgue). Necht na méfitelné mnoziné E je dédna posloupnost
méfitelnych funkei |{ f,,(z)}, kterd konverguje na této mnoziné téméi vsude k funkci
F(x). Existuje-li takova integrovatelna funkce @, ze pro vsechna n i x € F plati

|[fn(2)] < (),
potom

lim Efn(a:)dx:/EF(x)dx:/E lim f,(z)dx

n—00 n—00

33.2. Dusledek. V podminkach véty je

lim [ (@) fu(z) dz = / () F(z) dz,

kde ¢(x) je libovolna méfitelnd ohranicend funkce.

34. ZAKLADNI VLASTNOSTI KVADRATICKY INTEGROVATELNYCH FUNKCI

V této a nékolika nasledujicich kapitolach budeme uvazovat velmi dilezitou tfidu
funkci — funkce s integrovatelnym kvadratem. Kvili jednoduchosti budeme piedpo-
kladat, ze vSechny uvazované funkce jsou zadany na néjakém segmentu E = <a, b>.

Pripad, kdy funkce jsou definovany na libovolné métitelné mnoziné Fy C E =
<a,b>, mize byt pfeveden na predchozi ptipad, kdyz kazdou uvazovanou funkci
dodefinujeme nulou v bodech mnoziny £ — FEj.

34.1. Definice. Méftitelna funkce f(x) se nazyva kvadraticky integrace schopnou
funkct, jestlize

b
/ fA(z)dz < 4o0.

Mnozinu vsech kvadraticky integrovatelnych funkci zna¢ime obvykle? L.

34.2. Véta. Kazda funkce, ktera je kvadraticky integrovatelna, je integrova-
telna, tj. Lo C L.

Tato véta plyne z evidentni nerovnosti

@) < S0+ ).
Stejné tak z nerovnosti .
[f(@)g(=)] < 5 [f%(z) + 9° ()]
plyne

34.3. Véta. Soucin dvou funkci kvadraticky integrovatelnych je integrovatelna
funkce.

Odtud v duasledku rovnosti
(f£9)°=f+2fg+4°

plyne

2Nékdy, aby se zdtraznilo o jaky interval (a,b) se jedna, pise se La(a,b).
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34.4. Véta. Soucet a rozdil funkci, které pattfi do Lo, nalezi do L.

Nakonec uvedme zcela ziejmou skutecnost, ze soucasné s f(z) do Lo patii i
vSechny funkce tvaru kf(x), kde k je koneéné redlné ¢islo.

34.5. Véta (Bunakovského nerovnost). Jestlize f(x) € Ly a g(z) € Lo,

otom
p [/abf(:c)g(:::)olas]2 < [/abfz(a:) d:z:] : {/abg2(3:) dx] : (34.1)

Dikaz. Uvazujme kvadraticky trojclen
Y(u) = Au? + 2Bu + C

s redlnymi koeficienty A, B, C, pfi¢emz A > 0. Je-li tento trojclen nezadporny pii vSech redlnych
hodnotéach u, potom
B2 < AC. (34.2)

Skutecné, kdyby tomu tak nebylo, potom

zp(—%) :%(AC—B2)<O.

Polozme nyni

b b b b
w(u):/ [uf(:z:)+g(m)]2d:z::u2/ f2d:z:—|—2u/ fgdm—i—/ gzd:z:.

a

Tento trojclen je nezaporny, a proto jeho koeficienty spliiuji nerovnost (34.2), coz je v tomto
pfipadé nerovnost (34.1).2 [

34.6. Dusledek. Jestlize f(x) € Lo, potom

(34.3)

Drikaz. Polozime-li g(z) = 1 v (34.1) a nahradime-li f(z) vyrazem |f(z)|, dostaneme nerovnost

(34.3). [
34.7. Véta (Cauchyova nerovnost). Jestlize f(z) € Lo a g(z) € Ly, potom

\//ab[f(:l:) +g(z)]?dz < \//ab f2(z) dz + \//abgz(“") d |

Dikaz. Odmocnime-li obé strany Bunakovského nerovnosti (34.1), nalezneme

[ 1gar < \//abfz(m)dm-\//:g?(m)dm-

3Ptedpokladame, Ze f; f2dz > 0. V pfipadé f; f?dz = 0 by funkce f(z) byla ekvivalentni
nule a nerovnost (34.1) by degenerovala v trivialni totoznost 0 = 0.
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Nasobime-li tuto nerovnost dvéma a pricteme-li k obéma stranam vyraz

/abdew—F/abQde,
/ab<f+g)2dws <\//abf2<w>dw+\//ab92<w>dw>2-

Odtud jiz plyne tvrzeni véty. [

dostaneme

Cauchyova nerovnost dovoluje uvazovat mnozinu Ly z nového hlediska. Kon-
krétné, jestlize ptitadime kazdé funkci f(x) € Lo ¢islo

b
1=y [ s,

tak bude platit:
L ||f]| > 0, pficemz ||f|| = O tehdy a jen tehdy, kdyz f(z) ~ 0.
IL |k f]l = [k] - [lf]| & mimo jiné [| — f|| = [[f]].

L ||/ + gl < [I£1 + .

Cislo || f|| se nazyva normou funkce f(z). Analogie mezi || f|| a absolutni hodnotou
|z| redlného ¢isla bije do oé¢i. Tato analogie je zdrojem fady dilezitych a krasnych
konstrukeci.

Zhruba feCeno, zakladni vyznam absolutni hodnoty v matematické analyze spo-
¢iva v tom, Ze s jeji pomoci provadime métfeni vzdalenosti na c¢iselné primce:

o(z,y) = v —yl|.

Zavedeni normy dovoluje hledét i na mnozinu Ls(a, b) jako na néjaky ,prostor®,
v kterém je také mozno provadét méreni, jestlize prijmeme cislo

o(f,g9) =1If =gl

za vzdalenost mezi prvky f a g mnoziny Ls.

Jestlize se dohodneme povazovat ekvivalentni funkce za totozné, potom vzdale-
nost o(f, g) bude mit vlastnosti, na které jsme zvykli:

1. o(f,g) > 0, pticemz o(f,g) = 0, kdyz a jen kdyz f = g.

2. 0(f.9) = ely f)-

3. 0(f,9) < o(f,h) + o(h, 9).

Jestlize na nékteré mnoziné A, jejiz prvky jsou zcela libovolného piivodu, je
zadéna jakakoliv funkce o(z,y), kterd je definovana pro vSechny dvojice x, y € A,
potom mnozinu A nazyvame metrickym prostorem.

To znamena, ze Lo je metricky prostor. Jako prvni tento zpiisob nazirani na Lo
zacal rozvijet D. Hilbert; to je také diivod, proc se Lo nazyva Hilbertovym prostorem
(i kdyz pismeno L v symbolu Lj je uzivano na pocest Lebesguea; proto tento prostor
budeme také nazyvat Lebesgueovym prostorem).
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35. KONVERGENCE PODLE STREDU

Pojem normy dovoluje zavést v Hilbertové prostoru Lo pojem limity pomoci
témer stejnych vyrazi jako v pripadé c¢iselné primky.
35.1. Definice. Prvek f prostoru Ly se nazyva limitou posloupnosti { f,, } prvki

tohoto prostoru, jestlize ke kazdému € > 0 existuje takové N = N(¢), Ze pro vSechna
n>Nje|fn—fll <e.

Tuto skutecnost budeme oznacovat tim, Ze budeme fikat, Zze posloupnost {f,}
konverguje k prvku f, nebo ze prvek f,, se blizik f a zapisovat obvyklym zpiisobem

hmfn:fu fn_>f
n—0o0
Zde musime upozornit ctenare na hluboky rozdil vztaht

folz) = f(z) a fn—f.

Prvni znamend, Ze pii pevném z éiselnd posloupnost {f,(z)} v obvyklém smyslu
konverguje k ¢iselné limité f(x). Druhy vztah znamené, Ze posloupnost prvki pro-
storu Lo konverguje k prvku f € Lo ve smyslu pravé uvedené definice 35.1. V oby-
¢ejnych terminech teorie funkci vztah f, — f znamena, ze

[fn(x) - f(x)]2dl' =0.

lim

b
n—oo [,

Tento novy druh konvergence posloupnosti funkci se nazyva konvergence podle
stredu.

35.2. Véta. Jestlize posloupnost { f,,(x)} konverguje podle stiedu k funkci f(x),
potom k této funkci konverguje i podle miry.

Diikaz. Necht o > 0 a
An(o)={z € E: |fn(z) — f(z)| > 0}.

Potom

/b(fn —- f)?dz > / (fn — £)?dz > o%meas Ay (o),
a g)

n

a protoze o je pevné zvoleno, tak meas Ay (o) — 0, a to znadl, ze f, = f. O

35.3. Dusledek. Jestlize posloupnost { f,(x)} konverguje podle stiedu k funkci
f(z), potom je z ni mozno vydélit podposloupnost { f,, (z)} konvergujici k f(z)
témeér vsude.

Tento dtsledek je mozno ziskat pouhym srovnanim praveé dokazané véty 35.2 s Rieszovou vétou

z hlavy IV (viz vétu 22.5). MiZeme jej vSak dokézat bez jakéhokoliv uziti konvergence podle miry:
Jestlize

b
lim / (fn—f)*dz=0,
n— oo a
potom lze najit takové indexy n1 < n2 < nsg < ..., ze

b 9 1
/a(fnk_f) d:l,‘<2—k.
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Potom nekonec¢na rada

2 (fnk - dw

k=174

konverguje, takze podle dtsledku 31.18 témér vSude na <a, b> plati

Poznamenejme, ze konvergence podle stfedu posloupnosti { f,,(x)} k funkei f(z)
neimplikuje konvergenci {f,(x)} k f(x) téméf vsude. To lze ilustrovat prikladem.

Podobné, konvergence f,(z) — f(z) v kazdém bodé z € <a,b> neimplikuje
konvergenci podle stfedu, jak ukazuje nasledujici priklad.

35.4. Priklad. Nechf na (0,1) je déna posloupnost {f,(z)} vztahy

n prol<ax< %,
0 pro ostatni body <0, 1>.

fuli) = {

Potom ziejmé pro libovolné x € <O, 1> je

lim fn(z) =0,

n— oo

/f2 dx—/ n?de =n — +oo.

Avsak: f,(z) = f(x) = fn — f.

35.5. Véta (Jednoznaénost limity). Posloupnost {f,} C Lo miize mit pouze
jednu limitu.

ale pritom

Dikaz. Predpokladejme, ze f, — f, fn — g. Potom

Lf =gl <IIf = fall +1fn — gl

a protoze prava strana této nerovnosti konverguje k nule a leva je konstantni a nezaporna, tak
[lf —gll=0. Odtud f —g=0a f =g, coz jsme chtéli dokazat.

Mtzeme dat i jiny dikaz této véty: Jestlize fr, — f a fn — g, potom podle véty 35.2 po-
sloupnost {fn(z)} konverguje podle miry jak k f(z), tak k g(z), takze f(z) ~ g(z) a ekvivalentni
funkce jsme se dohodli povaZovat za jediny prvek prostoru Ls.

35.6. Véta (Spojitost normy). Jestlize f,, — f, potom || f.| — || f]]-

Dikaz. Ze ziejmych nerovnosti

£l SN+ fn = £ A< Ifnll + 110 = £

plyne, ze
[I1£all = LA} < 11 = 11

a odtud plyne tvrzeni véty. [J

35.7. Dusledek. Normy ¢lent konvergentni posloupnosti { f,, } jsou ohranic¢ené.
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35.8. Definice. Posloupnost {f,} bodu prostoru Lo se nazyva cauchyovskd
(konvergentni v sobé, fundamentalni), jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje takové
N(e), ze pro n > N(e), m > N(e) plati

”fn - fm” <EéE.

35.9. Véta. Jestlize posloupnost { f,} ma limitu, potom je cauchyovska.

Dikaz. Necht f, — f. Zvolime-li libovolné € > 0, lze nalézt takové N (e), ze pfi n > N(g) bude

Jestlize nyni n > N(g) a m > N(¢), potom

lfn = fmll < Ilfn = FIL+1f = Fnll

coz dokazuje tvrzeni véty. [
Mnohem hlubsi je obracena véta:

35.10. Véta (Fischer). Je-li posloupnost {f,} C Lo cauchyovska, potom je
konvergentni.

Diikaz. Vétu dokézeme v piipadé libovolné ohranic¢ené méfitelné oblasti 2 ¢ RY;
tedy plati i v pripadé R!. Necht {f,} C L2(Q) je libovolné zvolena cauchyovska
posloupnost, tj.
limoo |frn = fmllL,) =0, (35.1)

n,m—

coz znamend, zZe pro kazdé ¢ > 0 existuje no(e) tak, Ze ||fn — fml L, < € pro
vSechna m, n > ng(e). Mame dokazat existenci takové funkce f € Ly(2), ze

Jim [ fn = fllz,) = 0- (35.2)

Vztah (35.1) implikuje existenci posloupnosti { NV }%2; takovych pfirozenych ¢i-
sel, ze

N1 < Ny < ...
¢ 1
[ fr = fNillzae) < ok Vn > Ng. (35.3)
Polozme
gk = fny s (35.4)
hn =Y 19541 — 951 (35.5)
j=n
Ziejmé
gn € L2(2) Vn €N, (35.6)
1
l9nt1 = gnllLa) < 57 Vn €N (35.7)

vztah (35.7) plati vzhledem k (35.3).
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ProtoZze norma je spojity funkcional, mtzeme psat podle (35.5), trojuhelnikové
nerovnosti a (35.7), ze

Iralsain = [ (S losss = il) |, = [ i, (E o =), 0, =

r r oo (35.8)
. . 1
= m H (; 931 gj|) HLQ(Q) = rlfilojz::n 9541 = 9jllLo(2) < Jz::n 2
odtud
||hn||L2(Q) < 4o Vne N,
coz implikuje
h, € Ly(R2) Vn € N. (35.9)

PoloZzme

Ap ={X € Q:|go(X)| =400}, B, :={X € Q:h,(X)=+oc},

E = G(An UBy,).
n=1

Meéftitelna funkce je téméf vsude konecéna; odtud podle (35.6) a (35.9) plyne measA,, =
measB,, = 0. Tudiz
measFE = 0. (35.10)

Podle (35.5)
hn(X) = |gn—|—1(X) - gn(X)| + hn—!—l(X) VX € Q.
Tedy

ho(X) > hp1(X) VX € Q\ E,
hn1(X) = hn(X) = =[gn+1(X) = gn(X)] < gn+1(X) — gu(X) VX € Q.

Posledni vztah implikuje
9n(X) — hp(X) < gny1(X) — hpy1(X) VX € Q\ E. (35.11)

Dale plati podle (35.5)

oo
In + = gn +gns1 — gnl + D 19j01— 95 =
j=n-+1
=0n + |gn+1 - gn| + hn+1 > In+1 + hn+1 s
protoie |gn+1 - gn| > In+1 — Gn- Tedy

It (X) + g1 (X) < gn(X) + ha(X) VX € Q\ E. (35.12)
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Definujme funkce

W(X) = hn(X), if X € Q\E,
Go(X) = { gn(X) = hn(X), 1 \ (35.13)
0, if X € B,
(X) 4 ho(X), fXeQ\E,
H,(x) = { 9 F (X, \ (35.14)
0, if X € B.
Vztahy (35.6) a (35.9) implikuji
G, Hy, € Lo(9) . (35.15)
Protoze hj(X) > 0 Vj € N, plati
gn+l(X) - hn+1(X) S gn—‘,—l(X) + hn+1(X) VX € Q \ FE. (3516)

Ze vztaht (35.11)—(35.14) a (35.16) plyne
G1(X) € Gn(X) € Gny1(X) < Hpa (X) < Hp(X) < Hy(X) VX € Q\E.
(35.17)
Tedy pro kazdy bod X € Q\ E je posloupnost ¢isel {G,,(X)}52; ohranifend a

neklesajici; tedy ma limitu. Polozime

F(X):= lim Go(X) VX €Q\E. (35.18)

n—00

Podle (35.15) a (35.17) plati pro vSechna n € N a v8echny body X € Q\ F
|Gn(X)? < (IGL(X)] + Hi(X))* € L1(Q). (35.19)
Protoze druhd mocnina je spojita funkce, mame podle (35.18)

[F(X))? =[lim G,(X)]* = lim [G,(X)]? VX € Q\E. (35.20)

n—00 n—00

Podle (35.19), (35.18) a Lebesgueovy véty o limitnim pfechodu za znakem integralu
(viz Vétu 33.1) dostavame, ze || f||,q) < oo; odtud

fe L), (35.21)
Kromé toho, podle (35.17) a (35.18),
Gn(X) < f(X)< H,(X) VYneN. (35.22)
Vztah (35.22) plyne z téchto vah: Zvolme n € N libovolné. Potom podle (35.17)
Gn(X) < Gran(X) < Hyin(X) < Ho(X) VreN, X €Q\ E.
Nyni stac¢i pfejit k limité pro r — oo a uzit (35.18).
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Vztahy (35.22) implikuji
Gn(X) = gn(X) < f(X) = gn(X) < Hn(X) — gn(X) VneN
tento vysledek mize byt psan vzhledem k (35.13), (35.14) ve tvaru
b (X) < F(X) = gu(X) < ha(X) VneN
Avsak to znamenena, ze
1f(X) = gn(X)]| < hp(X) VneN, VX € Q\ E. (35.23)

Podle (35.23) a (35.8)

oo 1 .

j=n
Z tohoto vysledku a vztahu (35.3), (35.4) plyne

1f = falla) < = 9illza) + 1195 = fallza@) <3277 =0 for n — oo,

coz dokazuje (35.2). Fischerova véta je dokdzana. [

Piedchozi tvahy také implikuji: Existuje podposloupnost posloupnosti {f,} C
Ly(Q) (definovand zde pomoct (35.4)) kterd konverquje k funkci f € La(€2) témeér
vsude v Q.

Vlastnost Hilbertova prostoru Lo vyjadrena ve vété 35.10 se nazyva uplnost to-
hoto prostoru. Ctenadf mozné postiehl, ze véty 35.9 a 35.10 jsou analogii zndmého
Bolzano-Cauchyova pfiznaku konvergence. Bolzano-Cauchytv priznak je jedna z fo-
rem spojitosti ¢iselné piimky R!. Tuto vlastnost je mozno vyjadrit libovolnym z né-
sledujicich tvrzeni:

A. Jsou-li body pfimky R! rozdéleny na dvé tiidy X a Y tak, Ze kazdy bod t¥idy
X lezi nalevo od kazdého bodu tfidy Y, potom bud v t¥idé X je nejpravéjsi bod,
nebo v tridé Y je nejlevéjsi bod.

B. Shora ohrani¢enda mnozina méa supremum.

C. Monotonné rostouci a shora ohrani¢end posloupnost (proménna) ma kone¢nou
limitu.

D. Je-li {d,} posloupnost do sebe vlozenych segmenti, jejichz délky konverguji
k nule, potom existuje bod, ktery néalezi vSem segmentiim.

E. Bolzano-Cauchytv ptiznak: cauchyovska posloupnost {z,} mé kone¢nou li-
mitu.

Sta¢i odebrat z ptimky R! jediny bod, aby vSechny tyto véty prestaly platit.
Z vét A, B, C,D, E pouze posledni, tj. E, je zformulovana bez pomoci pojmu o
poradku bodt na pfimce. Proto je prirozené, aby praveé ona byla prenesena jako cha-

vvvvvv
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35.11. Definice. Mnozina A C Ly se nazyva vsude hustd v Lo, jestlize kazda
funkce nélezejici do Lo je limitou (ve smyslu konvergence podle stiedu) néjaké
posloupnosti funkci mnoziny A.

35.12. Poznamka. Snadno vidime, ze aby mnozina A = {g} byla vSude husté
v Ls, je nutné a staci, aby ke kazdé funkci f € L, a kazdému € > 0 bylo mozno
najit takovou funkci g € A, ze ||f — g|| < e.

35.13. Véta. Kazda ze trid funkci

M — tiida méritelnych ohranic¢enych funkci,

C — trida spojitych funkci,

P — trida polynomii,

S — trida stupnovitych funkci
je vsude husta v Lo(a,b). Jestlize pro zakladni segment plati <a,b> = < - 7r,7r>,
potom je vSude husta i tiida

T — trida trigonometrickych polynomfi.

Dikaz. Dokazeme pouze prvni dvé tvrzeni. Dukazy zbyvajicich tvrzeni nalezne ¢tendf v [Na].

A) Necht f(z) € La(a,b). K libovolné zvolenému £ > 0 najdeme (vzhledem k absolutni spo-
jitosti Lebesgueova integralu — viz vétu 32.15) takové § > 0, ze vztahy e C <a,b>, mease < ¢
implikuji

/f2(:z:) dr < 2.
e
Podle véty 23.1 ke kazdému § > 0 lze najit takovou méfitelnou ohrani¢enou funkci g(x), ze

meas {z € E: f(z) # g(z)} < §, pficemz je mozno predpokladat, ze g(z) = 0 v bodech mnoziny
{z € E: f(z) # g(2)}. Tedy

b
1=l = [ -9?as = [ (f-9Pdr= [ 2o <e?,
a {z€E: f(z)#g(x)} {z€E: f(x)#g(x)}

tj.
If—gll <e.

Tim je véta dokazana pro tiidu M.
B) Necht f(z) € La(a,b) a € > 0. Najdeme takovou funkci g(z) € M, Ze

If—gll < 35-
Necht |g(z)| < K. Podle Luzinovy véty (viz vétu 23.9) existuje takova spojita funkce p(x), ze

meas {z € E: ¢(x) # 9(0)} < 1z, le(@) <K.

Pro tuto funkci bude
2 b 2 2
lo—al* = [ ¢ —g)?da= | (¢(2) = g())? da <
a {z€E: p(z)#g(z)}

2
<4K? -meas{z € E: ¢(z) # g(x)} < 5
odkud [l¢ — g|| < £, takze ||f — ¢|| < e. Tim je véta dokazana pro t¥idu C. []

V mnohych problémech hraje vaznou roli pojem slabé konvergence posloupnosti
funkci.

132



35.14. Definice. Posloupnost funkci {f,(z)} C L2(a,b) se nazyva slabé kon-
vergentni k funkci f(x) € La(a,b), jestlize rovnost

b b

lim [ gx)fulz)dz = / g(2)f (x) da

n—00 a a

plati pro kazdou funkci g € La(a, b).
Podrobnéji se timto pojmem nebudeme zabyvat; zde uvedeme pouze jednu vétu.

35.15. Véta. Jestlize posloupnost funkci {f,} C La(a,b) konverguje podle
stredu k funkci f € Ls(a,b), potom k ni konverguje i slabé.

Dikaz. Necht g € La(a,b). Potom Bunakovského nerovnost implikuje

{ng<m>[fn<m>—f<m>1dm}2 A [ rwal{ [t - serras),
/abgfndw—/abgfdw

coz jsme chtéli dokédzat. [

odkud
<lgll - llfn = fIl = 0,

36. VETA O SUBSTITUCI V LEBESGUEOVE INTEGRALU
Vétu uvedeme v piipadé vicerozmérnych integralt (i kdyz tyto budou definovany
pozdéji).
36.1. Definice. Nechf zobrazeni f : RV — RY je definovano vztahy

T = fl(é_lv"'ué_N)v"'u'TN = fN(é_lvué_N)

Rikame, ze zobrazeni f : RY — RY je reguldrni na mnoziné G' C RV, jestlize

a) G je oteviend mnozina,

b) derivace 0f;/0¢; (i,7 =1,...,N) jsou konecné a spojité v G;

c) Jakobian J(&) = D(f1,..., fn)/D(&1, ..., &N) je rizny od nuly pro vSechny
body & = [£1,...,&n] € G. (V piipadé N = 1 pro Jakobian plati J(&1) = f1(&1)-)

36.2. Véta (o substituci v Lebesgueové integralu). Necht zobrazeni

f: RY - RV

je injektivni a regularni v mnoziné G C RN . Necht D = f(G) a necht F : RN — R!
je libovolna funkce méritelna na D. Potom

/D F(X)dX = /G F(E(E)]T(€)]de (36.1)

za predpokladu, Ze alespon jeden z integralu existuje. (V (36.1) symbol X znaci
libovolny N-rozmérny bod mnoziny D.)

36.3. Poznamka. V ptipadé N =1 je D = (a,b) = (f(a), f(B)) a G = (o, B)
a vztah (36.1) se zjednodusuje na tvar

b B
/ F(x) dr = / F(F0)|7(1)] dr, (36.2)

«a
ktery opét plati za predpokladu, Ze alespon jeden z integralt existuje. (V (36.2)
misto f piSeme f, misto z; pro jednoduchost = a misto &; skalarni proménnou ¢.)
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