1. METRICKY PROSTOR

1.1. Definice. Metrickym prostorem budeme nazyvat libovolnou mnozinu X
prvki, které nazyvame body, pokud na mnoziné X je déna tzv. vzddlenost, coz
je jakéakoliv jednozna¢na nezaporna realna funkce o(z,y), kterd je definovana pro
kazdou dvojici z, y € X a kterd spliiuje tyto t¥i podminky:

1) o(z,y) = 0, kdyz a jen kdyz x = y;

2) o(z,y) = o(y,z) Vr,y€ X (symetrie);

3) o(z,2) < o(z,y) + 0(y,2) Vz,y,z€ X (trojuhelnikovd nerovnost).

Metricky prostor se obvykle oznacuje symbolem
X = (X, o).

V ptipadech, kdy to nemutze vést k nedorozuméni, se metricky prostor oznacuje
stejnym symbolem jako mnozina jeho bodi, tj. symbolem X.

Uvedeme priklady metrickych prostorti. V této kapitole se omezime pouze na ty
prostory X = (X, ), kde mnozina X neni linearni prostor.

1.2. Priklad. Polozime-li pro prvky libovolné mnoziny

0 v pripadé z =y,

oto) = {

1 v pripadé z # v,
dostaneme metricky prostor. Lze jej nazvat prostorem izolovanych bodii.
1.3. Piiklad. Mnozina Q! racionalnich é&isel se vzdalenosti
of.y) = o = y] (11)

tvori metricky prostor Q!. Platnost prvnich dvou axiomt metriky je zfejmé; diikaz
trojuhelnikové nerovnosti je také snadny:

or,2) =|rv—z|=|lv—y+y—z2<|v—yl+|y— 2] =olx,y)+ oy, 2).

1.4. Piiklad. Necht X = (a,b) C R! je uzavieny interval. Zavedeme-li na X
metriku vztahem (1.1), dostaneme metricky prostor.

1.4. Piiklad. Méjme libovolnou turistickou mapu, kde vzdalenost (A, B) li-
bovolnych dvou bodt mérime prilozenim méfitka. Trojuhelnikova nerovnost

Q(Av C) < Q(Av B) + Q(Bv C)

plyne z toho, ze délka libovolné strany trojihelnika neni vétsi nez soucet délek dvou
zbyvajicich stran.



2. LINEARNI PROSTOR

2.1. Definice. Necht £ je neprazdnd mnozina prvku z,v, z,... a necht je spl-
néno téchto osm podminek:

I. Ke kazdym dvéma prvkim x, y € L je jednoznacné pritazen tieti prvek lezici
v L, ktery je nazyvany jejich soucet a oznacovany x + y, priCemz plati tyto ¢tyri
axiomy:

l.x+y=y+z (komutativnost),

2.2+ (y+2) = (r+y)+2 (asociativnost),

3. v L existuje takovy prvek (znac¢ime jej 6), ze x + 6 = x pro vSechny prvky
x € L (existence nulového proku),

4. ke kazdému prvku x € L existuje prvek, ktery znac¢ime —z, ze x + (—x) = 0
(existence opacného prvku). Pfitom misto z + (—x) = 6 piSeme prosté z — z = 6.
Podobné budeme misto z + (—y) prosté psat z — y.

I1. Ke kazdému ¢islu a néjakého ¢iselného télesa T a ke kazdému prvku x € L je
jednozna¢né prifazen prvek azx € L (tzv. soucin prvku x a ¢isla «), pficemz plati
tyto dva axiomy:

1. a(fzr) =(af)z a,peT, x €L,

2.1-x=2, 1e€T, xe€Ll.

III. Obé operace (tj. s¢itdani proki a ndsobeni prvku c¢islem) jsou svazany témito
dvéma distributivnimsi zakony:

l.(a+B)zr=azx+ Pz «a,feT, xeL,

20a(z+y)=ar+ay, a€T, z,yecLl.

Mnozinu £ potom nazyvame linedrnim nebo vektorovym prostorem nad ¢iselnym

télesem T'. Podle toho, zda ¢isly «, f3,... rozumime komplexni ¢isla, resp. redlna
¢isla, mluvime kratce o komplexnim, resp. redlném linearnim prostoru. Prvky linear-
niho prostoru £ ¢asto nazyvame body nebo vektory, kdezto ¢isla «, 3, ... nazyvame

skaldry. Vsude, kde nebude uvedeno néco jiného, budou nase avahy platit pro realné
linearni prostory.

Linearni prostor (at uz redlny ¢ komplexni) lze struéné charakterizovat jako
komutativni aditivni grupu, na které je definovano nasobeni skalarem tak, ze jsou
splnény axiomy II.1, I1.2 a IIL.1, II1.2.

V teorii grup se dokazuje, ze jak nulovy prvek 6, tak opac¢ny prvek —z k libo-
volnému prvku z existuje pouze jeden. Obé tvrzeni vzhledem k jejich dulezitosti
dokazeme:

2.2. T'vrzeni. V linearnim prostoru existuje pravé jeden nulovy prvek 6.

Diikaz. Existence nulového prvku 6 je zarucena axiomem 1.3. Abychom dokéazali
jeho jednoznacnost, predpokladejme, ze existuje jesté prvek 6* € L s vlastnosti

r+0"=x VrxeL.

Odtud
0+0"=0.
Naopak podle axiomu 1.3 plati
0" +60=0".
Vzhledem k axiomu I.1 plati § +6* = 6* + 6, takze z obou vztahti plyne §* = 6. 0O



2.3. Tvrzeni. V linearnim prostoru ke kazdému prvku x existuje pravé jeden
opacny prvek —x.

Diikaz. Existence opa¢ného prvku —z je zarucena axiomem I.4. Abychom do-
kézali jeho jednoznacnost, zvolme x € L libovolné, ale pevné, zavedme oznaceni
T := —x a predpokladejme, Ze existuje jesté prvek T* € L s vlastnosti

z+7T"=0.

S pomoci tohoto vztahu a axiomu 1.1, I.2 a 1.3 postupné dostaneme

coz jsme potiebovali dokazat. [

Nékteri (¢asto i renomovani) autofi jako Taylor [Tal, ¢i Kufner, John, Fuéik
[KFJ] pfipojuji k osmi axiomim z Definice 1 jesté devaty axiom, ktery v nasem
usporadani je nejvhodnéjsi zaradit do skupiny II:

I1.3. 0-x=60 0€T VxelL.

Dokézeme nyni, ze axiom II.3 (jehoz tvrzeni je pro teorii linedrnich prostort
velmi zavazné) neni v koncepci Definice 2.1 nezavislym axiomem, ale tvrzenim,
které plyne z Definice 2.1:

2.4. Véta. Necht 0 € T je nula (nulovy prvek) c¢iselného télesa T a 6 nulovy
prvek linearniho prostoru L. Potom pro kazdy prvek x € L plati 0-x = 6.

Diikaz. Zvolme x € L libovolné, ale pevné. Pomoci axiomu I1.2, vztahu 1 =140
a axiomu III.1 dostaneme

r=1-2=(14+0z=2+0-2z

a podle axiomu I.3 plati
r+60=ux.

Tyto vztahy davaji
r+0-z2=x+0. (2.1)

K obéma strandm tohoto vztahu prictéme opacny prvek —z zleva:
—z+(x+0-2)=—x+ (x+0).

Podle axiomu 1.2
(—x4+2)+0-2=(—z+z)+0.

Pomoci axiomu I.1 a pak 1.4 odtud dostavame
0+0-z=0+6.

Na levé strané uzijeme nejprve axiom I.1 a potom axiom I.3, takze leva strana se
rovna 0 - x; prava strana je podle axiomu 1.3 rovna 6. Dostavame tedy vysledek
0z =6, coz jsme chtéli dokazat. [



2.5. Poznamka (prvni zakon o kraceni). Kdybychom znali prvni zakon
o kraceni
r+y=z+z = y=-z, (2.2)

potom by tvrzeni 0 - z = 6 vyplynulo pfimo z (2.1).

Diikaz (2.2) je vSak snadny: k obéma stranam vztahu stojiciho na levé strané
implikace (2.2) pfipo¢teme —z, takze dostaneme:

(x4+y) —xz=(x+2) —=x.

Obé strany ziskaného vztahu nyni upravujeme podobné jako jsme upravovali obé
strany vztahu (2.1):

(z+y)—z=2z+@Wy—2)=zx+(—r+y)=(@—-2)+y=0+y=y+0=uy.

Zcela stejné dostaneme (x + z) — x = z. Tedy y = z, coz jsme chtéli dokazat.

Pomoci Véty 2.4 miuzeme odvodit v linedrnim prostoru £ konkrétni tvar opac-
ného prvku —z k libovolnému prvku z € L:

2.6. Véta. Necht x € L je libovolny prvek. Potom pro jeho opac¢ny prvek plati
—x=(-1) =z

Diikaz. Uzijeme-li axiomy I1.2 a III.1 v tomto poradi a pak Vétu 2.4, dostaneme
z+(-1)-z=1-24+(-1)-z2=(1+(-1) - z=0-2=40,

takze (—1) - z je podle axiomu I1.4 opa¢ny prvek k prvku z. [

Nyni dokézeme, ze Definice 2.1 je ekvivalentni s touto definici linedrniho pro-
storu:

2.7. Definice. Nechf £ je neprazdnd mnozina prvki z,¥, z,... a necht je spl-
néno téchto sedm podminek:

I. Ke kazdym dvéma prvkim z, y € L je jednoznacné pritazen tieti prvek lezici
v L, ktery je nazyvany jejich soucet a oznacovany x + y, pricemz plati tyto ¢tyti
axiomy:

l.ze+y=y+x (komutativnost),

2.2+ (y+2)=(x+y)+2z (asociativnost),

II. Ke kazdému ¢islu a néjakého ¢iselného télesa T' a ke kazdému prvku z € L je
jednoznacné prifazen prvek azx € L (tzv. soucin prvku x a ¢isla «), pficemz plati
tyto dva axiomy:

l.a(fz)=(af)r a,BeT, €L,

2.1-x=2x, 1€T, x€L.

3*. V L existuje takovy prvek O, Ze pro libovolny prvek x € £ plati 0 -z = O,
kde 0 € T je nula (nulovy prvek) télesa 7.

III. Obé operace (tj. s¢itdani prvki a ndsobeni prvku c¢islem) jsou svazany témito
dvéma distribucnimi zakony:

l.(a+B)zr=azr+ Pz «a,pfeT, xeL,

20a(z+y)=ar+ay, a€T, z,yecLl.



Mnozinu £ potom nazyvame linedrnim nebo vektorovym prostorem nad ¢iselnym

télesem T. Podle toho, zda cisly «, 3,... rozumime komplexni c¢isla, resp. realna
¢isla, mluvime kratce o komplexnim, resp. redlném linedrnim prostoru. Prvky linear-
niho prostoru £ ¢asto nazyvame body nebo vektory, kdezto ¢isla «, 3, . .. nazyvame
skaldry.

2.8. Véta. Definice 2.1 a Definice 2.7 jsou ekvivalentni, pficemz © = 6.

Diikaz. Vzhledem k Vété 2.4 spliuje linedrni prostor £ z Definice 1 vSechny
podminky Definice 2.7, pficemz © = 6.

Zbyvé dokazat, ze linearni prostor z Definice 2.7 je grupa s nulovym prvkem ©.
Co se tyce axiomu 1.3, dokazeme jej takto:

r+0=1-24+0-2=(14+0z=1-2=uz.
Nyni dokézeme, ze prvek (—1) - z spliiuje axiom I.4:
z+(-1)-z=1-24+(-1)-2=(1+(-1) - z2=0-2=0.

Jak v pripadé axiomu 1.3, tak axiomu 1.4 hraje prvek O roli nulového prvku. [OJ

Z hlediska poctu nezavislych axiomii je Definice 2.7 linearniho prostoru opti-
malni.

2.9. Tvrzeni. Plati

Diikaz. Podle Véty 2.6 a axioma II.1 a I1.2
—(ax) = (<1) - (ax) = (=1-a) -z = (a) -
coz je prvni z dokazovanych vztahti. Podobné

(-l a)-z=(a-(-1) - z=a-((-1)-2) =a- (—x). O

2.10. Tvrzeni. Pro libovolné prvky x ,y € L existuje pravé jeden prvek z € L
tak, ze z +y = x; tento prvek se nazyva rozdilem prvki r a y a znaci se z = x — y.

Dikaz. Polozme z = x4+ (—y), tj. definujeme z a ukdzeme, Ze tento prvek spliiuje
Tvrzeni 2.10. S pomoci axiomt 1.2, I.1, I.4 a 1.3 (v tomto pofadi) dostaneme

zty=(@@+(-y)ty=z+((-y)+y) =2+ @Y+ (-y)=2+0=u

Kdyby existoval jesté jeden prvek z* vyhovujici podmince Tvrzeni 10 (tj. z* +y =
x), potom

=4 0=+y+(-y)=E"+y +(-y)=z+(-y)=2 O



2.11. Tvrzeni. Vztah x =y je ekvivalentni se vztahem © — y = 6.

Dikaz. a) Jestlize z = y, potom
r—y=z+(-y)=y+(-y)=0.
b) Jestlize naopak x — y = 6, potom

y=y+@—-y)=y+(-y)|+r=z+6==x. O

2.12. Tvrzeni. Plati

Mz —y)=Xx—Ay; (A= p)x = Az — pz.

Dikaz. a) Podle I11.2, Véty 2.6 a Tvrzeni 2.9
Az —y) = Az + (—y)] = Az + A(—y) = Az + (-Ay) = Az — Ay
b) Podobné, podle I11.1, Véty 2.6 a Tvrzeni 2.9

A=—p)z=Az+ (—p)x = Az + (—px) = Az — pz. O

2.13. Tvrzeni. Plati \§ = 0.

Driikaz. Skutecné,

M=X0-2)=A-0z=0-z=090. O

2.14. Tvrzeni. Pokud Az =6 a A # 0, potom = = 0.
Diikaz. Skutecné,

le-xz(%-A)a:z%(Ax)z%QzQ. O

2.15. Tvrzeni (druhy zdkon o kraceni). Pokud Az = Ay a A # 0, potom
x=1y.

Dikaz. Tvrzeni plyne z Tvrzeni 2.14, Tvrzeni 2.12 a Tvrzeni 2.11. [
2.16. Tvrzeni. Pokud Az =0 a x # 0, potom \ = 0.
Diikaz. Skutecné, kdyby bylo A # 0, potom by podle Tvrzeni 2.14 bylox = 6. [

2.17. Tvrzeni (tfeti zdkon o kraceni). Pokud Az = px a © # 6, potom
A= p.

Dikaz. Me =pr=> M —pr=0=A—pr=0=>1—p=0. O



2.18. Priklad. Linearni prostory, které se nejcastéji studuji ve funkcionalni ana-
lyze a pouzivaji v aplikované funkcionalni analjze, jsou prostory funkci. V téchto
prostorech je s¢itani prvki a nasobeni prvku skalarem definovano prirozenym zpu-
sobem: Necht F = {f, g, h, ...} je neprazdnd mnozina funkci definovanych na mno-
zing Q C RV tj.

f=r@), t=(t,...,tn) € Q.
Soucet f + g funkci f, g a ndsobek A - f funkce f skaldrem A definujeme takto:

(f+9)@)=Ft)+9@), (A-N)E)=Ar-f(t) VEie
V této mnoziné je nulovym prvkem funkce, ktera je identicky rovna nule, tj.
6(t) =0 VteQ,
a opacnou funkci k funkci f funkce

(=) = (=1)- f(t) = —f(t) VieQ

Je-li F napf. mnozina spojitych funkci na , potom pii takto zavedeném séitani
funkci a nasobeni funkce skalarem je F linearni prostor, protoze jak f + g, tak A- f
jsou funkce spojité na §, takze viech osm axiomt Definice 2.1 je splnéno. Podobné
mnozina ohranic¢enych funkci na §2 ¢i mnozina riemannovsky integrovatelnych funkci
na {2 jsou linearni prostory.

3. NORMOVANY PROSTOR

V linearnim prostoru kromé operace s¢itani prvki a operace nasobeni prvku ska-
larem se zavadi jesté néjakym zpiisobem operace limitniho prechodu. Nejvhodnéjsi
zpiisob, jak to udélat, je zavést v linearnim prostoru normu. !

3.1. Definice. Linearni prostor £ se nazyva normovany, jestlize kazdému prvku
x € L je piifazeno realné nezaporné cislo ||z||, které se nazyva norma prvku =z,
pricemz plati:

1. ||z|| = 0, kdyz a jen kdyz x = 0;

2. ozl = fed - |l2][;

3. |l +yll < ||z|| + |yl (trojihelnikova nerovnost).
Protoze se zabyvame pouze linedrnimi prostory, budeme normované linearni pro-
story stru¢né nazyvat normovanymi prostory.

Snadno je vidét, ze kazdy linedrni normovany prostor je soucasné metrickym
prostorem; staci polozit
o(z,y) = llz—yll.
Platnost prvniho a druhého axiomu metrického prostoru bezprostredné vyplyva
z prvni vlastnosti normy; tfeti axiom snadno pomoci trojihelnikové nerovnosti pro
normu a asociativnosti souc¢tu (viz Definici 2.1, axiom 1.2):

oz, 2) =z =zl =l —y+y—zll =z —y) + (y = 2)[| <
<z =yl +1ly — 2l = oz, y) + e(y, 2).
Uvedeme néekteré priklady normovanych prostort.

1Pozdéji ukdzeme, Ze existuji linedrni prostory, ve kterych nelze normu zavést, tj. které nelze
normovat.



3.2. Piiklad. Reéln4 osa R!, tj. mnozina vsech realnych é&isel s obvyklymi arit-
metickymi operacemi s¢itani a nasobeni, je linedrnim prostorem. Prostor R! se stane
normovanym prostorem, ktery budeme znacit R', jestlize pro kazdé ¢islo x € R!
polozime ||z|| := |z|. Dtikaz trojuhelnikové nerovnosti:

[ +yll = [z +y[ < fa] + |y = ll=]] + [ly]]-

3.3. Priklad. Mnozina vSech usporadanych n-tic readlnych, popt. komplexnich
Cisel x = (x1, xa, . .., Ty ), kde s¢itani n-tic a nadsobeni n-tic konstantou je definovano
vztahy

CU"’Z/: ($1;-T27---7$n)+(Z/173/27---;?/n): ($1+y17$2+y27"'7$n+yn)7

ar = (T, Toy ..., Ty) = (@21, ATa, . .., Ay,

je linedrnim prostorem, ktery budeme nazyvat n-rozmérnym prostorem. Nulovy
prvek je dan vztahem
6 =(0,0,...,0)

a pro opacny prvek plati
—z=(—2%1,—%2,...,—Tp).

Jde-li o n-tice redlnych ¢isel a jsou-li multiplikativni konstanty také realna cisla, bu-
deme mluvit o realném n-rozmérném prostoru a pouzivat oznaceni R™. Jde-li vSak
o n-tice komplexnich cisel a jsou-li skalary také komplexni ¢isla, budeme mluvit
o komplexnim n-rozmeérném prostoru a pouzivat oznaceni C”. Realny n-rozmérny
prostor je tedy redlnym linearnim prostorem a komplexni n-rozmérny prostor kom-
plexnim linedrnim prostorem.

Normu v realném n-rozmérném prostoru R” s prvky = = (z1, 22, ..., z,) definu-
jeme obvykle predpisem

(3.1)

je to tzv. euklidovskd norma. Tim dostdvame normovany prostor R%5. Vztah

n

oa(w,9) = llz = yllz = || S (on — )

k=1

definuje v prostoru R" euklidovskou metriku. Ptislusny metricky prostor budeme
znacit stejnym symbolem jako normovany prostor, tj. RY.

Dokazme trojuhelnikovou nerovnost pro euklidovskou normu (3.1). Uzijeme k tomu
Cauchy-Bunakovského nerovnost, jejiz dikaz 1ze najit v Poznamce 4.7:

n 2 n n
1



Uvazujme v R™ body
a=(ay,as,...,an), b=(b1,ba,...,byn).

Podle (3.2) plati

n

Zak—I—bk Zak+22akbk+2b2

k=1

n n 2
<Zak—|—2 Zaksz—FZbk—( Za%—i— Zlﬁ) )
k=1 = k=1 k=1

odkud po odmocnéni dostavame Minkowského nerovnost (pro p = 2)

n n

Z(ak + bk)2 = Z a,% + Zb’% (33)
k=1

Odtud vzhledem k (3.1)
la+bl[2 < llall2 + [[bll2-

3.4. Priklad. V linearnim prostoru R" lze definovat normu také predpisem
n
lll = |l (3.4)
k=1

v tomto pripadé vznikly normovany prostor znac¢ime symbolem R7. Dalsi dilezity
normovany prostor R vznikne, kdyz v R" zavedeme normu predpisem

e = max [z, (35)

Normy (3.4), (3.5) definuji v linearnim prostoru R” metriky

n

01(z.y) :kz_:l|flfk — Ykl Ooo(z,y) = max. |zK — Ykl

Vzniklé metrické prostory znacime stejné jako korespondujici normované prostory,

tj. symboly R} a R7..
V komplexnim n-rozmérném prostoru C" lze zavést normu vztahem

lll2 =

nebo kteroukoliv z norem (3.4), (3.5).



Dokazme trojihelnikovou nerovnost pro normu (3.4):

n n n n
lz+yll =D lew +yul < Y (lzal +lyl) < Y laal + D lysl = Nzl + [yl
k=1 k=1 k=1 k=1

V piipadé normy (3.5) postupujeme pii diikazu trojuhelnikové nerovnosti takto:
Nechf kg je ten z indext 1,...,n, pro ktery v pfipadé zvolenych prvkia z, y € R™
plati

|z + ylloo = max. [Tk + Ykl = |Tro + Yol

Plati
(o + Uo| < ol + o < miax fa] + max fye] = |zljoo + [[yoc-
Spojenim ziskanych vztahi dostaneme hledanou trojuihelnikovou nerovnost pro

normu (3.5).

3.5. Priklad. V n-rozmérném linedrnim prostoru (jak R™, tak C") je mozné
také definovat normu vektoru x vztahem

Jall, = (Z w)% (b= 1). (3.6)

k=1

V piipadé R" tak dostaneme normovany prostor R7. Normy ||z[|1, ||z|l2, [|#]e
a prostory RY, Ry, R7, jsou specidlnimi piipady normy |[|z|[, a prostoru R} pro
p=1,p=2ap=oco. Dokdzat, ze vyraz ||z|, dany vztahem (3.6) spliiuje prvni
dva axiomy normy, je snadné, ale dikaz trojuhelnikové nerovnosti je komplikovany.
Tento ditkaz je totozny s diikazem Minkowského nerovnosti pro obecné p > 1

(z": jak +bk|p)% = (i |ak|”>% + (zn: Ibkl”>%; (3.7)
k=1 h—1 ot

je uveden v kapitole 5. Z (3.7) dostavame vzhledem k (3.6) hledanou trojihelnikovou
nerovnost

lz +yllp < llzllp + [[yllp-
3.5a. Poznamka. Plati

leoc = Jim |, Vo € RE. (35

Tim je vysvétleno, pro¢ v Pfikladu 3.5 tvrdime, Ze norma ||z|~ je specidlnim
pfipadem normy ||z||,. Abychom vztah (3.8) dokazali, zvolme x € R™ libovolng, ale
pevné, a piSme vztah (3.6) ve tvaru

n 1 n 1
p p

— P — _ AP
(e[ <k§:1lwk|> @agnml(g:ll k|> :
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kde

T
Ay = ——.
"7 max ||
1<j<n
Protoze |Ag| <1 (k=1,...,n), pficemz pro alespon jeden index (oznac¢me jej ko)

plati |Ag,| = 1, dostavame

1
P
i E P —
ph—yolo <k_1 |Ak| > = 1.

Odtud plyne vztah (3.8).

3.6. Piiklad (jednotkova kruZnice v R? pf¥i riiznych norméch). Uvedme,
jak bude vypadat jednotkova kruznice v R? dana vztahem

lzll, =1, z€R? (3.9)

v pripadech p =1, p =2 a p = c0. Pro p = 2 je to klasicka kruznice s polomérem
r = 1, pro p = oo je to ¢tverec s vrcholy (1;1), (—1;1), (—=1;—1), (1;—-1) a pro
p = 1 &tverec s vrcholy (1;0), (0;1), (—=1;0), (0; —1).

Uvazujeme-li vztah (3.9) pro p spojité se ménici od p =1 do p = oo, potom graf
této ,kruznice“ se bude spojité deformovat od ¢tverce odpovidajicimu normé ||z||;
(pfes kruznici odpovidajici normé ||z||2) do ¢tverce odpovidajicimu normé ||z|| -

3.7. Ptiklad (jednotkova koule v R® p¥i rtiznych norméach). Uvedeme,
jak vypada jednotkova koule v R?® dand vztahem

lz|[, =1, z€R’ (3.10)

v piipadech p = 1, p = 2 a p = oo. Pro p = 2 je to klasickd kulova plocha
s polomérem r = 1, pro p = oo je to povrch krychle s vrcholy (£1;+1;+1) a
pro p = 1 povrch pravidelného osmisténu s vrcholy (1;0;0), (0;1;0), (—1;0;0),
(0; =1;0), (0;0; 1), (0;0;1).

Uvazujeme-li vztah (3.10) pro p spojité se ménici od p = 1 do p = oo, potom
graf této ,kulové plochy“ se bude spojité deformovat od osmisténu odpovidajicimu
normé ||z||; (pfes kouli odpovidajici normé ||z||2) do krychle odpovidajici normé
12| oo -

3.8. Priklad. Mnozina vsech spojitych realnych funkci redlné proménné na seg-
mentu <a, b> (popf. spojitych komplexnich funkci realné proménné) s béznymi ope-
racemi s¢itdni funkei a nasobeni funkce ¢islem (viz Piiklad 2.18) je realny (popf.

Iyze. Znacime jej C°(a,b).
Definujeme-li v linedrnim prostoru C’O<a, b> normu vztahem

I fllosian) = max |£(2)], (3.11)

dostaneme normovany prostor, ktery budeme znacit stejnym symbolem C’0<a, b>
jako vychozi linedrni prostor. Dtkaz, ze vztah (3.11) definuje skuteéné normu, je
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snadny. Omezime se na trojuhelnikovou nerovnost: Zvolme funkce f,g € Co<a, b>
libovolné, ale pevné. Necht ¢ty € <a,b> je cislo, které v pripadé zvolené dvojice
splnuje vztah

max |f(t) 4+ g(t)| = |f(to) + g(to)|-

a<t<b

Plati

7 (t0) + g(to)| < 1 (t0)| + lg(t0)] < max |7(0)] + max lg(t)|.

Spojenim ziskanych vztahti dostavame vzhledem k (3.11)

1f + gllcoas < 1 fllcofap + 19llcofa,p)-

Metrika korespondujici normé (3.11) mé tvar

ecofan)(f;9) = max |f(t) — g(t)].

a<t<b
Prislusny metricky prostor opét oznacujeme symbolem Co<a, b>.

3.9. Priklad. Zavedme na linedrnim prostoru C’0<a, b> normu

1 fllegfae) = (/ab[f(t)]2dt> % (3.12)

Tento normovany prostor budeme znagcit C9 <a, b> a nazyvat prostorem spojitych
funkci s kvadratickou normou. V tomto pripadé je splnéni prvnich dvou axiomu
vzdalenosti zfejmé; trojuhelnikova nerovnost pak vyplyva ze Schwarzovy nerovnosti
(coz je integralni tvar Cauchy-Bunakovského nerovnosti), kterd zni (viz Poznamku

| [ somoa] < [ [ sranf [ o .

S pomoci (3.13) nalezneme

b b b b
/ (1) + y(1))? dt = / (2(t))2 dt + / (w(t))? dt +2 / £(t)y(t) dt <

S/ab(a:(t))th+/b(y(t))th+2‘/bx(t)y(t)dt‘ <
g/ab(a:(t))2dt+/ dt+2\// T2(t dt\// t)dt =

Odmocnénim dostavame Minkowského nerovnost v integralnim tvaru pro p = 2:

\// t) +y(t 2dt<\// 2dt+\// )2 dt. (3.14)




Odtud vzhledem k (3.12) dostavame trojihelnikovou nerovnost

1+ 9llegias < I llcoras + 19llcoa,s-

Odpovidajici metrika ma tvar

coyon(on) = ( () - y(t))? @) " (3.15)

Vysledek tohoto prikladu lze ziskat snadnéji s pomoci vysledkd kap. 4 takto: Snadno se oveéri,
ze vyraz (z,y) = f; z(t)y(t) dt splituje axiomy skalarniho soué¢inu z Definice 4.1. Tedy podle Véty
4.5 je ||z|| :== v/(z, z) norma, jejiz trojuhelnikova nerovnost mé v tomto p¥ipadé tvar Minkowského
nerovnosti (3.14).

3.10. Priklad. Prostor /s vSech posloupnosti z = {z;}72 , které spliuji pod-

minku
o0

> |wl? < +oo, (3.16)
k=1

se stane linedrnim normovanym prostorem, definujeme-li, Zze soucet dvou prvki

= (T1,%2, ..., Tpy-..) a& Y= Y1,Y2,- s Yny---)

z ly je roven
r4+y=(r1+y1,22+ Y2, s T+ Yny...)

a Ze soucin ¢isla a a prvku x € [y je dan vztahem
ar = (T, e, ..., 0Ly, ... ).

Nulovym prvkem 6 € [5 je nulovd posloupnost a opa¢nym prvkem k prvku z je
posloupnost
—L = (—%1,—Z2y.eny—Tpy.-.)-

Skutecnost, ze souc¢et dvou posloupnosti spliiujicich podminku (3.16) také vyhovuje
této podmince, plyne z elementarni nerovnosti

|ak + bk|2 < 2|ak|2 + 2|bk|2.

Normu v I3 definujeme vztahem

[ lli, =

PRETYRE (3.17)
k=1

Ze norma (3.17) spliiuje prvni dva axiomy normy, je ziejmé. Dokazme trojthelni-
kovou nerovnost: Pfejdéme v Minkowského nerovnosti

<kz:(33k + yk)2> ” < (;Z:lﬂ?i) - + (;Z:lyi) -
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k limité pro n — oo; dostaneme

(f]yk +an)?) " (fjxk)/ ¥ (i:jyk) - (3.18)

Podle (3.16) je prava strana nerovnosti (3.18) kone¢néd. Pomoci (3.17) muZzeme
(3.18) prepsat na tvar
12+ ylle < Nl + Nyl

coz je hledana trojihelnikova nerovnost.
Metrika korespondujici normé (3.17) mé tvar

00
le(xvy): Z|$k_yk|2'
k=1

3.11. Priklad. Linearni prostor c sestava ze vSech konvergentnich posloupnosti.
Linearni prostor ¢g sestava z posloupnosti © = (z1,22,..., &y, ...) redlnych Eisel,
které splnuji podminku

lim z,, = 0.

n—0o0
Scitani prvkl a nasobeni prvku skalarem se definuji v prostorech ¢ a c¢g stejné jako
v Ptikladu 3.10 a norma je v téchto prostorech dana vztahem

- . 1
o) = max_la| (3.19)

3.12. Priklad. Mnozina M vSech ohranienych posloupnosti z = {x;}%°
realnych (popf. komplexnich) ¢isel s tymiz operacemi jako v Piikladech 3.10 a 3.11
je linearni prostor. Normu v ném muiizeme zavést vztahem

|z|| = sup |z, (3.20)
1<n<oco

Je tfeba poznamenat, Ze v (3.20) nelze nahradit symbol sup symbolem max: Uva-
zujme napt. posloupnost {x, }, kde

Potom sup |z,,| = supz,, = 3, kdezto max |z, | neexistuje.

4. SKALARNI SOUCIN. UNITARNI PROSTOR

Obecny linearni prostor nad ¢iselnym télesem 7' jsme znacili £. Je-li T = R
(téleso redlnych ¢isel), budeme znacit redlny linearni prostor symbolem R; je-li T =
C (téleso komplexnich ¢isel) budeme znacit komplexni linedrni prostor symbolem
C.

14



4.1. Definice. Skaldrnim soucinem v redlném linedrnim prostoru R nazyvame
redlnou funkci (x,y), kterd je definovana pro kazdou dvojici prvka z,y € R a
spliiuje tyto podminky (z,z1, 22,y € R, A1, A2 jsou redlna ¢isla):

1. (2,y) = (v,2) (symetrie);

2. (M1 + Aoz, y) = A1(21,y) + Ae(x2,y)  (linearita);

3. (z,z) > 0, pficemz (z,z) = 0, kdyz a jen kdyz = = 6.

Poznamka. Linearita skalarniho souc¢inu je ekvivalentni soucasné platnosti adi-
tivity a homogenity skalarniho soucinu, kde

2a. (ml + T2, y) = (1}1, y) + ($27 y) (adzthta),

2b. (Az,y) = A(z,y) (homogenita);

Misto podminky 2 se v definici skalarniho souc¢inu nékdy uvadéji podminky 2a, 2b.

4.1.*% Definice. Skaldrnim soucinem v komplexnim linedrnim prostoru C nazy-
vame komplexni funkei (z, y), kterd je definovana pro kazdou dvojici prvki z, y € C
a spliiuje tyto podminky (z,x1, 22,y € C, A1, A2 jsou komplexni ¢isla):

1. (z,y) = (y,z) (antisymetrie);
2. (M1 + Aoz, y) = A1 (21,y) + A2(x2,y)  (linearita);
3. (z,z) > 0, pticemz (x,z) = 0, kdyz a jen kdyz = = 6.

4.2. Tvrzeni. Skalarni soucin v komplexnim linearnim prostoru ma také tyto
vlastnosti:

a) (z, Ay1 + py2) = Az, y1) + A(z, y2);
b) (2,0) = (6.y) = 0.

Dikaz. a) Podle axiomt 1 a 2 Definice 4.1* a vlastnosti komplexnich ¢isel plati:

(, Ay1 + py2) = Ay + py2, ) = Ay, ©) + (py2, x) =
= (A\y1, 2) + (py2, 2) = X (y1,2) + B (y2. 2) = @, y1) + Az, y2).

b) Plati
(,0-y)=0-(z,y) =0. O

4.3. Definice. Linearni prostor, v némz je definovan skaldrni soucin, se nazyva
unitdrni prostor.?2 V unitarnich prostorech R a C se norma zavadi vztahem

]l = v/ (2, ). (4.1)

Ukézeme, ze z podminek 1 — 3 skaldrniho soucinu plyne, ze vSechny pozadavky
kladené na normu jsou piitom splnény.

Skutec¢né, splnéni podminek 1 a 2 z Definice 3.1 je zfejmé; platnost trojihelnikové
nerovnosti vyplyne ze Schwarzovy nerovnosti, kterou nyni dokazeme:

2V angli¢tiné se uziva nazvu ,Euclidean space“, v ¢estiné se také pouziva terminu ,prostor se
skalarnim soucinem®.
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4.4. Véta (Schwarz). Necht U je unitarni prostor (U = R neboU = C). Potom

@, y)| <l -yl Vz,y U (4.2)

Dikaz. a) Pripad redlného unitdrniho prostoruU: Méjme tento kvadraticky troj-
¢len realné proménné A, ktery je podle treti vlastnosti skalarniho souc¢inu nezaporny
pro vSechny hodnoty A:

0< o\ = Az +y, Az +y) =\(z,2) + 2\ (2,9) + (1, 9) =

(4.3)
= [l2[2A% + 2(z, ) A + [ly[|* -

Aby tato kvadratickd nerovnost byla splnéna pro vSechna A (a pro pevnou dvojici
x, y, jinak libovolnou), musi mit ¢(A) bud jeden dvojny redlny kotfen, nebo dvo-
jici komplexné sdruzenych kotent,? tj. diskriminant tohoto kvadratického trojélenu
musi byt nekladny:

4|(z,y)* — 4llz|* - lylI* < 0.
To je vSak jinak napsand nerovnost (4.2).

b) Pripad komplezniho unitdrniho prostoru U: Uvazujme vztah

0< (z+ Ay, x4+ Ay) = (z,2) + Az, y) + My, 2) + A My, y) =

— ol + (@ 9) + Ay ) + NPl o
Podle tretiho axiomu je tento vyraz nezaporny pro libovolné A. Pfedpokladejme, ze
lyll?> = (y,y) > 0 (v opa¢ném piipadé je y = 0 a dokazovana nerovnost je zfejm4)
a polozme
_ (&)
lyl*

Dosazenim do pravé strany (4.4) potom dostaneme

| 2

2 2
||.T||2 _ |($7yg| . |($7y;| + |($7y3 > 07
[yl [yl Iyl

tj. [|z[1*[lyl]* = |(z,y)* > 0, coz dokazuje (4.2). O

Poznamenejme, Ze postup v ¢asti b) ditkazu Véty 4.4 lze uzit i v ¢asti a) téhoz
dtkazu. Postup uzity v ¢asti a) je vSak geometricky velmi nazorny.

Vratme se k ditkkazu trojuhelnikové nerovnosti a ostatnich axiomt pro normu
(4.1).

3To proto, ze graf funkce ©(\) je parabola nad vodorovnou osou (kterou probihd parametr
A), kterd mé s vodorovnou osou spoleény nanejvys jeden bod (pfipadny bod dotyku paraboly
s vodorovnou osou).
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4.5. Véta. Necht pro unitdrni prostor plati bud U = R, nebo U = C. Potom
vyraz ||x|| dany vztahem (4.1) spliiuje vSechny t¥i axiomy normy uvedené v Definici
3.1.

Diikaz. a) Jak nezapornost vyrazu |z| daného vztahem (4.1), tak vlastnost 1
uvedend v Definici 3.1 plynou z vlastnosti 3 uvedené v Definicich 4.1 a 4.1*.

b) Vztah ||Az| = |A| - ||z je v pfipadé U = R zfejmy; dokadzeme jej proto pouze
v ptipadé U = C:

Azl = V/(Az, Az) = \/ A+ Mz, 2) = VA (2, 2) = AV (2, 2) = |A] - ]

c) Z definice normy, faktu, ze vyraz (x,y)+ (y, x) je realné ¢islo, a Véty 4.4 plyne:

o+ yl* = (= +y, 2 +y) =2 + (z,9) + (g, 2) + [ly[|* <
< lll® + (2 ) + (v )| + lyl* < ) +2[(z, )| + [ly]]* <
< l)l® + 2ll2l - Nyl + lyll* = (=l + llyl)>.
Odmocnénim dostavame trojihelnikovou nerovnost. [
4.6. Piiklad (skalarni sou¢in v R" a C"). Jestlize z,y € R", potom definu-
jeme

n
(T,y) = z191 + T2y2 + - + TpYp = Zflfkyk- (4.5)
k=1

V tomto ptipadé se axiomy Definice 4.1 snadno ovéii.
Jestlize x,y € C", potom definujeme

n
(€,9) = 217, + 22T+ + TnTp = Y ThT- (4.6)
k=1

Také v tomto piipadé se axiomy Definice 4.1* snadno ovéri.

4.7. Poznamka (Cauchy-Bunakovského nerovnost v R"). Z Véty 4.4 (kde
vystupuje vztah (4.2)) a vztaha (4.1) a (4.5) plyne

< Zx% Zy% (4.7)

4.8. Priklad (skalarni soucin v C’S<a, b>) Skalarni soucin v Cg<a,b> je de-
finovan vztahem

b
(f.g) = / F (g () dt. (4.8)

V tomto ptipadé se axiomy Definice 4.1 snadno ovéri.
Zobecnime-li prostor Cg<a, b> na pfipad komplexnich funkci redlné proménné ¢,
potom skalarni soucin definujeme vztahem

(f.9) = / F(t)g(t) dt. (4.9)

Také v tomto pripadé se axiomy Definice 4.1 snadno ovéri.
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4.9. Poznamka (Schwarzova nerovnost). 7 Véty 4.4 a vztahi (4.1) a (4.8)

plyne
‘/abf(t)g(t) dt‘ < \//ab F2(t) dt\//abg2(t) dt. (4.10)

4.10. Charakteristicka vlastnost unitarnich prostort. Necht R je nor-
movany prostor. Chceme védét, jaké doplnujici podminky musi spliiovat norma
definovana v prostoru R, aby prostor R byl unitarni, tj. aby v ném norma byla
definovana néjakym skaldrnim soucinem. Jinak feceno, chceme veédét, jak je tieba
charakterizovat unitarni prostory v tiidé vSech normovanych prostort. Takovou
charakteristiku dava tato véta:

4.11. Véta. Normovany prostor je unitarni, kdyz a jen kdyz pro libovolné dva
prvky f,g € R plati rovnost

1f + gl + 1 = gll* =21 + llgl?) - (4.11)

Diikaz. Nutnost. Nechf R je unitarni prostor. Podle definice normy pomoci ska-
larniho soucinu plati

If+alP+1f—gl?=F+g.f+9)+(F—9.f—9) =
=(f, )+ (f,9)+ (9, f)+(9,9)+
+(f, f) = (f,9) — (9, )+ (g.9) =201 71 + llg]1?) -
na [KF2, str. 186-188]. [J

4.12. Poznamka. Vztah (4.11) je zobecnénim znamé vlastnosti rovnobézniku
v roviné: Soucet druhych mocnin délek uhlopricek rovnobézniku se rovna souctu
druhgch mocnin délek jeho stran. Vzhledem k tomu, Ze cos @ = — cos(m — ), plyne
uvedend vlastnost z dvojiho uziti kosinové véty a nasledného souctu vysledk.

4.13. Piiklad. Méjme prostor R}, v némz je norma definovana vztahem

n 1/p
el = (Z |xk|p) .

k=1

Pro p > 1 plati vSechny axiomy normy, ale unitarnim prostorem bude prostor Ry
pouze pro p = 2. Skute¢né, méjme v prostoru R dva vektory

f=(1,1,0,0,...,0), ¢g=(1,-1,0,0,...,0).

Potom
f+9=(200,....0), f—g=1(0,2,0,...,0).

Odtud
1fllp = llglly =22, 1If +9llp = If — gl =2,

takze rovnobéznikova identita (4.11) v pfipadé p # 2 neplati.

18



4.14. Priklad. Méjme prostor C'O<O7 %71’> v8ech spojitych funkci definovanych
na segmentu <O, %71’> Polozme

f(t) =cost, g(t) =sint.

Plati
1£1l = 1llgll =1
a
|f+gll= max |cost+sint| =2,
0<t<n/2
|f —g|l| = max |cost—sint|=1.
0<t<n/2
Odtud

1F + gll* + 11F = gll* # 21717 + [lg11) -

Normu v prostoru C’O<O, %71’> tedy nelze definovat pomoci zadného skaldrniho sou-
¢inu. Zobecnénim tohoto prikladu se snadno dokaze, ze ani prostor Co<a, b> vsSech
spojitych funkci definovanych na libovolném segmentu <a, b> neni unitarnim pro-
storem.

4.15. Uhel mezi vektory. Na stfedni gkole jsme si ve fyzice definovali, Ze prace
L, kterou vykona konstantni sila F po pfimé draze s je ddna vztahem

L = Fscosy, (4.12)

kde F', resp. s, je velikost sily F, resp. drahy s, a kde ¢ je thel, ktery sviraji vektory
F as. V piipadé, kdyz ¢ = 7, jsme fikali, Ze sila F po dréze s zddnou praci nekona,
protoze v tomto pripadé je podle (4.12) L = 0. Pozdéji jsme se dozvédéli, ze prace
L je skalarnim soucinem vektoru sily F a vektoru dréahy s. Tyto vysledky a vztahy
mizeme v pripadé unitarniho prostoru zobecnit takto:

4.16. Definice. Uhel ¢ mezi dvéma, libovolnymi prvky z, 3 unitarniho prostoru
U definujeme vztahem

(z,y)
cosp = —90_ (4.13)
]l - Myl
cili (1)
T,y
= arccos ———-—-. (4.14)
[l [yl

Pokud ¢ = 7, tj. pokud (z,y) = 0, potom fikdme, ze prvky z,y jsou ortogondlni.

4.17. Priklad. Neni obtizné dokézat, ze libovolné dva prvky nekonec¢ného sys-
tému funkci
{1, cost,sint, cos2t,sin 2t, ..., cosnt,sinnt, ...} (4.15)

jsou k sobé ortogonalni v prostoru CY(—m,7) i v prostoru C9{c, c + 27), kde c je
libovolné pevné realné ¢islo. Tento vysledek je jednim ze zdkladnich néastrojt teorie
Fourierovych rad, které jste probirali ve 3. semestru.
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