4.18. Priklad (nemetrizovatelny linearni prostor). V poslednich dvou pfi-
kladech kapitoly 4 uvedeme ptiklady linearnich prostorti, ve kterych nelze definovat
ani normu, ani metriku, natoz skalarni soucin. Uvazujme rovinu (¢, s), kde na vo-
dorovnou osu ¢t nandsime ¢as (napft. v sekundach) a na svislou osu s polohu (napi.
v metrech). Grafem rovnomérného pfimocarého pohybu je pak pfimka o smérnici c,
coz je rychlost tohoto pohybu. Nejobecnéjsi rovnice takového pohybu je s = sg+c-t,
kde sy je pocatecni poloha. Podobné s = sg + vot + %at2 je obecna rovnice rovno-
meérné zrychleného primocarého pohybu, kde sg je pocatecni poloha, vy pocatecni
rychlost a a zrychleni tohoto pohybu.

Napf., zname-li pouze graf pohybu s = ct, mizeme rychlost ¢ zjistit pouze tim
zpusobem, Ze vypocteme smérnici této pfimky pomoci zméteni soutadnic (¢1, s1),
(t2, s2) dvou libovolnych bodu této primky:

S2 — 81

to —t1

Pojem uhlu mezi dvéma pfimkami v roviné (¢,s) nemd smysl, takze nemizeme
urc¢it tangentu thlu pfimky s = ¢t s vodorovnou osou t. Podobné v roviné (¢, s)
nelze hovotit o vzdélenosti mezi dvéma body (t1, s1), (t2, s2), protoze kazda z obou
soufadnic ¢, s ma jiny fyzikalni rozmér. Strucné: Rovina (t, s) nemd vlastnosti eukli-
dovské roviny; vzddlenost a uhel tam nemagi smysl — v takové rovine ma vsak smysl
pojem rovnobéznosti primek ¢i smérnice primky.

4.19. Priklad. Podobné, mérime-li zavislost néjaké délkové veli¢iny na jiné dél-
kové veli¢iné a v roviné (z,y) nandsime kazdou z téchto veli¢in v jiném méritku,
pracujeme v neeuklidovském dvojrozmérném linedrnim prostoru. Pojem vzdalenost
dvou bodt a tihel mezi pfimkami nemé v tomto prostoru opét smysl.

4.20. Poznamka. Rovinu (¢,s) z Piikladu 14.18 muZeme také interpretovat
jinak, totiz jako grafické zobrazeni funkci typu s = s(t). Potom ovSem funkce s(t)
nalezi jak do prostoru C%{a,b), tak prostoru C9{(a, b), kde (a,b) je n&jaky interval
na ose t.

5. HOLDEROVA NEROVNOST. MINKOWSKEHO NEROVNOST

5.1. Lemma. Necht ¢isla p > 1, ¢ > 1 spliiuji vztah

1 1
-+-=1. 5.1
P (5.1)
Potom pro a > 0, b > 0 plati
ab? b
ab < — + —. (5.2)
p q

Dikaz. V roviné (£, n) uvazujme kiivku danou rovnici
n=¢rt (5.3)

Z (5.1) plyne



takze ¢ — 1 =1/(p — 1), coz ndm umoziiuje piepsat (5.3) na tvar
E=nT"t (5.5)

Necht S; je obrazec (kiivocary trojuhelnik) ohrani¢eny tiseckami OA, AA; a ob-
loukem O A1, kde (viz Obr. 5.1)

0 =10,0], A=1a,0], A; = [a,ap_l],

a Sy kiivocary trojihelnik ohraniceny tiseckami OB, BB; a obloukem OBj, kde
(viz Obr. 5.1)

B =[0,b], B; = [, b].

3
Obr. 5.1
Pokud L
b=aP"t &li a=0br1 =011, (5.6)
potom
ab = Sl + SQ.
Pokud (5.6) neplati, tak ab < S; + S3. Tedy vzdy
Plati
a aP b b
si= [ eta=" s [ta="
0 p 0 q

Odtud a z (5.7) plyne (5.2). Zajimavé na tomto dikazu je, zZe algebraicky vysledek
je zde ziskan pouze pomoci matematické analyzy. [

5.2. Véta (diskrétni Holderova nerovnost). Necht ¢islap > 1, q > 1 spliiuji
vztah (5.1). Potom

S =
Q=

n n
Z [zryx| < (Z |$k|p)
k=1 k=1
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(3 tnel?) (5.8)
k=1



Dikaz. Polozme

okl

o) (3 )

a =
n

(>

k=1

dosadme tyto vyrazy do (5.2) a ziskanou nerovnost sectéme od k = 1 do k = n.
Na pravé strané vznikne vyraz % + %, ktery je vzhledem k (5.1) roven jedné.
Vynéasobime-li vznikly vztah vyrazem v jmenovateli na levé strané, dostaneme

(5.8). O

Ve Vétach 5.3 — 5.5 je uzit symbol L,(€2). Znac¢i mnozinu funkei, pro které

/uuwax<w
Q

pricemz X = (z1,...,2,), dX = dz;...dz, a integrdl je bran v Lebesgueové
smyslu. Protoze Lebesguetv integral bude probiran pozdéji (véetné prostori L, (£2),
kde p > 1), poznamenejme alespon, Ze funkce integrovatelnd v Riemannové smyslu
je integrovatelnad i v Lebesgueove smyslu a oba integraly se sobé rovnaji. S timto
poznatkem v této kapitole vystacime: miizeme si pod uvedenymi integraly predsta-
vovat pouze Riemannovy integraly.

5.3. Véta (Holderova nerovnost). Necht cisla p > 1, ¢ > 1 spliiuji vztah
(5.1) a f € L,(2), g € Ly(2). Potom f - g € L1() a plati

‘/Qf(X)g(X) dX‘ S/Q‘f(X)g(X)‘ dX < Np(f)N(9), (5.9)
kde

N0 = ([ reorax)’ N = ( [seorax)’. G0

Driikaz. Postupujeme podobné jako v predchozim dikazu: Polozime

X))
N, (f)

a

a dosadime tyto vyrazy do (5.2). Dostaneme

X1 Jgx)) 6.11)

SO Jg(X)] _ 1
p NN a [Ng(g)]®

Np(f) Nq(g)

<

pro vSechna X € (2, kde jsou funkce f a g definovany, tj. pro témeétr vsechna X € €.
Integrujeme-li (5.11) pres 2, dostaneme (5.9), protoze plati (5.1). O
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5.4. Dusledek (Schwarzova nerovnost v Ly(2)). Pro u, v € Lo(Q) plati

|(u, v)0,0] < [lullo,a - lv]lo,0-

Driikaz. Staci polozit v Holderové nerovnosti p = ¢ =2. 0O
5.5. Véta (zobecnéna Holderova nerovnost). Necht ¢isla p; > 1 (i =

1,...,n) spliuji vztah

zn: L1 (5.12)

iz1 Pi

Potom pro f; € L,,(?) (i =1,...,n) plati

Jifo. fu € L1(92),

/Q () fo(X) - alX)] X < Ny ()N (F2) -+ N, (fo). (5.13)

Mimo jiné, kdyz f1,..., fn € L,(Q2), potom

Jifoo . fu € L1(92),

/Q LX) fo(X) - fu(X)] AX < No(f1)Na(f2) - - Noa(fr).

Diikaz. Vétu dokdzeme matematickou indukci. Pro n = 2 byla dokézana ve Vété
5.3. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro n — 1.
Abychom mohli vyuzit nas indukéni predpoklad, polozme

Gli p= 122 (5.14)
p P11 P2 Dp1p2 P1+p2

L 1,1 _pmp

a dokazme, ze pro funkci f = fif2 plati f € L,(2). Za tim tGcelem polozme

g1 :=|f1l’, g2 :=|f2|P (5.15)

a definujme cisla 71, ro vztahy

pri=pi, pra—ps @li =2 =1 +p27 rp=12 =1 +p27 (5.16)
p P2 p n
Z poslednich dvou vztaht (5.16) plyne, Ze % + % = 1. Déle, protoze fi1 €
L,, (), fa € Lp,(R2), z (5.15) a prvnich dvou vztahi (5.16) plyne, ze g1 € L,, (£2),
g2 € Ly, (), takze funkce g1, g2 spliuji vSechny predpoklady Holderovy nerovnosti
a plati
9192 = |f1f2" € L1(9),

/ ufol? dX = / 19192] AX < Ny (920N (92) < oo, (5.17)
Q Q
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Tedy f = fif2 € Lp(Q). Piedpoklad (5.12) pfepisme na tvar

a aplikujme indukéni predpoklad na funkce

FELy(Q), f3€Lp,(Q),.... fn € Ly (Q).

Dostaneme

[ AR s £l X SN Mo (o) o N (F) (538)
Véta 5.5 bude dokazana, jestlize ukazeme, ze

Np(f1f2) < Ny, (F1)Np, (f2)- (5.19)
Z (5.17) a (5.15), (5.16) plyne

Ny (1 Fa))? / Fufol? AX < Ny ()N (1 f2P) =
/ i ax) ™ / e ax) / A ax)™ / o ax) ™

Ptejdeme-li v tomto vysledku k p-té odmocniné, dostaneme (5.19). Tedy z (5.18)
plyne (5.13). O

5.6. Véta (Minkowského nerovnost). Pro p > 1 plati

(ZW +bk|p) < (Zlak|p> T4 <Z|bk|p) B (5.20)
k=1 k=1 k=1

Dikaz. Pro p = 1 je Minkowského nerovnost zfejma (absolutni hodnota souctu
neni vétsi nez soucet absolutnich hodnot s¢itanct).
Necht tedy p > 1. Vyjdéme z identity

(lal + o))" = (lal + )P~ (|al + [b]) = (lal + [b)?~ al + (lal + [b)*~ ],

piSme v ni aj misto a a by misto b a sectéme takto vzniklé rovnosti podle k£ od 1
do n; dostaneme

n n

> ar] + 116D =Y (lakl + 1B}’ ar| + >~ (lak] + [bx)P~bxl-

k=1 k=1 k=1
Aplikujeme-li nyni Hélderovu nerovnost (5.8) na oba sou¢ty na pravé strané a

vyuzijeme-li vztahu (p — 1)q = p, dostaneme

n

> (lax] + bx])? <

k=1

n

> (ax] + b)) ] [(Dakw)

k=1

Sl
Sl

()|
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Polozime-li
n

A= (axl + o), *)

|

_1
Nasobme obé strany této nerovnosti vyrazem A~ ¢. Dostaneme

Al-E < (zn:|ak|p>%+(zn:|ak|p>%
k=1 k=1

potom muzeme posledni nerovnost napsat ve tvaru

(Sio) + (o)

Q=

A< A q

Protoze 1 — % = %, dostavame odtud s uzitim (*)

(;uamw ) (Zakp);+<ibkp);,

odkud ihned plyne nerovnost (5.20), protoze |ay + bx| < |ag| + |bg|. O

5.7. Véta (Minkowského nerovnost v integralnim tvaru). Necht p > 1.
Potom pro libovolné funkce f a g, pro néz integraly na pravé strané (5.21) maji
smysl,! plati

[ 1700+ g |pdx] [ |pdx] 4l |g<X)|de]%. (5.21)

Drikaz probihé analogicky jako dikaz Véty 5.6; pouze misto Holderovy nerovnosti
(5.8) uzijeme Hoélderovu nerovnost (5.9). O

5.8. Priklad. Necht [, je linearni prostor, jehoz prvky jsou vSechny posloup-
nosti redlnych (resp. komplexnich) éisel

= (L1, %2 Tpye..),

pro néz plati podminka

oo
D JaplP < oo, (5.22)
k_
kde p > 1 je dané ¢islo. Definujme normu ||z[;, v linedrnim prostoru /, vztahem
[e.e]
2], = |zxl? (5.23)
k=1

INerovnost (5.21) plati pro vechny funkce f,g € La().
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a provéfme vSechny tfi axiomy normy. Podle Minkowského nerovnosti (5.20) pro
libovolné prirozené cislo n plati

n 0 n 0 n 0
<Z|$k+yk|p) < <Z|$k|p) +<Z|yk|p)
k=1 k=1 k=1
Protoze rady

oo oo
Z |$k|p7 Z |yk|p
k=1 k=1

podle predpokladu (5.22) konverguji, dostaneme po limitnim pfechodu pro n — oo

i~ 0 i~ 0 i~ o
(Z |z +yk|p> < (Z |.rk|p> + (Z |yk|p> < +o0.
k=1 k=1 k=1

Vzhledem k (5.23) miizeme napsat tuto nerovnost ve tvaru trojihelnikové nerov-
nosti

2+ ylli, < lzll, + [yl
Zbyvajici dva axiomy se ovéri v pfipadé normy (5.23) snadno.

5.9. Priklad. Na linearnim prostoru Co<a, b> zavedme normu predpisem

b P
1fllcofan = (/ [F@)F dt) : (5.24)

Dostaneme tak normovany prostor C’g<a,b>. Ovéfme, ze (5.24) skutecné spliuje
vSechny tii axiomy normy. Platnost prvnich dvou axiomt je evidentni; co se tyce
trojihelnikové nerovnosti, podle Véty 5.7 plati

(/ £(0) + gt |pdt> (/ ) pdt);+<[lbg<t>pdt>;

&ili podle (5.24)
1f + gllcoan < I fllcofap + ll9llcofa,b-

coz jsme chtéli dokazat.
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