6. KONVERGENTNI POSLOUPNOSTI. UZAVRENE A OTEVRENE MNOZINY

6.1. Definice. Otevrenou kouli S(x¢,r) v metrickém prostoru X budeme nazy-
vat mnozinu bodid x € X, které vyhovuji podmince

o(x,zg) <.

Pevny bod ¢ se nazyva stredem a cislo r polomérem této koule.
Uzavienou kouli S[zg, r] v metrickém prostoru X budeme nazyvat mnozinu bodt
x € X, které vyhovuji podmince

o(x,z9) <.

Otevienou kouli poloméru ¢ se stfedem xy budeme také nazyvat e-okolim bodu
xo a znacit symbolem O¢(zp). 0O

6.2. Definice. Bod x nazyvame vnitrnim bodem mmnoZiny M, existuje-li okoli
O¢(x) tohoto bodu, které je celé obsazené v mnoziné M. Mnozinu, jejiz vSechny
body jsou vnitini, nazyvame otevienou.

6.3. Definice. Bod z( metrického prostoru X = (X, ) se nazyva hromadngm
bodem mnoziny M C X, jestlize jeho libovolné okoli obsahuje alespon jeden bod
mnoziny M razny od bodu zy.

Bod x nalezejici mnoziné M se nazyva izolovanym bodem této mnoziny, jestlize
existuje okoli O¢(z), které neobsahuje zaddné body z M rtzné od z.

6.3a. Poznamka. 1) Samotny hromadny bod zy muze, ale nemusi nalezet mno-
ziné M.

2) Jestlize xg je hromadnym bodem mnoziny M, potom kazdé okoli O.(xg)
obsahuje nekonec¢né mnoho bodi mnoziny M.

3) Jestlize bod x( nalezi mnoziné M, ale neni jejim hromadnym bodem, tak je
1zolovanym bodem mnoziny M.

6.4. Priklad. Hromadny bod miiZe, ale nemusi nalezet mnoziné M. Napiiklad,
je-li M mnozina racionalnich ¢isel nélezejicich segmentu <O, 1>, potom kazdy bod
tohoto segmentu je hromadnym bodem mnoziny M.

6.5. Definice. a) Necht {z,} = {x1,x2,...} je posloupnost bodt v metrickém
prostoru X = (X, o). Rikame, Ze tato posloupnost konverguje k bodu = € X, jestlize
kazdé e-okoli O, (x) bodu x obsahuje vSechny body z,, po¢inaje od nékterého indexu
N (e), tj. jestlize ke kazdému ¢&islu € > 0 lze najit takové ¢islo N(e), ze okoli O, (x)
obsahuje vSechny body x,, kde n > N(e). Bod z se nazyva limita posloupnosti
{zn}.

b) Tuto definici lze vyslovit také takto: Posloupnost {z,} metrického prostoru
X = (X, o) konverguje k bodu = € X, jestlize pro ¢iselnou posloupnost {o(z,x,)}
plati

lim o(x,z,) =0,

n— oo
tj. jestlize ke kazdému ¢islu € > 0 lze najit takové ¢islo N(e), ze o(z,x,) < € pro
vSechna n > N(g). O
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6.5a. Poznamka. V piipadé normovaného prostoru (L, ||-||) mé ¢ast a) Definice
6.5 tento tvar: Necht {z,} je posloupnost bodi v normovaném prostoru (L, || - ||)-
Rikame, ze tato posloupnost konverguje k bodu x € L, jestlize ke kazdému &islu
e > 0 lze najit takové ¢islo N(e), ze

|z, — z|]| <& Vn> N(e). (6.1)

Bod z se nazyva limita posloupnosti {x,}.
Tato definice se 1isi od definice limity posloupnosti znamé ze zakladi matematické
analyzy pouze tim, Ze misto absolutni hodnoty vystupuje v (6.1) norma || - ||.

6.6. Tvrzeni. Zidna posloupnost nemiize mit dvé riizné limity.

Dikaz. Necht x a y jsou dvé limity posloupnosti {z,,}, tj.

Jim (#n,2) =0, im (zn,y) = 0.

Potom podle trojuhelnikové nerovnosti

o(z,y) < o(x, ) + o(zpn,y) — 0,

takze (vzhledem k tomu, Ze prvky z, y jsou pevné) o(z,y) = 0, coz je ekvivalentni
se vztahem z =y. [

6.7. Tvrzeni. Jestlize posloupnost {x,,} konverguje k bodu x, potom kazda jeji
podposloupnost {x,, } (tj. posloupnost vybrana z posloupnosti {x,}) konverguje
k témuz bodu x.

Diikaz. Zvolme ¢ > 0. Potom (podle Definice 6.5) existuje N(e) tak, ze x,, €
Oc(z) pro vSechna n > N(e). Potom také (protoze {nx} C {n}) z,, € O(z) pro

v8echna ny, > N(g), coz znamend, ze lim p(z,,,z)=0. O
T — 00

6.8. Véta. Aby bod =y € X byl hromadnym bodem mnoziny M C X, je
nutné a staci, aby z této mnoziny bylo mozno vydélit posloupnost riznych bodi
T1,T2,...,Ln,... takovou, ze

nli)n;o 0(zn, z9) = 0.

Véta 6.8 dovoluje tici Definici 6.3 v jiném tvaru:

6.9. Definice. Bod zyp € X se nazyva hromadnym bodem mnoziny M C X,
jestlize z této mnoziny je mozno vydélit posloupnost riznych boda {x,} takovou,
ze

lim o(zp,x0) = 0.

n— 00

S pomoci pojmu ,hromadny bod*“ zavedeme pojem uzaviend mnoZina.

6.10. Definice. 1. Mnozina vSech hromadnych bod& mnoziny M metrického
prostoru X se nazyva derivaci mnoZiny M a znaci se M.

2. Je-li M’ C M, potom mnozinu M nazyvame uzavienou. (Jinymi slovy: Uza-
vienou nazyvame takovou mnozinu, ktera obsahuje vSechny svoje hromadné body.)

3. Mnozinu M U M’ nazjvame uzdvérem mnoziny M a znac¢ime symbolem M.
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6.10a. Poznamka. Uzaviend mnozina muze obsahovat izolované body. Uza-
vienou mnozinu, kterda neobsahuje izolované body, nazyvame dokonald mnoZina.

6.11. P¥iklady. Uvazujme metricky prostor R' = (R, o(z,y) = |z — y|).
M = {1, %, %,...,%, ...} CRY, M’ = {0}; M je neuzaviena.

M = (a,b), M' = <a, b>; M je neuzaviena.

M = <a, b>, M = <a, b>; M je dokonala (uzaviend, bez izolovanych bodi).
M =R, M’ = R; tedy mnozina vSech redlnych ¢isel je dokonalé.

M = {1, %, %, e, %, ...,0}, M" = {0}; M je uzaviena.

M = Q (mnozina vSech racionélnich éisel), M’ = R, tedy Q je neuzaviena.
M =0, M" = () - prazdnd mnozina je dokonala.

M = kone¢nd mnozina, M’ = (); kazda kone¢nd mnozina je uzaviena.

0 N ORI

Plati tyto dtlezité véty:

6.12. Véta. Aby mnozina M byla uzaviena, je nutné a staci, aby byla rovna
svému uzaveru: L
M=M.

6.13. Vé&ta. a) Sjednoceni konecného poctu uzavienych mnozin je uzaviend
mnozina.

b) Prunik libovolné mnoziny (konec¢né ¢i nekonecné) uzavienych mnozin je uza-
viena mnozina.

6.13a. Poznamka. Sjednoceni nekone¢né mnoziny uzavienych mnozin nemusi
byt uzaviend mnozina. Napiiklad méjme mnoziny

F,=(31) (n=1,2,3,...).

Vsechny F;, jsou uzaviené, ale jejich sjednoceni

GF =(0,1)

neni uzaviend mnozina.
6.14. Poznamka. KazZdy metricky prostor je uzavieny (v sobé). Vysvétleme
tento na prvni pohled ptekvapivy fakt na pripadé metrického prostoru

X =(X=(01), ofz,y) = |z —y|). (6.2)

Kazdy bod intervalu X = (0, 1) (polootevieného, je-li uvazovan jako podmnozina
mnoziny R realnych ¢isel) se da vyjadrit jako limita posloupnosti {z,} C X na-
vzéjem ruznych bodid. Protoze g = 0 ¢ X, pro mnozinu M = X plati vzhledem
k Definicim 6.9 a 6.10, ze M’ = M (a ne M’ D M). Tedy mnozina M = X je
uzaviend v metrickém prostoru X (je v ném dokonce dokonald).

Miizeme to Fici je$té jinak: Zadna posloupnost {z,,} C X, ktera v R konverguje k
prvku 2o = 0 € R (jako napr. posloupnost {1 }), neni v prostoru (6.2) konvergentni.
Tedy X' = X.

V pripadé otevienych mnozin plati tato véta:
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6.15. Véta. a) Sjednoceni libovolné mnoziny (kone¢né ¢i nekonecné) otevienych
mnozin je otevienou mnozinou.
b) Prunik kone¢ného poctu otevienych mnozin je oteviend mnozina.

6.15a. Poznamka. Prunik nekone¢né mnoziny otevienych mnozin nemusi byt
otevienou mnozinou: Méjme napf. systém mnozin

Go=(-1L) =123
(-3.3) « )

nn

Vsechny G, jsou oteviené, ale jejich prinik je uzavienad mnozina
oo
() Gn ={0}.
n=1

Z ¢asti a) Véty 6.15 plyne tento dusledek tykajici se struktury otevienych mnozin
v R!:

6.16. Dusledek. Libovolna mnozina v R, ktera se da vyjadrit ve tvaru sjed-
noceni otevienych intervali, je oteviena.

6.17. Priklady.
1. Kazdy interval (a, b) je oteviend mnozina.
2. Mnozina R vsech realnych ¢isel je oteviena (vime, Ze je také uzaviend).
3. Prézdna mnozina () je oteviend (vime, ze je také uzaviend).
4. Segment <a,b> neni otevienou mnozinou, protoze jeho konce nejsou vnitfnimi

body.

6.18. Definice. Necht A a B jsou dvé mnoziny v metrickém prostoru X'. Mno-
zinu A nazyvame hustou v B, jestlize A O B. Specialné, mnozina A se nazyva vsude
hustou v X, jestlize A = X. (Napiiklad, mnozina racionalnich ¢isel je véude husta
na ¢iselné primce R.)

6.19. Definice. Metricky prostor X, ktery obsahuje vSude hustou spocetnou
mnozinu, se nazyva separabilni.

6.20. Priklady separabilnich metrickych prostorua. a) Prostor izolovanych
bodi,ktery je uveden v prikladu 1.2, je separabilni, pravé kdyz je vytvoren ze spo-
¢etné mnoha bodi. V tomto prostoru totiz uzévér M libovolné mnoziny M je
totozny s mnozinou M.

Vsechny metrické prostory uvedené v ptikladech b)—f) jsou separabilni. Pro
kazdy z téchto prostori uvadime vSude hustou mnozinu; detaily diikaz prenechéa-
vame Ctenari:

b) V metrickém prostoru R! je vSude hustou mnoZinou mnoZina racionalnich
Cisel.

c¢) V metrickém prostoru R} je vSude hustou mnozinou mnozina n-rozmérnych

vektort (1, o, ...,x,) s raciondlnimi souradnicemi.
d) V metrickém prostoru R7, je vSude hustou mnozinou mnozina n-rozmérnych
vektort (1, o, ...,x,) s raciondlnimi souradnicemi.
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e) V metrickych prostorech C’O<a, b> a Cg<a, b> je vsude hustou mnozinou mno-
zina polynomi s racionalnimi koeficienty.

f) V metrickém prostoru /5 je vSude hustou mnozinou mnozina vSech posloupnosti
{z,}, kde z,, jsou raciondlni ¢isla, pficemz pocet ¢isel z,, riznych od nuly je pouze
kone¢ny a pro rizné posloupnosti obecné riizny.

6.21. Priklad neseparabilniho metrického prostoru. Metricky prostor M *°
vSech ohranicenych posloupnosti uvedeny v prikladu 3.12 neni separabilni: Plati
totiz, ze vSechny posloupnosti vytvofené z nul a jednicek tvori mnozinu mohutnosti
kontinua (tj. nespocetnou mnozinu). Vzdélenost dvou takovych od sebe rtznych
bodii prostoru M, definované podle (3.20) vztahem

o(z,y) = sup |zn — ynl,
1<n<oo
se rovna jedné. Kolem kazdého z téchto bodi sestrojime otevienou kouli o poloméru
%. Tyto koule jsou disjunktni. Je-li néjakda mnozina A vsude husta v M°°, potom
kazda ze sestrojenych kouli musi obsahovat alespon jeden bod mnoziny A, takze
mnozina A nemiize byt spocetna.

7. STRUKTURA OTEVRENYCH A UZAVRENYCH
OHRANICENYCH MNOZIN NA PRIMCE R!

7.1. Véta. Kazd4 neprazdnd ohranicend oteviend mnozina G C R! je vyja-
dritelna ve tvaru sjednoceni konecného poctu nebo spocetné mnoziny navzajem
disjunktnich intervald, jejichz konce nenalezeji mnoziné G':

G =N m) M ¢ G, i ¢ G).
K

7.2. Definice. Nechf G C R! je otevienad mnoZina. Jestlize interval (a,b) je
obsazen v (G, ale jeho konce této mnoziné nendlezeji,

(a,b) CGE, a¢ G, bé¢QaG,
pak budeme tento interval nazyvat vytvorujicim intervalem mnoziny G.

7.3. Véta. Necht G C R! je neprdzdna ohranidend oteviena mnozina a (a,b)
interval obsazeny v GG. V tomto piipadé se najde mezi vytvorujicimi intervaly mno-
ziny G takovy, ktery obsahuje v sobé interval (a,b).

P¥i popisu struktury uzavienych ohrani¢enych mnozin v R!' budeme potiebovat
pojem komplement mnoZiny.

7.4. Definice. Necht E a S jsou dvé bodové mnoziny. Je-li £ C S, potom
mnozina S — F se nazyva komplementem (doplikem) mnoZiny E do mnoZiny S a
znaci se

CsE.

Speciélné, mnozina Cr F, kde R = (—00, 00), se prosté nazyva komplementem mno-
ziny E a znaci se

CE.
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7.5. Véta. Je-li mnozina G oteviena, potom jeji komplement C'G je uzaviena
mnozina.

7.6. Véta. Je-li mnozina F' uzaviena, potom jeji komplement C'F' je oteviena
mnozina.

7.7. Priklad. Kazda ze vzdjemné komplementarnich mnozin Z a () je soucasné
uzaviena a oteviena.

7.8. Definice. Nechf E je neprazdné ohrani¢end mnozina a nechf a = inf £, b =
sup E. Segment S = <a, b> se nazyva nejmensim segmentem obsahujicim mnozinu
E.

7.9. Véta. Je-li S nejmensi segment obsahujici ohrani¢enou uzavrenou mnozinu
F', potom mnozina

CsF = <a, b> - F
je oteviena.

Nyni muzeme prejit ke studiu struktury wzavienych ohrani¢enych mnozin. Necht
F' je takova mnozina a S nejmensi segment, obsahujici F'. Jak vime, mnozina C'gF
je oteviena. Je-li tato mnozina neprazdna, tak je na ni mozno uzit vétu 7.1. Proto
plati nasledujici véta.

7.10. Véta. Neprazdna ohranicena uzaviena mnozina F je bud segmentem,
nebo se ziska z néjakého segmentu odebranim kone¢ného poctu nebo spocetné mno-
ziny navzajem disjunktnich intervali, jejichz konce nalezeji mnoziné F'.

Vytvorujici intervaly mnoziny CsF' se nazyvaji doplikovymi intervaly mnoziny
F.

Protoze dokonal4d mnozina je uzaviena, tak i pro ni plati véta 7.10. Zbyva vyjas-
nit, jaké pozadavky je tfeba polozit na doplinkové intervaly uzaviené mnoziny, aby
byla dokonald. Odpovéd na tuto otazku davéa nasledujici véta.

7.11. Véta. Necht F' je neprazdna ohrani¢ena uzaviend mnozina a S = <a, b>
nejmensi segment obsahujici F'. Potom

1. Bod xy, ktery je spolecnym koncem dvou dopliikovych intervali, je izolovanym
bodem mnoziny F'.

2. Je-li bod a (nebo b) koncem jednoho z dopliikovych intervali mnoziny F, tak
je izolovanym bodem mnoziny F'.

3. Zadné jiné izolované body (kromé uvedenych v &astech 1 a 2) mnozina F
nema.

7 této vety plyne nasledujici véta:

7.12. Véta. Kazdd neprazdna ohranic¢ena dokonald mnozina P je bud segmen-
tem nebo se ziska z nékterého segmentu odebranim konec¢ného poctu nebo spocetné
mnoziny navzajem disjunktnich intervali, které nemaji spolecné koncové body ani
jeden s druhym, ani s pivodnim segmentem. Obracené, kazda mnozina, ziskana
timto zpisobem, je dokonala.

Priklad velmi zajimavé dokonalé mnoziny v R! je tzv. Cantorovo diskontinuum
Py (viz [Zel, str. 38-43)).
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8. STRUKTURA OTEVRENYCH A UZAVRENYCH
OHRANICENYCH MNOZIN V R" (2 < n < 3)

Struktura otevienych dvojrozmérnych mnozin je slozit€jsi nez u jednorozmeér-
nych. Neexistuje zde pojem odpovidajici ,vytvorujicimu intervalu®“. Nasledujici véta
udéavé, jaka je struktura otevienych mnozin (neni to vSak jednozna¢né urcéené vy-
jadfeni oteviené mnoziny).

8.1. Véta (Struktura dvojrozmérnych otevienych mnozin). Kazda ne-
prazdna oteviena dvojrozmérna mnozina je sjednoceni nekonec¢né spocetné mnoziny
uzavrenych ctverci, jejichz strany jsou rovnhobézné se souradnymi osami a které na-
vzajem nemaji zadné vnitini body.

Diikaz. Uvazujme dvé soustavy primek
r=m, y=n (m=0,+£1,4£2,43,...;n=0,£1,+2,+3,...).

Tyto pfimky rozdéluji celou rovinu na spocetnou mnozinu ¢tvercii se stranami rov-
nymi jedné. Kazdému ctverci pritadime jeho hranici, takze dostaneme soustavu
uzavienych ¢tvercti s navzajem disjunktnimi vnitiky. Tyto ¢tverce nazveme ctverci
1.7adu. Ctverce 2.Fadu dostaneme pomoci dvou soustav piimek tvaru

|3

y (m=0,+1,+2,+3,...;n=0,+1,+2,+3,...),

¢tverce 3.17adu dostaneme pomoci dvou soustav primek tvaru

z = %, y:% (m =0,4£1,42,+3,...;n = 0,41, 42, £3,...)
a obecné ¢tverce k-tého fadu (K = 1,2,3,...) dostaneme pomoci dvou soustav

primek tvaru

m n

T=91 Y7 9p—1

(m=0,+1,+2,4+3,...;n=0,+1,+2,43,...).

Vsechny takto sestrojené cCtverce jsou uzaviené, jejich strany jsou rovnobézné se
souradnymi osami, dva ¢tverce jednoho a téhoz rddu maji disjunktni vnitiky, kazdy
¢tverec Fadu k ma stranu délky 21 7% a sestava ze Gtyt étverci fadu k + 1 a konecéné
mnozina vSech téchto ¢tvercl je spocetna.

Uvazujme libovolnou neprazdnou dvojrozmérnou mnozinu G. Je-li Mj libovolny
bod této mnoziny, potom lze najit posloupnost do sebe vzajemné vlozenych uza-
viengch ¢tverct {QW}52,, (kde QU je &tverec j-tého Fadu), které obsahuji bod
MO,l

QW5 o® o ... (8.1)

Protoze M je vnitinim bodem mnoZiny G a strana ¢tverce Q™) s rostoucim
n konverguje k nule, tak vsechny ¢tverce Q™) pocinaje od nékterého z nich, jsou

I Tato konstrukce nemusi byt jednozna¢na: miiZe se stat, ze bod Mg se vyskytne bud na spoleéné

strané dvou ¢tverct téhoz fadu (potom vybereme jeden z téchto dvou ¢tvercl), nebo je spoleénym
vrcholem éty¥ ¢tvercii téhoz fadu (potom vybereme jeden z téchto Gtyt étverch).
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obsazeny v G. Tedy ezxistuji uzaviené ¢tverce vyse sestrojené sité, které jsou obsa-
zeny v (G. Berouce toto v iivahu, oznac¢ime symbolem 77 mnozinu vSech uzavienych
¢tverci 1.tadu, které jsou obsazeny v GG, symbolem 75 mnozinu vSech uzavienych
ctverci 2.7adu, které jsou obsazeny v G, ale nelezi ani v jednom c¢tverci systému
T1, symbolem 73 mnozinu vSech uzavienych ¢tverci 3.tadu, které jsou obsazeny v
G, ale nelezi ani v jednom c¢tverci systému 7; a 7T, atd.

Kazdy ze systému Ty, T2, 73, ... je nanejvys spocetny, takze i jejich sjednoceni
T je nanejvys spocetné. Oc¢islujme vSechny ¢tverce systému 7; necht to jsou ¢tverce
Ql; QQ, Qg, cen Dokéieme, ze

a=Jau (32)
k=1

Z konstrukce systému 7 pfimo plyne, ze
oo
G o Qs (8.3)
k=1

Dokazeme nyni opacnou inkluzi: Necht M, € G je libovolny, ale pevné zvoleny bod.
Z uvahy spojené s (8.1) plyne, Ze existuji uzaviené ¢tverce puvodni sité, které jsou
obsazeny v G a obsahuji bod M. Necht P je mnozina radu téchto ¢tverct. P je
neprazdna mnozina prirozenych ¢isel, takZe v ni existuje nejmensi ¢islo. Necht m
je toto ¢islo. Potom existuje uzavieny ctverec (), fadu m, ktery obsahuje M, a je
obsazen v G. Tento ¢tverec neni obsazen v zddném uzavieném ¢tverci ptivodni sité,
ktery by obsahoval My, byl obsazen v G a mél fad mensi nez m, protoze jinak by
¢islo m nebylo nejmensim ¢islem mnoziny P. Tedy ¢tverec (Q, nalezi do systému
T, takze

M, € UQk

k=1

Vzhledem k libovolnosti bodu mg jsme dokazali inkluzi

Gc | Qs (8-4)

k=1

Z inkluzi (8.3) a (8.4) plyne rovnost (8.2). Zbyva dokazat, ze na pravé strané (8.2) je
skutecné spocetné, a ne konec¢né mnoho ¢tverci Q. To je vSak snadné: Sjednoceni
konec¢ného poctu uzavienych ¢tvercid je uzaviend mnozina a na levé strané rovnosti
(8.2) je oteviend mnozina G.

Jedina neprazdna mnozina v R?, kter4 je soucasné otevienou i uzavienou, je cel
rovina R?; ale kdyby G = R?, potom G nemiize byt sjednocenim kone¢ného poétu
uzavienych ctverci, takze tato posledni moznost se také vylucuje. [

Véta 8.1 bude mit zdsadni vyznam pro vybudovani teorie Lebesgueovy miry
dvojrozmérnych mnozin. Tato véta bude doplnéna néasledujici vétou (ktera je sa-
mozrejma vzhledem k tomu, ze véty o komplementech mnozin uvedené v kap.8
plati také v R™):
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8.2. Véta. Necht F' C R? je libovolna ohrani¢ena uzaviend mnozina. Potom
F=D-CpF, (8.5)

kde D je libovolny otevieny obdélnik obsahujici mnozinu F'.
Poznamenejme, Ze pojem uzavrené mnoziny byl podrobné probran v kap. 6.
Vysledky uvedené ve Vétach 8.1 a 8.2 se snadno zobecni z R? do R3.
9. UPLNE METRICKE PROSTORY

Ciselna pfimka R! je nejjednodussim piikladem tak zvanych tplnych metrickych
prostort, jejichz zakladni vlastnost probereme spolu s priklady v této kapitole.

9.1. Definice. Posloupnost {z,} bodi metrického prostoru X budeme nazy-
vat cauchyovskou (nebo fundamentdlni), jestlize spliiuje Cauchyovo kritérium, tj.
jestlize ke kazdému € > 0 existuje takové kladné celé ¢islo N(¢), ze

o(Tm,xn) <€ Vm,n > N(e).

9.2. Tvrzeni. Kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska.

Diikaz. Skute¢né, jestlize {z,} konverguje k = (tj. o(z,,x) — 0), potom ke kaz-
dému e > 0 Ize najit takové celé kladné N (), ze (2, ) < § pro vSechnan > N(e).
Potom podle trojuhelnikové nerovnosti

(s Tp) < 0(Tim, ) + 0(Tn,x) < e VYm,n > N(e). O

Naopak definujeme:

9.3. Definice. Jestlize v metrickém prostoru X’ libovolna cauchyovska posloup-
nost {x,} konverguje (tj. existuje x € X tak, ze o(x,,z) — 0, kdyz n — o), potom
nazyvame tento prostor uplny.

9.4. Priklad. V prostoru izolovanych boda uvedeném v piikladé 1.2 jsou cau-
chyovské pouze stacionarni posloupnosti, tj. takové, v nichz se od urc¢itého indexu
stale opakuje tentyz bod. Kazda takova posloupnost ovsem konverguje, tj. tento
prostor je uplny.

9.5. Piiklad. Uplnost prostoru R! = (R!, o(z,y) = |z —yl), tj. Gplnost mnoziny
vSech redlnych cisel, je zndma z matematické analyzy.

9.6. Piiklad. Uplnost euklidovského prostoru R%, kde

n

g = an 92($7y) = Z(l‘k - yk)2 s
k=1

plyne snadno z tiplnosti prostoru R': Necht {x%p )} je cauchyovské posloupnost bodi
2P = (asgp),xgp),...,a:flp)) eER", p=12,...
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To znamend, ze ke kazdému ¢islu € > 0 1ze najit takové ¢éislo N(e), ze
n
Z(xl(cp) _ xI(CQ))Q < g2 ()
k=1
pro vSechna pfirozena ¢isla p, g vétsi nez N(g). Odtud dostavame pro k-té soutrad-
nice (k =1,2,...,n) tyto nerovnosti

|$I(€p) - a";cq)| <g,

platné pro vSechna pfirozena éisla p, ¢ > N(e), takze {x,(cp )} je cauchyovska po-
sloupnost realnych c¢isel, tedy konvergentni. Polozme

Tg, =pli>r£10x,(€p), x = (T1,T2,...,%Tp). (*%)

Necht p — oo v (*¥); potom podle (**) je > (zp — :L‘,(Cq))2 < €%, Vzhledem k li-
k=1
bovolnosti € > 0 odtud plyne lim g(x(9,z) = 0. Tim je tplnost prostoru R™
q—o0

dokézana. O

9.7. P¥iklad. Uplnost prostortt R} a R™, kde

’f = (angl(xvy) = Z |$k —Z/k|) ) Rgo = <angoo($7y) = max |$k _yk|> ’
k=1

1<k<n

lze ukazat obdobné.

9.8. Priklad. DokéZeme tplnost prostoru Co<a, b>, pro jehoz metriku plati

= — . 1

0cofap)(f: 9) Jnax, |f(t) —g(t)] (9.1)

Necht {,(t)} je néjaka cauchyovskd posloupnost v prostoru C°(a,b). Vzhledem
k (9.1) to znamen4, ze ke kazdému ¢islu € > 0 existuje takové ¢islo N (e), ze

|2, (1) — x ()| < € (9.2)

pro vSechna pfirozena ¢isla m, n > N(g) a pro vSechna éisla ¢ € <a, b>.

Pfipomenime si nyni Cauchy-Bolzanovo kritérium pro stejnomérnou kon-
vergenci posloupnosti funkci: Aby posloupnost funkci {z,(¢)} méla limitni
funkci, kterou oznacime z(t), a konvergovala k z(t) na intervalu (a,b) stejno-
meérné, je nutné a staci aby ke kazdému € > 0 existoval index N (e) (ktery nezavisi
na z € (a, b)) tak, Ze nerovnost (9.2) plati pro viechna pfirozend ¢isla m, n > N(e)
a pro vsechna cisla t € <a, b>.

Daéle plati tato véta A: Necht funkce z,(t) (n = 1,2,...) jsou definovéany a
spojité na intervalu <a, b>. Pokud tyto funkce konverguji na <a,b> k funkei z(t)
stejnomérné, potom i funkce z(t) je na <a, b> Spojita.

Téchto dvou vét nyni vyuzijeme: Podle CB-kritéria existuje na <a, b> funkce z(t),
ke které konverguje posloupnost funkci {z,,(¢)} stejnomérné, a podle véty A je tato
funkce z(t) spojité na (a, b). Tedy cauchyovské posloupnost {z,(t)} ma v C°(a,b)
limitu, takze prostor C’O<a, b> je aplny.
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9.9. Priklad. DokaZzeme uplnost prostoru lo, pro jehoz metriku plati
oo
o(z.y) = o, (. y) = D _(k — yi)’?
k=1

Necht {z(™} C I, je cauchyovska posloupnost, kde

2™ = (g g gy

PIRIRIRIRY k v

To znamend, ze ke kazdému ¢islu € > 0 1ze najit takové ¢éislo N(e), ze

0% (z™), (M) Z (n) _ (m) <e? pron> N(g), m > N(e). (9.3)
k=1

Ze vztahu (9.3) plyne, ze pro kazdy index k plati

(a:én) — x,(cm))Q < €2,
tj. pro kazdé prirozené ¢islo k je posloupnost redlnych ¢isel {a:;n)} cauchyovska,
tedy konvergentni. Necht
T = lim .r; ")
n— 00
Polozme z := (z1,x2,...,Tk,...). DokdZeme, Ze plati vztahy (9.4) a (9.5) (¢imz
dokazeme tuplnost prostoru ls), kde

D ap < too, tjx €l (9.4)
pficemz
lim o(z™,z)=0. (9.5)
n—00

Z nerovnosti (9.3) plyne, Ze pro libovolné pevné prirozené ¢éislo M je

M
Z(a:;n) — x,(cm))Q < &2,
k=1

V tomto souctu je konecny pocet sc¢itancii a my mutzeme, povazujeme-li prirozené
¢islo n za pevné, prejit k limité pro m — oc. Dostaneme

M
S (@ - w)? < €2
k=1

Tato nerovnost plati pro libovolné prirozené cislo M. Povazujeme-li soucty

M
S (@ — an)?
k=1
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za castecné soucty, potom takto sestrojena rada

Z (n) — zp)?
k=1
je konvergentni a plati
Z (n) _ r1)? < €2 (9.6)
k=1

S pomoci nerovnosti (a + b)? < 2(a? + b?), kde polozime a = x;n), b=z, — J:,(q")

(takze a + b = z), plyne z konvergence fad

SRS (- )2
k=1 k=1

(o)
konvergence fady Y. 7. Tim je dokdzano tvrzeni (9.4).

Dale, protoze ¢islo e mizeme zvolit libovolné malé, nerovnost (9.6) znamena, Ze

oo
. (n) _ 1 (n) _ 2 _
nl;ngo o(z\"™, x) nli)n;o kz_:l(xk zp)?2 =0,
tj. (™ — 2 v metrice prostoru ly. Tim je tvrzeni (9.5) dokazano.

9.10. Priklad. Dokazeme, Ze prostor Cg<a,b> neni uplny. Méjme napf. po-
sloupnost spojitych funkci na segmentu < -1, 1> (tj. pro jednoduchost a = —1,
b=1)

<L (9.7)
1

Tato posloupnost je cauchyovska v prostoru C’g( -1, 1>, protoze

2

min(m, n) ;

1
[ lontt) = omit)Pat <
-1

nekonverguje vsak k zadné funkci prostoru C’S< -1, 1>. Skuteéné, necht f je néjaka

funkce z prostoru C’S( -1, 1> a 1) funkce definovana vztahem

—1 prot <0,

(9.8)
1 prot>0.

v =1

Z integralniho tvaru Minkowského nerovnosti (platné ziejmé i pro funkce po ¢astech
spojité) plyne

{[yw—wm%ﬁ%s{[yw—%ﬁWa}+{[]%@—wm%§%
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Vzhledem k spojitosti funkce f je integral na levé strané této nerovnosti kladny.
Dale ziejmé je

lim [ [on(t) —(t)]*dt = 0. (9.9)

n—oo J_4

Proto integral f_ll[f(t) — ¢n(t)]? dt nemtize konvergovat k nule pro n — oo.

Poznamenejme, ze netiplnost prostoru C§<a, b> plyne jednoduseji ze vztahu (9.9)
a jednoznacnosti limity v Lo(—1,1).

9.11. Priklad. Metricky prostor M °° vSech ohrani¢enych posloupnosti je tplny.
Toto tvrzeni at si dokéze ¢tenaf za cviceni sam.

V ptipadeé, ze metricky prostor je definovan na linedrnim prostoru a metrika je
indukovana normou, definujeme:

9.12. Definice. a) Uplny normovany prostor se kratce nazyva Banachtiv pro-
stor. b) Uplny unitarni prostor se kratce nazyva Hilbertiv prostor.

9.13. Poznamka (aplnost a uzavienost). Nékdy se (nespravné) klade otazka,
jaky je rozdil mezi Gplnosti a uzavienosti. Uplnost se tyka pouze metrickych pro-
storti a souvisi s cauchyovskymi posloupnostmi; existuji tplné i netplné metrické
prostory. Uzavrienost je pojem, ktery se tyka kazdé mnoziny metrického prostoru
(kterd je bud uzaviend nebo ne); pfitom uzavienost souvisi s konvergentnimi po-
sloupnostmi. Kazdy metricky prostor je, jak jiz vime, uzavieny (v sobé).

9.14. Poznamka. Je zajimavé, ze cauchyovskou posloupnost nelze definovat
pomoci okoli (takze tento pojem je ,netopologicky*).

Je tfeba zdiraznit, ze pozadavek ,Vm,n > N(g)“ je silny, takZze neni vzdy splnén.
Na druhé strané da v nékterych pripadech chvili premysleni nez dokazeme, ze jej
nelze splnit. Uvedeme v tomto sméru dva priklady.

9.15. P¥iklad. Pro posloupnost {¢,,(t)} funkei (9.7) plati {¢n (t)} € C°(—1,1).
Dokazme, ze tato posloupnost neni cauchyovskd v normé prostoru CO< -1, 1>.

Necht pfirozenéa ¢isla m, n spliiuji nerovnost m < n a necht jsou jinak libovolna.
Potom vyraz |¢n, (t) — ¢m (t)| nabyvé svého maxima v bodech t = —L at = 1, takze

_Ilnfat}élkon(t) QDm(t)| wn(n) Qom(n) 1 n’

Vidime, ze zvolime-li n = km, kde k > 2, k € N, potom

t) — om(t) =1— L.
—rlngz}t}él |on(t) — @m(t)] &
Tedy zvolime-li € < 1, potom lze najit takové £ € N, ze 1 — % > ¢, takze pti kaZdém
N v8echny dvojice @, (t), pn(t), kde m > N a n = km, nespliiuji podminku
_max [on(t) — em(t)] <e.
Tedy posloupnost {¢,,(¢)} funkei (9.7) neni v normé prostoru C°( — 1,1) cauchy-
ovska.
Tento vysledek se dal o¢ekéavat, protoze funkce (9.7) konverguji bodové (s vyjim-
kou bodu ¢ = 0) k nespojité funkci (9.8). Stejnomérné tato posloupnost nekonver-
guje k zadné funkci.
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9.16. Priklad. Mé&jme posloupnost {x,(t)} funkci z,(t) = t" spojitych pro
vsechna t € R!. DokaZme, Ze tato posloupnost nens cauchyovski v normé prostoru
Cc°(0,1).

Predpokladejme, ze m < n. Potom mutzeme zvolit n = 2m, takze

a t) — T (t)| = max [t*™ — ™.
x| (t) = om(t)| = max | |
Zavedme substituci s = t™ a hledejme maximum funkce |s? —s| a bod s, ve kterém
toto maximum nastava. Plati (s? — s)’ = 2s — 1, takie so = 1. Odtud

)™ =35 = to= =5

Tedy pro libovolné m plati

2m _ ym) _ |(1\2 _ 1
Orggglﬂ t" =1(3)° — 3

Vidime, Ze pro ¢ < 1 nelze najit N(e) tak, aby

max [t" —t™| <e Vm,n > N(e),
0<t<1
takze posloupnost {¢"} neni v normé prostoru C°(0,1) cauchyovska.
Tento vysledek se dal ocekavat, protoze funkce z,(t) = t™ konverguji na intervalu
(0,1) bodové k nespojité funkci

0 prote(0,1),
m(t):{ P (0,1)
1 prot=1.

Stejnomérné tato posloupnost nekonverguje na intervalu (0, 1) k zadné funkci.
Je tfeba poznamenat, pro libovolné 6 > 0 posloupnost funkci z,,(t) = t" stejno-
mérné konverguje k nule na intervalu <O, 1-— 5>.

10. ZUPLNENI METRICKEHO PROSTORU

Kazdy metricky prostor, je-li netplny, se d4 doplnit na tplny metricky prostor.
Tomuto procesu se tika zuplneni. Pfed vyslovenim ptislusné definice a véty zave-
deme jesté pojem podprostoru metrickeho prostoru.

10.1. Definice. Necht X = (X, p) je libovolny metricky prostor. Metricky pro-
stor M = (M, p) s toutéz metrikou p uvazovanou pouze na mnoziné M C X se
nazyva podprostorem metrického prostoru X.

10.2. Definice. Necht X je libovolny metricky prostor. Uplny metricky prostor
X* se nazyva ziplnénim? prostoru X, jestlize:

1) X je podprostorem prostoru X*;3

2) prostor X je husty v prostoru X*.4

Naptiklad prostor vSech realnych ¢isel je zuplnénim (tplnym obalem) prostoru
vSech raciondlnich c¢isel.

2Tento vyraz je prekladem ruského vyrazu ” popolnénije”; nékdy se téz uziva termin iplng obal.

3To znamené: Je-li z € X, potom je z € X'*; je-li o metrika prostoru X a g1 metrika prostoru
X*, potom pro body z, y € X plati o(z,y) = 01(z,y).

4To znamena, ze X = X'*, kde X je uzavér prostoru X v prostoru X*. (Mnozina B je husta
v mnoziné A, je-li B D A.)
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10.3. Definice. Rikdme, %e vzdjemné jednoznaéné zobrazeni y = f(x) metric-
kého prostoru X = (X, p) na metricky prostor ) = (Y, 0*) je izometrické, jestlize

o(x1,m2) = 0" (f(z1), f(w2)) Vwy,72 € X.

Samotné metrické prostory X a ), mezi kterymi je mozno stanovit izometrické
zobrazeni, se nazyvaji izometrickymi mezi sebou.

Izometrie dvou prostori X a ) znaci, ze metrické vztahy mezi jejich elementy jsou
jedny a tytéz a rozdil mize byt pouze v kvalité jejich elementt, coz je z metrického
hlediska nepodstatné. V dalsim proto budeme povazovat izometrické prostory za
totozné.

10.4. Véta. Kazdy metricky prostor X ma zuplnéni a vSechna jeho zuplnéni
jsou izometricka.?

Drikaz je dlouhy a komplikovany; odkazujeme na [Zel], str. 132134,

11. PODPROSTORY NORMOVANYCH PROSTORU

V Definici 10.1 jsme zavedli pojem podprostoru metrického prostoru X = (X, p).
Této definici vyhovuje kazdy metricky prostor (M, g), kde M C X.

Definice podprostoru normovaného prostoru bude komplikovanéjsi, protoze mno-
zina prvki normovaného prostoru tvofi linearni prostor a je prirozené pozadovat,
aby podmnozina tohoto linedrniho prostoru byla v pripadé podprostoru opét li-
nearnim prostorem. Navic v pripadé linearnich ¢i normovanych prostort a jejich
[podprostorii hovofime o dimenzi. S timto pojmem za¢neme vyklad této kapitoly.

11.1. Linearni zavislost. Prvky z,y,...,w linearniho prostoru se nazyvaji
linearné zdvislé, jestlize existuji takové konstanty a, 3, ..., A, z nichz aspon jedna
je riizna od nuly, ze8

ar + By + -+ Aw = 6. (11.1)

V opacném ptipadeé se tyto prvky nazyvaji linedrné nezavislé. Jinak feceno, prvky
Z,Y, ..., w jsou linedrné nezavislé, jestlize z rovnosti (11.1) plyne, ze

a=f= =\

Nekonec¢ny systém prvki x,y, ... prostoru L se nazyva linedrnée nezavisly, jestlize
prvky kazdé koneéné podmnoziny mnoziny {z,y,...} jsou linedrné nezavislé.

Jestlize v prostoru L lze najit n linedrné nezavislych prvkd, ale libovolné n + 1
prvky jsou jiz linedrné zavislé, fikame, ze prostor £ ma dimenzi (rozmér) n. Jestlize
v prostoru L lze nalézt nekoneény systém linedrné nezavislych prvkd, fikdme, ze
prostor L md nekonecnou dimenzi. Bdzi v n-rozmérném prostoru L nazyvame li-
bovolny systém n linearné nezavislych prvkt. Prostory R™ v redlném ptipadé a C"
v komplexnim pripadé maji, jak lze snadno ovérit, dimenzi n.

5Nebo trochu obsirnéji: Kazdy metricky prostor X ma zaplnéni, pfi¢emz toto ziplnéni je uréeno
jednoznacné az na takova izometricka zobrazeni, ktera zobrazuji kazdy bod z € X na tento bod
rzeX.

6Vyraz axz 4+ By + - - - + Aw nazyvame linearni kombinaci prvki z,y, ..., w.
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V linearni algebie se vysSetfuji linedrni prostory konecné dimenze. Zde se vSak
naopak budeme predevsim zabyvat prostory nekonecné dimenze, které maji zasadni
vyznam z hlediska matematické analyzy. Ponechavame ctenaii, aby se ovéril, ze
kazdy z prostori uvedenych v piikladech 3.8 az 3.12 ma nekone¢nou dimenzi (jedna
se zde o prostory C’O<a, b>, C’g<a, b>, la, ¢, co a M).

11.2. Podprostory linearniho prostoru. Neprizdnad podmnozina L£* line-
arniho prostoru £ se nazyva podprostor prostoru L, jestlize sama tvori linearni
prostor vzhledem k operacim scitani prvki a nasobeni prvku skalarem, které jsou
definovany v prostoru L.

Jinak feceno, L* C L je podprostor, jestlize

r,y€ L= ax+ Py e L”

pro libovolna ¢isla a, f.

V kazdém linedrnim prostoru L existuje podprostor, ktery se sklada pouze z
nulového prvku 6 a nazyva se nulovy podprostor. Také cely prostor L lze povazovat
za podprostor prostoru L. Podprostor rizny od prostoru £ a obsahujici aspon jeden
nenulovy prvek se nazyva vlastni podprostor.

11.3. Priklady. a) Necht £ je libovolny linedrni prostor a z jeho nenulovy
prvek. Mnozina prvk { Az}, kde A probiha vechna ¢isla (redlnd, popf. komplexni),
tvori podprostor o dimenzi 1. Tento podprostor je vlastni, jestlize dimenze prostoru
L je vétsi nez 1.

b) Méjme prostor C’0<a, b> a v ném mnozinu P<a,b> vSech polynomt jedné
proménné. Ziejmé P<a, b> tvori vlastni podprostor prostoru C’0<a, b>, a to neko-
necné dimenze. Mnozina Pk_1<a, b> vSech polynomi stupné nanejvys k£ — 1 tvori
k-dimenzionalni podprostor prostoru Co<a, b>.

c) Uvazujme prostory la, ¢g, ¢ a M. Kazdy z téchto prostorti uvazovany pouze
jako linearni prostor je vlastnim podprostorem prostoru nasledujiciho.

11.4. Definice. Necht {z,} je libovolnd neprazdnd mnozina prvka linearniho
prostoru L. Potom v prostoru £ existuje nejmensi podprostor (ktery muze splyvat
s prostorem L) obsahujici mnozinu {z}. Dale, prinik libovolného systému {L.}
podprostorti je opét podprostor.” Primik vSech podprostorii obsahujicich mnozinu
{z4} nazveme podprostorem vytvorenym (generovanym) mnozinou {z,} nebo line-
drnim obalem mnoziny {z,}. Tento podprostor budeme oznacovat L{z,}. Je to
minimalni podprostor obsahujici mnozinu {z,}.

11.5. Podprostory normovaného prostoru. V normovaném prostoru nas
nejvice zajimaji uzaviené linearni podprostory, tj. podprostory obsahujici vSechny
svoje hromadné body. V normovaném prostoru, ktery mé konecnou dimenzi, je
kazdy podprostor automaticky uzavieny. V pripad€ prostoru o nekonec¢né dimenzi
tomu tak neni. Napriklad v prostoru Co<a, b> vSech spojitych funkci s normou (3.11)
tvori mnozina P<a, b> vsech polynomti podprostor, ktery neni uzavieny.?

7Opravdu, jestlize £* = NLy az,y € L* potom také ax + Sy € L* pro vSechna ¢isla a, 5.
v

8Podle Weierstrassovy véty (viz napt. [Jal]), kterd fikd, ze kazda spojita funkce na segmentu
je limitou stejnomérné konvergentni posloupnosti polynomi, je uzavér podprostoru P<a, b> roven
celému prostoru Co<a, b>.
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Jiny ptiklad: VSechny posloupnosti, které obsahuji jen konecny pocet ¢lenti riiz-
nych od nuly, tvori podprostor prostoru M °°. Avsak tento podprostor neni uzavieny
vzhledem k normé (3.20); do jeho uzavéru patii napf. posloupnost (1, 3,...,Z,...).

Protoze v dalsim vykladu se budeme zabyvat jenom uzavienymi podprostory, je
vhodné ponékud zmeénit terminologii, kterou jsme zavedli v polozce 11.2. Podpro-
storem normovaného prostoru budeme nazyvat nyni jenom uzavieny podprostor;
specidlné podprostorem vytvorenym danym systémem prvki {z,} budeme nazyvat
nejmensi uzavieny podprostor obsahujici {x,}. Takovy podprostor budeme nazyvat
linedrnim uzavérem systému {x4}. Mnozinu prvki (nikoliv nutné uzavienou), ktera
obsahuje zaroven s prvky x a y také jejich libovolnou lineadrni kombinaci ax + By,
budeme nazyvat linedrni varietou.

Systém prvku lezici v normovaném prostoru E budeme nazyvat uplnym v pro-
storu F, jestlize podprostor jim vytvoreny je cely prostor E. Naptiklad podle Weier-

strassovy véty je systém funkei 1,¢,¢2,...,¢",... aplny v prostoru C°{a,b).

12. SPOJITA ZOBRAZENI. HOMEOMORFIZMUS

12.1. Definice. Necht X = (X, p) a Y = (Y, 0*) jsou dva metrické prostory.
Zobrazeni f : X — Y prostoru X do prostoru Y se nazyva spojité v bodée xg € X,
jestlize k libovolnému € > 0 lze najit takové § > 0, ze

0" (f (), f(zo)) <e

pro vSechny body x takové, ze
o(z,xo) < 6.

Jinymi slovy, zobrazeni f : X — Y je spojité v bodé z(, jestlize k libovolnému
okoli O(f(xo)) bodu f(zo) lze najit takové okoli Os(z¢) bodu z¢, zZe jeho obraz
f(Os5(x0)) lezi uvnitt OL(f(xo)):

f(Os(w0)) C Oc(f(20)). (12.1)

Zobrazeni f : X — ) se nazyva spojité, jestlize je spojité ve vSech bodech
prostoru X. [

12.1a. Poznamka. Je-li ) ¢iselna pfimka, potom spojité zobrazeni X do ) se
nazyva spojitou funkci na X.

Stejné jako v pripadé zobrazeni libovolnych mnozin budeme tikat, ze f: X — Y
je zobrazeni X na ), jestlize kazdy bod y € J mé alespon jeden vzor.

V analyze spolu s definici spojitosti funkci ,,v terminech okoli“ (¢ili ,v e — 9 ja-

zyku®) se uziva ekvivalentni definice spojitosti ,,v jazyku posloupnosti“. Analogicka
situace nastava i v pripadé spojitych zobrazeni libovolnych metrickych prostort:

12.2. Véta. Aby zobrazeni f : X — Y bylo spojité v bodé z, je nutné a staci,
aby v pripadé, ze posloupnost {x,} konverguje v X k bodu x, posloupnost { f(x,)}
konvergovala v Y k bodu y = f(x).

Dikaz. Jsoudvavyroky: (A): f:X — Y jespojité vbodéz, (B):zn —z = f(zn) — f(z).
Maéame dokézat: (A) < (B).
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a) Dokazeme nejprve dostatecénost této podminky, tj. dokdZeme implikaci (B) = (A). Jestlize
zobrazeni f : X — Y neni spojité v bodé z, potom existuje takové okoli O (y) bodu y = f(m)
ze v libovolném okoli Og(x) se naleznou body, jejichz obrazy nelezi v O.(y). Polozme §, = 5
(n=1,2,...) avyberme v kazdé kouli Oy ;,,(z) bod zn, tak, ze f(zn) ¢ O:(y). Potom posloupnost
{zn} konverguje k z (symbolickym zdpisem: z, — z), ale posloupnost {f(zn)} nekonverguje
k f(z), tj. podminka véty neni splnéna, takze jsme dokézali: non (A) = non (B). Negaci této
implikace dostdvame (B) = (A), coz jsme chtéli dokézat. (Vsimnéme si, Ze jsme v diikkazu uzili
axiom vybéru.)

b) Nyni dokdZeme nutnost této podminky, tj. implikaci (A) = (B). To znamena, ze predpo-
kladame, zZe

Ty — . (12.2)
a soucasné, ze ke kazdému e > 0 existuje §(g) > 0 tak, ze plati (12.1). Podle (12.2) k d(¢) > 0
existuje N(d(¢g)) tak, ze pro n > N(J(¢)) je
Tn € 05(8) (:L‘)
Tedy
f(zn) € f(Oé(e) (z) C O:(f(2)). (12.3)

Inkluze C v (12.3) plati podle (12.1). Ze vztahu (12.3) plyne, ze f(zn) — f(z), coz jsme chtéli
dokazat. [J

12.2a. Poznamka. Konverguje-li posloupnost {x,} v X k bodu z, znamena to,
ze o(xp,x) — 0, a piSeme to také ve tvaru

lim z, =x v metrickém prostoru X. (12.5)
n— oo

Podobné zapis o*(f(z,), f(z)) — 0, ktery znamend, ze posloupnost {f(x,)} kon-
verguje v ) k bodu f(x), piSeme také ve tvaru

lim f(z,)= f(x) v metrickém prostoru ). (12.6)
n— 00
Dosadime-li do (12.6) za = z (12.5), dostaneme:
lim f(e,) = f(@) = £(lim ) (127

Vztah (12.7) fika: Je-li zobrazeni f : X — Y spojité, potom lze zaménit znak
limitniho pfechodu a znak zobrazeni f.

Pro spojita zobrazeni plati nasledujici véta, kterd je analogii dobfe znamé véty
z analyzy o spojitosti slozené funkce.

12.3. Véta. Necht X, ), Z jsou metrické prostory a f : X = YV, 0 :)Y — Z
spojita zobrazeni. Potom zobrazeni z = ¢(f(x)) metrického prostoru X do metric-
kého prostoru Z je spojité.

12.4. Definice. a) Zobrazeni f se nazyva homeomorfizmus, je-li vzajemné jed-
noznac¢né® a vzajemné spojité (tj. jak zobrazeni f, tak k nému inverzni zobrazeni
71 jsou spojitd).

b) Metrické prostory X a ) se nazyvaji homeomorfni, existuje-li mezi nimi
homeomorfni zobrazeni.

9Necht A a B jsou dvé mnoziny. Pravidlo ¢, které kazdému prvku a mnoziny A piifazuje jeden
a pouze jeden prvek b mnoziny B, ptriCemz kazdy prvek b € B je pfifazeny jednomu a pouze
jednomu a € A, se nazyva vzdjemné jednoznaéné prirazeni mezi mnozinami A a B.
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12.5. P¥iklad. a) Ukazme, Ze intervaly X = (0,1) CR' a Y = (4,B) C R!
jsou homeomorfni: Linearni (a tedy spojitd) funkce

y= (@) = (B- A+ A
zobrazuje X na Y (Y = f(X)) a k ni inverzni funkce

z=f"y) =722y —A)

je také linearni (a tedy spojitd) a zobrazuje Y na X (Y = f(X)).
b) Ukazme, Ze interval X = (—1,1) C R! je homeomorfni s celou ¢iselnou prim-
kou Y = R! = (—o0, o0): Funkce

T

yzf(flf):th, CL‘E(—l,l)

je spojita a mé obor hodnot Y = (—o0, 0c). K ni inverzni funkce

v =f"'(y) = Zarctgy, y € (—00,00)

je také spojitd a ma obor hodnot X = (—1,1).

12.6. Priklad. Ukazeme, ze izometrické zobrazeni (viz Definici 10.3) je speci-
alnim pripadem homeomorfizmu: Z uvedené definice plyne

0(xn,x) = 0" (f(zn), f(x)) Ve, xe X, (12.8)

o(f " yn), W) = 0" (Yn,y) Ym,y €Y, (12.9)

Pokud z,, — z, tak podle (12.8) f(x,) — f(x); pokud y, — ¥y, tak podle (12.9)
F~Yyn) — f~1(y). Tedy podle Véty 12.2 jsou obé zobrazeni spojita.

Samotné metrické prostory X a ), mezi kterymi je mozno stanovit izometrické
zobrazeni, se nazyvaji izometrickymi mezi sebou.

Izometrie dvou prostori X a ) znaci, ze metrické vztahy mezi jejich elementy jsou
jedny a tytéz a rozdil mlize byt pouze v kvalité jejich elementti, coz je z metrického
hlediska nepodstatné. Izometrické prostory se proto povazuji za totozné (v teorii
metrickych prostort).

12.7. P¥iklad. a) UvaZzujme normovany prostor R' = (R!, ||z|| = |z|) a v ném
dva intervaly S; = <a,b>, Sy = <a +c, b+ c>, kde a,b,c € R! jsou pevna ¢isla.
Vzajemné jednoznacné a vzajemné spojité zobrazeni f : S; — Sy je tvaru f(x) =
x + ¢, kde x € S;. Intervaly S; = <a, b>, So = <a +c, b+ c> jsou z metrického
hlediska nerozlisitelné.

b) Piiklad z ¢asti a) 1ze zobecnit takto: Uvazujme normovany prostor R} avném
libovolnou mnozinu M;. Definujme My = f(z) = x + zo, kde z € My a 2y € R" je
libovolny pevny bod. Mnoziny M7, M jsou izometrické; tzn. z metrického hlediska
nerozlisitelné.
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13. BANACHUV PRINCIP PEVNEHO BODU (BPPB)

Radu problémt souvisejicich s existenci a jednozna¢nosti feseni rovnic rtizného
typu lze prevést na otazku existence a jednoznacnosti pevného bodu néjakého zob-
razeni odpovidajiciho metrického prostoru do tohoto prostoru. Mezi rtiznymi kri-
térii existence a jednoznacnosti pevného bodu zobrazeni tohoto druhu mtzeme za
princip pevného bodu (struéné BPPB); nékdy téz nazyvany princip kontraktivnich
zobrazent.

13.1. Definice. Necht X je metricky prostor. Zobrazeni A prostoru X’ do pro-
storu X' se nazyva kontraktivni (nebo kontrakce), existuje-li takové ¢islo 0 < o < 1,
ze pro libovolné dva body z, y € X plati nerovnost

Q(Avay) < ag(af,y). (13'1)

13.2. Poznamka. Misto A(x), A(A(z)),... zde po fadé piseme Ax, A%z, ...

13.3. Véta. Kazdé kontraktivni zobrazeni je spojité.

Duikaz. Jestlize x, — z, potom podle (13.1) také plati Az, — Az. Tvrzeni Véty 13.3 nyni
plyne z Véty 12.2. [

13.4. Definice. Bod x se nazyva pevny bod zobrazeni A, jestlize Ax = x. Jinak
Feceno, pevné body jsou feseni rovnice Ar = .

13.5. Véta (BPPB). Kazdé kontraktivni zobrazeni definované v uplném me-
trickém prostoru X ma pravé jeden pevny bod.

Dikaz. Necht g € X je libovolny bod. Polozme z1 = Azg, o = Az1 = A2zq, atd.; obecné
necht z,, = Azyp_1 = AMxg.

1. Uké&zeme, ze posloupnost {z,} je cauchyovska: pfedpokladame-li pro urcitost, ze m > n,
dostaneme podle (13.1)

o(zn, xm) = e(A"z0, A" z0) < a”e(x0, A" "z0) = " 0(x0, Tm—n) <

< a” [Q(:L‘O,.’El) + Q(-’Ela 5132) + -+ Q(mm—n—lamm—n)] <
am—"n

1—
<a"o@o,m)(1+a+a®+-+a™ ") = a” (w0, 21) 7 ———

Protoze o < 1, je pro dostatecné velka ptirozend Cisla n tento vyraz libovolné maly. Tedy posloup-
nost {z,} je cauchyovska.

2. Vzhledem k tplnosti prostoru X posloupnost {z}, kterd je cauchyovskd, méa v tomto pro-
storu limitu. Polozme

1
< a"o(zxo,x1) —— -
l1—«

z= lim z, v X,tj. lim o(zn,z)=0.
n— oo n— oo

Potom vzhledem k Vétam 13.3 a 12.2 plati

Az = A lim z, = lim Az, = lim zp41 =z.
n—00 n— 00 n—r o0
FEzxistence pevného bodu je tedy dokazana. Dokazeme jesté jeho jednoznacnost: jestlize
Az =z, Ay=y,
potom z nerovnosti (13.1) plyne nerovnost

o(z,y) < ao(z,y),

odkud vzhledem k tomu, %e a < 1, plyne o(z,y) =0, tj. z =y. [
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14. NEKTERE APLIKACE BPPB

BPPB lze pouzit k dikazu vét o existenci a jednoznacnosti feSeni pro rovnice
ruznych typd. Kromé dikazu existence a jednoznacCnosti feseni rovnice Ar = x
dava BPPB také praktickou metodu pfiblizného vypoctu tohoto feseni (nazyvanou
metoda postupnych aprozimact).

14A. Nejjednodussi aplikace BPPB

14.1. Piiklad. Necht funkce f, kterd je definovana na segmentu <a, b>, splnuje
na tomto segmentu Lipschitzovu podminku

|f(z2) = f(z1)] < K|z2 — 21]

s konstantou K < 1 a zobrazuje segment <a, b> do segmentu <a, b>. Potom f je
kontraktivni zobrazeni a podle véty 13.5 posloupnost

ro, 1 = f(w0), T2 = f(w1),.. s Tn = f(Tn-1),...

konverguje k jedinému kofenu rovnice 2 = f(x).

14.2. Priklad. Necht A je zobrazeni n-rozmérného prostoru do tohoto prostoru
definované soustavou linearnich rovnic

n
yZ:Zaij:Uj+bi (i:1,2,...,n).
j=1

Je-li A kontraktivni zobrazeni, muzeme k feSeni rovnice x = Az pouzit metodu
postupnych aproximaci.

Za jakych podminek bude zobrazeni A kontraktivni? Odpovéd na tuto otdzku
zévisi na volbé metriky v prostoru. Uvedeme tfi varianty:

a) V prostoru Ry, kde

o(r,y) = max |z; — y;|,

1<i<n
plati
n
/ 1 / 1
= — (e — L—gl| <
oy’ y") = max [y — vi| = max z_:lam(% 7 1@3<Xn2|aw| 7j] <

n
< _ = - Iy
1rgg<xn§ Iaw|1rga<xn|w 7| (giasxn -§1|%| o(z', z")
‘7:

Odtud plyne tato podminka kontraktivnosti:
n
Y lagl <<l (i=1,...,n). (14.1)
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b) V prostoru RY, kde
Q('Tuy) = Z |$Z - yi|7
i=1

plati

n

n
oW ") =D Wi—ul1=>
=1

=1

n
> aij(a) — o)

j=1

<

n n n
/ 1 / 1"
<3N lal- g a1 < (a3l )t a”).

i=1 j=1 '

Odtud plyne podminka kontraktivnosti:
n
Y lagl<a<l (j=1,...,n). (14.2)
i=1

c) V prostoru R™, kde

plati na zakladé Cauchy-Bunakovského nerovnosti

n n 2 n n
P =3 (Lant o) < (SN df et
=1 *j=1 i=1 j=1
Odtud plyne tato podminka kontraktivnosti:
n n
YN e <a<l. (14.3)

i=1 j=1

Je-li tedy splnéna alespoti jedna z podminek (14.1) — (14.3),0 existuje praveé jeden
takovy bod x = (21, x2,...,2y), Ze

n
Iy = E aij.rj+bi,
j=1

107 kterékoli z podminek (14.1) —(14.3) specialné plyne, Ze

a1 — 1 aio - ain
asi axe —1 ... asy "
0.
an1 an2 ce. Gpp — 1
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pricemz postupné aproximace konvergujici k tomuto reseni maji tvar

20 = (3:50), a:éo), IO
2 = @V a8, ),
x(n) = (‘Tgn)a ‘Tgn)a cee 737%"))7
kde "
xik) _ Zaija:;k—l) + b
j=1
aza (0 = (.rgo), a:go), e x%o)) lze vzit libovolny bod prostoru R".

Kazd4 z podminek (14.1)—(14.3) stac? k tomu, aby zobrazeni y = Az bylo kon-
traktivni. Pokud jde o podminku (14.1), 1ze dokézat, Ze je také nutnou podminkou
pro kontraktivnost zobrazeni y = Ax z prostoru R{} do prostoru Rf.

14B. Véty o existenci a jednoznac¢nosti feseni diferencialnich rovnic

Pro analyzu jsou dilezité aplikace BPPB v jinych prostorech nez n-rozmérnych.
S jeho pomoci lze snadno dokazat véty o existenci a jednoznacnosti pro nékteré
typy diferencialnich rovnic a integralnich rovnic.

a) Pocate¢ni (Cauchyova) tloha pro diferencialni rovnici y’=f(x,y)

14.3. Véta (Picard). Méjme diferencialni rovnici

y' = f(z,y) (14.4)
s pocatecni podminkou
y(z0) = Yo, (14.5)

pricemz funkce f je definovana a spojita v néjaké rovinné oblasti G,'* ktera obsahuje
bod [zg, yo] a spliuje v této oblasti Lipschitzovu podminku vzhledem k proménné

y:
|f(z,y1) — f(2,92)| < Lly1 — 2.

Potom v néjakém intervalu |z — x| < d existuje pravé jedno FeSeni y = ¢(x) rovnice
(14.4), které spliuje pocatecni podminku (14.5).

Dikaz. Rovnice (14.4) se v tomto diikazu pfepiSe na tvar

¢'(t) = f(t, o(t)) (14.6)

zintegruje se v intervalu <.r0, J:> a uZije se pocateéni podminka (14.5) napsana pro
funkci @, tj. ¢(z9) = yo. Dostaneme integralni rovnici

wm=m+/7mwm&. (14.7)

H Oblast v metrickém prostoru X znamené otevienou souvislou mnozinu v tomto prostoru.
Rovinnou oblast{ rozumime oblast v prostoru R2.
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Uzijeme-li vétu o derivaci integralu jako funkce horni meze, dostaneme z (14.7)
rovnici (14.6); polozime-li v (14.7) x = x(, dostaneme ¢(xg) = yo. Tedy integralni
rovnice (14.7) je ekvivalentni s po¢atecnim problémem (14.4), (14.5).

Necht G* je takova ohranicend oblast obsahujici bod [xg, 30|, Ze G* C G. Vzhle-
dem k spojitosti funkce f existuje takova konstanta K, Ze plati |f(x,y)| < K pro
v8echny body [z,y] € G*. Zvolme nyni takové ¢islo d > 0, aby platily tyto pod-
minky:

1. Jestlize |x — xo| < d, |y — yo| < Kd, potom [x,y] € G*.

2. Ld < 1.

Oznacme symbolem C* metricky prostor spojitych funkci ¢ (z) definovanych
v intervalu |z —zo| < d (tj. intervalu (zo—d, zo+d) a takovych, Ze [¢)(z)—yo| < Kd,
s metrikou

o(h1,2) = max Y1 (x) — 1ba(x)] -

m€<m0—d,mo+d>
Plati C* C C% o — d,zo + d). Necht posloupnost {¢,,} C C* je konvergentni

v CO<$0 —d, o+ d>, tj. existuje funkce 9 € CO<JZ0 —d,xo+ d> tak, ze ke kazdému
e > 0 1ze najit takové N(e), ze

max [Yn(z) —Y(x)] <e Vn> N(e).
m€<m0—d,m0+d>

Protoze {,,} C C*, pro kazdou funkci 1,, plati, ze
() —d| < Kd Vz € (xo — d,z0 + d).

Tedy
max |h(x) —d| < max U (z) — P (z)|+

m€<m0—d,m0+d> B m€<m0—d,m0+d>

+ max |n(z) —d| < e+ Kd.
w€<w0—d,:n0—|—d

Vzhledem k libovolnosti € > 0 odtud plyne

max |Y(x) —d| < Kd,
w€<w0—d,:n0—|—d>

coZ znamena, ze 1(z) € C*. Protoze prostor C%(zo — d, ¢ + d) je tplny, ziskany
vysledek znamen4, ze C* je uplny metricky prostor.'?
Necht 1) = Ap je zobrazeni definované vztahem

() = yo + / " F(t () dt.

12Necht X je libovolny metricky prostor. Rikdme, e mnoZina M C X je uzaviend, jestlize
limita = kazdé posloupnosti {z,} C M, ktera je konvergentni v X, nalezi do M, tj. x € M. Z této
definice plyne, ze kazdy metricky prostor je uzavieny a ze kazda uzaviend podmnozina uplného
metrického prostoru tvori uplny metricky prostor. (To jsme také dokdzali v pfipadé prostoru C*:
ukézali jsme, ze C* je uzaviend podmnozina uplného metrického prostoru C’0<:z:0 —d,zo + d>,
takze C* je Uplny metricky prostor.)
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kde |z — x| < d. Dokazeme, Ze toto zobrazeni pfevadi tplny prostor C* do prostoru
C* a je v ném kontraktivni: Necht ¢ € C*, |z — x¢| < d. Potom

(@) — yol = \ / :fu,so(t))dt\ < Kd,

a tedy ¢ = Ap € C*. Kromé toho je
x

1 (2) — 9a(a)] < / (b or(t) — F(t, oa(t))] dt <

Zo

< Ld max lo1(x) — p2(x)| = Ldo(p1, ¢2)
w€<$0—d7$0+d>

a tedy plati

o(Y1,1h2) = max 1 (2) — Pa(z)| < Ldo(p1, ¢2) -
w€<w0—d,:v0—|—d>

Protoze Ld < 1, plyne odtud, Ze zobrazeni A je kontraktivni.
Tedy jsou splnény obé podminky BPPB. Podle tohoto principu ma rovnice ¢ =
A, tj. rovnice (14.7), pravé jedno feSeni v prostoru C*. [

Porovnejte zde uvedeny dtikaz Picardovy véty s diikazem provedenym v [CZ] a
vSimnéte si, o co kratsi a pruznéjsi je diikaz uzivajici BPPB.

Stejné jako v [CZ] postupné aproximace @, 01, @2, .- . konvergujici k presnému
FeSeni pocatecniho problému (14.4), (14.5) maji tvar

on(x) = yo +/93 f,on1(t)dt (n=1,2,...),

kde napt. @9 = yo-

b) Cauchyova tuloha pro soustavu diferencialnich rovnic
Podobné jako v ¢asti se dokaze véta o existenci a jednoznacnosti feSeni soustavy
diferencialnich rovnic

vi(z) = filz,01(2),.. ., on(z)) (i=1,....n) (14.8)

s pocatecnimi podminkami
vi(ro) =y0i (i=1,...,n), (14.9)
pficemz funkce f; jsou definované a spojité v néjaké oblasti G prostoru R"*!,

obsahujici bod [zg, Y01, - -, Yon], & spliiuji v této oblasti Lipschitzovu podminku
vzhledem k proménnym 1, ..., Yn:

i,y D) = filzy? D) < L 1<5%n ;" =971
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Dokazuje se (viz [Zel, str.140—141], ze za téchto podminek existuje v n&jakém
intervalu |z — x| < d pravé jedno FeSeni pocéatecniho problému (14.8), (14.9),
tj. pravé jeden systém funkci @1, ..., @,, ktery spliiuje rovnice (14.8) a pocatecni
podminky (14.9).

Postupné aproximace ©o;, ©1is -« - s Pmis - - - (8 = 1,2,...,n) konvergujici k pres-
nému Feseni pocatecéniho problému (14.8), (14.9) maji tvar

x
o :(poﬁ/ it @mat (s omt ()t =1, ms m=1,2,...),
o

kde napt. ¢o; =yo; (1 =1,2,...,n).

14C. Pouziti BPPB pro integralni rovnice

a) Fredholmova rovnice. PouzZijeme nyni BPPB k dtikazu existence a jedno-
znacnosti feseni Fredholmouvy linedrni integralni rovnice druhého druhu, tj. rovnice

f(z) = A / K(z.9)f () dy + o). (14.11)

kde K (tzv. jddro) a ¢ jsou dané funkce, f je hledand funkce a A je libovolny
realny parametr. Uvidime, ze BPPB lze pouzit pri dostatecné malych hodnotéach
parametru A.

Predpokladejme, ze K je spojita funkce ve ¢tverci <a, b> X <a, b>, a tedy ohrani-
cena, tj.

K(e,y)| <M Viz.y] € (a,b) x (a,b),

a ze ¢ je spojitd funkce na segmentu <a, b>. Necht ¢ = Af je zobrazeni uplného
prostoru Co<a, b> do prostoru Co<a, b> definované vztahem

b
9(w) = /\/ K(z,y)f(y)dy + ¢(z) .
Plati

0(91.92) = max |g1(z) — g2(z)| < [A|M(b—a) max_|[fi(z)— fa(z)|.
z€ela,b z€ea,b

Pro |A] < [M(b—a)]~! je tedy zobrazeni A kontraktivni.

Na zakladé BPPB dochazime k zavéru, ze pro kazdou hodnotu parametru A,
pro kterou plati || < [M(b— a)]™!, m4 Fredholmova rovnice (14.11) pravé jedno
feSeni, které je spojité. Postupné aproximace fy, f1, fo2,... konvergujici k tomuto
feSeni maji tvar

b
Ful) = A [ K@) fuma0) dy + 60).
kde za fo(x) lze vzit libovolnou spojitou funkei.
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b) Nelinearni integralni rovnice. BPPB lze také pouzit pro nelinedrni inte-
gralni rovnici tvaru

b
f(z) = A / K(z.y, (1)) dy + o(z) (14.12)

kde funkce ¢ je spojita na segmentu <a, b>, jadro K v mnoziné <a,b> X <a, b> X
(—00, +00) a kromé toho spliiuje v této mnoziné Lipschitzovu podminku vzhledem
k svému ,funkcionalnimu“ argumentu:

|K($7y7 Zl) - K($7y722)| < L|Zl - 22|-

V tomto ptipadé pro zobrazeni ¢ = Af uplného prostoru Co<a, b> do prostoru
C°{a,b), které je definovano vztahem

b
g(z) = A / K(z,9, () dy + (), (14.13)
plati nerovnost

max |g1(z) = g2(2)| < [AL(b—a) max |fi(z) = fa(z)],
z€( a,b z€(a,b

kde g1 = Af1, go = Afa. Pro |A| < [L(b— a)]~! je tedy zobrazeni A kontraktivni.
¢) Volterrova integralni rovnice. Méjme konecéné integrdalni rovnici Volterrova
typu
F@) =X [ K@) f ) dy+ ela). (14.14)

kde ¢ je spojita funkce na segmentu <a, b> a jadro K je spojité na ctverci <a, b> X
<a, b>. Na rozdil od Fredholmovy rovnice je zde integral funkci horni meze x. Tuto
rovnici lze formalné povazovat za zvlastni ptipad Fredholmovy rovnice, definujeme-

li pro y > x jddro K rovnosti
K(z,y) = 0.

Zatimco u Fredholmovy integralni rovnice jsme se museli omezit na malé hodnoty
parametru A, mizeme u Volterrovych rovnic pouzit BPPB a metody postupnych
aproximaci pro vsechny hodnoty parametru A. Pfesnéji feceno, jde o toto zobecnéni
BPPB:

14.5. Vé&ta. Necht A je takové spojité zobrazeni tiplného metrického prostoru
X do prostoru X, Ze néktera jeho mocnina B = A" je kontraktivni; potom rovnice

Az =x (14.15)
ma pravé jedno reseni.
Diikaz. Necht x je pevny bod zobrazeni B, tj. Bz = x, a oznaéme Ax = x(. Plati

Ar=ABr=---=AB*2 = AA... Az = B*Az = B*zy (k=1,2,...).
N——
kn
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Vzhledem ke kontraktivnosti zobrazeni B konverguje posloupnost {kao}z"zl pro
libovolné =y € X k pevnému bodu x zobrazeni B. Plati tedy (14.15).

Jednoznaénost pevného bodu v (14.15) plyne z toho, ze kazdy bod, ktery je
pevnym bodem zobrazeni A, je také pevnym bodem zobrazeni A™, a to mizZe mit
pouze jeden pevny bod. [J

Ukézeme nyni, ze néktera mocnina zobrazeni
A7) = [ K )+ ola)
je kontraktivnim zobrazenim. Necht f1, fo € C%(a,b). Potom
A5) - AR = - | [ Kenlht) - Lol <

< [AIM(z —a) max |fi(z) = f2(2)],

z€(a,b
kde je
M = max |K(z,y)|.
z,y€a,b
Odtud
|A% f1(z) — A% fo(z)| = | A - ‘/ K(z,y)[Afi(y) — Afa(y)] dy| <
<APM? max [f1(e) — )] [ (- a)dy =
z€{a,b a
_ 2
= P max () — () T
z€( a,b
a obecné
A" fa(o) = Aol < P < g O,

kde m = max |fi(z) — fo(x)|.
z€( a,b
Pro kazdou hodnotu parametru A lze zfejmé zvolit ¢islo n tak velké, aby platila
nerovnost
A"M™ (b — a)"

<1.
n!

Potom bude zobrazeni A™ kontraktivni. Volterrova rovnice (14.14) ma tedy pro
libovolnou hodnotu parametru A jediné reseni.
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15. KOMPAKTNI MNOZINY V METRICKYCH PROSTORECH

15.1. Definice. Mnozina M v metrickém prostoru X se nazyva kompaktni,
jestlize z kazdé posloupnosti {z,} C M je mozno vybrat podposloupnost, ktera
konverguje k nékterému bodu z € X.13

Napftiklad, podle Bolzano-Weierstrassovy véty kazda ohranicend mnozina na ¢i-
selné primce je kompaktni. Je ziejmé, ze libovolna podmnozina kompaktni mnoziny
je také kompaktni.

S pojmem kompaktnosti je tésné spojen pojem totalni ohranic¢enosti, ktery nyni
zavedeme.

15.2. Definice. Necht M je néjakd mnozina v metrickém prostoru X a ¢ > 0
néjaké ¢islo. Mnozinu A C X nazyvame e-siti mnoziny M, jestlize ke kazdému bodu
x € M lze najit alespon jeden takovy bod a € A, zZe

o(z,a) <e.
(Mnozina A nemusi byt nutné podmnozinou mnoziny M, ba dokonce nemusi mit
s mnozinou M ani jeden spoleény bod; existuje-li v8ak néjaka e-sit mnoziny M, je
mozno sestrojit 2e-sit B C M.)

Napiiklad body v roviné s celoéiselnymi soufadnicemi tvoii (v/2/2)-sit.

15.3. Definice. Mnozina M se nazyva totdlné ohranicend, jestlize k libovolnému
¢islu € > 0 existuje konec¢né e-sit této mnoziny.

Z¥ejmé totalné ohranicend mnozina musi nutné byt ohrani¢ena,'# protoze jestlize
se pro M nalezne e-sif, kterd sestdva z n bodl, potom primér mnoziny M neni
vétsi nez (n + 1)e. Ohraniend mnozina vsak nemusi byt totalné ohrani¢end, jak
plyne z ptikladu 15.6.

Neékdy byva uzitecna tato zfejma skutecnost: Je-li mnozina M totdlné ohrani-
cend, potom jeji uzdveér M je také totdiné ohranicens.

15.4. Véta. Je-li metricky prostor X totalné ohraniceny, potom je separabilni.

Diikaz. Sestrojme v metrickém prostoru X k libovolnému pfirozenému c¢islu n

oo
koneénou (1/n)-sit A,,. Potom |J A, je spoetnd mnozina, kterd je hustd v X'. O
n=1
15.5. Priklad. V n-rozmérném euklidovském prostoru splyvd totdlni ohrani-
cenost s ohranicenosti. Jestlize totiz mizeme sestrojit takovou dostatecné velkou
krychli,!® Ze dan4d mnozina je ¢asti této krychle, a jestlize takovou krychli rozlozime
na krychlicky s hranou délky e, potom vrcholy téchto krychlicek budou tvorit ko-
necnou (y/n/2)e-sit v ptvodni krychli, a tedy tim spise v libovolné mnoziné lezici
uvniti této krychle.

13Nékteii autofi v definici kompaktnosti pozaduji z € M. V takovém piipadé dale definuji:
Mnozina M C X se nazyvé prekompaktni, je-1i jeji uzévér M kompaktni.

14Podmnozina M metrického prostoru X se nazyvé ohranicend, jestlize jeji pramér je koneény.

15Ptesnéji nadkrychli.
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15.6. Priklad. Jednotkova kulova plocha S v prostoru [ je prikladem ohrani-
¢ené, ale nikoliv totalné ohrani¢ené mnoziny.'® Na plose S uvazujme body tvaru

e1 = (1,0,0,...,0,0,...),

Vzdélenost mezi libovolnymi dvéma takovymi body e, a e,, (n # m) se rovna /2.
Na zakladé tohoto faktu nyni dokdZeme, Ze na ploSe S neexistuje kone¢na e-sit pro
7adné &islo € < v/2/2.

Skutecné, je

olei,er) = V2 (i #k). (15.1)
Zvolme bod b tak, ze
oei) =F —n (0<n<P). (15.2)
Bod e; necht je pevny, bod ey libovolny. Podle trojihelnikové nerovnosti

Q(eivek) S Q(eiu b) + Q(eku b)7

¢ili vzhledem k (15.1)

Do (15.3) dosadme (15.2):

Odtud

coz jsme potiebovali dokazat. [

Nasledujici véta uvadi do souvislosti pojmy kompaktnost, iplnost a totalni ohra-
nicenost.

16 Jednotkovd kulovd plocha v prostoru ls je mnozina vsech takovych bodt z = (z1,22,...) €

o0
la, ze . x2 =1.
n=1
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15.7. Véta. Aby mnozina M, ktera lezi v metrickém prostoru X, byla kom-
paktni, je nutné a je-li X uplny, pak také staci, aby byla totalné ohranicena.

Diikaz. Nutnost. Predpokladejme, Ze mnozina M neni totalné ohranicena, tj.
predpokladejme, Ze pro nékteré €y > 0 neexistuje v prostoru X konecna eg-sit
mnoziny M. Zvolme libovolné bod x; € M. V mnoziné M lze najit alespon jeden
takovy bod (oznacme jej x2), Ze o(x1, 22) > €¢ (jinak by bod z1 byl £¢-siti mnoziny
M). Déle lze zfejmé v mnoziné M najit takovy bod 3, ze

o(z1,w3) > €0, 0(T2,23) > €0,
protoze jinak by dvojice bodl x1, x5 byla eg-siti v M. Jsou-li body x1, z2, ..., 2k
nalezeny v M tak, ze spliuji
Q(.ﬁl’)i,fL’j)>€0 (27&]) ivjzlv"'7k)7
potom nalezneme takovy bod zx411 € M, Ze
o(xi,xp1) >0 (i=1,2,....k).

Tato konstrukce vede k sestrojeni nekonecné posloupnosti {z,}5%, C M, ktera

nema zadny hromadny bod, protoze o(z;,z;) > €g pro i # j. Potom v8ak mnozina
M neni kompaktni, coz jsme méli dokéazat.
Dostatecnost. Necht prostor X' je Gplny a mnozina M C X totalné ohranicené.

Dokéazeme, ze z kazdé posloupnosti {x,}52; C M lze vybrat konvergentni podpo-
sloupnost. Polozme

1 1

81:1, €2 =55 +ot €K = Ly - e
a sestrojme v M pro kazdé e, odpovidajici eg-sit:
(k) (k) (k)
aj’, Ay, ..., A

Opisme kolem kazdého z bodu, které tvori 1-sit mnoziny M, kouli poloméru 1.
Protoze tyto koule pokryvaji celou mnozinu M a jejich pocet je konecny, potom
alespon jedna z nich (nazvéme ji S7) obsahuje néjakou nekoneénou podposloupnost
{a:%l)} posloupnosti {z,,}. Déle, okolo kazdého z bodd, které tvori i-sif mnoziny
M, opisme kouli poloméru % Protoze pocet téchto kouli je opét konecny, potom
alesponi jedna z nich (nazvéme ji S3) obsahuje nekone¢nou podposloupnost {xﬁf)}
posloupnosti {x%l)}. Daéle nalezneme kouli S3 poloméru %, ktera obsahuje nekonec-
nou podposloupnost {x£13)} posloupnosti {a:g)}, atd.
Vyberme nyni z posloupnosti

d0 0w
argz),xg), . ..,a:g), ceey

,diagonalni“ podposloupnost
(1 (2 (n)

T1 Ty e, Xy

tato podposloupnost je cauchyovska, protoze vSechny jeji ¢leny, poc¢inaje od a:%"),
lezi uvniti koule S,, poloméru 1. Protoze prostor X je tplny, mé tato podposloup-

n
nost limitu x € X. 0O

Casto byva vhodné nasledujici zobecnéni véty 15.7:
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15.8. Véta. Aby mnozina M, ktera lezi v metrickém prostoru X, byla kom-
paktni, je nutné a je-li X uplny, pak také staci, aby pro kazdé ¢ > 0 existovala v X
kompaktni e-sit mnoziny M.

Diikaz. Nutnost podminky je ziejmé, dokézeme jeji dostatecnost. Necht ¢ > 0
je dano a necht A je kompaktni §-sit mnoziny M. Vyberme v A konecnou §-sit
mnoziny A. Je zfejmé, Ze tato sit bude tvofit koneénou e-sit mnoziny M; odtud
plyne podle véty 15.7, Zze mnozina M je kompaktni.

16. ARZELOVA VETA A JEJI APLIKACE

Pouziti vét 15.7 a 15.8, které davaji nutné a postacujici podminky kompaktnosti,
neni v ruznych dil¢ich pripadech vzdy jednoduché. Pro mnoziny lezici v tom ¢i jiném
specialnim metrickém prostoru byvaji formulovany specialni kritéria kompaktnosti,
které jsou mnohem vhodnéjsi pro praktické uziti.

vvvvv

nosti je tzv. Arzelova véta. Abychom ji mohli vyslovit, potfebuje nejprve zavést dva
pojmy:

16.1. Definice. a) Necht ¢ je mnozina funkci ¢, které jsou definovany na seg-
mentu <a, b>. Jestlize existuje takové ¢islo K, ze pro vSechny funkce ¢ € @ plati

p(z)| < K

pro vSechna cisla = € <a, b>, potom fekneme, ze funkce z mnoziny @ jsou stejno-
mérné ohranicené.l”
b) Jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje takové ¢islo § > 0, Ze pro vSechna ¢isla

xr, € <a, b>, xo € <a,b> (o(z1,z2) < J) a pro vSechny funkce ¢ € @ plati

[p(z1) — @(z2)| <e,
potom Fekneme, Ze funkce z mnoziny @ jsou rovnomocné spojité.'®

16.2. Véta (Arzelova véta). Aby mnozina & C C%a,b) byla kompaktni?
v prostoru Co<a, b>, je nutné a staci, aby funkce z mnoziny & byly stejnomérné
ohranicené a rovnomocné spojité.

Diikaz. Nutnost. Necht mnozina @ je kompaktni v prostoru Co<a, b>. Potom podle véty 15.7 ke

kazdému kladnému ¢ existuje konec¢na %E—Siﬁ {p1,¥2,-.., 0k} C P mnoziny . Kazda z funkci ¢;

je jakozto funkce spojitéd na segmentu <a, b> ohranicend:
lpi(a)| < Ki Va € (a,b).

Polozme K = max K; + %6. Podle definice %e—sité pro kazdou funkci ¢ € @ plati, ze existuje
K2

alespon jedna funkce ¢; tak, ze

o(p,pi) = max |p(r) —pi(z)] < 5.
z€fa,b

17"Nekdy se téz fika stejné ohranicené.

18Nekdy se téz iika stejné spojité.
19V jiné terminologii prekompaktns.
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Je tedy
lp(@)] < lpi(z)| + § < Ki+ 5 < K.

Proto jsou funkce z mnoziny & stejnomeérné ohranicené.

Protoze dale kazda z funkci ¢;, které tvori %e—sit’, je spojita, a tedy stejnomeérné spojitd na

segmentu <a, b>, existuje ke kazdému c¢islu %5 takové cislo §; > 0, ze
€ . .y
lpi(z1) — pi(z2)] < 3 jestlize |z1 — x2| < ;.

Polozme § = min §;. K libovolné funkci ¢ € ¢ najdéme takovou funkci ¢;, Ze o(p, p;) < %5; potom
K3

pro |z1 — z2| < & plati

lo(z1) — @(z2)] < lo(z1) — @i(@1)] + |@i(z1) — i(z2)| + [pi(z2) — p(2)| < 36+ 56+ 2 <e.

Stejnomérnd spojitost funkci z mnoziny @ je tim dokizéna.

Postacitelnost. Necht funkce z mnoziny @ jsou stejnomérné ohrani¢ené a rovnomocné spojité.
K tomu, abychom dokézali kompaktnost mnoziny ¢ v prostoru Co<a,b>, staci podle véty 15.7
dokéazat, ze pro libovolné c¢islo € > 0 existuje v prostoru Co<a, b> kone¢na e-sit mnoziny @. Necht

lp(z)] < K Vz € (a,b)
pro vSechny funkce ¢ € @ a necht ¢islo § > 0 je zvoleno tak, ze
lp(z1) — p(z2)] < %5, jestlize |z1 — x2| < &

pro vSechny funkce ¢ € &.

Interval <a, b> na ose z rozdélime body zg, Z1,...,Zn, pronéz platia =xg < x1 < 2 < --- <
Tpn = b, na intervaly délky mensi nez § a témito body vedeme kolmice k ose x. Interval < — K, K>
na ose y rozdélime body yo,¥y1,...,Ym, pro néz plati —K = yo < y1 < y2 < - < ym = K,
na intervaly délky mensi nez %5 a délicimi body vedeme kolmice k ose y. Takto jsme rozdélili
obdélnik <a, b> X < - K, K> v obdélniky s vodorovnou stranou mensi nez § a svislou stranou mensi

1

nez ze. Nyni kazdé funkci ¢ € & prifadime lomenou ¢aru ¢ (z), kterd ma vrcholy ve vhodnych

5
uzlech [zg,y;] sestrojené sité tak, aby v bodech zj se funkce 1 (z) lisila od funkce ¢(z) o méné

nez %5 (zFejmeé takova lomend ¢ara existuje).
Protoze podle konstrukce

lp(zr) = P(zr)l < 55 le@ri1) —P(@re)l < 50 leler) —e(@pr)l < 5,

plati
(k) = Plogg)] < Le.

Protoze mezi body zj a x4 je funkce 9 (x) linearni, je
[P (zg) — p(z)] < %5 Vz € (Th, Tpi1).

Necht nyni z je libovolny bod segmentu <a,b> a x je ten ze zvolenych délicich bodt, ktery je
k bodu z nejblize zleva. Potom

lo(z) — P(z)] < le(z) = e(@r)| + lo(@r) — Y(@p)| + [¥(zx) — (@) < e
Tedy lomené ary 1 (z) tvori e-sit mnoziny @. Jejich podet je zfejmé koneény, takze mnozina @ je
totalné ohranicena. [

Abychom se vyhnuli pojmu kompaktnosti, formulovali jsme v [Zel] pravé doka-
zanou Arzelovu vétu v této formé: Z kazde posloupnosti stejnomérné ohranicenych
a rovnomocné spojitych funkci na segmentu <a,b> lze vybrat posloupnost funkct,
kterda stegnomeérne konverguje na segmentu <a, b>.

S pomoci této véty je v [Zel, str.47-48] dokazana tato existenéni véta pro poca-
teéni problém diferencidlni rovnice y' = f(x,y):
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16.3. Véta (Peano). Méjme diferencidlni rovnici

y' = f(z,y).

Je-li funkce f(x,y) spojitd v néjaké uzaviené oblasti G, potom kazdym vnitinim
bodem [z, 0] € G této oblasti prochazi alespon jedna integralni kiivka této rov-
nice.

16.4. Poznamka. Protoze na rozdil od Picardovy véty ve vété 16.3 nepred-
pokladdme, Ze funkce f(z,y) spliiuje Lipschitzovu podminku, nemame zarucenu
jednoznacnost Teseni; zarucena je pouze jeho existence.

17. NORMOVANE PROSTORY KONECNE DIMENZE

17.1. Tvrzeni. Linedrni prostor X (n) dimenze n je izomorfni*° s mnozinou
vektori n-rozmérného euklidovského prostoru R", a proto miizeme povazovat prvky
uvazovaného prostoru X (n) za n-tice ¢isel.

Drikaz. Necht e1,es,...,en je néjakd baze prostoru X (n). Jak zndmo, kazdy prvek z € X (n)
muze byt jednoznacné vyjadien ve tvaru

T =Aer+ -+ Apen.

Ptifadime-li prvku = vektor T = (A1, A2,...,A,) € R?, stanovime tim vzajemné jednoznacnou
korespondenci mezi X (n) a R™, kter4 je linedrnim izomorfizmem, protoze plati

LT, Yoy = axr+ Py ar+py.
Proto miizeme povazovat X (n) za vektorovy prostor. []

Nésledujici véta je zobecnénim Bolzano-Weierstrassovy véty, podle které kazda
ohrani¢end mnozina v R! je kompaktni. Ditkaz lze nalézt napt. v [Zel, str. 169—170].

17.2. Véta. Aby mnozina E n-rozmérného normovaného prostoru X (n) byla
kompaktni, je nutné a staci, aby byla ohranicena.

Véta 17.1 ma jednoduchy diisledek, ktery je pro teorii n-rozmérnych normova-
nych prostorti zasadni. Formulujeme jej ve Véte 17.3.

17.3. Kazdy normovany prostor konecné dimenze je tiplny.

Drikaz. Necht {z,} C X(n) je cauchyovska posloupnost. Dokdzeme, Ze je ohranidend: Zvolme
e = 1. Potom existuje N = N(1) tak, ze ||z, — z,|| < 1 pro u,v > N. Plati

lzell < K, k=1,...,N (K =max{[[z1],.... |[zn1]l}),
lzjll = llzj + en1 —anpall < llzvpall +llz —zvall < K+1 G=N+1L,N+2,...),
¢imz je ohranicenost {z,} dokdzana.
Podle Véty 17.2 existuje takova posloupnost pfirozenych Cisel v1 < wvo < -+ < < -+, Ze
lim ||zy, —zol =0, (17.1)
k— o0

kde zg € X (n) je néjaky prvek X (n). Protoze posloupnost {z,} je cauchyovska, plati podle (17.1)
2o — zol| < ll2v — Zu || + |20y, — zoll = 0,
coz jsme chtéli dokézat. [
20T inearni prostory £ a L£* se nazyvaji izomorfni, existuje-li takové prosté zobrazeni prostoru

L na prostor L*, které zachovava operace, tj. kdyz = <> z*, y <> y* =,y € L, x*,y* € L*, potom
azx + By & ax* + By*.
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17.4. Dusledek. Konecné dimenzionalni linearni mnozina Xy libovolného nor-
movaného prostoru R je uzaviena.

Dikaz. Necht {zx} C Xo je konvergentni posloupnost v R. Mame dokazat, ze limita této
posloupnosti (ozna¢me ji z) nalezi do Xo.

Mnozina X uvazovana sama o sobé je linearni prostor konecné dimenze a jako podmnozina
prostoru R je normovanym prostorem, jehoz norma je indukovana normou R. Podle Véty 17.3 je
Xo uplnym prostorem, takze kazda cauchyovska posloupnost prvkt z Xg je konvergentni v Xg.
Posloupnost {z3} C Xo konvergentni v R je cauchyovska v Xo, a tedy ma limitu v Xo. [

17.5. Dusledek. Necht R je normovany prostor a X, konecné dimenzionalni
linearni mnozina v 'R. K libovolnému prvku x € R existuje prvek vy € X, ktery
realizuje vzdélenost prvku z od Xy, tj. takovy, ze |z — x| = o(x, X)) .

Dikaz. Pro kazdé k = 1,2,... lze najit v Xg prvek xj tak, zZe

2 — 24l < oz, Xo) + & (17.2)
Posloupnost {z} je ohrani¢end, protoze
okl < 1l + llo — oxll < ol + o(e, Xo) + 1 (k=1,2,...);

proto podle Véty 17.2 z ni lze vybrat konvergentni podposloupnost {:z:kj} D T; — To. Odtud a
z nerovnosti (17.2) plyne
||IE - .’E0|| S Q(maXO)v

a protoze zg € Xo, plati i obracena nerovnost. [

17.6. Priklad. Jako aplikaci Dusledku 17.5 uvazujme prostor C’O<a, b> a jeho
n-rozmérny podprostor Pn<a, b>, ktery sestava ze vsech algebraickych polynom,
jejichz stupen neni vétsi nez n. Podle Disledku 17.5 k libovolné spojité funkci
x € C’0<a, b> existuje takovy polynom xq € ’Pn<a, b>, ze

t - t = — =
max. [o(t) = a0(t)| = |12 = w0l = e, Pa).
tj. existuje polynom, ktery nejlépe aproximuje funkci x(¢) ve srovnani se vSemi
ostatnimi polynomy, jejichz stupen neprevysuje n.

Vysledek uvedeny ve Vété 17.2 1ze obratit, tj. dokdzeme, zZe libovolnéa ohrani¢end

mnozina je v normovaném prostoru kompaktni pouze tehdy, kdyz ma dany prostor

konec¢nou dimenzi: Nejprve dokdzeme diilezité lemma, které se nékdy nazyva lemma
o kvazikolmici.

17.7. Lemma. Necht R je normovany prostor a Xy # R jeho podprostor. Ke
kazdému e > 0 existuje takovy normovany prvek xq (tj. pro ktery ||zo|| = 1), ze

o(xg, Xo) >1—¢.

Dikaz. Protoze X je uzaviend mnozina, kterd neni totozna s R, existuje takovy prvek T € R,
ze o(T, Xo) =d > 0. V Xg lze nalézt takovy prvek z’, ze

d
Tz < —.
7~ ')l <~
Polozme
T —z @ " < 1 S 1—6)
z0=———=aT—= o= — .
17 — || Iz — ']l d
Z¥ejmé ||zo|| = 1. Kromé toho, jestlize z € Xo, potom
1—
lzo — z|| = ||aZ — az’ — z|| = |z — (;c'—}—E)H > ad > Tg-dzl—a,
o

coz jsme chtéli dokdzat. [
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17.8. Poznamka. Normovany prvek zy € R, ktery ma vlastnost o(zg, Xo) = 1,
je ve znamém smyslu kolmici k X (protoze v euklidovském prostoru vektor x
majici tuto vlastnost je skuteéné ortogonalni k Xg). V souvislosti s timto budeme
nazyvat dokdzané lemma lemmatem o kvazikolmici (skorokolmici).

17.9. Véta (Riesz). Aby kazda ohrani¢end mnozina byla v normovaném pro-

storu R kompaktni, je nutné a staci, aby R meél konecnou dimenzi.
Dikaz. a) Dostatecnost podminky plyne z Véty 17.2.

b) Nutnost. Uvazujme libovolny normovany prvek z1; € R a ozna¢me symbolem X; linedrni
obal £({z1}) tohoto prvku, tj. mnozinu prvki tvaru Azi.

Za predpokladu, ze R mé nekonecnou dimenzi, plati X; # R, a podle Lemmatu 17.7 existuje
takovy normovany prvek zo € R, Ze o(x2,X1) > % Vytvorime linedrni obal prvka z1 a zo,
ktery oznacime X>. Pokracujeme-li timto zpisobem déle, dosp&jeme k posloupnosti prvkt {zn}
a podprostorda X; C X2 C ... C X, C ... takovych, ze

|lznll =1, Xn=L{z1,22,...,2n}); o(Zpnt+1,Xn) > % (n=1,2,...). (17.3)
Na zdkladé (17.3) plati
|z — zm]| > % (n>m; mn=12...),
takze ani posloupnost {z,}, ani jeji libovolna podposloupnost nejsou konvergentni. [

Dtikaz posledniho obecného vysledku této kapitoly, ktery je uveden ve Véte 17.11,
je velmi komplikovany a proto odkazujeme na [Zel, str. 172—175]. Nejprve uvedeme
definici ekvivalentnich norem.

17.10. Definice. Necht R a Rs jsou dva normované prostory definované na
témZe linedrnim prostoru £ normami || - ||; a || - ||2. Rikdme, Ze tyto normy jsou
ekvivalentni, jestlize existuji takové konstanty C; > 0 a Cy > 0 (zavisejici na volbé
norem [| - [|y a [ -[|2), ze

Cillz[r <|lz]2 < Collz[1 Vz e L.

17.11. Véta. Necht n je libovolné prirozené ¢islo. Dvé libovolné normy || - |1
a || - ||l2 definované na témze linedrnim prostoru X(n) konecné dimenze n jsou
ekvivalentni, tj. existuji takové konstanty Cy > 0 a Cy > 0, Ze

Crllzlly < [lzfls < Collzlly Vo e X(n). (17.4)

17.12. Priklad. Misto zminéného komplikovaného dikazu budeme platnost
Véty 17.11 demonstrovat na dikazu ekvivalentnosti norem prostort R}, které jsou
definovany na témze linearnim prostoru R” (viz Pfiklady 3.3, 3.4 a 3.5). Plati

1

Ry = (R, fally = (D lal)”

k=1

a v limité pro p — oo

R, = (B, oo = max fou]).
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Zvolme libovolné, ale pevné p > 1, ¢ > 1. Analogicky jako v Poznamce 3.5a dosta-
neme . .
[zllg < nellzllo,  [flp < nP{l]oo,

[#lloe < llzllps  #lloo < llllg-

Odtud plyne tento fetéz nerovnosti
2]lg < no ]l < n7llz], < non|efe < ninv|z|,,

ktery dava
1 11
zllg < naflell, <nanv |z,

Odtud po vydéleni vyrazem na

1 1
— |zl < llzlly < nrllzll.
na

Tedy v souladu s nerovnostmi (17.4)
Cillzllq < llllp < Colflzl4;
kde C; = 1/n7, Co = ns.

Véta 17.11 ma mnohostranné uziti v matematické teorii numerickych metod,
zejména v teorii metody konecnych prvki. Uvedeme alespon jednu aplikaci z tohoto
oboru.

17.13. Véta. Necht p(x,y) je polynom nanejvys prvniho stupné a T trojiihelnik
s vrcholy Pi(z;,y;) (i = 1,2,3). Potom

C
max x, < ———— , 17.5
)T |p( y)| hT\/meHLZ(T) ( )
kde hr je nejdelsi strana trojuhelnika T, 97 nejmensi tihel trojiihelnika T a C' je
konstanta nezavisla na T a polynomu p(z,y).

Diikaz. A) Uvedeme nejprve nékolik pomocnych vysledki. Necht T je trojuhelnik, ktery lezi
v kartézském souradném systému (£,7) a ma vrcholy R1(0,0), R2(1,0), R3(0,1). Transformace

z=x"(&n) =x1+ T2 +T3n, y=y"(&n) =y1+ 76 + Y3, (17.6)
kde
Ti=zi—T1, Y;=%i—y1 (1=2,3),

zobrazuje vzajemné jednoznacéné trojihelnik T na 7. Pro jakobian Jr = Z2¥;—T37, transformace
(17.6) plati?!

1hZ sindr < |Jr| < 2h2. (17.7)

21podle véty o transformaci integralu

meSQT:/ d:z:dy:/ |Jr|dédn = %|JT|. *)
T Ty
Na druhé strang,

%hQT sindr < 2mesaT < @hQT (**)

Druhé nerovnost (**) je evidentni. Dokdzeme prvni: Necht a1 < by < e = hr jsou délky stran
trojuhelnika T. Potom 2messT = bphy sindp. Protoze hpr < ar + by, plati %hT < bp. Odtud
plyne (**). Vztahy (*), (**) implikuji (17.7).

63



