B) Linearita p(z,y) implikuje
max |[p| = max_|[p(P;)]. (17.8)
T i=1,2,3
Polozime-li

p*(&n) =p(@" (& n),y"(&n)),
kde z = z*(&,m), y = y*(&,n) je transformace (17.6), dostaneme ze (17.8)

max |p| = max |p*|. (17.9)
T To

Véta 17.11 implikuje (£ je zde trojrozmérny prostor polynomi nanejvys 1. stupné na Tg)

max Ip*| < Collp*||Ly (1y) » (17.10)
0

kde konstanta C zavisi pouze na T.
Protoze

12112, () Z/T[p(may)]zdmdy:/ [p* (& m))?|Jr| dédn = |J7| - [Ip*(|F, (1) -

To

podle (17.7) plati

1 c
* - < - , 17.11
I zar) = == lPlacr) < femlpllagry (711

kde jsme zahrnuli v/2 do konstanty C'. Ze vztahii (17.9)—(17.11) plyne odhad (17.5). [J

Abychom dostali nerovnost typu (17.4), vyndsobme nerovnost (17.5) vyrazem

C~'hp/sind7, takze

C = hpy/sindp [m?XT ip(z,y) < ||IpllL,cr)-
z,Y|E

Protoze

[z,y]€T

Ipllzacr) = \/ [ oo )2dsdy < max_[p(o.p)|/meass 7.
T

dostavame nerovnost (17.4) ve tvaru

C~'hy/sindr max [p(z,y)| < ||pllr,r) < Vmeass T max |p(z,y)], (17.12)

[z,y]€T [#,y] €T

kde tedy pro konstanty C a Cs plati

Ci = C_lhT\/sinﬁT, Cy = /measy T.

Veli¢cina max_|p(z,y)| je identickd s normou ||p[/co(z) a lze ji v tomto piipadé
[z,y]€T
interpretovat jako normu na trojrozmérném linedrnim prostoru vsech polynomi

dvou proménnych, jejichz stupen je nanejvys roven jedné.
V teorii metody kone¢nych prvki mé vSem zasadni vyznam nerovnost (17.5) a
ne z ni odvozena nerovnost (17.12).
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17.14. Koneény prvek jako linearni prostor. Hovorime-li o konecném proku,
mame na mysli tyto t¥i skutecnosti:

1. Geometricky utvar. V aplikacich metody koneénych prvkt v dvojrozmér-
nych problémech to byva nejcastéji trojuhelnik.

2. Funkce jednoznaéné zadana koneénym poctem hodnot. V pfipadé
trojuhelnikt jsou to polynomy stupné nanejvys n, kde n je pevné dané. Kazdy
polynom (nanejvys) n-tého stupné lze jednoznaéné urcit celkovym poctem N =
$(n +1)(n + 2) hodnot. To proto, Ze polynom (nanejvys) n-tého stupné dvou pro-
ménnych je linedrni kombinaci mononomi tvaru

ziy?, kde 0 <i+j<nmn, (17.13)
kterych je celkem N:
p(z,y) = a1 +asrtasy+asr® +asvy+acy +arrd +agr?y+- - +an_1o0y" " Hany™.
Je-liag = - -+ = ay, vidime, Ze polynom (nanejvys) n-tého stupné dvou proménnych
obsahuje jako specialni pripad konstantu, je-li a4 = --- = ay, vidime, Ze polynom
(nanejvys) n-tého stupné dvou proménnych obsahuje jako specidlni pfipad polynom
prvniho stupné, atd.

3. Parametry. Hodnoty, které jednoznacéné urcuji polynom p(z,y) (nanejvys)
n-tého stupné, se v metodé koneénych prvki voli jako funkéni hodnoty, pripadné
derivace predepsané v nékterych bodech uvazovaného geometrického utvaru (tj.
trojuhelnika, je-li geometrickym ttvarem trojihelnik). Tyto hodnoty pak nazyvame
parametry a volime je obvykle tak, aby hodnota polynomu p(z, y) byla v libovolném

bodé strany trojuhelnika 7' urcena pouze parametry, které jsou predepsany v bodech
této strany.

Takto zadany polynom potom uvazujeme pouze v bodech [z,y] € T. Kazdy
takovy polynom je jednozna¢né uréen N-tici parametri (qi,qo,...,qn) a protoze
tyto N-tice tvori N-rozmeérny linearni prostor, je mnozina vSech takovych polynomu
N-rozmérnym linedrnim prostorem, ve kterém je sc¢itani polynomt a nasobeni po-
lynomu redlnym ¢islem definovano pfirozenym zpusobem (viz Priklad 2.18).

Kazdy takovy linearni prostor nazyvame konecny prvek. Je jednoznacné urcen
geometrickym dtvarem, typem funkce a parametry.

17.15. Priklady trojuhelnikovych prvkua. Ukazeme zde, jak v ptipadech
riznych n lze zadat N parametrti, aby byly splnény vyse kladené pozadavky na
parametry. (Dtkaz, Zze tomu tak skutecné je, bude uveden v kurzu Numerické me-
tody IIL) Symboly Py, P,, P; budou znaéit vrcholy trojihelnika T', symbol Py jeho

1. n =1; potom N = 3 a trojice parametru je tvaru
p(P;) (1=1,2,3).
K této trojici parametra nélezi polynom p(x,y) = a1 + asx + azy, jehoz koeficienty
ai, az, az ur¢ime fesenim soustavy tii linearnich algebraickych rovnic tvaru
a1 + azzy + azyr = p(Pr),
a1 + axx2 + azys = p(P),
a1 + azx3 + azys = p(Ps),

kde x;,y; jsou soutadnice vrcholu F;.
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2. n = 2; potom N = 6 a Sestice parametru je tvaru

p(Pi), p(Qi) (i=1,2,3).
3a. n = 3; potom N = 10 a deset parametri obvykle volime tvaru

. op op .
p(PZ) (Z =0,1,2, 3)7 £(Pj)7 8_y(PJ) (.7 = 1:273)'

3b. Chceme-li v ptipadé n = 3 zadat jako parametry pouze funkéni hodnoty,
potom kromé parametri p(P;) (i = 0,1,2,3) volime dalSich Sest parametri ve
tvaru funkcénich hodnot v bodech, které déli strany trojihelnika na tretiny.

17.16. P¥iklad obdélnikového prvku. Necht D je obdélnik se stranami rov-

nobéznymi se souradnymi osami a vrcholy Py, ..., P;. V tomto pripadé budeme pfi
daném n uvazovat jako typy funkci linedrni kombinace mononomt tvaru
zly (i=0,1,...,n; j=0,1,...,n). (17.14)

V piipadé n = 1 to budou bilinedrni polynomy (tj. linedrni v kazdé proménné, je-li
druhd proménna pevné ¢islo)

p(z,y) = a1 + a2x + asy + asxy.
Parametry jsou v tomto ptipadé ¢tyfi a jsou to funkéni hodnoty p(Py),...,p(Py)

bilinedrniho polynomu ve vrcholech obdélnika D.

17.17. Piiklad ¢tyisténného prvku. Analogii trojuhelnika ve tfech dimen-
zich je ¢tyfstén. Polynom p(z, y, z) t¥1 proménnych je linedrni kombinaci mononomi
tvaru

wiyih (0<i+j+k<n). (17.15)
Piislusny polynom p(z,y,z) ma celkem N = ¢(n + 1)(n + 2)(n + 3) koeficientt
ai,...,an, k jejichz urceni je zapotiebi N parametrii. V nejjednodussim piipadé

n = 1 jde o ¢tyfi parametry, za které volime funkéni hodnoty p(P;) (i = 1,...,4)
ve vrcholech Ctyfsténu.

17.18. Analyticky vyznam kone¢nych prvkua. Tento vyznam vysvétlime
v piipadé trojuhelnikovych prvki. Méme uzavienou oblast Q s polygonalni hra-
nici. Tuto oblast ztriangulujme, tj. rozdélme na konecny pocet trojuhelnikt tak, ze
libovolné dva trojuhelniky T, T]- jsou bud disjunktni, nebo maji spoleény vrchol,
nebo spolecnou stranu. Zvolme typ konecného prvku a na kazdém prvku zvolme
prislusné uzlové body. To znamena, ze uzlové body na spolecné strané dvou troju-
helniki budou totozné. Na kazdém trojuhelniku zadejme ptislusnych N parametri
tak, ze ve spolec¢nych uzlovych bodech dvou nebo vice trojuhelnikti budou para-
metry totozné. (Pfipad uzlového bodu spoleéného vice nez dvéma trojihelnikiim
nastava, kdyz uzlovy bod je spoleénym vrcholem nékolika trojthelniki.) Z vlast-
nosti 3 uvedené v 17.14 pak plyne, Ze takto zadanym parametrim piislugi na Q
funkce, ktera nélezi do C°(Q) a je po uzavienych trojuhelnicich T'; dané triangulace
uzaviené oblasti 2 polynomem (nanejvys) n-tého stupné.

Poznamenejme, ze v pripadé 3a uvedeném v Prikladé 17.15 budou parcialni
derivace 97, g—gj globélni funkce f spojité nejen ve vnitinich bodech kazdého troj-
thelnika dané triangulace, ale i ve spole¢nych vrcholech jednotlivych trojuhelniki
(protoze tyto hodnoty jsou pfimo zadany jako parametry.)
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18. FUNKCIONALY A LINEARNI FUNKCIONALY

18.1. Definice. Ciselnou funkci f(z) definovanou na nékterém normovaném
prostoru R = (L, | - ||) budeme nazyvat funkciondlem. Funkciondl f(z) se nazyva
linedrni, jestlize

flax + py) = af () + B (y),
kde z, y € R a «, [ jsou libovolné skalary.

18.2. Definice. a) Funkciondl f(z) se nazyva spojity v bodé x, jestlize ke kaz-
dému € > 0 existuje takové okoli U = Uy()(7o) bodu zg, ve kterém je funkciondl
f(x) definovan a plati

|f(z) — f(zo)| <e Vzel. (18.1)
Trochu jinymi slovy: Funkciondl f(z) se nazyva spojity v bodé xg, jestlize ke kaz-
dému € > 0 existuje takové d(e) > 0, ze pro vSechny body x € L spliujici

[l = o]l < d(e)

plati
/(=) = flzo)| <e. (18.1a)

Funkcional f se nazyva spojity v normovaném prostoru R, je-li spojity v kaz-
dém bodé x € R. Stejné se definuje spojitost v bodé a spojitost v R linearniho
funkcionalu.

b) Funkcional f(x) se nazyva rovnomeérné spojity v normovaném prostoru R,
jestlize ke kazdému € > 0 existuje takové §(e) > 0, ze z nerovnosti

|x1 — z2|| < d(e), =1,22 € R
plyne, ze
f(z1) — fla2)| <e. (18.1b)

c) Funkciondl f(x) se nazyva lipschitzovsky spojity v normovaném prostoru R,
jestlize existuje konstanta L > 0 tak, ze

|f(fL‘1) — f($2)| < LHfL‘l — .'EQ” Vflfl,xg € R. (181C)

18.2a. Poznamka. Stejné jako Vétu 12.2 muzeme dokazat toto tvrzeni: Funk-
ciondl f je spojity v bodé o € R, kdyZ a jen kdyZ f(xy,) — f(xo) pro kaZdou
posloupnost {x,,} konvergujici v R k bodu xg, tj.

lim f(r,) = f(zo) = f( lim z,).

n—o0 n— oo

Limita na levé strané je v RY, na pravé strané v R. O
18.2b. Poznamka. a) Funkciondl f rovnomeérné spojity v R je spojity v R.

To je vidét okamzité: Necht bod x5 je pevny a 27 proménny a polozme xy = x»
a x = 1. Potom (18.1b) pfejde v (18.1a).

b) Funkciondl f lipschitzovsky spojity v R je rovnomérné spojity v R.
Skuteéné: Pro ||z1 — 2| < ¢/L z (18.1c) plyne (18.1b).
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18.2c. Priklady lipschitzovsky spojitych funkcionala a funkci.

1. Funkciondl f(z) = ||z|| je lipschitzovsky spojity na normovaném prostoru R:
Z trojuhelnikovych nerovnosti

Izl = lly +z =yl <yl +llz—yll, Myl =llz+y -zl <zl + ]z -yl
plyne |[|z|| — [ly|l| < || — yl|, takZe v tomto pripadé je L = 1.

2. Pfipomenme si Lagrangeovu vétu z matematické analyzy: Necht funkce f(z)
je definovand a spojitd na uzavieném intervalu (a,b) a necht f'(z) ezistuje v (a,b).
Potom ezistuje bod c € (a,b) (tj. a < ¢ < b) tak, Ze

f() = f(a) = f'(c)(b - a).

Ptfechodem k absolutnim hodnotdm dostaneme

£ () = f(a)| = [f'(c)] - |b—al.

Je-li navic |f'(x)| < L pro z € (a,b), potom
|f(z) = f(y)| < Llz—y| Va,y € (a,b).

3. Zobecnime predchozi vysledek: Nechf funkce f(x) je definovana a spojitd na
uzavieném intervalu <a, b> a necht ma v podintervalech (z;_1, x;) ohrani¢enou de-
rivaci, tj.

If'(x)| <L Vz e (zi_1,7) (1=1,2,...n),
kdexp=a<z1 <29 <--- <2, =5. Potom

(e) = FB) < la—B| Va,B € (a,b).

Tvrzeni dokazeme v pripadé, ze o € <$i_1,xi>, GRS <xi+1,xi+2>. Plati

[f(a) = FB < [f (@) = Flai)| + | f (i) = f(@ig1) | + | f(@ita) — F(B)] <
< Ll = m] + |wi — @i | + [wipa — B]) = Lla — B.
Speciélnim pfipadem jak tohoto vysledku, tak prvniho ptikladu je funkce f(z) =
|z|, kterd nemé derivaci v bodé z = 0.

4. Zobecnéme vysledek prikladu 2 na piipad funkce t¥i proménnych. Plati: Necht
funkce f(z,y,2) je definovand a spojitd v ohranicené uzaviené oblasti ) a necht md
spojité parcidlni derivace 1. fadu uvniti oblasti Q. Necht Py(xo, Yo, 20), P1(z1,y1,21)
jsou takové dva vnitini body oblasti (), Ze usecka Py P lezi celd v ). Potom existuje
takovy bod Py(xo+9(x1 —20), Yo +9(y1 — Yo), 20 + (21 — 20)) (0 < ¥ < 1), Ze plati

1P = 170 = SL P o1 = 20) + L P - ) + L P a1 200
Necht navic plati
of of of
L) |E), a—yU’)‘ <L wpeq

a oblast 2 je konvexni. Potom
|f(P1) = f(Po)| < L(|lz1 — wol 4 [y1 — 9ol + |21 — 20]) = L[| P — Pol[x  VFo, Py € Q2.
Z kap. 17 plyne, ze |P1 — Py||1 < Ca|| Py — Po|2, takze

|f(P1) — f(Po)| < CoL|| Py — Bol|2,

coz je klasicka Lipschitzova podminka pro funkce vice proménnych.
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18.3. Véta. Je-li linearni funkciondl f(z) spojity v libovolném jednom bodé
xo € R, potom je spojity vsude v R.

Diikaz. Necht je linedrni funkcionél spojity v bodé x = xy. To je rovnocenné
podle Poznamky 18.2a tomu, ze

f(xn) — f(zo) pro x, — xo.

Necht déle y,, — y. Potom

fn)=flun—y+x0+y—20) = flyn —y +20) + f(y) — f(20)- (18.2)

Avsak y, —y + xg — x¢. Odtud podle predpokladu dokazované véty plyne

f(yn —y +z0) = f(20)-
Tedy podle (18.2)

flyn) = f(x0) + fy) — f(w0) = f(y),

coz jsme chtéli dokazat. [

Staci tedy ovérovat spojitost linedrniho funkcionalu v jednom bodé, napt. v bodé
r=20.

18.4. Definice. Rikame, 7ze funkcional f : R — Rl kde R = (L, - ), je

ohraniceny, jestlize existuje takové cislo M > 0, ze

If(z)| < M|jz| VzeR. (18.3)

18.5. Véta. Linedrni funkcional f(z) je spojity, kdyz a jen kdyz je ohraniceny.

Diikaz. a) Predpokladejme, ze linedrni funkcional f(x) neni ohraniceny. Potom
ke kazdému pfirozenému c¢islu n lze najit takovy prvek z,, € R, ze

| f(zn)] > nflz|. (18.4)
Polozme T
Yn = ———. (18.5)
E|

Potom ||y,|| = 1, tj. |lyn —0]] = %, takze y,, — 6. Ale soucasné podle (18.5) a (18.4)

=1 G| = el > 1

Protoze f(0#) = 0 pro kazdy linedrni funkcional, vidime, Ze v bodé z = 0 neni
funkciondal f(x) spojity. Negaci dokadzané implikace dostavame, ze kazdy spojity
funkcional je ohraniceny.

b) Necht nyni ¢islo M, které splituje podminku (18.3), existuje. Potom pro libo-
volnou posloupnost x,, — 6 plati

|[f(2n)] < M|jzn]| =0,

tj. funkcional f(z) je spojity v bodé z = 0, a tedy (podle Véty 18.3) je spojity ve
vSech bodech x € R. [
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18.6. Definice. Veli¢inu

11 = sup T@ _ o 15, (18.6)
w26 |1zl jzp=2

nazyvame normou linedrniho funkcionalu f(x).

Poznamenejme, ze norma linedrniho funkcionalu dané vztahem (18.6) je nejmensi
hodnota ¢isla M ze vztahu (18.3).

18.7. P¥iklad. Uvazujme normovany prostor R = (R!, ||z|| = |z|) a v ném
funkci f(z) = kz. Tato funkce je linedrni funkcional na R!, protoZe

flaz + By) = k(ax + By) = akz + Pky = af(z) + Bf(y)-

Plati
|f(2)| = |k] - |z| = |K] - [|=]],

takze podle (18.6) je || f||« = |k|. Pozor: linearni funkce ax + b neni linearni funkci-
onal.

18.8. Pi¥iklad. Necht R(™ je n-rozmérny euklidovsky prostor a a € R(™ libo-
volny pevny vektor. Polozme

[(#) = (z,a) Vae RO,
kde (z, a) je skalarni soucin vektort = a a. Je zfejmé, ze f(z) je linearni funkcional:

flaxw + py) = (ax + By, a) = a(z,a) + By, a) = af(z) + Bf(y)

pro viechny vektory =,y € R(™ a vsechna &isla a, 5. Dale, podle Schwarzovy
nerovnosti

f (@) = |(z,a)| < [lz]] - [[a]]. (18.9)
Odtud plyne, ze funkciondl f(z) je ohranifeny, a proto spojity. Ze vztahu (18.9)

plyne
|f ()|
[l

< |la]l .

Protoze prava strana této nerovnosti nezavisi na x, plati

|/ ()]

sup ———— < ||a|,
o260 |7

tj. [|fll« < |la||. Ale polozime-li x = a, dostaneme:

|/ (a)]
el

f(a)] = (a,a) = |la]* =

= [lall.

Proto
[ £]l+ = [lall -
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18.9. Priklad. Integral

kde a < b a z(t) je spojitd funkce na <a, b>, je linedrni funkcional na prostoru
C%{a,b). Jeho norma je rovna b — a. Skute¢né

II@N==yAb$@%ﬁ‘S;gg;h%ﬂKb—a%

pricemz pro x = const nastava rovnost.

18.10. Priklad. Uvazujme obecnéjsi piiklad nez je Pfiklad 18.9. Necht yo(t) je
néjaka pevna funkce z prostoru C’O<a, b>. Polozme

b
flx) = / z(t)yo(t)dt Va € C%a,b).

Tento vztah definuje linearni funkcional na C’O<a, b>, protoze
b

flaz + By) = / (cux(t) + By())o(t) df =

a

. / 2(B)o(t) dt + / y(Dyolt) dt = af () + BF(y)

pro vSechny funkce z, y € C’0<a, b> a vSechna cisla a, . Tento funkcional je ohra-
niceny:

b b
F(@)] = \ [ #ou) dt\ <ol [ (o). (18.7)

Tedy funkciondl f(x) je linedrni a ohraniceny, takze je i spojity.

Z (18.7) prozatim plyne, Ze

i1 < [ ol (18.5)
Dokéazeme, ze ,

1]l = / lyo(t)] dt. (18.9)
K tomu staci dokazat, ze ,

171l > / lyo(8)] dt. (18.10)

Za tim ucelem zvolme € > 0 libovolné, ale pevné, a rozlozme interval <a,b> na podintervaly
body a = t9 < t1 < --- < tn, = b tak, aby oscilace funkce yo(t) (tj. rozdil mezi jeji nejvétsi a
nejmensi hodnotou) na kazdém z intervalt <tk,tk+1> byla mensi nez €. Rozdélme vSechny po-

dintervaly do dvou skupin: do prvni skupiny pat¥i vSechny takové intervaly A}, AL, ..., A7, ve
kterych funkce yo(t) neméni znaménko (tj. v kazdém je bud kladnd, nebo zdporna). Zbyvajici
intervaly AY, Ay, ..., AY. Protoze funkce yo(t) méni v kazdém intervalu A} (k = 1,...,s) zna-

ménko, existuje v kazdém intervalu A;C’ alesporni jeden bod, ve kterém je funkce yo(t) rovna nule.
Odtud a z toho, ze oscilace funkce yo(t) je na kazdém z intervalt <tk, tk+1> mensi nez €, plyne, ze

o) <e (€Al k=1,2,...,s). (18.11)
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Definujme nyni pomocnou funkci Z(t) € Co<a, b> takto: V intervalech prvni skupiny klademe
T(t) =sgnyo(t) (t€ Al j=1,2,...,7). (18.12)

Na intervalech A} (k =1,2,...,s) necht je funkce Z(t) linedrni. Pfitom, pokud je bod a (nebo b)
koncem nékterého z intervaltt A}, tak definujeme Z(a) = 0 (nebo z(b) = 0).
Odhadneme nyni zdola hodnotu

b
1@ = [ 3to(t) dt.

Plati .
b T
/ F@)yo(t) dt =3 / Ft)yo(t) dt + 3 / F(t)yo(t) dt. (18.13)
a =174} k=174
J J
Vzhledem k (18.12) plati
/ F(t)yo(t) dt — / lyo()] dt. (18.14)
Al Al
J J
Dale
[, 50wz~ [ 7@ ()] >
Ay Ay
(18.15)
>~ max 50 [ o] dt =~ [ w0 dt
teay Ay A
Konecné

T b s
]z::l /A; oDl de= /a ol 4t = ;; /A;; [yo(®)] dt. (18.16)

Z (18.11) a (18.13)—(18.16) plyne
b b S b
/a F(t)yo(t) dt > / (o]t =23 /A , w(®)]dt > / lwo ()] dt — 26(b — a).

Protoze ||z|| = 1, plati

T b b
'Jl](f”)' :f(f):/a F(H)yo (1) dt>/a lyo(1)] dt — 2¢(b — a). (18.17)

Nechame-li v (18.17) konvergovat ¢ k nule, dostaneme hledanou nerovnost (18.10). Tedy vzhledem
k opa¢né nerovnosti (18.8) pro normu || f||+« funkcionédlu f plati vztah (18.9).

1£1l« >

18.15. Priklad. V prostoru l, mtzeme definovat linedrni funkcional stejnym
zplusobem jako jsme to ude€lali v euklidovském prostoru R%: vybereme v [o néjaky

pevny prvek a = (a1, as2,...,an,...) a poloZzime
(o)
f@)=> anan. (18.18)
n=1
Rada (18.18) konverguje pro libovolny prvek z € Is:
oo oo (o)
S rnan| < | S0, [D a2 = el llal (18.19)
n=1 n=1 n=1

V piipadé z = a nerovnost (18.19) pfechazi v rovnost

oo
2 _ 2
an—E a, .

n=1 n=1

oo

Odtud
[ f]l« = [all -
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19. ADJUNGOVANY PROSTOR

V pripadé linearnich funkciondli je mozno definovat operaci sc¢itani funkcionali
a operaci nasobeni funkcionalu ¢islem stejnym zptisobem jako v pripadé funkci
n proménnych (viz Ptiklad 2.18); jediny rozdil je v tom, ze v Ptikladé 2.18 byla
jako defini¢ni obor funkci uvazovana mnozina €2 C R™, kdezto v ptripadé linearnich
funkcionald je definicnim oborem cely linearni, resp. normovany prostor:

19.1. Definice. Necht f; a fo jsou jsou dva spojité linearni funkciondly na
nékterém normovaném prostoru R (ne nutné tplnym). Jejich souc¢tem nazyvame
takovy funkcional f = f1 + fo, Ze

f(x) = fi(z) + fo(z) VzeR.

Soucinem spojitého linearniho funkcionélu f; a ¢isla a se nazyva takovy funkciondl

f = afla ze
fx)=afi(z) VreR.

Je ziejmé, ze soucet f1 + fo a soucin af; jsou spojité linedrni funkciondly.

Snadno se ovéri, ze takto definované operace sc¢itani spojitych linearnich funkci-
onalli a jejich nasobeni cislem vyhovuji vSem axiomim linedrniho prostoru. Kromé
toho norma spojitého linearniho funkcionalu definovana vztahem (18.6) vyhovuje
vSem pozadavkim kladenym na normu v Definici 3.1. Skutecné,

1. ||fll« > 0 pro kazdy funkcional f # 0; ||f||« =0, kdyZ a jen kdyz f = 0,

2. laflle = led - £l
3. |\f1 + fall. = sup LLEHELOL < qup RO 4 g LG — £, 4| £y
T#£60 T#£60 T#6
Tedy mnozina vsech spojitych lineadrnich funkcionald na néjakém normovaném
prostoru R je sama normovanym prostorem. Tento prostor se nazyva adjungovany

k R a znadi se R*.

19.2. Véta. Adjungovany prostor je vzdy uplny.

Dikaz. Necht {fn} je cauchyovské posloupnost spojitych linedrnich funkcionald. Podle definice
cauchyovské posloupnosti ke kazdému ¢ > 0 existuje N(e) > 0 tak, ze ||fn — fml||+ < € pro
n,m > N(e). Potom pro libovolné x € R (z # 6) podle Definice 18.6 a poznamky k ni

[fn(2) = fm(@)] < Nfn = frnll<llz]] <ell]l, (*)

tj. (vzhledem k tplnosti ¢iselné primky R!) ¢iselna posloupnost {fr(z)} konverguje pro libovolné
z € R. Polozme
f(z):= lim fn(x);
n—oo

dokazeme, ze f(z) je spojity linedrni funkcionél:
1. lincarita: f(aw +By) = lim_fa(az +By) = lim [afa(e) + Bfal)] = af(@) +BI().

2. Vratme se k nerovnosti (*), tj.

|fn(@) = fm(z)| < el|x]] (*)

a prejdéme v ni k limité pro m — oo. Protoze absolutni hodnota je spojita funkce, pro levou
stranu plati podle Véty 12.2:

Jim [ fa(e) = fmn@)| = | lim (fa@) = fm@)] = (@) = 1 fu(@)] = 1fa(e) = f@)]
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Prava strana na m nezavisi, takze dostavame vysledek

|fr(z) — f(@)] <ellz]|. (**)
Odtud plyne podle Definice 18.4, Ze pro kazdé n je linedrni funkcional f — f,, ohraniceny, takze je
podle Véty 18.5 spojity. Potom je vsak také spojity linedrni funkciondl f = fn, + (f — fn)-
Podélme nerovnost (**) vyrazem ||z||, kde T # 6, a pfejdéme k supremu. Potom podle Definice
18.6 dostavame:

[ frn = Fllx < e.
To znamena, Ze li_r>n [lfn — fll« = 0 ¢l f, &> f v R*, takze kazd4 cauchyovskd posloupnost
m <
{fn} C R* je v R* konvergentni. []
Zdtraznéme jesté jednou, ze tato véta plati nezavisle na tom, je-li vychozi nor-
movany prostor R uplny nebo ne. Pro Gplnost adjungovaného prostoru R* je pod-

statna tplnost prostoru, ve kterém lezi hodnoty spojitého linearniho funkcionalu f,
tj. uplnost ¢iselné piimky R!.

19.3. Priklad. Necht F je n-rozmérny prostor s bazi ey, es, ..., e,. Potom pro
funkcional f plati

fz) = fo (19.2)

kde .
=Y mei, fi:=[(e).
i=1
Tedy funkcional f je definovan n ¢isly fi,..., fn, coz jsou jeho hodnoty na ba-

zovych vektorech, takze prostor adjungovany s n-rozmérnym prostorem je také
N-rozZMmerny.

Vyraz pro normu v adjungovaném prostoru F* zavisi na tom, jak je definovana
norma v prostoru F.

a) Necht ||z]] = /Y 22. Podobné jako v Piikladu 18.8 lze dokazat, ze

=1

1f1ls =

n
> 17
=1

tj. adjungovany prostor k euklidovskému prostoru je také euklidovsky.

b) Necht ||z|| = max |x;|. Potom
1<i<n
@ = |3 < (1) gmae il = (0151l

n
Norma || f||« nemtize byt mensi nez >’ | f;|, protoze polozime-li
i=1

+1 v pripadé f; > 0,
r; =< —1 v pripadé f; <0,
0 v pripadé f; =0,
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bude platit

@) =15 = (_ ) e

=1

1 1

n P n q
c) Jestlize ||z|| = (Z |3:Z-|p> , p> 1, potom || f|l« = ( > |fz-|q> , pri¢em?z

+

SRR
S

Plyne to z Holderovy nerovnosti

1 1
> o < (Ska) (L)

O —1 s
a z toho, ze pfi z; > 0, f; = 27" nastavé rovnost.

19.4. Priklad. UvaZzujme prostor ¢ vSech nulovych posloupnosti z = {z,} (viz
priklad 74.9) s normou

[zl = sup |znl.
1<n<oco

Za chvili dokézeme, ze linedrni funkcional v prostoru cg je dan vztahem
oo oo
fl@)=>_fizi, > Ifil <. (19.3)
i=1 i=1

Odtud plyne
@) < IR Jrl < max Jaa YAl
1=1 - i=1
Tedy
£l <D 1AL (19.4)
i=1

Nyni dokézeme, ze v (19.4) nastava znaménko rovnosti: Jestlize

oo
Z |fl| =a,
=1

potom ke kazdému € > 0 existuje takové N = N(e) > 0, ze

N
Z|f¢|>a—s.
i=1
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Polozme nyni
+1, jestlize f, >0an <N,

—1, jestlize f,, <0an < N,
0, jestlize f,, =0an <N,
0, jestlize n > N.

Potom

N
f@) =) |fal >a—e,
n=1

odkud plyne, zZe ||f]|« = a.
Nyni dokdZeme, Ze v prostoru ¢y maji vSechny funkcionély tvar (19.3). Polozme

en = (0,0,...,0,1,0,...),

tj. e, oznacuje posloupnost, v které na n-tém misté stoji jednicka a na ostatnich
mistech nuly.
Necht je zadéan linearni funkcional f(z); jeho hodnotu f(e, ) oznacime f,,. Jestlize

x=(r1,%2,...,Tpn,0,...), (19.5)

potom

n
x =x1e1 + Taex + -+ Tpey, f(z)= Zflxl
i=1

oo
Dokézeme, Ze pro kazdy linedrni ohraniceny funkciondl na cq plati Y |fn| < oo.
n=1

Kdyby bylo > |fn| = oo, potom ke kazdému H by bylo mozné najit takové N, ze

n=1

N
> fal>H.
n=1

Sestrojme prvek z takto:

+1, jestlize f, >0an < N,

—1, jestlize f, <0an <N,
0, jestlize f,, =0an < N,
0, jestlize n > N.

Ip =

Norma tohoto prvku je rovna jedné, takze

N N
|f(z)] = Zfz‘xz' = Z |fil > H = H|z[
i—1

=1
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coz je ve sporu s predpokladem o ohranic¢enosti funkcionédlu f(x).
Mnozina prvka tvaru (19.5) je vsude husta v prostoru cg. Proto linedrni spojity
funkciondl je jednoznacné definovan svymi hodnotami na této mnozine. Tedy

fa) =Y fiwi.
im1

Tim jsme dokézali, Ze na prostoru c¢g vSechny linearni funkcionaly maji tvar (19.3).
Adjungovany prostor k prostoru ¢y sestava z posloupnosti (f1, fa, ..., fn,---),

[e.e]
které spliiuji podminku > |fn| < oc.

n=1

19.5. Priklad. Necht normovany prostor sestava z posloupnosti

o0
= (T1,T2,...,Tpn,...), Z|$’| < 00
i=1

oo
s normou ||z|| = Y |z,
n=1
Je mozné dokazat, ze adjungovanym prostorem je prostor ohranic¢enych posloup-

nosti s normou || f|l, = sup |fn|
1<n<oco

Ve vSech prikladech uvedenych pro n-rozmérné prostory adjungovany prostor
byl (jako linedrni prostor) totozny s puvodnim. Jak ukazuji ptiklady 19.4 a 19.5
v pripadé nekonecné dimenze tomu tak nemusi byt. Uvedeme nyni priklad, kdy oba
prostory jsou totozné v pripadé nekonecné dimenze.

19.6. Priklad. Prostor [y sestava z posloupnosti

o0
2
= (T1,T2, .., Tpny...), E xr; < o0
=1

[e.°]
a norma je v ném dana vztahem ||z|| = , /> z?. DokéZeme toto tvrzeni: Funkcio-
\/ i=1

naly na prostoru /o maji tvar
fl@)=>" fix; (19.6)
i=1

a pro jejich normu plati

£l = (19.7)
Kazdému funkcionélu je pfifazena posloupnost (f1, f2,..., fn,...) jeho hodnot
na prvcich eq,es, ..., €e,,... definovanych stejné jako v Priklade 19.4.
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oo
Je-li funkcional ohranic¢en, potom Y. fZ < oc. Abychom to dokazali, predpoklé-

=1
dejme opak, tj. predpokladejme, Ze ke kazdému H existuje takové N, ze

N
» fE=U>H.
=1

Aplikujeme-li funkciondl (19.6) na prvek
'T:(flvf27"'7fN707"')7 ||$||:\/ﬁ7

dostaneme

N
fla)=>Y_f=U>VH]|a|,
7=1

coz je ve sporu s ohranicenosti funkcionalu.

Protoze funkcional f je linearni, snadno nalezneme jeho hodnoty na prvcich tvaru
x = (21,%2,...,%,,0,...); na ostatnich prvcich prostoru Iy hodnoty f nalezneme
ze spojitosti; dohromady dostaneme

fle) =) fiwi,
=1

tj. plati (19.6). Vyraz (19.7) pro normu se stanovi pomoci Schwarzovy nerovnosti.

19.7. Priklad. Prostor /,, kde p > 1, je prostor posloupnosti

1 1
. P - P
o= Gz (Slal) <o ol = (laip)

i=1 i=1
Prostor adjungovany k prostoru /, je prostor /,, kde

1 1

-4+ -=1.

p 4q
Dikaz je analogicky predchéazejicim dikaztim. Uziva se pfi ném Hoélderova nerov-
nost. V pripadé p = 1 je adjungovanym prostorem prostor M °.

20. HAHN — BANACHOVA VETA O PRODLOUZENI LINEARNICH FUNKCIONALU
A VETA O DOSTATECNEM POCTU LINEARNICH FUNKCIONALU

77.1. Véta (Hahn-Banach). Kazdy spojity linearni funkcional f(x) defino-
vany na linedrnim podprostoru G normovaného prostoru E lze prodlouzit na cely
prostor E se zachovanim normy, tj. na E lze sestrojit takovy spojity linearni funk-
cional F(z), ze

F(x)=f(z) Vred, (20.1)

[Ell«.2 = [[fll+.c- (20.2)
Drikaz Hahn-Banachovy véty je dosti komplikovany a lze jej nalézt napt. v [Zel].

Zavaznym dusledkem Hahn-Banachovy véty je nasledujici véta o dostatecném
poctu funkciondli, kterd zarucuje existenci spojitého linedrniho funkcionalu, ktery
je rizny od nuly v pfedem daném prvku.
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20.2. Véta (o dostate¢ném poctu funkcionalu). Necht xy # 0 je libovolny
prvek v normovaném prostoru R a M > 0 libovolné ¢islo. Potom na R existuje
takovy spojity linearni funkcional f(x), ze

1./

pricemz

f(zo) = [ £« llzoll - (20.4)

20.2a. Poznamka. Nékdy se Véta 20.2 formuluje takto: Necht xog # 0 je li-
bovolny prvek v normovaném prostoru R. Potom na R existuje takovy linedarni
funkcional f(x), Ze

£l =15 f(zo) = ||wol|.
t7. na prvku xy se realizuje znak rovnosti v normativni nerovnosti pro funkcional f:
[f @) < 1]
Dikaz Vety 20.2. Polozme

f(tzo) = tM||zol|, t€ R'. (20.5)

Vztah (20.5) definuje linearni funkcionédl na jednorozmérném podprostoru X; =
{tzg: t € R'} C R. Protoze

|f (two)| = [t M ||zol| = M|[tzoll, te€ R,
plati
[ ll,x, =M. (20.6)

Z (20.6) podle Hahn-Banachovy véty plyne (20.3). Polozime-li ¢ = 1 v (20.5), do-
staneme (20.4). O

Geometricky vyznam Véty 20.2 je tento: V Banachové prostoru lze kazdym bo-

dem x( vést nadrovinu, ktera je tecnéd k nadkouli ||z|| = ||zo]|.

21. DRUHY ADJUNGOVANY PROSTOR

Protoze mnozina R* linedrnich funkcionalti na néjakém normovaném prostoru
R tvori opét normovany prostor, mizeme mluvit o prostoru R** linearnich funk-
cionald na R*, tj. o druhém adjungovaném prostoru k prostoru R, atd. Pfedevsim
poznamenejme, ze kazdy prvek z R definuje néjaky linearni funkcional na R*. Sku-
teéné, necht

Yo (f) = f(20),

kde zog € R je néjaky pevny prvek a f probihd cely adjungovany prostor R*.
Takovym zptisobem je je kazdému f € R* pfifazeno né&jaké ¢islo 9, (f). Pfitom

Yao(f1 + Bf2) = (af1 + Bf2)(x0) = afi(xo) + Bf2(w0) = b, (f1) + Bta, (f2),
Vo ()] = [f(wo)| < I f[I4][zoll 5
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tj. s, (f) je ohrani¢eny linedrni funkciondl na R*.
Spolu se zapisem f(z) budeme uzivat symetri¢téjsi znaceni

(f,z), (21.1)

které pripomina zapis skalarniho soucinu. Pfi pevném f € R* mizeme uvazovat
tento vyraz jako funkcional na R a pii pevném x € R jako funkcional na R*.
Odtud plyne, ze pro kazdy prvek x € R je norma definovina dvéma zplisoby:
1. jeho norma se definuje jako norma prvku z R; 2. jeho norma se definuje jako
norma linedrniho funkcionalu na R*, tj. jako norma prvku z R**. Necht ||z|| ozna-
¢uje normu z jako prvku z R a ||z|/«« normu z jako prvku z R**. Ukazeme, Ze
plati
EE . (21.2)

Necht f € R* je libovolny funkcional. Potom

(o) < 1l el %

protoze leva strana posledni nerovnosti nezavisi na f, plyne odtud

gl

|#]] = sup

fER*

Ale podle Véty 20.2 (o dostateéném poctu funkcionalt) lze ke kazdému prvku z € R
najit takovy spojity linearni funkcional fy, € R*, Ze
|(fo. 2) = [ follll]| -

Odtud a z (21.3) plyne

(f.x)]

[ ]l = sup
feR

tj. plati vztah (21.2). Tim jsme dokézali tuto vétu (co se tyce pojmu linedrni varieta,
viz polozku 11.5):

21.1. Véta. Normovany prostor R je izometricky s néjakou linearni varietou
v R**.

Protoze jsme se dohodli nerozliSovat mezi sebou izometrické mnoziny, mizeme
vétu 21.1 také formulovat takto:

R C R**.

V tom ptipadé, kdyz R** = R, budeme normovany prostor R nazyvat reflexivni.
Jestlize R** # R, potom R se nazyva nereflexivni.

Euklidovské prostory R™ s kone¢nou dimenzi n a prostor [l jsou priklady refle-
xivnich prostorti (pro né dokonce plati R* = R).
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Prostor ¢y vSech posloupnosti konvergujicich k nule je prikladem tuplného nere-
flexivniho prostoru. Jak plyne z prikladu 19.4 adjungovanym prostorem k prostoru

oo
co je prostor I vSech takovych posloupnosti {f,}, ze > [fn| < +oc; k nému je
n=1

zase adjungovan prostor M vSech ohranicenych posloupnosti.

Prostor C’O<a, b> vSech spojitych funkci definovanych na intervalu <a, b> je také
nereflexivni. Ditkaz tohoto tvrzeni neuvadime.?

Piikladem reflexivniho prostoru, ktery neni totozny s prostorem k nému adjun-
govanym, je prostor I, pro 1 < p # 2: protoze lj = l;, kde 1/p+1/q =1, je
rr=1=1,.

P a ="'

D4 se dokazat toto tvrzeni: bud je normovany prostor reflexivni, tj.

R =R*™ =...,
nebo jsou vSechny prostory R, R*, R**, ... ruzné. (Ptfipad “bud” nevylucuje, zZe
R =R*=R** = ..., tj, ze vSechny prostory R, R*, R**, ... jsou stejné.)

11.ze dokazat dokonce toto silnéjsi tvrzeni: Neexistuje Zddny normovany prostor, pro néjz by
prostor Co<a, b> byl adjungovanym prostorem.
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