2 1. VYROKOVA LOGIKA

1 Vyrokova logika
Piiklad:

Existuje ostrov poctived (P), lhaft (L) a normélnich lidi (N). Poctivei vzdy mluvi pravdu, lhafi
vzdy 1Zzou a normaélni lidi nékdy mluvi pravdu a nékdy 1zou.

Dva obyvatelé A, B. Kazdy z nich je bud P nebo L.
A prohlési: Alespon jeden z nds je lhér.
Co jsou A a B?

Resent:
A B A je poctivec
P P | x B je lhaf
P L
L P | x
L L | x
Priklad:

svvs

Dva obyvatelé A a B, kazdy z nékteré kasty.
A prohlési: Jsem z nizsi kasty nez B.

B prohlési: To neni pravda.

Co jsou A a B?

Resent:

A B

P P | x
P N | x
P L | x
N P | x
N N

N L | x
L P| x
L N| x
L L | x

A i B jsou normadlni.

Piiklad:

Dva obyvatelé A, B. Je zndmo, 7e jeden z nich je P a jeden N.
Na otazku: Je B normélni? A odpovi: Ano nebo Ne.
Vi se, 7e z odpovédi lze poznat, co jsou A a B.

Resent:

Ano Ne = AjeNaBjeP.

Z | >
aelallee
X




Priklad:

Dva obyvatelé A, B. Kazdy z nich je bud P nebo L.

Na otéazku, jestli jste oba poctivci A odpovi: Ano nebo Ne. Podle této odpovédi v8ak nelze uréit
A a B.

Na dalsi otazku: Jste oba stejného typu? A odpovi Ano nebo Ne. Podle této odpovédi lze v8ak
uréit, co jsou A a B. Co jsou A a B?

Reseni:
A B | Ano Ne = Ano. A B | Ano Ne = Ne.
P P X P P X
P L X L P X
L P X L L X
L L X

A i B, jsou lhafi.
Piiklad:

Na ostrové byl spachan zlo¢in. Obvinény (jeden z pachateli) byl postaven pied soud.
Obvinény je 1ha¥ a je nevinen (to soud nevi). Soud prokazal: Skuteény pachatel je lhaf.
Obvinény smi ucinit jediné prohlageni. Co fekne, aby presvéddil soud o své neviné?

Resent:

Obvinény prohlési: Jsem vinen.

Typ | Vinen
1 P ano X
2 P ne X
3 N ano X
4 N ne
5 L ano X
6 L ne

1,3 - z nalezu soudu odpadaji; 2,5 - z vyroku obvinéného; 4,6 - nevinen
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Priklad:

Néjaky muz obvinény z loupeze byl postaven pfed soud.
Zalobce: Je-li obzalovany vinen, potom mél spole¢nika.
Obhéjce: To neni pravda.

Prospél tim obhajce svému klientovi?

Reseni:
Obh4jce tvrdil, ze prohlaSeni zalobce je nepravdivé, tedy je pravdivé tvrzeni: Obzalovany je vinen,
ale nemél spole¢nika. Tedy obhéjce svému klientovi neprospél.

Priklad:

Ostrov P a L. Jisty obyvatel vyslovil nasledujici 2 tvrzeni:
1. Ptijdu do kina.

2. Jestlize pdjdu do kina, pak pijdu také do kavarny.

Byl tento obyvatel P nebo L?

Reseni:

Kdyby byl L, pak oba jeho vyroky by byly nepravdivé. Vyrok 2 by byl nepravdivy, ¢ili bylo tedy
pravdivé tvrzeni: Pjdu do kina, ale neptjdu do kavarny. Pak by vyrok 1 byl pravdivy, coz neni
mozné. Jde tedy o P.

Priklad:

Dva obyvatelé A, B a jejich tvrzeni:
A: B je Ihaf.

B: A je poctivec.

Co jsou A a B?

Reseni:

Je-li A poctivec, mluvi pravdu, takZe B je 1haf, ¢ili nemluvi pravdu, takze A je 1haf, coz nelze.
Je-li A 1haf, nemluvi pravdu, takZze B je poctivec a tedy mluvi pravdu, takZe A je poctivec, coz
nelze.

Je to paradox? NE. K takové udalosti nemohlo nikdy dojit.

Priklad:

Dikaz existence snézného muze.

1. SnéZny muz existuje.
2. Oba vyroky v tomto ramecku jsou nepravdivé

Reseni:

Kdyby vyrok 2 byl pravdivy, byly by vyroky 1 a 2 nepravdivé, kdy zejména vyrok 2 by byl
nepravdivy, coz neni soucasné mozné.

Tedy vyrok 2 musi byt nepravidivy, takZze alesponi 1 z vyroki 1 a 2 musi byt pravdivy. OvSem
vyrok 2 je nepravidvy. Tedy musi byt pravdivy vyrok 1, takze snézny muZ existuje.

Ovsem je tieba si uvédomit, Ze 2 je nepodloZeny vyrok (neni vyrok) a tudiz, nemé smysl dokazovat
z téchto tvrzeni existenci.



Priklad:

Jiny diikaz existence snézného muze. Dialog:

1. Jestlize se nemylim, tak snézny muz existuje.

2. To je samoziejmé.

1. Tedy maj vyrok je pravdivy.

2. Jisté ze, samoziejmé.

1. Tedy se nemylim a jak bylo fe¢eno, pokud se nemylim, pak snézny muz existuje, ¢ili snézny muz
existuje.

Zde je nutné si opét uvédomit, ze 5. vyrok hovori ohledné pravdivosti vyroku 1.

Priklad:

Zkoumejme lib. zobrazeni ¢ : {0,1}" — {0,1}.

Prvky {0,1}" jsou lib. n-tice (i1, ..., in), kde 41, ... , in € {0,1}.

Vezmeme prvotni formule py, ... ,p,. Pak n-tici (41, ..., in), lze chapat jako pravdivostni ohod-
noceni v: {p1, ..., pn} — {0,1} dané pfedpisem v(p1) =41, ..., V(Pn) = in. MiZeme kratce psit
v = (7:1, ey ln)

Bud A vyrokova formule obsahujici prvotni formule py, ... , pp-

Definujeme zobrazeni ¢4 : {0,1}" — {0,1} pfedpisem: pro kazdé v = (i1, ..., in) polozme
pa(v) = 5(A), kde 5(A) je rozsifeni v na vyrokové formule.

Vzniké otdzka: Existuje pro kazdé zobrazeni ¢ : {0,1}" — {0,1} vyrokova formule B s prvotnimi
formulemi pq, ..., p, takova, ze pp = 97

ANO. Mgjme kupiikladu funkei 1 : {0,1}* — {0, 1} danou tabulkou:

(p, g, r - prvotni formule)

Formule B pak bude tvaru:
(-pA=gAT)V(=pAgA-T)V (PA—gA-T)V
(pA—=gAT)V (PAgAT)

jiné TeSeni:
(PVgVr)A(pV=gV-r)A(=pV-gVr)

—_ OO == O

= - O O O
= O O~ OO
O O O O
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Definice:

Literdl je lib. prvotni formule p nebo jeji negace —p.

Elementarni konjunkce je libovolnd konjunkce konecného poctu literald, tedy formule tvaru
Br A B2 AN ... A By, kde B; jsou literaly.

Elementarni disjunkce je libovolna disjunkce koneéného poctu literdl, tedy formule tvaru
51 Vv ﬂ2 vV ...V ﬂn; kde ,Bz jsou literé,ly.

Formule A je v disjunktivnim normdlnim tvaru (DNT), jestlize A je disjunkci koneéného poctu
elementarnich konjunkci.

Analogicky formule v konjuntivnim normdlnim tvaru (KNT).

Formule A je v diplném disjunktivnim normdinim tvaru (UDNT), jestlize A je disjunkci koneéného
poctu elementarnich konjunkcei, pfi¢emz kazda prvotni formule, kterd se vyskytuje v A, se vyskytuje
v kazdé elementarni konjunkci.

Pt.: A= (piApaAps)V (—p1 Ap2 A—ps)V (p1 A —p2 A —ps3)
Analogicky formule v 4iplném konjuntivnim normdinim tvaru (UKNT).

Kazda vyrokova formule A vyjma kontradikce je logicky ekvivalentni néjaké formuli v Gplném
diskjunktivnim normalnim tvaru.

Kazd4 vyrokova formule A vyjma tautologie je logicky ekvivalentni néjaké formuli v Gplném kon-
junktivnim normalnim tvaru.

Priiklad:

K formuli (-p = ¢) = r najdéte logicky ekvivalentni formuli v Gplném disjunktivnim a plném
konjunktivnim normdalnim tvaru.

p g r|p=4q|=>rT uplny disjunktivni normaélni tvar:

1 1 1 1 1

1 1 0 1 0 (PAGAT)V(PA=gAT)V (=pAgAT)

1 0 1 1 1 V(=pA=gAr)V(=pA-gA-r)

1 0 0 1 0

0 1 1 1 1

0 10 1 0 uplny konjunktivni normalni tvar:

0 0 1 0 1

0 0 0 0 1 (7pV =g Vr)A(=pVgVr)A(pV-qVr)

Definice:

Rekneme, Ze A je formuli s tésngymi negacemi, jestlize A obsahuje pouze logické spojky —, A, V,
pfi¢emz negace — je aplikovdna pouze na prvotni formule. Nebo-li, jestlize tedy je vytvofena z
literald jenom s pouzitim spojek A, V.

Bud A formule s tésnymi negacemi. Definujme A jako formuli, kter4 vznikne z A zdménou kazdého
vyskytu A spojkou V a naopak a kazdého literdlu tvaru p na —p a naopak.



Priklad:

Ukaite, e pro kazdou vyrokovou formuli A plati A ~ —A.

Drikaz:
Indukci vzhledem k poétu logickych spojek (ke slozitosti A).

1.
Je-li A = p, kde p je prvotni formule, pak A~= —p, 7 A = —p, takZe také 4 = -A.
Je-li A = —p, kde p je prvotni formule, pak A = p, A = ——p, takZe také A ~ = A, nebot p ~ ——p.

IL. (indukéni krok)

Jelli A = BAC, pak A = BV C. Podle indukéniho piedpokladu B ~ =B, C ~ =C, takze
BVC ~(=B)V (=C) ~—(BAC), ¢l A~ —A.

Jeli A = BV C, pak A = B A C. Podle indukéniho piedpokladu B ~ =B, C ~ —C, takze
BAC ~ (=B) A (=C) ~~(BVC), ¢li A~ -A.

Definice:

Bud A formule s tésnymi negacemi. Definujeme k ni dudlni formuli A* jako formuli, kter vznikne
z A zadménou kazdého vyskytu spojky A spojkou V a naopak.

Priklad:

Ukazte, ze pro dvé formule A, B s tésnymi negacemi z A ~ B plyne A* ~ B*.
Jde o zdkon duality.

Diikaz:

Necht A ~ B. Tedy pro kazdé pravdivostni ohodnoceni u prvotnich formuli plati w(A) = @(B).
Tzn. také, Zze pro kazdé pravdivostni ohodnoceni u plati u(—-A) = @(—B). To ale fika, ze
_|A ~ _|B.

Vezméme nyni lib. pravdivostni ohodnoceni v a zkoumejme hodnoty v(A4*), 5(B*).

Definujeme k tomu pravdivostni ohodnoceni w tak, Ze pro kazdou prvotni formuli p bude w(p)
opa¢nd hodnota oproti v(p).
Pak je jasné, Ze v(A*) = w(
mame @w(A) = w(-A), w(B) = w(~B
Déle jelikoz = A ~ =B, médme w(—A) = w(—~B). Celkem dostavame 5(A*) = 5(B*).
Tudiz A* ~ B*.

(B*) = w(B). Nebot vime, 7¢ A ~ —A, B ~ =B,

Priklad:

Ukazte, ze vyrokové formule A obsahujici prvotni formule p; ... py je logicky ekvivalentni néjaké
vyrokové formuli B obsahujici pouze logické spojky A, V, =, pravé tehdy, kdyz A je tautologie
nebo v UKNT formule A chybi elementérni disjunkce —p; V =paV ... V-py.

Diikaz:
Necht A ~ B, kde ve formuli B jsou pouze A, V, =.

Je-li A tautologie, jsme hotovi.

Necht tedy A neni tautologie. Pfipustme, ze A ~ C, kde C je v UKNT a obsahuje elementarni
disjunkci =p; V 2 poV ... Vpg.

Uvazme pravdivostni ohodnoceni v: {p1, ... ,pr} — {0,1}, takové, Ze v(p1) = v(p2) = ...
=v(px) = 1. Pak o(—p1 V = paV ... V-pg) =0, tudiz 5(C) = 0.

Na druhé strané indukci vzhledem ke slozitosti B se snadno ukaze, ze 5(B) = 1. To je ale spor s
tim, ze C ~ A ~ B.
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Naopak je-li A tautologie obsahujici prvotni formule py, ... ,px, pak A ~ p1 = p; nebo A ~
(p1 = p1) A (p2 = p2)A ... A(pr = pr)-

Neni-li A tautologie a je-li A ~ C, kde C je formule prvotnich formuli p;, ... ,pr v UKNT
neobsahujici elementarni disjunkci —p; V =paV ... V-pi, pak kazda elementarni disjunkce ve
formuli C je tvaru pi; V pisV ... Vpis V 7pj; V =P,V ... V=pj, pro jisté iy, ... i, j1, ...
,je € {1, ... ,k}, pficemz s > 1, ¢ > 0.

Je-li t = 0, pak tato elementarni disjunkce neobsahuje —.
Je-li t > 1, pak tato elementérni disjunkce je logicky ekvivalentni formuli (p;; Apj,A ... Apj,) =
(Pi1 V DiyV ... Vp;,), kterd neobsahuje spojku —.

Timto zptsobem piejde formule C' v logicky ekvivalentni formuli, kterd neobsahuje spojku —, ale
pouze A, V, =.

Priklad:

Ukazte, ze pro lib. formule A, B, C plati:
a) A A~B&B
b) A& B~B& A
00 A& (B (CO)~(A&B)&sC
d) A~A& (B B)
e) A& (-B) ~ (A & B)

Driikaz:

a) plyne z toho, Ze obé& formule A < A, B < B jsou tautologie
b) zfejmé z definice ekvivalence

¢) ovéiime tabulkou:

A B C|Be(C|AeB|As(Bs(0)|(Ae B &C
0 0 O 1 1 0 0
0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 1
0o 1 1 1 0 0 0
1 0 0 1 0 1 1
1 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1

Mizete se pokusit dokazat toto také pomoci nepiimé metody.

d) plyne z toho, Ze (B < B) je tautologie
e) opét tabulkou

A B|As-B| (A& B)

0 0 0 0

0 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 0
Priklad:

Ukazte, ze vyrokové formule A obsahujici pouze logické spojky < je tautologie, pravé kdyZ pocet
vSech vyskytt kazdé prvotni formule v A je sudy.

Diikaz:

Necht A je formule obsahujici logické spojky <. Pak z (c¢) plyne, Ze ve formuli A lze ménit,
pfipadné vynechat uzévorkovani. (b) umozhuje ménit pofadi prvotnich formuli v A. (d) umoziuje
vynechévat nebo pfidavat dvojice ze stejnych prvotnich formuli.



Predpoklddejme nyni, Ze ne kazd4d prvotni formule mé ve formuli A sudy pocet vyskyti.

Necht pi;, ... ,pi; jsou vSechny rizné prvotni formule, které maji v A lichy podet vyskytd.
Pak odtud dostdvdme A ~ piy & (piy € ... & Piy).

Zvolime pravdivostni ohodnoceni v prvotnich formuli tak, ze v(p;;) =
Pak ’l_)(pz'2 <. @pz’t) =1, takze ’l_}(pz'l < (Pz'z ... @pit)) =0,
tautologie. (spor)

0, v(pig) = ... =v(piy) = 1.
¢ili 9(A) = 0, a tedy A nenf

Toto je v pofddku, je-li t > 2. Je-li t = 1, pak A ~ p;; a tedy v(A4) = 0(p;;) =0, &ili A zase neni
tautologie.

Necht naopak pocet vyskytt kazdé prvotni formule ve formuli A je sudy. Pak pfedchozi Gvahy
umozhuji odvodit nap¥. A ~ p; < p1, takZze A je tautologie.

Priklad:

Ukazte, ze formule A obsahujici pouze logické spojky <, — je tautologie, pfavé kdyz pocet vSech
vyskytl spojky — a také pocet vSech vyskyti kazdé prvotni formule ve formuli A je sudy.

Diikaz:

S pouzitim (b), (e) indukci vzhledem ke slozitosti formule A l1ze dokdzat, Zze v p¥ipadé, kdy pocet
vyskytt spojky — ve formuli je sudy, mame A ~ C, a v ptipadé, Ze pocet vyskytd spojky — ve
formuli je lichy, madme A ~ —=C, kde formule C' obsahuje pouze spojku < a pocet vyskytt kazdé
prvotni formule v C' je stejny jako v A.

Je-li pocet vyskytt spojky — ve formuli A lichy, pak A ~ ~C, kde C obsahuje pouze spojku < a
pro pravdivostni ohodnoceni v takové, Ze v(p) = 1 pro v8echny prvotni formule p, mdme o(C) = 1,
takze 0(—~C) = v(A) = 0, &ili A neni tautologie.

Je-li pocet vyskytt spojky — ve formuli A sudy, avSak je-li pocet vyskytt néjaké prvotni formule
ve formuli A lichy, pak mame A ~ C, kde C obsahuje pouze spojku <, a pocet vyskyti uvedené
prvotni formule ve formuli C' je rovnéz lichy.

Z jednoho z minulych piikladd vime, Ze pak C, a tudiZz ani A nejsou tautologie.

Naopak, je-li pocet vSech vyskytd spojky — a také pocet vSech vyskytd kazdé prvotni formule ve
formuli A sudy, pak mame A ~ C, kde C obsahuje pouze spojku < a pocet viech vyskyta kazdé
prvotni formule ve formuli C' je sudy.

Z minulych piiklada pak C a tutiz také A jsou tautologie.

Piiklad:

Najdéte vyrokovou formuli A obsahujici prvotni formule p, ¢, r takovou, aby platilo:

PANA~pAgq
pVA~pVr
Reseni:
Pro kazdé pravdivostni ohodnoceni v mé platit 5(p A A) =o(pAg) av(pV A) =d(pVr).
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2 Predikatova logika

Priklad:

Jazyk s jednim bindrnim predikdtovym symbolem r.
Vypiste vSechny podformule formule: (Vz)(Vy)(r(z,y) = (32)(r(y, 2) Ar(z,2))) a vyznalte v nich
vSechny volné vyskyty proménnych.

Resent

r(y,2) Y,z
r(z,y) T,y
r(z,x) 2,T
r(y,2) Ar(z,z) Ty, 2
32)(r(y,2) Ar(z,x)) Y, T
(r(z,y) = (32)(r(y, 2) Ar(2,7))) Y, T
(Vy)(r(z,y) = (32)(r(y, 2) Ar(z,2))) z
(Vo) (Vy)(r(z,y) = (32)(r(y, 2) Ar(2,2))) -
Priklad:

Mgjme jazyk s rovnosti a s jednim bindrnim predikitovym symbolem <. Realizace tohoto jazyka
jsou neprazdné mnoziny opatfené jednou bindrni relaci. Piiklady takovych realizaci mohou byt
uspofddané mnoziny M = (M, <). Napiste v tomto jazyce formule ¢(z),%(x) s jednou volnou
proménnou z takové, aby pro kaZdou uspofddanou mnozinu M = (M, <) a pro kazdy prvek
a € M platilo:

M [ ¢la] prévé kdyz a je maximélni prvek v M.
M = ¢[a] pravé kdyz a je minimdlni prvek v M.

Reseni:
Formule ¢(x) bude: (Vy)((z <y) = (z = v))
Formule ¢ (z) bude: (V2)((z < z) = (2 = x))

Priklad:

Méjme jazyk elementdrni aritmetiky a jeho standardni realizaci Ny. Napiste formuli n(z,y, z) s
volnymi proménnymi z, y, z takovou, aby pro kazdd m,n,k € Ny platilo: Ny = n[m,n, k] pravé
kdyz |m —n| > k.

Reseni:
n(@,y,2) = Gw)(w + (y +2) =2) V (3u)(u+ (z + 2) = y)

Priklad:

Napiste v tomto jazyce formuli x(z,y,2) s volnymi proménnymi z,y,z takovou, aby pro kazdé
m,n,k € Ny platilo: Ng = x[m,n, k] pravé kdyz k > 1 a m = n (mod k).

Reseni:
x(@y,2) =(3)(z=S0)+ ) A FQu)((z=2-u+y)V(y=2z-u+u2))

Priklad:

Méjme jazyk s rovnosti a s jednim binarnim predikatovym symbolem C. Bud A neprazdnéd mno-
zina. Znaéme P(A) realizaci tohoto jazyka, jejimz universem je mnozina 24 viech podmnozin A a
symbol C je interpretovdn mnozinovou inkluzi.

Napiste formule a(z), 8(z) takové, aby pro libovolnou podmnozinu B C A platilo:

P(A) E a[B] pravé kdyz B= A

P(A) | B[B] pravé kdyz B =)
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v

=K

esent:
) = (Vs)(s C z)
)= (Vt)(z Ct)

Piiklad:

(z
(z

= Q

Napiste formuli y(z) takovou, aby pro libovolnou podmnozinu B C A platilo: P(A) = v[B] pravé
kdyz |B| = 1.

Resent:

v(x) = -B(z) A (V2)((z C 7) = ((z = 2) V B(2)))

Piiklad:

Ukaite, ze pro lib. dvé formule ¢, ¥ jazyka L je (3z) (¢ = ¥) = ((Vz)p = (3z)¥) logicky platnou
fomuli.

Drikaz:

Maéame ukézat, ze pro kazdou realizaci M jazyka L a pro kazdé ohodnoceni proménnych e plati
M E (@n)(p = ) = (Y0)¢ = Gr)p)el.

Jestlize M £ (3z) (¢ = ¢)[e], pak jsme hotovi.

Predpokladejme tedy dale M E (3z)(p = 9)[e]. To znamend, Ze existuje prvek m € M, takovy,
ze M |= (p = ¥)le(z/mo)).

Jestlize M £ (Vz)ple], pak M = ((Vz)p = (Iz))[e] a jsme znovu hotovi.

Piedpokladejme tedy dile také, ze M | (Vz)ple]. To znamend, Ze pro kazdy prvek m € M
mame M = gle(z/m)]. Tim spife tedy M |= ple(x/mo)] se zavérem piedchozich Gvah dava
M = le(z/mo)]. To znamend, ze M = (3z)ile]. Takze M = ((Vz)p = (3z)9)[e].

Zévérem opét dostavame M = ((3z)(¢ = ¢) = ((Vz)p = (Fz)¢))[e].

Priklad:

Ukazte, Ze jsou-li ¢, 9 libovolné dvé formule jazyka L a je-li z proménnd, kterd nem volny vyskyt
ve formuli ¢, pak plati (Vz)(p = ¢) ~ (3z)p = ¢ (tyto dvé formule jsou logicky ekvivalentni).

Diikaz:

Mame dokézat, ze v lib. realizaci M jazyka L pfi libovolném ohodnoceni proménnych e mame
M E (¥2)(p = )[e] prave kdys M | ((3z)¢ = )]el.

Piedpokladejme nejprve, 7ze M | (Vz)(¢ = 9)[e]. To znamend, Ze pro kazdé m € M (universum
M) mame M = (p = ¥)[e(a/m)].

Jestlize M £ (3z)ple], pak M E ((3z)p = 9)[e] a jsme hotovi.

Piedpokladejme tedy déle, ze M = (3z)ple]. To znamend, 7e existuje prvek mg € M takovy,
7e M E ple(xz/myg)]. Toto spolu s pFedchozim poznatkem ukazuje, 7e pro tento prvek mg méme
M E Yle(xz/my)]. Jelikoz ale nemé volny vyskyt ve v, pravdivost ¢ nezavisi na ohodnoceni z,
takZe posledni poznatek znamend také, ze M |= ¢[e]. Odtud plyne, ze M = ((Fz)p = ¥)[e] a
jsme hotovi.

Piedpokladejme naopak, ze M = ((3z)p = 1)[e]. To znameni, Ze nastava jedna z nésledujicich
moznosti:

e Budto M £ (3z)pe]. To znamend, Ze pro kazdy prvek m € M mame, ze M [ ple(z/m)].
To ale znamen4, Ze pii kazdém m € M mime M E (p = ¥)[e(x/m)], takze plati M
E (Vz)(¢ = v)[e] a jsme hotovi.

e Nebo teda M |= 9[e]. Jelikoz v8ak z neni volna ve v, znamen4 to, Ze také pro kazdy prvek
m € M méme M = ¢le(z/m)].
Odtud plyne, ze M [ (p = v¢)[e(z/m)] pii kazdém m € M, ¢li celkem to dévd, ze
M = (Vz)(¢ = 9)[e] a jsme hotovi.
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Priklad:

vvvvv

Podobné festé tlohu pro (3z)(p = ¢¥) ~ (Vz)p = 1.

Priklad:
Ukazte, Ze pro lib. formule @, ¢ plati: + (3z)(—p) = (Vz)p = ¢).

Drikaz:
Fo—-mp dosazenim do tautologie p — ——p
F (Vz)p — (Vz)(—¢) distribuce kvantifikdtoru V
—(Vz) (=) = (Vo) obraceni implikace
~(Vz)p = ((Vz)p — 1)) dosazeni do tautologie —p — (p — q)
(V) (=) = (V) = ¢ slozeni implikaci
( z)(—p) = (Vo) = ¢) zkratka 3
Priklad:

Ukazte, Ze pro lib. formule @, ¢ plati: + ((Vz)p = (Fz)¢) = (Fz)(¢ = ¥).

Diikaz:

Fo— (¢ =) prvni vyrokovy axiom

F (3z)Y — 3z)(p = ¥) distribuce kvantifikatoru 3
F (—p) = (p = 9) dosazeni do tautologie

F (3z)(—p) = (Fx) (¢ = ¥) distribuce kvantifikatoru 3
F—o—p = dosazeni do tautologie

F (Vo) (=) = (Vx)p distribuce kvantifikatoru V
F=(Vz)p = —(Vz)(——yp) obraceni implikace
F=(Vz)p = (3z)(—p) zkratka 3

F=(Vz)p = (3z)(p = ¢) slozeni implikaci

dosazenim do tautologie (g — r) = (((—=p) = 1) = ((p = ¢) — 7)) odvodime:
H(@z)¢ = 3z)(p = ¥)) = (=(V)p = Fz) (@ = ¥)) = (V2)p = F)¢) = (Fr) (¢ = ¢)))

odtud dvojim uzitim pravidla odlouceni plyne dokazovang formule.

Priklad:
UkaZte, Ze pro lib. formule ¢, ¥ plati: F (3z)(p — ¥) = ((Vz)p — (Fz)9).

Diikaz:

F(Vz)p = axiom substituce

(Vz)p ko pravidlo odlouceni

Fo—= (g —=9) = ¢) dosazeni do tautologie

Vz)p k(o= 9) =9 pravidlo odloudeni

(Vz)o F (Fz) (¢ = ¢) = (Fz)y distribuce kvantifikdtoru 3

(Fz)(p = ¥), (Va)p F )y pravidlo odlougeni

(3z) (o = ¥) F (Vo) — (Fz)¢ véta o dedukci (pozndmka za vétou)

)
F (3z)(p = ¥) = (Vx)p = (Tx)y) véta o dedukci (pozndmka za vétou)
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Priklad:

V jazyce s rovnosti a jednim bindrnim predikdtovym symbolem r plati:
E (Va)(=r(z, 2)) = (Vo) (Vy)(r(z,y) = ~(z = y)).

Drikaz:

Fy=z— (r(z,y) = r(z,z)) tfeti axiom rovnosti
Fr=y—oy==x symetrie rovnosti
Foz=y— (r(z,y) = r(z,x)) slozeni implikaci

dosazenim do tautologie (p — (¢ = 1)) = (-r = (¢ = —p)) dostanem
Hz=y = (r(z,y) = r(z,2)) = (-r(z,2) = (r(z,y) > ~(z =y)))

F-r(z,z) = (r(z,y) = —(z =y)) pravidlo odloudeni
F—r(z,z) = Vy)(r(z,y) = —(x =1y)) pravidlo zavedeni V

F (Vz)(—r(z,z)) = (V2)Vy)(r(z,y) — distribuce kvantifikatoru V
= =(z =y))

Priklad:

Ukazte, ze v jazyce s rovnosti a s jednim bindrnim predikidtovym symbolem r plati:
E (V2)(Vy) (~(z = y) = r(z,y)) = (V2)(Vy)(r(z,y) = r(y,z))

Diikaz:

F (Va)(Vy)(=(z = y) = r(z,y)) — dvoji pouziti axiomu substituce a slozeni impli-
= (~(z =y) = (r(z,y)) kaci

Vz)Vy)(~(x =y) = r(z,9) F ~(z =y) = pravidlo odloudeni

= r(z,y)

Vz)(Vy)(~(z =y) = r(z,y)) F = (y = z) = instance predchozi formule

=y, z)

Fy=xz— (r(z,y) = r(y,z)) uziti axiomt rovnosti a vyrokové logiky

Dosazenim do tautologie (a = (b = ¢)) = ((ma = ¢) = (b = ¢)); formuli y = z za a, r(z,y) za
b, r(y,x) za ¢, obdrzime dokazatelnou formuli, z niZ potom uZitim pravidla odloudeni s vyuZzitim
pfedchozich formuli dostaneme

Vx)Vy) (—(x = y) = r(z,y)) F r(z,y) = dvoji uziti pravidla zobecneni
— r(y, )

(Vo) (Vy) (~(z = y) = r(z,y)) F (V) (Vy)

(r(z,y) = r(y,z))

F (Vz)(Vy)(~(z = y) = r(z,y)) — véta o dedukci

= (V) (Vy) (r(z,y) = r(y,z))

Priklad:

Mgéjme modifikovany systém predikatové logiky, v némz oproti ptivodnimu systému chybi axiomy
kvantifikdtoru a misto pravidla zobecnéni se pouziva pravidlo zavedeni univerzalniho kvantifika-
toru. Ukazte, Ze tento systém je ekvivalentni piivodnimu systému (tedy, Ze v obou systémech jsou
dokazatelné ty samé formule.)

Dikaz:
V ptvodnim systému jsme pravidlo zobecnéni V ziskali jako odvozené pravidlo. Naopak je tieba v
modifikovaném systému odvodit nejprve axiomy kvantifikdtoru:
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Necht ¢, 9 jsou formule a necht proménnd x nemd volny vyskyt ve formuli ¢. Mame ukazat,
7e pak je v tom modifikovaném systému dokazatelnd formule (Vz)(¢ — ) — (¢ = (Vx)v).
Vezméme axiom substituce (Vz)(¢ — ¥) — (¢ — ). Dosazenim do tautologie (a — (b — ¢)) —
((anb) — ¢) formule (Vz)(¢ — 9) za a, ¢ za b, ¥ za ¢ a uzitim pravidla odlouceni obdrzime formuli
(Vz)(p = ) A @) — 9. Uzitim pravidla zavedeni V odtud ziskdme formuli ((Vz)(¢ — ) A p) =
(Vz)1). Dosazenim do tautologie ((e A f) — g) — (e = (f — g)) formule (Vz)(p — v) za e, ¢ za
f a (Vz)y za g a uzitim pravidla odloudeni obdrzime formuli (Vz)(p — ¢) = (¢ = (Vz)¢).

Daéle musime v modifikovaném systému odvodit pravidlo zobecnéni. Pro libovolnou formuli ¢ a
libovolnou proménnou z méme byt schopni ziskat formuli (Vz)y. Vezmeme jakoukoliv uzavienou
formuli 7. Zobecnénim do tautologie a — (b — a). Pofidime formuli ¢ — ((nV —n) = ), odtud
s pouzitim pravidla odlouceni spolu s formuli ¢ ziskdme (n V —-n) — ¢). Pravidlem zavedeni
univerzdlniho kvantifikdtoru V pak dostaneme (nV —-n) — (Vz)p, a ponévadZ n V -1 je tautologie,
pravidlem odlouéeni dostaneme (V).

Piiklad:

Ukazte, ze pro libovolnou formuli ¢ a libovolné proménné z, y plati:
F (32)(Vy)e = (Vy)(Fz)e

Diikaz:

F(Vy)p =@ axiom substituce

F (3z)(Vy)p — (Fx)e pravidlo distribuce kvantifikdtoru 3
F (3z)(Vy)p — (Vy)(3z)p pravidlo zavedeni V

Jinyg dukaz:

Fo— (3x)e duélni formule v axiomu substituce
F (Yy)p = (Vy)(3z)e distribuce V

F @Qz)(Yy)p — (Vy)(Tz)e pravidlo zavedeni 3

Definice:

Formule ¢ jazyka L se nazjva oteviend, neobsahuje-li zadny kvantifikitor. Rekneme, Ze ¢ jazyka
L je v preneznim tvaru, mé-li tvar (Q121)(Q2x2) ... (Qnzn)Y, kde z1,22,. .., 2, jsou vzijemné
rizné proménné, kazdy z Q1,Q2, ..., @, je néktery z kvantifikdtort V, 3 a ¢ je oteviena formule
jazyka L. Pak 1 se nazyva oteviené jddro formule ¢ a predchazejici posloupnost kvantifikitori je
prefiz. Kazda formule jazyka L je logicky ekvivalentni nékteré formuli v prenexnim tvaru.

1. Je-li £ lib. formule a je-li  lib. proménné, pak

~(V2)§ ~ (3z)(=¢)
—(3z)¢ ~ (Vo) (=¢)

2. Je-li Q kterykoliv z kvantifikdtord V, 3, je-1i O kterakoliv ze spojek A, V a jsou-li &, n jakékoliv
dvé formule a je-li z proménné, kterd se nevyskytuje ve formuli 7, pak
(Qz)€0n ~ (Qz)(¢08n)
nB(Qz)¢ ~ (Qz)(n0¢)

3. Je-li & lib. formule, je-li x lib. proménni a je-li y proménnd, kterd se nevyskytuje v £, pak

(V2)€ ~ (Yy)éa[y]
(F2)€ ~ (Fy)é[y]

4. Je-li ¢ lib. formule, je-li  proménnd, kterd neméa volny vyskyt v £, pak

(Va)E ~ ¢
(Fz)¢ ~ €
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Pievod formule ¢ do prenexniho tvaru:

PrepiSeme formuli ¢ tak, aby obsahovala z logickych spojek pouze A, V, —. Déle postupujeme
indukeci vzhledem ke slozitosti. Je-li ¢ atomicka formule, pak je v prenexnim tvaru. Je-li ¢ formule
tvaru —p, pak pfevedeme p na prenexni tvar a pak pouZijeme opakované (1). Je-li ¢ tvaru o A T
nebo o V7, pfevedeme ¢ a 7 na prenexni tvar. Je-li tfeba pouZzijeme (3) k pfeznadeni proménnych,
které jsou v prefixech a pak opakovang aplikujeme (2). Je-li ¢ tvaru (Vz)x nebo (3z)x, pfevedeme
X na prenexni tvar a podle okolnosti pouzijem (4).

Piiklad:

Mgjme jazyk s jednim undrnim predikdtovym symbolem p a se dvéma bindrnimi pfedikdtovymi
symboly 7, s. K formuli (Vz)(p(x) — (Vy)(r(z,y) = —(Vz)s(y, 2))) najdéte logicky ekvivalentni
formuli v prenexnim tvaru.

Reseni

(Vz)(=p(z) V (Vy)(—r(z,y) V ~(V2)s(y, 2)))
(Vz)(=p(z) V (Vy)(-r(z,y) V (32)-s(y, 2))) (1)
(Vz)(=p(z) V (Vy)(32) (-r(z,y) V —s(y, 2))) (2)
(Vz)(Vy)(32) (—p(z) V —r(z,y) V ~s(y, 2)) 2x(2)

Priklad:

Méjme jazyk s rovnosti a jednim bindrnim predikdtovym symbolem < .
K formuli (Vz)(Jy)(z <y A —(z = y)) A —(3z)(Vy)(z < y) najdéte logicky ekvivalentn{ formuli v
prenexnim tvaru.

Resent:

(Vz)(Jy) (@ <y A=(z=y)) A (Vz)(Ty) (= < y) (1)
(V2)(3Fp) (2 < p A —(2 =p)) A (V2)(Ty) (2 < y) 3)
(V2)(3Fp)(Vz)(Fy) (2 < pA=(2 =p)) A-(z < y) 4x(2)

Priklad:

Mgjme jazyk s rovnosti, konstantou 1 a jednim binirnim funkénim symbolem - .
K formuli (Vz)(Jy)(z -y = 1) = (Vz)(Vy)(V2)(z - 2 = y - z = = = y) najdéte logicky ekvivalentni
formuli v prenexnim tvaru.

Reseni

~(Vz)Fy)(z -y = 1) vV (Vz)(Vy)(V2) (~(z- 2 =y - 2) Vo = y)
Gz)(Vy)~(z -y =1) VvV (Vz)(Vy)(V2)(~(z- 2=y -2) vz =y) (1)
Gu)(Vw)~(u-v =1V (Vz)(Vy)(V2)(~(z- 2=y -2) Ve =y)  (3)
Gu)(Vo)(V2)Vy)(V2)(~(u-v=1)V(z-2=y-2) Ve =1) 5x(2)

Priklad:

Rekneme, ze grupa G je divisibilni, spliwuje-li podminku: pro kazdé a € G a pro kazdé n € N
existuje b € G takové, ze a = b™. M&jme jazyk teorie grup. Specidlnimi axiomy z-(y-2) = (z-y)- 2,
z-l=x,1-z=x, -7 =22 =1 zaddvaji teorii grup.

Modely této teorie jsou pravé vSechny grupy. Pfiddme-li dalsi specidlni axiomy:

(Vz)(Jy)(z =y -y)
(Vo) Fy)(z=y-y-y)

(V2)(3y) (= = y™)
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Jde tedy o nekonec¢nou posloupnost axioml pro vechna n € N, n > 2. Dostaneme teorii T, jejimiz
modely jsou pravé vSechny divisibilni grupy.

Ukézeme, ze tato teorie T neni v jazyce teorie grup ekvivalentni Zaddné koneéné teorii (ekv. teorie:
axiomy z jedné jsou dokazatelné v druhé a naopak). PFipustme, ze by v tomto jazyce existovala
kone¢na teorie S ekvivalentni teorii 7. Pak bychom pro kazdou formuli ¢ € S méli T + o a pro
kazdou formuli 7 € T bychom méli S F 7.

Z toho by plynula existence kone¢né podteorie T’ C T takové, Ze pro kazdou formuli 7 € T bychom
méli T’ + 7. Tedy koneénd podteorie 7' C T by byla ekvivalentni s teorii 7. UkdZeme, Ze toto
neni moZné.

Necht nq,...,ng jsou vSechna pfirozend ¢isla takovd, ze axiomy (Vz)(3y)(z = y™)
(Vz)(Jy)(z = y™) jsou obsazeny v T'. Necht p1,...,p jsou vSechna prvocisla, kterd déli ale-
sponi jedno z prvodisel ny,...,ng. Uvazme mnozinu ¢isel
{ W=-F"-+%# n € 7; 81,...,EZEN0}.
IRy

Pak W C Q a je to grupa vzhledem ke s¢itani ¢isel. Tato grupa W je modelem teorie 7', nebot
pro kazdé a € W plati, ze -, ..., nik € W. Tato grupa W ale neni divisibilni. Vezméme prvocislo
q rizné od p1, . .., p;- Pak neexistuje ¢islo ¢ € W takové, aby 1 = ¢- ¢, nebot % ¢ W. Tedy W neni
model teorie T'. Tedy teorie T a T' nejsou ekvivalentni.

Priklad:

Graf je dvojice G = (V, p), kde V # 0 je mnozina vrcholt a p C VXV je ireflexivni a symetricka
binarni relace na V. Existuje-li n € N, n > 3 a vzdjemné rtizné vrcholy vy, ..., v, € V takové, ze
V1 P U2, V2 PU3, ..., Up_1 P Up, Uy p V1, Fikdme, Ze v grafu G je kruznice délky n.

Mgjme jazyk s rovnosti a s jednim bindrnim predikatovym symbolem r. Pak specidlni axiomy:
-r(z,z) r(z,y) = r(y, )
zadavaji teorii, jejimiz modely jsou pravé viechny grafy. P¥idame-li dalsi specidlni axiomy:

=(3x1) (322)(Fzs) (—(21 = 22) A =(21 = 23) A =(22 = T3) AT(2T1,22) Ar(T1,23) AT(22,23))

—|(E|33'1)(3372)(3.1'3)(3%4)(—!(271 = 3&'2) N —|(a:1 .= .’L’3) A —|(.’L'1 = .’L'4) N —|(33'2 = a:3) N —|(.’172 =
T4) N ~(x3 = 24) A7(T1,22) Ar(22,23) AT(23,24) AT(24,21))

~(321)(E2) - - (Fz) (@1 = 23) A (@1 = T3) A - A (@1 = Tn) A (22 = 23) A - A (25 =
To) Ao o A(Tp—1 = xp) Ar(21,22) AT(T2, 23) A e . AT (1, Zp) AT(Tp, T1))

Jde o nekoneénou posloupnost pro vsechna n € N, n > 3, obdrzime teorii, jejimiz modely jsou
pravé vechny grafy bez kruZnic. Ozna¢me f,, formuli v této posloupnosti odpovidajici ¢islu
n € N. Ukdzeme, Ze tato teorie T neni ekvivalentni zddné konecné teorii v uvedeném jazyce.
Ptipustme, Ze by konéend teorie S ekvivalentni teorii T' existovala. Stejné jako v minulém piikladu
odtud vyplyne, Ze pak tedy existuje kone¢né podteorie T’ C T takovd, ze teorie T' je ekvivalentni
T'. UkéZzeme, ale, Ze to neni mozné.

Necht m je pfirozené &islo takové, Ze pro vSechny axiomy 3, obsazené v T’ plati n < m.

Uvazme graf G, s diagramem

U1

%/\1}2
Um—1 ¢ > U3

Cili G, je kruznici délky m. Tedy G, neni model teorie T'. Ale G, splituje vechny axiomy 3, pro
n < m, nebot neobsahuje Zddnou kruznici délky mensi nez m. Tudiz G,, je model teorie T". Cili
teorie T' a T" nejsou ekvivalentni.





