P. Uvop

P.A. Nékteré poznatky z analyzy a funkcionalni analyzy

P.1. Definice. Rikdme, 7e ohrani¢ens oblast {2 ma po ¢astech hladkou hranici
011, jestlize v témétr vsech bodech 0} existuje vneéjsi norméala k Q a jestlize se 02
skladé z konecného poctu hladkych ¢asti.

Poznamka. V pfipadé hranice 0f2 z definice P.1 jsou vylouceny fezy (viz Obr.
P.1 pro dimQ = 2); nejsou vsak vylouceny body vratu (viz Obr. P.2 opét pro
dim © = 2). Oblast 2 muze také byt vicenasobné souvisla.

OBR.P.1 A OBR.P.2A A P.2B

P.2. Véta (Green). Necht ohranicena dvojrozmérnd oblast €} ma po ¢dstech
hladkou hranici ) bez bodii vratu. Necht P, () jsou funkce spojité v 1, které maji
Spojité a ohranicené prvni derivace v §2. Necht hranice OS2 je orientovana tak, Ze
pii jejim probihani ve sméru orientace mame oblast () po levé ruce. Potom

kde integraly jsou brény v Riemannové smyslu.

P.3. Véta (divergenéni tvar Greenovy véty). Necht jsou splnény predpo-
klady veéty P.2. Polozime-li P = —P5, () = P;, potom

// <8P1 8P2> dedy = /aQ(Plnl + Pans) ds, (P.2)

kde (n1,n2) je jednotkovy vektor vnéjsi normaly k 0S).

Nacrt dikazu. Plati (zhruba feceno v prvni rovnosti)

de+Qdy:/ < ——|—Q )ds:/ (Pcosa+ @Qsina)ds =
a0 ds N

= / (Pysina — Py cos ar) ds, (P.3)
an

kde « je thel, ktery svira teéna k 092 (orientovana shodné s 9Q) s kladnym smérem
osy x. Necht w je tihel, ktery svird vnéjsi norméla k 952 s kladnym smérem osy =x.
Potom v bodé [z, y] plati (viz Obr. P.3)

LT
oa=w+ -
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takze
cosa = —sinw, sina = cosw. (P.4)

Dosazenim (P.4) do (P.3) a kombinaci ziskaného vztahu s (P.1), kde v levé strané
uzijeme znaceni P = — Py, Q = P, dostaneme vztah (P.2). O

OBR.P.3
P.4. Oznaceni. V dalsim budeme téZ znadit
x1:=x, x9:=1y (resp.z3=2).

Misto [[, budeme psat [, a misto dzdy jenom dz (= dzidz,). Vztah (P.2) ma
potom tvar

al’k a0

P.5. Véta (dusledek Greenovy véty). Necht jsou splnény predpoklady véty
P.2. Potom plati

ou
o —@dr = /6Q upn; ds — / a% (P.6)

Dikaz. Polozme v (P.5) P; = up a P; = 0, kde ¢ # j, a uzijme pravidlo pro
derivovani sou¢inu. [

P.6. Poznamka. Vztah (P.6) se da také dokazat v pfipadé trojrozmérné oblasti
Q. V tomto piipadé pak symbol | 50 Wpn; ds znamena plosny integral pres plosnou
hranici 0f2.

P.7. Definice (realného linearniho prostoru). Mnozina S prvki z, v, z,
se nazyva realnym linearnim prostorem — stru¢né RLP, jsou-li splnény nasledujici
podminky:

I. K libovolnym dvéma prvkiim x,y € S je jednoznacné piifazen treti prvek
x4y € S, ktery se nazyva jejich souctem, piicemz

Dzx+y=y+z (komutativni zakon),

2)x+ (y+2)=(x+y)+2z (asociativni zakon),

3) existuje takovy prvek 6 € S, 7e x+6 = z pro vSechny prvky x € S (ezistence
nulového proku);

4) ke kazdému x € S existuje takovy prvek —x € S, ze x + (—xz) = 6 (existence
opacného prvku).



II. Ke kazdému realnému &slu o € R! a kazdému prvku z € S je definovan
prvek ax € S (tzv. ndsobek proku x € S redlngm cislem o € RY), pficemz

1) a(fz) = (aB)z (o, € RY),

2)1-z=u.

III. Obé operace (tj. s¢itani prvkt a nasobeni prvku realnym ¢islem) jsou spojeny
témito dvéma distribu¢nimi zakony:

1) (a4 f)z = az + fz,

2) a(x +y) = ar+ ay.
RLP budeme stru¢né nazyvat linedl.

P.8. Definice (normy). Nechf M je lineal. Je-li kazdému prvku u € M pfira-
zeno Cislo ||ul| s vlastnostmi

[ul| > 0, pricemz ||lul| =0 u=0 v M, (P.7)
lou|| = |a| - [|u|| pro kazdé realné «, (P.8)
lu+olf < flull + [loll - Vu,v € M, (P.9)

potom ||u|| nazyvame normou prvku uw € M. Linedl M, na némz je definovana
norma, nazyvame linedrni normovany prostor — struéné LN P.

P.9. Definice (B—prostoru). Uplny linedrni normovany prostor nazyviame Ba-
nachovym prostorem.

P.10. Definice (skalarniho sou¢inu). Rikédme,ze na linedlu M je definovan
skalarni soucin, je-li ke kazdé dvojici u,v € M piifazeno realné ¢islo (u,v) s témito
vlastnostmi:

(uv ’U) = (’U, U) ’ (
(Clul +CzU2,’U) = Cl(Ul,’U)—f—CQ(Ug,'U), C1,C2 € R17 (
(u,u) >0, (P.12
(u,u) =0 < u=0v M. (
Linedl M, na némz je definovan skalarni soucin, se nazyva unitarni prostor.

P.11. Definice (H—prostoru). Uplny unitarni prostor se nazyva Hilbertovijm
prostorem.

P.12. Poznamka. Piikladem Banachova prostoru je prostor Ls(2); obecnéji
kazdy Hilbertav prostor s normou ||u|| = /(u,u).

P.13. Definice (C*(9), suppu, C§°(2)). Necht  je ohranifena oblast s po
¢astech hladkou hranici. Necht N = dim Q a necht C*°(R") je lineal funkeci u(z),
kde x = [z1,...,zN], které jsou spojité véetné derivaci vSech fadu v celém pro-
storu RY. Symbolem C*° () budeme znadit lineal, ktery dostaneme restrikci funkci
z C*°(RY) na uzavfenou oblast Q. Uzavér mnoZiny téch bodi oblasti €2, v nichz
je u(z) # 0, nazyvame nosicem funkce u(x) a zna¢ime supp u. Ozna¢me dale sym-
bolem C§°(Q2) lineal vSech funkci s kompaktnim nosicem v oblasti €2, tj. mnoZinu
téch funkci z C°°(Q), pro néz plati u(x) = 0 v urcitém okoli hranice 9§ (v obec-
ném piipadé rtizném pro rizné funkce z C§°(€2)). Pro kazdé u € C§°(Q2) je suppu
uzaviend mnozina a suppu C ), takze supp u ma od hranice 92 urcitou kladnou
vzdalenost.



P.14. Priklad (funkce z C§°(Q2)). Je-li N = 2 a je-li Q ¢tverec definovany
nerovnostmi —2 < z; < 2, =2 < xy < 2, je prikladem funkce s kompaktnim
nosicem v €2 funkce

u(z, x2) = {

Piimym vypocétem se snadno dokéze, ze funkce (P.14) mé v Q derivace vSech radu,
takze je predné u € C*°(Q). (Pro nazornost je na Obr. P.4 nakreslen fez plochy
(P.14) rovinou zo = 0.) Déle supp u je uzavieny kruh se stfedem v poc¢atku soutrad-
nic a polomérem rovnym jedné; jeho vzdalenost od hranice 9 étverce €0 je ziejmé

kladné (rovna jedné; viz Obr. P.5).

e~1/(1-wi—a3) pro z? + 13 < 1,

. _ (P.14)
0 jinde v Q.

OBR.P.4 A OBR.P.5
P.15. Véta (Schwarzova nerovnost). Necht M je unitarni prostor. Potom
pro libovolné prvky u,v € M plati
|(u, )| < full - lo]]-
P.16. Definice (husté mnoZiny v LNP). Nechf S je linedrni normovany

prostor. Rikdme, Ze mnozina M C S je husta v S, jestlize pro kazdy prvek u € S
lze najit posloupnost {u,} C M takovou, ze lim |lu, — u| = 0.
n—00

P.17. Véta. Necht ohranicena oblast ) ma po ¢astech hladkou hranici OS2 bez
bodii vratu. Potom linedl C§°(Q2) je husty v Lo(R2), tj., podle definice P.16, pro
kazdy prvek u € Lo(Q) Ize najit posloupnost {u,} C C§°(Q) takovou, Ze

lim |ju, —u|| =0.
n— 00

Misto diikazu je na Obr. P.6 uveden piiklad v jedné dimensi (2 = (a,b), kde plnou &arou je

nakreslena po ¢astech konstantni funkce u a ¢irkované jedna z funkci uy,).
P.18. Véta. Necht u,, — u v La(Q) a v € Ly(2). Potom (up,v) — (u,v).
Dikaz. Z (P.11) a ze Schwarzovy nerovnosti plyne
|(tn, ) = (u 0) = |(un = u, 0)] < flun =l - [Jo]],

Protoze podle predpokladu véty ||u,, —u|| — 0, jde prava strana ziskané nerovnosti
k nule. [0



OBR.P.6
P.19. Véta. Necht mnozina M je hustd v Lo(Q2) a necht (u,v) =0 Vv € M,
kde u € L2(QY) je pevny prvek. Potom u =0 v Ly(92).

Dikaz. Podle definice husté mnoziny (viz definici P.16) lze najit posloupnost
{un,} C M takovou, ze limu, = u v L2(Q2). Podle pfedpokladu vét je (u,,u) = 0.
Odtud a z véty P.18 plyne, zZe lim(u,,u) = (u,u) = 0. Tento vysledek a vztah
(P.13) implikuji, ze u =0 v L2(Q2). O

P.B. Prechod od okrajového problému eliptické PDR
k varia¢ni formulaci

Uvazujme tento okrajovy problém Poissonovy rovnice:

—Au=f vQ, (P.15)
u=1u mnalyq, (P.16)
ou
o, — 4 na Iy, (P.17)
kde 52 52
U U = =
Au:a—x% 8—3737 FlUF2:aQ (Flﬂr2:®)
a f,u,q jsou dané funkce. Ptritom
ou ou ou

ou _ou L 9¥ 1
on oxy 1t 0xo "2 (P-18)

je derivace funkce u podle jednotkové vnéjsi normaly o= (n1,nz).
Néasobme (P.15) libovolnou hladkou funkci v, pro kterou plati

v=0 mnaly, (P.19)

a integrujme pres §2:

—/QvAudx:/Qvfdx. (P.20)

Upravme integrél na levé strané (P.20) pomoci Greenovy véty P.3:

0%y  0%u



9, 0 9/ 0 ou v du O
:_/5){33:1(1)3;1)+(9:E2(U3:Z>}dx+/g(3;13;)1+3;23;)2>d$:

__/ o(2n +6_un)ds+/(a“ o | DuBuy g,
B a0 071 ! 0xa 2 q \0xy 0r1  Oxg Ox9 )

Podle (P.18), (P.19) a (P.17) plati

ou ou ou
- - d = —d == d .
/aﬂfu(axlnl—l—amz?m) S /agvan S /FQ'Uq S

Tedy vztah (P.20) mize byt psan ve tvaru

ou Ov Oou Ov
= . 21
/§2(8$18$1+a$2a$2>d$ /Qvfdx—k/quds (P.21)

Dospivame tak k problému: Najit funkci u, kterd spliiuje (P.16) a vyhovuje
integralnimu vztahu (P.21) pro kazdou ”dostateéné hladkou” funkci v splilujici
(P.19).

Tato formulace problému ma velké slabiny: Nevime, jak ma byt funkce u hladka;
podobné to nevime o funkci v. Jedno je jisté: Vztah (P.21) klade mensi pozadavky
na hladkost funkce u nez okrajovy problém (P.15) — (P.17), protoze v (P.21) vy-
stupuji nejvyse prvni derivace funkce u, a to jesté v integrandu.

Vysvétleme jesté jinak nase nesnédze: Pozdéji dokdzeme, zZe feseni u problému
(P.21) minimalizuje na jisté mnoziné funkci kvadraticky funkcionél

o= [+ (32) - e e

Problém je, jakd to ma byt mnozina. Ziejmé to bude podmnozina néjakého upl-
ného prostoru (jinak totiz nemame zaruceno, ze minimalizujici prvek existuje — je
to analogie minima kvadratické funkce na mnoziné realnych cisel, tj. na tplném
prostoru). Tento Gplny prostor nyni zkonstruujeme.

1. PrRoSTOR Wk (Q)

1.1. Definice (multiindexové znaceni derivaci). Necht N = dim Q. Mul-
tiindexem rozumime N-rozmérny vektor, jehoz slozky jsou nezaporna cela ¢isla,

a=(a,...,ay), a3 >0,...,ay >0. (1.1)

Celé ¢islo
ol =a1+ -+ an

nazyvame délkou multiindexu. Symbol D“u definovany vztahem

alaly
D= — 1.2
" ozt ... 0z} (12)

pak nazyvame derivaci v multiindexovém znaceni.

10



Priklad. Pro N =2, a = (3,0) je

e = 2 (a ne zbytecns komplikovang 3“)
u = —= (a ne zbyteéns komplikované —z——— |;
ox3 Y P 023029/’
pro N =2, a=(2,1) je
ou
D% = ——.
0130

1.2. Definice. Necht k je celé nezdporné ¢islo. Kazdé dvojici u,v € C>(Q)
pfifazujeme €islo (u, v) o dané vztahem

(w o)=Y / D*uD%v dz, (1.3)
jal <k 7 €
kde sumace ptes |a| < k znamend, Ze je tfeba vycerpat vSechny navzdjem rtizné
vektory tvaru (1.1), pro néz plati |a| = a3 +--- + ay < k.
Priklad. V piipadé N = 2, k = 2 je tfeba vycerpat vSechny dvojrozmérné
multiindexy

~~

),
I 07 Y

0,0
), (0, 1)
1,1),(0,2),

(1,
(2,0),
takze z (1.2) a (1.3) dostaneme

ou Ov ou Ov
= d 4 4
(U7 ,U)27Q /qu . +/Q 8301 8.7]1 . +/Q 8172 8172 v

+/ 62—“8—2”(1.7a+/ Ou_ 0% dx+/ Oud™ g
q 072 0x2 q 071012 0110x2 o 03 0r3

1.3. Lemma. Vztah (1.3) definuje na linealu C*°(2) skaldrni soucin.

/\o

Diikaz. Prvni dvé vlastnosti (P.10) a (P.11) skaldrniho sou¢inu plynou z vlast-
nosti integrali a derivaci:

/DauDavdx:/DavDaudx,
Q Q

/ D*(auy + bug)D*vdz = a/ D*u; D% dx + b/ D®us D% dzx .
Q Q Q
Co se tyce tteti vlastnosti (P.12), je podle (1.3)
(U, u)g,q = Z /(Do‘u)2 dz. (1.4)
jof <k 7€

Zaroven je vidét, ze vztah (u,u)r o = 0 plati pravé tehdy, kdyz kazdy ze s¢itanct
v (1.4) je roven nule; odtud zejména plyne

/u2dx:0,
Q

¢ili u(z) = 0 v Q (protoze u € C>®(Q)), takze i &tvrta vlastnost (P.13) je spl-
néna. [J
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1.4. Definice. Zavedeme-li v linedlu C*°(2) skalarni soucin (u, v)j o dany vzta-
hem (1.3), dostaneme unitarni prostor, ktery oznacime S%(2) . Normu v S5(Q2)
zavedeme obvyklym zptisobem

Q= A/ (U, U)k’Q Yu € SS(Q) (15)

a vzdalenost (metriku) vztahem

[l

o(u,v) == |lu—v|pa Yu,v e S5Q). (1.6)

Poznamka. Unitarni prostor S5(Q) je také linedrnim normovanym prostorem
a metrickym prostorem.

Poznamka. Pro & = 0 dostavame skaldrni soucin, normu a metriku prostoru
LQ(Q)a tj~ -
(u,v)0,0 = (4,v) 1, VYu,v € C®(Q) atd. (1.7)

1.5. Véta. a) Posloupnost {u,} konverguje v prostoru S§(Q) k prvku u pravé
tehdy, konverguje-li posloupnost {u,, } a posloupnosti derivaci { D%u,,}, kde |a| < k,
k funkci u a k jejim derivacim D®u v prostoru Lo(€2).

b) Posloupnost {uy, } je v prostoru S§(Q) cauchyovska pravé tehdy, jsou-li viechny
posloupnosti { D%u,, }, |a| < k, cauchyovské v prostoru Lo (2).

Diikaz. a) Z (1.5) a (1.3) plyne, Ze pro u € S5(€) je
[uta= Y [ (Dmw?de= 37 IDul, - (18)
ol <k ™ € ol <k

Konvergence v prostoru S5(Q), tj.

lim u, =u v S§(Q),
n— 00

tedy znamena, ze

. 2 9 a D%, 012 —
dim [lup —ulf o = lim Y [ D%, — D2, q) = 0.
lo| <k
Odtud plyne prvni tvrzeni véty.
b) Je-li posloupnost {u,} cauchyovska v S5(Q), potom podle (1.8) plati

ol = o = lim |z|: 1Dt = D[, ) = 0.
a|<k

Odtud plyne druhé tvrzeni véty. [

D4 se ukazat prikladem, Ze prostor S5()) neni tplny. S pomoci véty 1.5b a
faktu, ze prostor Lo(Q) je tplny (tj. kazda cauchyovskd posloupnost mé v Lo ()

12



limitu), lze vSak prostor S5(Q) ”zuplnit”. Ziskany plny prostor ozna¢ime W& (12)
a ukazeme, ze ma vlastnosti pozadované v sekci P.B.

Uvazujme libovolnou posloupnost {u,} cauchyovskou v S5(Q). Jsou mozné tyto
dva ptipady:
a) Posloupnost {u,,} je v prostoru S%(Q2) konvergentni,
lim u, =u v S¥(Q),
n— oo
tj. existuje u € S¥(Q), ze

lim ||lup —uljgo=0.
n—oo

Podle véty 1.5a konverguje v Lo(2) posloupnost {u,} a posloupnosti {D*u,,} pii-
slusnych derivaci k funkci u a k jejim derivacim D%u.

b) Posloupnost {u,} neni v prostoru S5(Q) konvergentni. Podle véty 1.5b je
v8ak kazd4 z posloupnosti { D%u,,} (|a| < k) cauchyovskd v Lo (), a protoze Lo(2)
je uplny prostor, ma v ném kazda z téchto posloupnosti urcitou limitu, kterou
oznacime u(®)

lim D%, =u'® v Ly(Q), |of <k. (1.9)

n—00

Pro |a| = 0 oznaéime pfislusnou limitu symbolem u:

lim u, =u v Ly(9). (1.10)

n— oo

O funkeich u(®, 1 < |a| < k, nemiizeme tvrdit Ze jsou derivacemi limitni funkce
u, protoze o funkci u zatim vime jen to, Ze patif do Ly(£). O funkcich u(®) viak uka-
zeme, Ze maji véechny vlastnosti derivaci D®u funkce u € S5 (), které se projevi,
kdyz tyto derivace vystupuji v integralnich vztazich.

1.6. Lemma. Necht u € S5(Q). Potom pro 1 < |o| < k plati
/ @Dy dx = (—1)'04/ uD*pdz Yo € C3°(Q). (1.11)
Q Q

Dikaz. Podle véty P.5 (disledek Greenovy véty) pro kazdé j, kde 1 < j < N,
plati (zde N = 2)

ou
o 9z, —pdxr = /6Q upn; ds — / a% Y de = / a%

protoze ¢ = 0 na d2. Tim je vztah (1.11) dokazan v piipadé |a| = 1.
Protoze D%p = 0 na 9f2 pro |a| > 0, dostaneme vztah (1.11) v obecném pfipadé
opakovénim uzitého postupu. Napf., pro a = (1, 1)

du dp du dp
dr = ds — dz dz
81:181:2@ v a0 83:1@”2 5 83:1 8332 83:1 8332
9%
=— —nid d
/39u8$2n1 S 8:1:181:2 8I‘18I‘2 o

coz je vztah (1.11) pro a = (1, 1) Jak se postupuJe v obecném ptipadé, je jiz
ziejmé. [

13



1.7. Véta. Limitnf funkce u € Lo(Q), ul®) € Ly(Q), které vystupuji ve vztazich
(1.9) a (1.10) splnuji vztahy

/wm) do = (_1)|a|/ uD®pdz Yo € C(Q), 1< |a| < k. (1.12)
Q Q

Drikaz. Protoze u, € S5(Q) pro kazdé n = 1,2,..., plati podle lemmatu 1.6 pro
1< |a) <k

/(pDaun dz = (—1)""/ upn D% dz Yo € C5°(Q).
Q Q

Pfejdéme v tomto vztahu k limité

lim [ D%, dz = (-1)1* lim [ w,D%dz. (1.13)
Q

n—00 n— 00 Q

Podle (1.9), (1.10) a véty P.18 implikuje (1.13) vztah (1.12). O

1.8. Véta. Funkce u'® jsou jednoznac¢né urceny funkei u (ve smyslu prostoru
Ly(62)).

Diikaz. Piedpokladejme, ze dvé posloupnosti {uy,}, {u,} cauchyovské v S(9)
maji tutéz limitu v Ly (£2),

lim w, = lim 4, =u v Ly(). (1.14)
n—o0 n— oo
Oznacme
@ = lim DU, v Ly(Q), 1<la|<k (1.15)
n— oo

a zjistéme, jaky je vztah mezi u(®) a u(®) (viz (1.9)).
Stejnym postupem jako jsme ziskali (1.12) dostaneme ze vztahi (1.14) a (1.15)

/ pu' dr = (_1)la|/ uD%pdz Vo € C°(Q), 1< |af < k. (1.16)
Q Q

Odec¢téme (1.16) od (1.12) (pro libovolny multiindex «, 1 < |a| < k). Dostaneme
/(u<a> — i ode =0 Ve € C°(9). (1.17)
Q

Protoze linedl C§°(2) je husty v L2(Q) (viz vétu P.17), plyne z (1.17) podle véty
P.19
@ =u v Ly(Q)

pro kazdy multiindex «a (1 < |a| < k), coZ jsme chtéli dokazat. [
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1.9. Definice. Funkce u(® nazveme zobecnéngmi derivacemi funkce u a budeme
je znacit (stejné jako klasické derivace) symbolem D%u (viz (1.2)).

Nahradime-li u(®) v (1.12) symbolem D%u, dostaneme vztah, ktery je formalng
totozny se vztahem (1.11). (Vztah (1.12) ovSem plati pro $irsi mnozinu funkci.) To
je hlavni dfivod zavedeni definice 1.9. Ze tato definice ma dobry smysl, plyne z véty
1.8, kterou nyni mtzeme vyslovit takto: Zobecnéné derivace funkce u jsou touto
funkct jednoznacné urceny.

Piiddme-li k prvkiim prostoru S5(Q) (tj. k prvkém linedlu C*(Q2)) vSechny
limitni prvky, dostaneme mnozinu, kterou oznac¢ime Uy, a o které lze snadno dokazat,
ze je to lineal.

Dale 1ze bez obtizi dokazat, ze vztahem

(u,v)g.0 = Z / DuD%dx  ue U, ve U (1.18)
o <k

je na linedlu Uy definovan skalarni soucin, ktery je rozsifenim skaldrniho soucinu
z definice 1.2 na prvky z linedlu Uy, a ze prislusny unitarni prostor je uplny, tj. ze
je Hilbertovym prostorem.

1.10. Definice. Hilberttv prostor, jehoz prvky jsou prvky linealu Uy a v némz je
skalarni soucin definovan vztahem (1.18), budeme nazyvat Sobolevovym prostorem
W¥(Q). Norma je v tomto prostoru definovéana standardné vztahem

lullk.o =/ (v, W)ka Yue WH(Q). (1.19)

1.11. V&ta. Linedl C*(Q) je v prostoru W¥(§2) husty.
Drikaz. Tvrzeni plyne piimo z konstrukce prostoru W5(Q). O

Lze ukazat, ze prostor W (Q) je separabilni. P¥ikladem spodetné mnoziny husté
v W¥(Q) je mnozina vsech polynom® v N proménnych s racionalnimi koeficienty.

Casto potiebujeme v&dét, zdali dana funkce nalezi do W¥(Q). K odpovézeni
takové otazky dobte poslouzi nasledujici kritérium:

1.12. Véta. Necht ) je ohrani¢end N-rozmérna oblast s po ¢astech hladkou
hranici OS2, kterd nema body vratu. Necht funkce u € Lo(€2) ma zobecnéné derivace
D%, pro vsechna |a| < k, které nalezeji do L2(Q2). Potom u € W¥().

Diikaz spociva v konstrukei posloupnosti funkei {u,, } € C°°(Q), pro kterou plati

lim ||up —uljgo=0.
n—o0

Tato konstrukce je velmi komplikovana a presahuje rdmec tohoto kursu. Proto ji
nebudeme provadét a odkazujeme na [KJF, dikaz véty 5.5.9].

S pomoci véty 1.12 nyni dokazeme nékolik dtlezitych vysledki.
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1.13. Definice. Rikéme, Ze funkce f(z1,...,2N) je po ¢astech spojita v ohrani-

cené oblasti €2, jestlize existuje konec¢ny pocet oblasti €24, ..., €, s vlastnostmi
m
ﬁ:Uﬁw QN0 =0 (r#s rs=1,...,m), (1.20)
j=1

ve kterych je funkce f(z1,...,zN) spojita.

1.14. Lemma. Necht §) je ohrani¢ena N-rozmérna oblast s po ¢astech hladkou
hranici 0Q, kterd nema body vratu. Necht funkce w € C°(Q) ma po &astech spojité
a ohranicené prvni derivace v ). Necht podoblasti Q1, ..., ,,, ve kterych jsou deri-
vace Ow/0x, (r =1,...,N) spojité, maji po ¢astech hladké hranice 01, ..., 00,
které nemaji body vratu. Potom w € W4 (Q), pficemZ zobecnéné prvni derivace
Ow/0x,, které nalezeji do L2(Q), jsou v kazdé podoblasti ; (j = 1,...,m) rovny
klasickym derivacim 0w /0z, (r =1,...,N).

D1iikaz. Necht W(Q]) je jednotkova vnéjsi normala podoblasti ; (7 =1,...,m)
an()i,...,n(;)n jeji slozky. Protoze

W>(Qp) - _W(Qq) (1.21)

na spole¢né ¢asti hranic uzavtenych oblasti Q,,, Q, (viz Obr. 1.1), dostaneme pomoci
véty P.5 (tj. dusledku Greenovy véty) pro funkci

ow
ox,

gr(z) = (), z€Q; (j=1,...,m),

kde dw/0x, je klasickd derivace, postupné tyto vztahy:

" ow “ o5,
grpdx = / pdr = </ wen Q~Td3—/ w dx)z
/Q Jz::l Q; Oz, Z 0Q; (%) Q, Oz,

i=1

0y dy
= wnrds—/w da:z—/w dr Ve e C;°(Q),
/6Q v o Oz, o Oz, 4 o ()

kde n, oznacuje r-tou slozku jednotkové vnéjsi normaly k 0€2. (T¥eti rovnost plyne
z toho, Ze ve vnittku Q se podle (1.21) ki¥ivkové integraly na spolecénych ¢astech

hranic 092, 0, rusi - viz Obr. 1.1.) Tedy g1, . .., g~ jsou prvni zobecnéné derivace
funkce w.
Protoze pocet m podoblasti €2y, ..., Q,, je konecny, plyne z ohranicenosti a spo-

jitosti derivaci Ow/dz, v Q; (j =1,...,m)

m Ow 2
29, _ —
/Qgrda:—;/ﬂj<axT> dr <oo (r=1,...,N).

Tedy g, € L2(Q). O

16



OBR.1.1 A OBR. 1.2

V Ddtsledku 1.16 uvedeme funkce, které vyhovuji podminkam Lemmatu 1.14
a které se uzivaji v metodé konecnych prvkd. Tim se ukaze vyznam véty 1.12
a lemmatu 1.14 pro nas kurs. Nejprve vSak musime zavést v definici 1.15 pojem
triangulace oblasti.

1.15. Definice. Nechf ohrani¢end oblast 2 C R? m4 polygonalni hranici. Mno-
Zina o B
T={T1,Ts,...,T)}
sestavajici z konec¢ného poctu uzavienych trojuhelnikt T]- se nazyva triangulaci
oblasti Q, jestlize spliiuje tyto dvé podminky:

a) plati
p— p p—
0= U Tj :
j=1

b) libovolné dva trojthelniky 7;, T; € T jsou bud disjunktni, nebo maji spole¢ny
vrchol, nebo spole¢nou stranu (viz Obr. 1.2).

1.16. Disledek. Necht T je triangulace ohrani¢ené uzaviené oblasti Q s poly-
gonéalni hranici Q. Necht funkce w € C°() je polynomem na kazdém trojiihelniku
triangulace T. Potom w € W (). Kromé toho, ve vnittku T; kazdého trojihelnika
T; € T je zobecnénd derivace Ow/dx; rovna klasické derivaci dw/dz; (i = 1,2).

1.17. Poznamka. Konstrukce polynomt generujicich funkce z C°(£2) budou
uvedeny v kapitolach 8, 9 a 13.

Zobecnénim Disledku 1.16 je tato véta:

1.18. Véta. Necht T je triangulace ohrani¢ené uzaviené oblasti Q s polygonalni
hranici 0Q. Necht funkce w € C*~1(Q), kde k > 1, je polynomem na kazdém
trojithelniku triangulace T. Potom w € W¥(Q). Kromé toho, ve vnitiku T; kazdého
trojithelnika T; € T jsou zobecnéné derivace D®w, kde |a| = k, rovny klasickym
derivacim D*w (|a| = k). Zobecnéné derivace D*w, kde |a| < k — 1 jsou rovny
klasickym derivacim na celé oblasti .

1.19. Poznamka. Konstrukce polynomii generujicich funkce z C*=1(Q), kde
k > 2, budou uvedeny v kapitole 18.

17



1.20. Poznamka. Lze snadno ukézat (plyne to téméf z definice): Je-li u €
Wk(Q), potom

a) u € W3 () pro kazdé s spliujici podminku 0 < s < k;

b) zobecnéné derivace D%u (|a| < k) patii do prostoru WQk ~lel (), pficemz plati
tataz pravidla pro derivovani jako pro funkce z linedlu C'*°(Q):

D¥(DPu) = D> Py
kde o + 3 je soucet multiindexti v a 3 (které se s¢itaji jako vektory), apod.

1.21. Poznamka. Lemma 1.14 ukazuje na rozdil mezi klasickou derivaci a zo-
becnénou derivaci: zatimco klasicka derivace je definovana bodové, tj. v jednotlivych
bodech, zobecnéna derivace je definovana na celé oblasti, pficemz na mnoziné miry
nula nemusi byt viibec definovana.

2. STOPY FUNKCI z PROSTORU W¥(Q). PrROSTOR W} (Q).
FRIEDRICHSOVA NEROVNOST A POINCAREOVA NEROVNOST

2.1. Definice. Rekneme, Ze  je oblast s lipschitzovskou hranici, je-li ohrani¢end
(v obecném pfipadé muze byt vicendsobné souvisla) a existuji-li kladné konstanty

a, (3, koneény pocet m kartézskych soustav soutradnic x(r) cee :U%) (r=1,...,m)
a m funkci a, (arg ), . 3:5\,) 1) spojitych v (N — 1)-rozmérnych otevienych krychlich

K () (tj. intervalech v p¥ipadé N = 2),
K(T)z{[argr) 335\?;)1 : |3:§-T)|<oz, j=1,...,N -1}, (2.1)

tak, ze
a) kazdy bod x hranice 99 lze vyjadiit alesponn v jednom z uvazovanych m
systémi soutadnic ve tvaru

x = [arg),.. xg\r,) 1,ar(xgr),.. x%) Dl (2.2)
b) body z = [.I'Y), . :U%) 1 :UEV)] pro néz plati

@ <a (j=1,...,N-1)

a
ar(@", 30 <2 <o, 20 )+ 8, (2.3)
resp.
ay (J:Y),.. JZEG) ) —B< JZN) < a,n(xgr),.. :U%) ») (2.4)
lezi v Q, resp. vné €;

c) kazda z funkci a,n(.rg ). x%) ) (r =1,...,m) je na krychli K lipschi-
tzovska, tj. existuje konstanta L takova, ze pro kazde dva body [z] (r ) x%) 1)
[y Y), ce yl(\,) 1] z této krychle plati

ar(uy” -l el <
(2.5)
<L) =27+ + (7 — a2
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OBR. 2.1

Na Obr. 2.1 je nakreslena dvojrozmérna oblast s lipschitzovskou hranici a jeden
z kartézskych systémi. Je zfejmé, ze nékteré body hranice €2 jsou vyjadieny ve
tvaru (2.2) ve dvou sousednich systémech soutadnic.

2.2. Poznamka. Ve dvojrozmérném pripadé kazda ohrani¢ena (obecné vicena-
sobné souvisla) oblast €2, kterd ma po ¢astech hladkou hranici a nema body vratu, je
oblasti s lipschitzovskou hranici. Samotny pojem zavedeny v definici 2.1 vSak zahr-
nuje pro N = 2 oblasti s hranicemi obecnéjsich vlastnosti (které se vSak v aplikacich
vétsinou nevyskytuji).

Vzhledem k dostatecné obecnosti se v pripadé N = 2 omezime na ohranicené
oblasti, které maji po castech hladké hranice bez bodi vratu, a takové oblasti
budeme pro strucnost nazyvat oblastmi s lipschitzovskou hranici.

2.3. Definice. a) Necht N = 2 a necht (2 je oblast s lipschitzovskou hranici 0€2.
Necht Sq, ..., S, jsou hladké ¢asti 02 a

T1 = (,Oj(t), To = wj(t), t €<aj,, bj>

je parametrické vyjadieni S;. Je-li na S; dana funkce v(p;(t),4;(t)) méFitelna na
<aj,,b;>, definujeme

J,

J

b;

o) dsi= [ olps0. 6500102 + iR (20)

a;

kde integrél na pravé strané (2.6) bereme v Lebesgueové smyslu. (Pro spojité a
ohranic¢ené funkce v(z1,x2) je tato definice shodna s béznou definici kfivkového
integralu prvniho druhu v Riemannové smyslu.)

b) Je-li mimoto integral

J

b

[v(z1, %2)]* ds E/ [v(w(t%@bj(t))]2\/[¢j(t)]2 + [ (1)) dt

J a;
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konec¢ny, fekneme, ze funkce v(x1, z2) je na S; integrovatelna s kvadratem (v Lebes-
gueové smyslu). Je-li funkce v(z1, z2) integrovatelna s kvadratem na S; pro vSechna
j=1,...,m, fekneme, Ze je integrovatelna s kvadratem na hranici 92 a klademe

2 2
veds = E / veds. 2.7
/69 =178 2.7)

c) Definujeme-li pro vSechny funkce u, v integrovatelné s kvadratem na hranici
01} skalarni soucin

(u,v)aq := /aQ uvds, (2.8)

dostaneme (jak lze bez obtizi dokazat) Hilbertiv prostor, ktery oznacime Lo (0S2).
Norma je v tomto prostoru definovana standardné vztahem

||U||L2(aQ) =/ (u, u)ag Yu € L2(6Q) . (2.9)

2.4. Véta (o stopach). Necht Q) je oblast s lipschitzovskou hranici. Potom
existuje prave jeden linearni ohraniceny operator

v Wy () — La(09), (2.10)
ktery zobrazuje prostor W3 (Q) do prostoru L2(09)) tak, Ze plati

(yv)(z) =v(z) Yo e C®(Q), Vred. (2.11)

Dukaz véty 2.4 je uveden v [Ne, str. 15-16].

2.5. Poznamka. a) Linearita operatoru (2.10) znamena
y(e1u 4 cav) = c1yu + coyv,  c1,c0 € RY, u,v € WH(Q). (2.12)
Ohranicenost operatoru (2.10) znamena
70l Lo00) < Cllvlla Yo € Wy (Q), (2.13)

kde konstanta C' je zavisla pouze na oblasti €.

b) Funkce yu € Lo(09) se obvykle nazyva stopa funkce v € Wy (Q) na hranici
01). Pokud nemuze dojit k nedorozuméni, misto yu piseme strucné u.

c) Z vlastnosti (2.11) plyne, Ze stopa funkce u € W4(Q) je rozsifenim pojmu
"hodnota funkce u na hranici 09”, ktery méa smysl v piipadé funkce spojité na Q

(a tim spis v ptipadé u € C*°(Q)).
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2.6. V&ta (o hustoté stop). Mnozina y(W3(Q)) := {yu : u € W5 ()} nenf
identickéa s celym prostorem Lo (0S), je vSak v Lo(0S2) husta.

Co se tyce dikazu véty 2.6, viz napt. [KJF, dikaz véty 6.6.3].

Z linearity a ohranic¢enosti operatoru (2.10) plyne, ze stopy dvou funkei blizkych
ve W3 (Q) jsou blizké v Ly(9€). Podle (2.12) a (2.13) totiz plati

[yu = yvllLy00) = [7(u = 0)[|Ly00) < Cllu —vl10, (2.14)

kde (podle poznamky 2.5) konstanta C' je zavisla pouze na €, takze kdyz je hodnota
|u — v[|1,0 mald, je také hodnota ||yu — yv| 1,y mala. Z (2.14) navic plyne

Uy, — u ve Wa (Q) = yu, — yu v La(9). (2.15)

K dtikazu (2.15) staci v (2.14) polozit v = uy,.

V prostoru Lo (2) nelze pojem stopy dobie zavést. Mimo jiné totiz neplati analo-
gie implikace (2.15), jak ukdZeme v nésledujicim jednoduchém piikladé: Uvazujme
na intervalu <O; 3> posloupnost funkei u,, (z) definovanych vztahy

(1 —nz)- (1)t pro z € (0; %),
() = ¢ 0 pro T € <%53—%>, (2.16)
[1+n(z—3)] - (-=1)"*! proxe <3 — %;3>.

Prvni dva ¢leny této posloupnosti jsou graficky znazornény na Obr. 2.2.

OBR. 2.2

Snadno se presvédcime, ze posloupnost {u,(z)} konverguje v prostoru Ls(0;3)
k funkci u(z) = 0:

3 1/n
A A AR
0 0
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1/n 2
:—%[(1—n$)3]0/ :%—>0 pron — oo.

Avsak posloupnost stop funkei ., (x) spojitych v intervalu <0; 3>, tj. posloupnost
1,-1,1,—-1,... (2.17)

jejich hodnot v krajnich bodech tohoto intervalu, neni konvergentni.
V piipadé, Ze bychom misto posloupnosti (2.16) uvazovali nap¥. posloupnost

11— nz)- (1)t pro z € (0; 1),
vn(z) =< 0 pro & € <%;3—%>, (2.18)
M +n(x-3)] - (-1)" proze <3— L 3>.

no
(grafy prvnich dvou ¢lent této posloupnosti jsou znazornény na Obr. 2.3), snadno
bychom zjistili, Ze tato posloupnost jiz konverguje k funkci u(z) = 0 v prostoru
W34 (0; 3). Misto posloupnosti (2.17) bychom dostali pro stopy funkci vy, (z) v kraj-
nich bodech intervalu <0; 3> posloupnost

11 1
I 2737 47"'7

kterd konverguje k nulovym stopam limitni funkce u(x) = 0.

OBR. 2.3

Je-li u € W2(Q), potom podle poznamky 1.21 patii funkce u i jeji zobecnéné
derivace Ou/dz; (j = 1,...,N) do W3 (). Z véty 2.4 pak plyne, Ze nejen funkce
u, ale i funkce du/0x; (j = 1,..., N) maji stopu na hranici 0f2. Protoze hranice
1) je podle predpokladu lipschitzovska, takze normala o existuje skoro vsude
na 90, umoziiuje pojem stopy zavést derivaci funkce u € W2(Q) podle normaly
(¢i v daném sméru) na hranici 0€2. Jsou-li n; smérové kosiny vnéjsi normaly o,
miizeme definovat

ou N ou
Vo= (7%) (@)nj(z), uweWi(Q), zeon (2.19)
j=1 !
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¢i strucnéji (viz Poznamku 2.5.b)

N
ou ou
= ; 87j(g;)nj(a:), u€ Wi(Q), z¢cdQ. (2.19%)
Obdobné miizeme postupovat v piipadé prostortt W¥(Q) (k > 3), kde miizeme
navic definovat 9%u/dn?, atd.

2.7. Definice. Symbolem S¢'(€2) budeme znagit lineal C5° () opatieny skalar-
nim soucinem (u, v)x.q — viz (1.3). Symbol W2?(Q) bude znadit ” ziplnéni” prostoru

Si2(Q) v metrice indukované skalarnim soucinem (u,v)x.q (viz (1.5), (1.6), (1.9),
(1.10)).

2.8. V&ta. Necht oblast Q m4 lipschitzovskou hranici. Prostor W2(Q) je pod-
prostorem prostoru Wk (Q) a patii do néj funkce, pro které plati

yD%u(z) =0 v Ly(0R) pro o] <k —1, ue WEQ). (2.20)

Dikaz. a) Nejprve probereme piipad £ = 1. Necht u € WO1 2(Q) To znamena
(podle konstrukce prostoru WO1 ’Q(Q)), ze existuje posloupnost {u,} C Sé’Q(Q) ta-
kova, ze

lim ||lup, —ull1,0=0. (2.21)

n—o0

Podle (2.14) plati
e = yunllL,00) < Cllu = unll1a-
Protoze podle (2.11) a toho, Ze u, € Sy*(Q) (tj. u, € C§(Q)), plati yuy,(z) = 0

pro x € 01, lze posledni nerovnost psat ve tvaru

lvull L, 00) < Cllu — unll1,0.

Odtud a z (2.21) plyne yu = 0 v L2 (09), tj. vztah (2.20) pro k = 1.
b) V obecném ptipadé necht u € Wéc (). Potom existuje posloupnost {u,} C
k2 .
S77(92) takova, ze
lim ||lup —uljgo=0.

n—0o0
Podobné jako (2.14) dokdzeme, Ze pro |a| < k — 1 plati
YD —yD%unl|Ly00) < C||[D% — D¥un[l1,0 < Cllu — unllr.0-
Protoze u, € C§°(2), potom vime, ze funkce u,(z) je identicky rovna nule v ur-
¢itém okoli hranice 09, takze D“u,(z) = 0 na 99 pro jakkoliv velké |a|. Tedy
z predchozich nerovnosti plyne pro || < k —1

lvD%ul| 1, 00) < Cllu — tnl[r,o — 0 pron — oo,

takze plati vztah (2.20). O
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2.9. Véta (Friedrichsova nerovnost). Necht Q) je oblast s lipschitzovskou
hranici. Potom

||u||IQ<C{Z/ (8$J>2dx+/mu2ds} Vu € WAQ), (2.22)

kde konstanta C' zavisi pouze na oblasti €.

2.10. Definice. a) Vyjraz

Z/ <3$J>2dl‘ Vu € W (Q) (2.23)

nazyvdme seminormou v prostoru Wi ().
b) Obecné, vyraz

ulp.q = Z/Da 2dr Vu e WE(Q) (2.24)
|a|=k

nazyvame seminormou v prostoru Wx(Q).

D4 se dokazat, ze seminorma | - |r.o méa vlastnosti (P.8) a (P.9). S pomoci
seminormy lze Friedrichsovu nerovnost psat ve tvaru

< (ufa+ [ was) wuewi@). (2.22%)

V piipadé prostoru W,*(Q) se redukuje nerovnost (2.22) na tvar
JullLe < Clulie  Yu e Wy2(Q). (2.25)

Ponékud obecné€jsi tvar Friedrichsovy nerovnosti udava nasledujici véta:

2.11. Véta (Friedrichsova nerovnost). Necht Q je oblast s lipschitzovskou
hranici a S C 0f2 jeji cast, ktera ma kladnou Lebesgueovu miru, mes;.S > 0. Potom

Jull? g < K(.5) (juf} o +/ w2 ds) Vue W), (2.26)

s
kde konstanta K (£, S) zavisi pouze na oblasti §) a oblouku S.
Uzitecnda byva i tato véta:

2.12. Véta. Necht Q) je oblast s lipschitzovskou hranici a I' C Q ¢dst hranice,
ktera neni casti piimky a ktera ma kladnou Lebesgueovu miru, mes,I" > 0. Potom

lul3e < C@.1) (jufa + / w2 ds) Vue WE(Q). (2.27)

r

kde konstanta C(2,T") zavisi pouze na oblasti § a ¢dsti I.
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2.13. Poznamka. V piipadé u € W?(Q) se nerovnost (2.27) redukuje na tvar

|ulla.o < C()|ulg Yu e WF(Q). (2.28)

2.14. Véta (Poincaréova nerovnost). Necht Q) je oblast s lipschitzovskou
hranici. Potom

2
2 2 a k
||u||k,gsc{|u|k,g+|§j ( /Q Douds) |, weWh(©Q),  (229)

al<k

kde konstanta C zavisi pouze na k a na oblasti ). Specialné pro k = 1 odtud plyne

Julff o < C{luba+ ([ ude) ), wewi@) (230

Duikazy Friedrichsovych nerovnosti 1ze nalézt v [Ne| a Poincaréovych nerovnosti
v [KFJ].

3. PRIKLADY FUNKCI z PROSTORU W3 (Q2)
3.1. Definice. Necht Q je oblast v RN, A, B € RN dva body a p pfimka jimi prochazejici, tj.
p={tA+(1—-t)Be RN :tc R'}.
Piedpokladejme, ze p N Q # @. Potom existuje (kone¢nd nebo nekone¢nd) posloupnost otevienych
intervalti {Jy }, J; N J; = 0 pro i # j, tak, ze
pnQ=|J{tA+(1-t)Be R :t€ J;}.
J
Necht u je funkce definovana v §2; polozme
o(t) =u(tA+(1—t)B) prote | JJ;.
J

O funkci u fikdme, Ze je absolutné spojitd na pfimce p, jestlize funkce ¢ je spojitd na kazdém
kompaktnim podintervalu intervalu J; pro kazdé j.

3.2. Definice. Symbol AC;(2) znadi mnozinu vSech funkci definovanych na €, které jsou
absolutné spojité na témér vsech pifimkach, které jsou rovnobézné s osou z; a maji neprazdny
prunik s oblasti .

N
3.3. Véta. Abyu € W (Q), je nutné a staci, aby u € L2(Q)N (| AC;(Q) a aby pro ”klasické”
=1
derivace platilo Ou/0z; € L2(Q2) (i =1,...,N).
Drikaz. Viz napi. [KJF, str.274-276]. [J

3.4. Priklad. Necht

Kr={[z1,...,on]: 2]+ - +2% <R? 0<R<1}. (3.1)
Polozme pro strucnost
r = 113%-1-"'-1-33?\7-

Potom 1
In- € W} (Kgr) proN =3, (3.2)

T

1
In- € Ly(Kg) proN =2. (3.3)

r
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