Ovérme (3.2). Transformaci do sférickych soufadnic
r1 = pcospsintd, x2 = gsinpsiny, x3 = pcosd,

kde o € <O;R>, (NS <0; 27r>, Y € <0;7r>, snadno zjistime, Ze

12 R 27 ™ 1\2
” ln—H = lim {/ {/ (ln —) 92 sinﬁd’ﬂ}d(p}dg.
rll0,Kp =0+ J, 0 0 0

Pro ¢ € (0, R) je % > 1, takze (ln%)2 < g%. Odtud

112 R 27 T
Hln—H </ {/ {/ sinﬂdﬁ}d@}dg:éer.
rll0,Kg 0 0 0

Dale,
0 (1 1):_ 0 lnr:—l or __mz7
Oz; r z; r Ox; r2
takze
d 17?2 1

=1

Pro N = 3 odtud plyne transformaci do sférickych souradnic

2 R 27 T
9 (1n 1) :/ {/ {/ sinﬁdﬁ}dg@}dg:éhrR.
Oz N /o kp  Jo 0 0

3
Tedy plati (3.2).
Ovérime (3.3). Transformaci do polarnich soufadnic
r1 = pcosy, x2=gsing (o€ <O;R>, @€ <0; 27r>)

dostaneme

112 I R 27r112dd21' R12d
HH;HO,KR_5—1>%1+ . /0 (HE>Q<P o= T‘-E—l)%l-i-/s o(ln 0)*dp -

Dvoji integraci per partes snadno zjistime, Ze

1 1 1 2 1 1
/Q(IHQ)QdQ == [(91n9)2 —o°lng+ —92] == [(an —) +o°ln= + —92] :
2 2 2 0 2
Protoze
1 In = —07s
lim goln— = lim Tg = lim &~ —o,
0—0+ o 0—0+ = =0+ — =
e
dostavame z pfedchoziho (3.3).
Pro N =2 z (3.4) plyne, Ze
2 2 R
5] 1 1
Z (ln —) =27 lim —do — oo,
= ox; /o, kg e=0+ /., o

takze ln% ¢ W} (KR) a plati pouze (3.3). [
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3.5. Piiklad. Dokazeme, ze
(3.5)

af, 1 7 _ 1
ln;EWQ(KR) pro N =2 (R>1>,
(3.6)

1 1
Inln - € W3 (Kg) pro N =2 <ln—>1).
r R
%, ktera plati pro

1
2 <

Ovéfme (3.5). Po transformaci do polarnich soufadnic z nerovnosti In

0 € (0, R>, dostaneme
1 2 R 27 1
N = lim {/ o4 /1n —dgp}dg =
0 o

In —
e—=0+ J,

r OaKR
é’/’r\/ R3.

R 1 R
In-do < 2 Ui / do =
i 0 HQQ 7r€_1>151+8 Vedo 3

=27 lim
e—0+
Dale
0 < 4 1> 1 < 1) T 1,
In-)=—-(In- —,
ox; T 4 r r2
takze
2 2 R 3
1 2 1\—-351
Z i(41n—> i lim <ln—) 2—dg.
i=1 O T/ llo,Kg 16 e=0+ /. Q 0
Substituci £ = — In p dostaneme
R _3 In1/R
1 1 1 1 2
/ (m-) 2—dg:—/ t_3/2dt:2< - >—> pro & — 0+,
€ e 4 Inl/e /ln% /ln% /ln%
takze plati (3.5).
Ovéime (3.6). Plati
12 R 1\ 2 R 2
Inln — =27 lim <1nln —) odo < 27 lim / <1n —> odo.
e—=0+ /. e—=0+ /. o

Tllo,Kg

, . . . ” . 1 2 . 2 fps s . “v s

Déle pokracujeme stejné jako v pripadé ” In - HO K kdyz Kr C R* (tj. jako pfi ovéfovéni (3.3)).
KR

Tedy
112
H lnln—H < 0.
rll0,KR
Plati
5] 1 1
(lnln—) =——7
ox; T In L r2
T
takze )
0 1y(2 B o1 01
ZH <1nln—>H =27 lim ——=—de.
i 10y r/110,Kp e=0+ J, <ln%> 0
Substituci t = — In g dostaneme
R 1 d Inl/R 1 1
[ e [y L1
€ (ln%) 0 Inl/e Ing In:z

Tedy plati (3.6). [
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3.6. Priklad. Uvazujme oblast G C R? ohrani¢enou kiivkami
532:0, a’,‘lza(a>0), 502:33%,

kde
a>2+e (0<e<l).

Potom
u(zy,z2) = ml_(1+6)/2 € W3 (G).

Skutec¢né, snadno se presvédcime, ze plati

a zf ou \ 2 1 1/1 2
[ull} g = lim / Clu? g (22 | deg pday = a®th + —( +E) a”
g §—0+ /5 0 ox1 2+ B 2

kde
B=a—2—e>0.

Nahradime-li oblast G oblasti CNJ, ktera je ohranicena tiseCkami lezicimi na pfimkach
22=0, z=a (a>0), z2=kz (k>0),
potom pii libovolné malém k zjistime, ze

w(wr, we) = 27 T2 ¢ WHE).

3.7. Priklad. Necht Q C R? je oblast ohrani¢ena kiivkami
o =2z% 122=-2% =x1=a (a>0),
kde « spliiuje (3.8). Stejné snadno jako v piikladé 3.6 zjistime, ze
u(z1,z2) = wl_(1+6)/2 e WHQ).
Je-li @ oblast ohranicend tseCkami lezicimi na pfimkach
z2 = kz1, wx2=—kz1, zi1=a (k>0, a>0),
a @ oblast ohrani¢ena kiivkami
2 =2zf, z2=—-kzri, z1=a (>0, a>0),

kde k je v (3.14) a (3.15) libovolné malé, potom opét snadno zjistime, ze

2712 e wl(@), 27092 ¢ wi@Q).

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

3.8. Komentar. V priikladech 3.4 a 3.5 plati jak pro N = 2, tak pro N = 3, ze Kr mé
lipschtzovskou hranici. VSechny funkce v téchto pfikladech lezi v prunicich prostort AC;(KR).
Vysledek (3.3) ukazuje, ze tato vlastnost je nutnou, nikoliv vSak postacujici podminkou pro to,

aby dana funkce nalezela do prostoru W21 Musi platit véta 3.3.

Je tfeba poznamenat, ze vzhledem k vété o stopach (viz vétu 2.4) se jiny vysledek nez ten,

ktery je uveden v (3.2) a (3.3), ned& obecné ocekavat.

V prikladech 3.6 a 3.7 funkce lezi v prostoru Wzl, kdyz hranice v okoli singularity se dostatecné

primyka k ose 1.

3.9. Poznamka. S pomoci véty 3.3 lze dokazat lemma 1.14, dusledek 1.16 a vétu 1.18 bez

pomoci véty 1.12, a to velmi snadno.
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4. BRAMBLE-HILBERTOVO LEMMA

Toto lemma, které uvadime ve vété 4.3, je jednoduchou aplikaci Poincaréovy
nerovnosti; ma vsak vyznamné postaveni v analyze metody kone¢nych prvki.

4.1. Oznaceni. a) Symbol xy (k) bude znacit pocet vsech riznych multiindext
a takovych, ze |a| < k, a symbol Ky (k) bude znacit pocet vSech riznych multiin-
dextt « takovych, zZe |a| = k. Plati

(N +k)! (N +k—1)!

k)= ~——-—, &kn(k)= 4.1
k) = g ) = ST (4.1)
b) Mnozina vSech polynomi N proménnych z1,...,zy, které mohou byt psany
ve tvaru "
q(x) = Z Cax® = Z Z CaZ®™, (4.2)
la|<n J=0 |a|=j
kde z* znaci
=it ry? 2y, (4.3)

bude oznacovana symbolem Py (n). To znamend, ze Py (n) je mnozina vSech poly-
nomt, jejichz stupeil neni vétsi nez n. Je evidentni, ze Py (n) je ky(n)-rozmérny
linearni prostor. Restrikci polynomt z Py (n) na oblast G C RY budeme znacit
Pa(n).

Poznamenejme, Ze pro N = 1,2, 3 vztah (4.1); dava zndmé vyrazy

mi(n) =n+1, Ra(n) = g (n+1)(n+2), Hg(n):%(n—l—l)(n—l—Q)(n—{—EB). (4.4)

4.2. Lemma. Necht G je ohranicens oblast v RY. Potom podminky
/ DY (z)dx =by, |af <k, (4.5)
G

kde b, € R jsou dané ¢isla, uréuji jednoznacéné polynom q € Py (k).

Diikaz. Protoze vztahy (4.5) representuji sy (k) linearnich algebraickych rovnic
pro sy (k) koeficientl ¢, polynomu ¢(z) (viz (4.2) s n = k) staci dokazat, ze ky (k)
homogennich rovnic

/ D% (z)dx =0, |a|<k (4.6)
G

implikuje g(x) = 0. To je vSak snadné: jestlize ¢ € Pn(k), potom D%(x) =
const pro |a| = k. Tedy podle (4.6)

0= / D%q(z)dx = (mesyG)D%q(z), |a|=%k.
G

Odtud plyne D%g(xz) = 0 pro |a| = k, takze ¢ € Pn(k — 1). Proto D%q(z) =
const pro |a| = k — 1, takze podle (4.6)

0= / D%(z)dr = (mesyG)D%q(z), |a|=k—1
G
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a q¢ € Pn(k — 2). Pokrac¢ujeme-li takto dale, dostaneme po celkem k krocich, ze
q(z) = const. Tento vysledek a (4.6), kde polozime || = 0, davaji

0= /C;Daq(a:) dz = (mesyG)q(x).

Tedy g(x) = 0, coz jsme potfebovali dokazat. [
4.3. Véta (Bramble-Hilbertovo lemma). Necht G je oblast s lipschitzovskou
hranici (kde 2 < dim G < 3). Necht F je linedrni ohraniceny funkcional na Wk (G),
[F(v)] < Cillvllke Yo e Wy (G), (4.7)
a necht
F(p)=0 VoePn(k—1) (N=dimG). (4.8)

Potom
|F'(v)] < C1Cslv

k,G Yo € W;(G), (4.9)

kde konstanta C nezavisi na funkci v a konstanta Cy zavisi pouze na k a na oblasti

G.

Diikaz. Polozme ve vztahu (4.5)

by = —/ D%vdx
G

a nahradme v lemmatu 4.2 ¢islo £ ¢islem k& — 1. Potom z lemmatu 4.2 plyne, ze
existuje pravé jeden polynom g € Py (k — 1), ktery splituje vztahy

/Da(v—l—q)dxzo Via| <k —1.
G

Z véty 2.14 (vztah (2.29)) potom plyne,ze

v+ qllk,e < Ca2lv +qlk,g = Calv|kc -

Pomoci vztahu (4.8), linearity funkciondlu F' a vztahu (4.7) dale dostaneme
|F(v)] = [F(v) + F(q)| = |[F(v+q)| < Cillv +qllrc -
Odhadneme-li pravou stranu tohoto vztahu pfedchozim vysledkem, dostaneme (4.9),

coz jsme chtéli dokazat. [

V 16. kapitole budeme potiebovat jesté jinou formu Bramble-Hilbertova lem-
matu, kterou uvadime ve vété 4.4. Nejprve vSsak musime uvést nékteré dalsi prostory
funkci a prislusné normy.

Symbolem C°(Q) zna¢ime Banachfiv prostor funkci spojitych na uzaviené oblasti
Q. Norma v prostoru C°(Q) je definovana vztahem

Jullon = maxu(x)|. ue C°@). (4.10)
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Symbolem C*(f2) zna¢ime Banachifiv prostor funkci spojitych i se véemi svymi
derivacemi az do k-tého fadu véetné na uzaviené oblasti . Norma v prostoru C*(Q)
je definovana vztahem

|ullor@ = max _|D%u(z)], wue€ ck(Q). (4.11)
la|<k,z€Q

Seminorma v prostoru C*(Q), kde k > 1, je definovana vztahem

uleon @ = e §|Dau(a:)|, ueCkQ). (4.12)
a|=K,x€

4.4. Bramble-Hilbertovo lemma pro spojité diferencovatelné funkce.
Necht G je oblast s lipschitzovskou hranici (kde 1 < dimG < 3). Necht F je
linedrni ohraniceny funkcional na C*(G),

[F(v)] < Cilvllorg Vo€ cH @), (4.13)
a necht
F(p)=0 VoePn(k—1) (N=dimG). (4.14)
Potom o
|F(v)] < ClCQ|v|Ck(5) Yv € C’k(G), (4.15)

kde konstanta C nezavisi na funkci v a konstanta Cy zavisi pouze na k a na oblasti

G.

Dtikaz je podobny dikazu véty 4.3. Misto vztahu (2.29) uzivame této modifikace
Poincaréovy nerovnosti
/ D%y dzx
Q

[ullor @)y < C{|U|ck(ﬁ) + )
la|<k

kterd je dokdzana v [Ze2, Theorem P.87]. Konstanta C v (4.16) zavisi opét pouze

na k a na Q.

}, vu € CF(Q), (4.16)

5. SOBOLEVOVA VETA O VNOREN({
Uvadime pouze specialni pripad této dilezité véty; v jeji obecnéjsi versi je ¢islo 2
nahrazeno libovolnym ¢islem p, které spliuje podminku p € <1; oo)

5.1. Véta (Sobolev). Necht () je oblast s lipschitzovskou hranici, dimQ = N >
1 a k je takové pfirozené ¢&islo, ze 2k > N. Potom mnozina vSech funkci z Wk (Q)
je podmnoZinou mnoZiny vsech funkci z C°(Q), tj.

WQ) € ), (1)

a identicky operator I : W¥(Q2) — C%(Q) (tj. z W¥(Q2) do C°(Q2)) je ohraniceny,
t.

ullgom) < Kllullne  Yu € Wy (), (5.2)

kde konstanta K nezavisi na funkci u.
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5.2. Poznamka. a) Inkluse (5.1) m4 tento vyznam: jestlize u € W} (Q), potom
u je tiida ekvivalentnich funkei (tj. téméf vSude sobé rovnych) a inkluse (5.1) fika,
7e tato tfida obsahuje né&jaky prvek prostoru C°(9).

b) V piipadech N =2 a N = 3, které jsou pro praxi nejdulezitéjsi, je nerovnost
2k > N splnéna ¢islem k& = 2. Tedy pro N = 2 a N = 3 je prostor W3(Q)
podmnozinou prostoru C°(Q).

5.3. Poznamka. Dtkaz véty 5.1 je komplikovany (viz [KJF, kapitola 5.7]); dokdZeme proto
pouze tento specialni pripad:

Necht Q je rovinnd a jednoduse souvisld oblast s lipschitzovskou hranici. Potom mnozina vSech
funkci z WO2’2(Q) je podmnozinou mnoziny vsech funkci z C°(Q), tj.

2,2 e}
W,(9) € C°(Q), (5.3)
a identicky operétor I : Wg’Q(Q) - 0%Q) (tj. z W02’2(Q) do C°()) je ohraniceny, tj.
2,2
lullgo < Kllullza Vu € WE(), (5.4)
kde konstanta K nezavisi na funkci u.

Drikaz je snadny: Oblast Q miizeme umistit do dosti velkého étverce A = (a;b) x (a;b), kde
a < b. Kazdou funkci z C§°(€Q?) prodlouzime nulou na cely ¢tverec A. Necht ¢ € C§°(Q2). Plati

1 2 82 82
olz) = / { / - (51,52)d52}d£2 - /Q P (e1,6)de,  (5.5)

o1 (z1,22) 0x10x2

kde jsme polozili
Qz1,2z2) = ((a,z1) X (a,z2)) N Q. (5.6)

Protoze Q(z1,72) C A, z (5.5) plyne pomoci P.15, kde u = 1, v = |0%¢/0x10z2|,

|<p(a:)|§/A‘ 82§$2<51,52> dis@\//A< & (51,£2>)2d£:

ox1 0x1012
0%p 2
= b-ap/ [ ( <sl,sz>) ae < (b— a)llgll2.0n (5.7)
Q 8$18$2
takze
llellco@) = mé%clw(w)l < (b—a)llell2,0 Ve € C5O(Q). (5.8)

Necht u € W§’2(Q) je libovolna funkce a {un} C C§°(£2) posloupnost, pro kterou plati
nll)rréo [|un — ul|2,0 = 0; (5.9)
existence takové posloupnosti {un} plyne z véty 1.11. Potom podle (5.8) a (5.9)
ltm = unllcog) < (0= a)llun — umll2,0 < (0= a)(llun — ull2,0 + llu — umll2.0) = 0,

takze posloupnost {un} je cauchyovska v C?(Q). Protoze C%(Q) je uplny prostor, existuje funkce
v € CV(Q), ze
lim ||lup — v”CO(ﬁ) =0. (5.10)

n—oo
Z (5.10) plyne
[|un — 1)||L2(Q) <||lun — v||co(§)\/meSQQ — 0.

Z (5.9) plyne ||un —ul|L,(q) — 0, takze jednoznacnost limity a v € C°(Q) implikuji u = v € C°(Q).
Limitnim pfechodem pro n — oo v nerovnosti (5.8), kde polozime ¢ = u,, dostaneme (5.4). []
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