6. FORMALNI EKVIVALENCE ELIPTICKEHO OKRAJOVEHO
PROBLEMU A PRISLUSNEHO VARIACNIHO PROBLEMU

Necht oblast  C R? ma4 lipschitzovskou hranici 0. Uvazujme tento okrajovy

problém:
—Z (”ax>:f v Q, (6.1)

,J —1
u=u nal; C0Q, (6.2)

Z k”aa n; =¢q nal'y C 09, (6.3)

1,7=1

kde I'y, I's jsou dvé (relativné oteviené) podmnoziny 0f2 takové, ze
I''NTy =0, mes;I'y + mes;I'y = mes;0, mesI'; > 0. (6.4)

Navic predpokladame, ze I'y sestava z kone¢ného poctu navzajem disjunktnich ob-
loukt. Nejjednodussi mozny ptipad, kdy I'; je jeden oblouk, je naznacen na Obr. 6.1.
Body A, B € 09 nepatii ani do I'1, ani do I'y, takze 02 =T UT2 U {A, B}.

OBR. 6.1

Symboly k;;, f, @ a ¢ znac¢i dané dostatecné hladké funkce bodu z := [z1, z2]
(jejich hladkost bude specifikovana pozdéji) a nq, ne jsou slozky jednotkové vnéjsi
normaly k hranicid$); n; = n;(z).

6.1. Poznamka. a) Ve specidlnim piipadé, kdy k;; = ;;, kde d;; je Kronecke-
rovo delta (tj. 6;; = 1 pro i = j a d;; = 0 pro i # j) rovnice (6.1) se redukuje na
Poissonovu rovnici (P.15), tj. na

Pu  0%u

—Au=——— — Q,
" ox? 8352 =/

a okrajovd podminka (6.3) na okrajovou podminku (P.17), tj.



b) V dalsim textu budeme ¢asto uzivat vétu P.5, kterd plati i pro funkce u, ¢ €

Abychom ziskali varia¢ni formulaci problému (6.1)—(6.3), predpokladejme, ze
jeho klasické feseni existuje, a ndsobme (6.1) libovolnou funkci v € V, kde

V={veWy(Q): yv=0naTl}. (6.5)
Po integraci pfes 2 dostaneme:
— i dr = / vf dz. (6.6)
”231/ 33:] ( 7 0 ) Q
Uzijeme-li vétu P.5 (dusledek Greenovy véty), prejde leva strana (6.6) na tvar

ou 81)
B Z / 8‘7:] ( ”3 ) dr = Z /89 okij axznj ds+ Z / 1 81’1 33:]

2,7=1 2,7=1

Podle (6.3) a (6.5) plati

vk;; n; ds—/ vq ds.
Z /8Q Jaﬁz ! Ty

1,7=1

Tedy vztah (6.6) mize byt psan ve tvaru

Ju 81)
Z / i D 813 /Qvfdac+/r2 vq ds. (6.7)

Kvli struc¢nosti uzivejme znaceni

ow 81)
i x, (6.8)
;1 / J 81‘, 83:]
L(v) ::/vfdx+/ vgds. (6.9)
Q Ty
Potom lze psat (6.7) ve tvaru
a(u,v) = L(v),
kde funkce v € V je libovolna. Protoze tento vztah miize byt splnén funkci wu,
ktera je méné hladka nez klasické feseni problému (6.1)—(6.3), jsme motivovani

formulovat nasledujici varia¢ni problém:
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6.2. Problém. Necht oblast Q C R? méa lipschitzovskou hranici 9f2. Necht
u € Ly(T1) je takova funkce, e existuje funkce z € W4 (Q), pro kterou vz = u na
I';. Necht k;; € C°(Q) (4,5 = 1,2), kde k;j jsou funkce, které vystupuji v (6.8).
Necht f € Ly(Q2) a ¢ € Lo(Ts), kde f, ¢ jsou funkce, které vystupuji v (6.9).
Problém zni takto: Naleznéte funkci u € W () takovou, Ze

u—z€eV, (6.10)
a(u,v) = L(v) Yv eV, (6.11)
kde prostor V je definovan vztahem (6.5) a formy a(u,v) a L(v) jsou definovany
vztahy (6.8) a (6.9).
6.3. Poznamka. a) Predpoklady problému 6.2, které se tykaji funkci k;j, f
a g zarucuji, ze Lebesgueovy integraly definujici a(w,v) a L(v) jsou koneéné pro
viechny funkce v, w € W3 ().
b) Vztah (6.10) implikuje

yu =71 témér vsude na I'y, (6.12)

coZ je okrajova podminka (6.2) psand pro funkci u € W3 ().

6.4. Véta (o formalni ekvivalenci okrajového problému a variaéniho
problému). a) Necht problém (6.1) — (6.3) ma klasické Feseni u. Potom je FeSenim
Problému 6.2.

b) Necht Problém 6.2 mé4 feseni u. Jestlize u € WZ(2) a k;; € C*(Q), potom
feSeni u splituje rovnici (6.1) témér vsude v 2 a okrajovou podminku (6.3) témér
vSude na I'y. Vzhledem k (6.12) je tedy u FeSenim problému (6.1) — (6.3)

Diikaz. a) Vztahy (6.6)—(6.9) implikuji, Ze klasické feseni u spliiuje (6.11). Pod-
minka (6.10) je evidentné splnéna.

b) Protoze u € W3(Q), mtizeme vyraz pro a(u, v) upravit pomoci véty P.5 takto:

Z / 8u a’U N
g 81‘, 8:1:J N

1,7=1

Z /{m ’Uk” oz, n] ds — Z / 33:] ( ij 8x1>vd$' (6.13)

1,j=1
Protoze yv = 0 témét vsude na I'y (viz (6.5)), dostavame z (6.11) pomoci (6.8),
(6.9) a (6.13) vztah

~ 9 du 2 ou
_/gz{ljzz:la—ab(k’t]a—%) +f}’Ud.’E+/F2 {”zzzlk”(?—x,n] —q}'uds =0 YvelV.
(6.14)

Protoze Wy'?(Q) C V, mizeme uvazovat (6.14) pouze pro funkce v € Wy*(Q).
Potom dostaneme

2

i,5=1
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Prostor Wy *(Q) je husty v Ly(2). (Plyne to z véty P.17 a toho, Ze C§°(Q) C
W,7%(Q).) Tedy podle véty P.19 vztah (6.15) implikuje platnost rovnice (6.1) témér
vsude v (.

Protoze rovnice (6.1) plati téméf vsude v €, redukuje se (6.14) na tvar

/ { Z kwa q}v ds=0 YvelV. (6.16)

2,5=1

Vztah (6.16) lze pfepsat takto:

I

Z k” 3 }v ds=0 Voven~y(V), (6.17)

kde (V) C L2(T'2) je mnozina stop vSech funkci z V na I's. Podle véty 2.6 je
mnozina (V) hustda v Lo(I'3), takze z (6.17) podle véty P.19 plyne, ze okrajova
podminka (6.3) je splnéna téméf vsude na I'y. [

Véta 6.4 je diivodem, proc je feSeni variacniho problému 6.2 nazyvano slabym
resenim okrajového problému (6.1)—(6.3).

vvvvvv

ziskani priblizného feseni varlacnlho problému je primocarejsi a snadnéjéi ukol nez
ziskani priblizného feSeni okrajového problému.

6.5. Poznamka. Rovnice (6.1) je specidlnim pfipadem rovnice

_Zax1<”3 >+kou:f Vo € Q (6.18)

2,7=1

a Neumannova okrajovd podminka (6.3) specidlnim ptipadem Newtonovy (nékdy
téz nazyvané Robinovy) okrajové podminky

bu + Z k”@ i =q mnalyC0Q, (6.19)

kde kg = ko(z), b = b(z). Neni-li b(x) identicky rovno nule, potom piedpokladame,
ze b(x) # 0 pro x € T's C T'y, kde T'3 sestava z konecného poctu navzajem disjunkt-
nich oblouki. V ptipadé (6.18) a (6.19) je forma a(w,v) nahrazena formou

ow 0v
Z / ij oz, 8J:J dz + /Q kowv dx + /F3 bwv ds (6.20)

1,5=1

a predpoklady Problému 6.2 je tieba doplnit témito predpoklady: funkce kg je
ohrani¢ena a méfitelnd na Q a funkce b je ohranicend a méfitelnd na I's. (Pokud
ko € C°(Q) a b € C°(T3), potom jsou tyto pfedpoklady splnény.)
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7. EXISTENCE A JEDNOZNACNOST RESENI VARIACNIHO PROBLEMU
Nasledujici véta, jejiz dikaz je napf. v [Re, str.404 - 407], ma zdsadni vyznam
pro uvahy v této kapitole.

7.1. Véta (Lax-Milgram). Necht H je Hilbertiv prostor se skaldrnim souci-
nem (u,v) a necht B(u,v) je bilinearni forma (tedy linearni jak v u, tak ve v)
definovana pro u,v € H a takova, ze existuji konstanty M > 0 a > 0 nezavislé
na u a v tak, ze plati

|B(u,v)| < M||u|| - [|[v|| Yu,v e H, (7.1)

B(v,v) > B|lv||* Vv e H, (7.2)

kde ||v|| = v/(v,v). Potom lze kazdy linedrni funkcional F, ktery je definovany a
ohraniceny na H, vyjadrit ve tvaru

F(v) = B(w,v) Yv € H, (7.3)
kde w je prvek prostoru H jednoznacné urceny funkcionalem F'. Pritom je

[LE1]«
/B I

[wl]l <

(7.4)

kde ||F||« je norma funkcionélu F'.

7.2. Poznamka. Bilinearni forma B(u, v) nemusi byt symetrickd; proto na roz-
dil od skalarniho souc¢inu v ni zalezi na poradi u, v.

S pomoci véty 7.1 nyni dokazeme existenci a jednoznac¢nost feseni Problému 6.2.

7.3. Véta (o existenci a jednoznac¢nosti Feseni varia¢niho problému). Je-
li bilinearni forma a(v,w) ohranicena na W}(2) x W}(R), tj.

la(v,w)| < M|v||1allwlia Yv,w € Wy (Q) (M = const), (7.5)

a V-elipticka, tj.
a(v,v) > Blv]|fq Yo eV (B =const>0), (7.6)

kde prostor V.C W3 () je definovan v (6.5), a je-li linedrni forma L(v) ohranicens
na W3(Q), tj.

IL(v)| < K|lv|]1a YveW5(Q) (K = const), (7.7)
potom existuje pravé jedna funkce u € W} (), kterd spliiuje vztahy (6.10), (6.11),

tj. vztahy
u—z€eV, (7.8)

a(u,v) = L(v) YveV. (7.9)
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Déle, jsou-li z1, 2o € W4 (Q) dvé neekvivalentni funkce, pro které plati
vz1 = vz ma I'q, (7.10)
potom funkce uy, us € W4 () spliiujici vztahy
up —2z1 €V, us— 29 €V, (7.11)

a(uy,v) = L(v), a(uz,v)=Lw) YveV (7.12)
jsou ekvivalentni v prostoru Wy ().

Diikaz. a) FEzistence. V dikazu existence feseni Problému 6.2 pouzijeme vétu
7.1, kde za prostor H zvolime prostor V. To lze, protoze V' je podprostor prostoru
W3(Q), tedy je Hilbertovym prostorem s metrikou prostoru W4 ().

Z predpokladu (7.5) a (7.6) plyne, Ze jsou splnény predpoklady (7.1), (7.2) véty
7.1:

la(t,v)| < Mlt]1elvllie VEveV C Wy (Q), (7.13)

a(v,v) > Blv]fq Vv eV C Wy (Q). (7.14)
V prostoru V uvazujme funkciondl
F(v) = L(v) —a(z,v) Yv eV, (7.15)

kde z € W}(£2) je pevna funkce z Problému 6.2 (vyskytuje se v (6.10), resp. (7.8)).

Funkcional (7.15) je zfejmé na prostoru V' linearni. Dokazeme-li, Ze je na V také
ohraniceny, budeme mit ovéfeno, ze jsou splnény vsSechny predpoklady véty 7.1.
Z (7.15), (7.7) a (7.5) plyne

[F(0)] < [L(v)] + |a(z,0)] < K][v]

Lo+ M|2|

Lallvli,e =

= (K + M||z|

Lo)llvlle YveV. (7.16)
Protoze z € W3 (£2) je pevny prvek, je viraz K + M]||z||1 o konstanta nezévisla na
v € V. Tedy F(v) je ohrani¢eny funkcional na V.
Z vety 7.1 tedy plyne, Ze existuje prdve jedno w € V tak, ze plati
F(v) =a(w,v) Yv eV, (7.17)
tj. ze plati (dosadili jsme do (7.17) za F(v) z (7.15))
a(w,v) = L(v) —a(z,v) Yve V. (7.18)
Protoze forma a(t,v) je linedrni v obou argumentech, mtizeme psat
a(w,v) + a(z,v) = a(w + z,v). (7.19)

Polozime-li tedy
ui=w + z, (7.20)
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z (7.18) a (7.19) plyne
a(u,v) = L(v) Yv eV,

coz je rovnice (7.9). Protoze podle (7.20) je zaroven
u—z=weV,

coz je inkluse (7.8), spliuje funkce u obé podminky (6.10) a (6.11), které jsou
kladeny na feSeni Problému 6.2. Reseni Problému 6.2 tedy existuje.

b) Jednoznacnost. Vime, Ze existuje pravé jedno w € V tak, ze plati vztah
(7.18). Toto jediné w vystupuje spolu s danou funkci z € W4 () ve vztahu (7.20),
kterym definujeme feseni u. Tedy pro dané z € W3 (Q) existuje pravé jedno feseni
u Problému 6.2.

Zbyva dokazat, ze jsou-li 21, zo € W3 () dvé neekvivalentni funkce, pro které
plati (7.10), potom funkce ui, us € Wi3(£2) splitujici vztahy (7.11), (7.12) jsou
ekvivalentni v prostoru W3 (Q).

To je vsak snadné: Odec¢tenim (7.12); od (7.12)2 dostaneme

a(ug —uy,v) =0 YoeV. (7.21)
Z (7.11) plyne
(U2 — 22) — (U1 — Zl) = (UQ — Ul) — (22 — Zl) evV. (722)

Vzhledem k (7.10) plati zo — 21 € V, takze ze vztahu (7.22) plyne, Ze us —u; € V.
V (7.21) mizeme tedy polozit v = ug — u; a s pomoci (7.6) dostaneme

0 =a(uz — ui,up —uy) > Bllug — UlH%Q
¢ili
|| uz — U1||1,Q =0,
odkud up = u; v prostoru W3 (Q). O

V nésledujicim lemmatu dokdZeme, Ze podminky kladené na funkce k;;, f a ¢
v Problému 6.2 postacuji na splnéni predpokladi (7.5) a (7.7) véty 7.3.

7.4. Lemma. Necht oblast {2 m4 lipschitzovskou hranici 0. Necht k;; € C°(Q)
(i, =1,2), f € Ly(Q) aq € Ly(T'3). Potom formy a(v,w) a L(v) dané vztahy (6.8)
a (6.9) spliuji (7.5) a (7.7), tj. plati pro né

la(v, w)| < M||v 1(Q) (M = const),

IL(v)| < K|lv|]1a YveW5(Q) (K = const),
kde konstanty K, M nezaviseji na funkcich v, w.

Dikaz. a) Z (6.8) a Schwarzovy nerovnosti (viz vétu P.15) plyne (symbol ||v]]o.o
znamend totéz, co ||v| 1))

ov 8w
Z/ ”8 81:

1,7=1

dz <

< jmax ||kzj||C’0(Q) Z / ‘8.75

7,7=1

8J:J
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< max, ki3]l co @y Z

7,7=1 Li

0,0 Ox; 0,0

- max ||kz~j||co@{(Hﬁ S e I =<3
2,7=1,2 ox 0,0 8.7]1 0,0 8.7]2 0,0 8.7]2 0,0
ow
(H&Ul 0,0 8-752 0,0 Ham 0,0 Oy OQ>}.

Na kazdy z obou souc¢tt v kulatych zavorkach uzijeme Cauchyovu nerovnost

n

> agbi| < Z Zb (7.23)

=1 =1

takze dostaneme (s pouzitim seminormy — viz definici 2.10)

ow
8:[],'

o
8:[],'

5 _

0,9

2
la(v, w)| < Qigljfo kisllco@yy| D

i=1
=2 max_ [|kijllgomlvlielwhe < Mlv|1allw]ie,

kde jsme polozili M = 2 max, 1kijll o @)-

b) Podle (6.9)
v)|§‘/vfd$ +‘/ vq ds|.
Q Ty

Pomoci Schwarzovy nerovnosti a ”stopové” nerovnosti (2.13) dostaneme pro kazdé

v € Wa(Q):
‘/vfda: <
Q

‘ / vq ds
s

kde stopa yv je oznacena jednoduse symbolem v (viz Pozndmku 2.5b). Tedy mtzeme
polozit K = || fllo.o + Cllgllz,r,). T

< lallzo eIVl 2oy < Cllallzomallv

Poznamenejme, ze predpoklad lipschitzovskosti hranice 02 jsme potfebovali v ¢asti
b) dtikazu, kdyZ jsme uzili ”stopovou” nerovnost (2.13).

Nasledujici lemma udéava postacujici podminku pro platnost predpokladu (7.6)
vety 7.3.

7.5. Lemma. Necht oblast  ma lipschitzovskou hranici 9Q. Necht k;; € C°(Q)
(i, =1,2), mes;I'y > 0 a necht

2
3 kij@)ig; > ped +€3) (7.24)
7,9=1
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pro skoro vSechna x € € a vsechna &1,&> € RY, kde i je kladnd konstanta, kterd je
nezavisla na realnych ¢islech &1, . Necht bilinearni forma a(v,w) je ddna vztahem
(6.8). Potom

a(v,0) > Blolig VoeV.

kde prostor V' je dan vztahem (6.5) a (3 je kladna konstanta nezavisla nav € V.
Dikaz. Polozme S = I'y ve Friedrichsové nerovnosti (2.25) a ozna¢me Cy :=
(K(Q,T1))" !, kde Cp > 0. Potom dostaneme
Collvllio <l YveV, (7.25)

V (7.24) polozme &; = 0v/0x;, kde v € V. Integraci pres Q dostaneme s pomoci
(6.8) a (7.25):
a(v,v) > plvlf g > uCollvlf q.

Tedy = uCoy > 0. O

7.6. Poznamka. Je-li podminka (7.24) splnéna, potom fikame, Ze rovnice (6.1)
je rovnomeérné eliptickd v oblasti 2. Konstanta p obvykle zavisi na funkcich k;; a
oblasti 2. Je podstatné, Ze funkce k;;, vystupujici ve formulacich mnoha technickych
problému, spliuji podminku (7.24).

S pouzitim podminky (7.24) mizeme vétu o existenci a jednoznac¢nosti FeSeni
Problému 6.2 vyslovit takto:

7.7. Véta. Jestlize funkce k;; spliuji podminku (7.24) a mes;I'y > 0, potom
Problém 6.2 ma pravé jedno feseni u € W4 ().

Diikaz. Predpoklady véty 7.7 spolu s pfedpoklady formulovanymi v Problému 6.2
zarucuji podle lemmat 7.4 a 7.5, Ze predpoklady véty 7.3 jsou splnény (s formami
a(v,w) a L(v) definovanymi pomoci vztaht (6.8) a (6.9)). O

V nésledujici vété si vSimneme pfipadu, kdy bilinearni forma a(v,w) je déna
vztahem (6.20).

7.8. Véta. Je-li bilinedrni forma a(v,w) dana vztahem (6.20), pficemz
ko(z) > 0 témét vSude v Q, b(z) > 0 témét vSude na I's, (7.26)
potom véta 7.7 opét plati. Je-li navic splnéna alespon jedna z podminek
ko(z) > co >0 VreQ (co= const), (7.27)

b(a:) >co>0 Ve I's, (728)
potom ve vété 7.7 mize byt 'y = ().
Diikaz. 7 (6.20) a (7.26) plyne

ov 0Ov ov 0Ov
> —_— .
a(v,v) JE_ / ”8 T d$+/kov d.T—F/ngU ds JE_ / ”8:6,- oz, dx
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Odtud a z (7.24) (podobné jako v dikazu lemmatu 7.5) plyne podminka (7.6) véty
7.3. Splnéni predpokladi (7.5) a (7.7) o ohranicenosti forem a(v, w) a L(v) je zfejmé
z predchoziho vykladu.

Je-li splnéna podminka (7.27), potom podle (6.20)

ov
a(v,v) Z/Ua Er d$+co/Q1)2da:Z

t,j=1

in(p, co)llvllf o Vo€ Wz (Q).

> plvli o + collvllg

Je-li splnéna podminka (7.28), potom podle (6.20) a Friedrichsovy nerovnosti (2.26)
opét plati a(v,v) > Bllv]|7 o pro viechna v € W, (Q), kde f = min(u, co)/K(Q,T3).

Prozatim jsme nepozadovali, aby forma a(v, w) byla symetrické, Tento pozadavek
vyslovime az ve vété 7.9:

7.9. Véta (o minimu kvadratického funkcionalu). Necht bilinearni forma
a(v,w), kterd vystupuje ve formulaci Problému 6.2, je symetrickd, tj.

a(v,w) = a(w,v) Yv,w € W (Q). (7.29)

Je-1i ddle V -eliptické (tj. plati (7.6)), potom funkce u € W}(Q) je jedinym Fesenim
Problému 6.2, kdyz a jen kdyz ostie minimalizuje funkcional

II(v) = %a(fu, v) — L(v) (7.30)

na mnoziné z + V, tj.
M(u) <I(v) Yvez+V, (7.31)

kde znameni rovnosti plati pouze prov = u a kde z +V je mnozina, ktera vznikne,
kdy?# ke kazdému prvku z V pfic¢teme konstantni prvek z € Wy ().

Diikaz. Mnozina z + V miize byt psana ve tvaru
24+ V={veW;(Q): v=u+Iw, VA€ R Yw eV}, (7.32)

kde yu = vz na I';. Necht v € z + V. Potom podle (7.30) plati

1
M(u+ Aw) — (u) = ia(u + Aw,u + Aw) — L(u + Aw)—

—%a(u, u) 4+ L(u) = %a(u, w) + %a(w, u) + %a(w, w) — AL(w) =

= Ma(u,w) — L(w)] + %a(w, w). (7.33)

a) Necht u je jediné feSeni Problému 6.2. Potom podle (6.11) a (7.33) plati

II(u + \w) — (u) = %a(w, w).
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Tento vysledek a V-elipti¢nost formy a(v,v) implikuji, Ze funkce u ostfe minimali-
zuje funkciondl II(v) na mnoziné V.

b) Nyni dokdZeme opacnou implikaci: Necht funkce u ostfe minimalizuje funkci-
onal II(v) na mnoziné V. Jestlize existuje takova funkce wy € V, zZe

a(u, wg) # L(wy), (7.34)
potom, zvolime-li A = —[a(u, wo) — L(wp)]/a(wo, wp), dostaneme z (7.33):
I (u 4 Awg) — II(u) = —[a(u, wo) — L(wg)]?/[2a(wo, wo)] < 0,

protoze podle (7.6) je a(wg,wq) > 0 (funkce wy nemuze byt ekvivalentni nule - viz
(7.34)). To je v8ak spor s predpokladem, ze plati (7.31). Tedy (7.34) nemuze platit,
takze w spliuje (6.11), tj. u je jediné feSeni Problému 6.2. O

Poznamenejme, ze podle (6.8), resp. (6.20) vztah (7.29) plati, kdyZ a jen kdyz
kij = kﬂ

Ve zbyvajici ¢asti této kapitoly uvedeme dva disledky dosud neuzitého vztahu
(7.4) z Lax-Milgramova lemmatu. Symetri¢nost (7.29) opét nebudeme predpokla-
dat.

7.10. Vé&ta. Pro ieseni u € W4 (Q2) Problému 6.2 plati
ors) Vv eV (7.35)

lullve < C(Iflloe + 1zl + llal

Dikaz. 7 (7.17) a (7.18) plyne

|F'(v)| < |L(v)|+ |a(z,v)] Vv e V. (7.36)
Z ¢asti b) dikazu lemmatu 7.4 dostavame
IL(v)] < ([l fllo,2 + Cillallo,rs) 1vll1,0: (7.37)
kde C je konstanta ze stopové nerovnosti. Z (7.36), (7.5) a (7.37) plyne
1F(@)] < (Iflloe + Cillallor, + Mllzl10)llvlle Vo€ V. (7.38)

Z (7.38) dostavame podle definice normy funkcionalu

1]l < [[fllo.c + Mllz[l10 + Cilldl

0,0, (7.39)
Podle (7.20) plati

e < Tolla + 2], (7.40)
kde podle (7.4)
F|.
g < e
B

Uzitim této nerovnosti a nerovnosti a nerovnosti (7.39) dostaneme ze vztahu (7.40)

odhad

1 M 4
|mmas5wm@+(rw§)vua+ﬁwﬂm2

a odtud odhad (7.35), kde C = max(1/8,1+ M/pB,C1/B3). O
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7.11. Véta (o spojité zavislosti feseni na datech problému). Necht u,
resp. u je feSeni Problému 6.2 s daty f, z, q, resp. s daty f, z, q. Potom plati

lu—allre < C(If = flloa + 1z = ZllLa + llg = dlor.). (7.41)

kde konstanta C' nezavisi na funkcich vystupujicich v zavorce.

Diikaz. Protoze Problém 6.2 je linearni, je rozdil © — u feSenim Problému 6.2

sdaty f— f, 2 — % a ¢ — §. Nerovnost (7.41) tedy plyne z tvrzeni (7.35) véty
7.10. O

Odhad (7.41) fik4, Ze mald zména dat (méfend v prislusnych norméch) zptsobi
malou zménu feseni Problému 6.2 méfenou v normé prostoru W (£2).

8. PRVNI KONSTRUKCE TROJUHELNIKOVYCH
KONECNYCH PRVKU. INTERPOLACNI VETY

Protoze vime, Ze existuje pravé jedno feseni Problému 6.2, miizeme zacit premys-
let o konstrukcich pribliznych feseni tohoto problému. Zakladni myslenka je jedno-
duché a p¥imodara: aproximovat funkci z n&jakou jednoduchou funkei z;, € W3 ()
a prostor V néjakym konecnérozmérnym podprostorem Vj, prostoru Wy () a pak
najit takovou funkci

uhEzh+VhE{v€W21(Q): v=2zp+w, weV},

ze plati
a(up,v) = L(v) Yv €V},

Tato myslenka je zakladem pribliznych variacnich metod pro feseni Problému 6.2.

V tomto skriptu budou funkce z;, a prostory V}, konstruovany pomoci konecnych
prvki. V této kapitole popiSeme nejjednodussi konecné prvky a jejich vlastnosti.
Nejprve budeme uvazovat pouze ohranicené dvojrozmérné oblasti s polygonalni hra-
nici. V ivahach této kapitoly budou mit zékladni vyznam definice 1.15 a dtsledek
1.16.

Triangulujme danou ohrani¢enou oblast €2 s polygonalni hranici 02 podle de-
finice 1.15. Necht uzlové body Pi,..., P,, triangulace T jsou identické s vrcholy
trojuhelnikt z 7 (viz Obr. 8.1, kde 2 je obdélnik a m = 20).

V kazdém uzlovém bodé P; zvolme realné ¢islo a ozna¢me je symbolem v(F;).
Na kazdém trojuhelniku z 7 uvazujme linearni funkci, ktera je jednozna¢né urcena
hodnotami v(P,), v(Ps), v(P;) pfedepsanymi ve vrcholech P,, Ps, P; trojuhelniku.
Timto zptisobem zkonstruujeme funkci v(xy, z2), kterd je spojita na Q, linearni na
kazdém trojuhelniku z 7 a jednoznacéné urcena parametry v(Py),...,v(Py,). Podle
dtisledku 1.16 plati, Ze v € W4 ().

Mnozina vSech téchto funkci je m-rozmeérny prostor

xH cwl)nc®®). (8.1)
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OBR. 8.1

Dolni index 7 oznacuje triangulaci, na které byl prostor X f(rl ) konstruovan; horni
index v zavorce oznacuje stupen polynomu, ktery byl uzit pri konstrukci X’(fl ),
Symbol X §-1 ) je specialnim pripadem symbolu X gfl ),

Rikame také, ze prostor Xf(r1 ) byl konstruovan pomoci kone¢nych prvka tohoto
typu: trojuhelnikovy prvek s polynomem prvniho stupné, ktery je jednoznac¢né urcen
funk¢énimi hodnotami predepsanymi ve vrcholech trojihelniku.

Hovorime-li tedy o libovolném kone¢ném prvku, musi byt definovany nasledujici
t1i vlastnosti:

(1) geometricky tvar prvku
(2) typ funkce
(3) parametry

Vlastnosti (2) a (3) uvazované dohromady se nazyvaji ndsada. Vyraz ”parame-
try” ve vlastnosti (3) znamené parametry, které jednozna¢né uréuji funkci, jejiz typ
je dan ve vlastnosti (2).

Napft. v pripadé prostoru X §-1 ) méme:
(1) trojuhelnik
(2) linearni polynom
(3) funkéni hodnoty ve vrcholech

V kapitole 9 uvidime, ze prostor X§-2 )
typu:

(1) trojuhelnik
(2) kvadraticky polynom
(3) funkéni hodnoty ve vrcholech a pulicich bodech stran

je konstruovan kone¢nymi prvky tohoto

V pripadé n = 3 je vice moznosti; jedna z nich je konstruovat prostor X§§ )
kone¢nymi prvky tohoto typu:
(1) trojuhelnik
(2) kubicky polynom

Vv
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V kapitole 9 uvidime, Ze pro n = 2, 3 je splnéna inkluse analogické inklusi (8.1):
X c wi(Q)nco@). (8.2)

Na Obr. 8.2 jsou pravé popsané tii konecné prvky znézornény. Piipad n = 4 bude
pouzit v kapitole 9. Tu¢né body na téchto obrazcich znamenaji jednak uzlové body
a jednak skutecnost, ze v téchto bodech ptredepisujeme funkéni hodnoty.

OBR. 8.2

Tyto C¢tyfi konecné prvky jsou prvnimi ¢tyimi ¢leny posloupnosti konecénych
prvki, kde v pripadé n-tého c¢lenu jsou uzlové body usporadany na trojuhelniku
jako prvnich N cisel v Pascalové trojuhelniku, kde

N:%m+mm+m. (8.3)

Nyni pro tyto konecné prvky uvedeme interpolacni teorém, ktery hraje vyznam-
nou roli v dikazech konvergence metody konecnych prvki a v odhadech chyb. Pro
lepsi orientaci zacneme pripadem n = 1:

8.1. Vé&ta (interpola¢ni teorém v p¥ipadé n=1). Necht u € WZ(T) a
necht uy je linearni polynom, pro ktery plati

UI(P,) = U,(PZ) (’L = 1, 2, 3), (84)

kde Py, P,, P3 jsou vrcholy trojihelnika T. Potom plati

C _j .
~hr s (j=0,1,2), (8.5)

kde hr je délka nejvétsi strany trojihelnika T, 97 je nejmensi tihel trojihelnika T
a kde konstanta C' nezavisi na hr, 91 a u.

8.2. Véta (interpolaéni teorém v obecném pi¥ipadé&). Necht u € Wit(T)
a necht uy € Py(n) je polynom, pro ktery plati

w(P)=uP) (i=1,...,N), (8.6)

kde N je dano vztahem (8.3) a P, ..., Py jsou uzlové body na trojihelniku T (viz
Obr.8.2). Potom plati

C ntl—i .
o= urllir < gy B s G=00ent 1), (87
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kde hy je délka nejvétsi strany trojihelnika T, U je nejmensi tihel trojihelnika T
a kde konstanta C nezavisi na hr, 97 a u.

Véta 8.1 je specidlnim pripadem véty 8.2, ktera bude dokazana v kapitole 15. Zde
pouze upozornujeme, ze pocet uzlovych bodi dany vztahem (8.3) je roven poctu
koeficientl a; polynomu dvou proménnych n-tého stupné,

2 n
p(l‘h T2) = a1 + agx1 + azry + asx] -+ anxy,

takze vztah (8.6) ma smysl.

Abychom eliminovali z naSich tvah zavislost pravé strany (8.5), resp. (8.7) na
(sind7) 77, budeme uvazovat pouze mnozinu triangulaci {7}, h € (0; 1), jejiz kazdy
¢len 7 splnuje podminku

I >1Y9 >0 Vhe (0; 1), (88)
kde
19h = lmn 19T . (89)
TETh

Podminka vyjadfena vztahy (8.8), (8.9) se nazyva podminka minimdlniho tihlu (the
minimum angle condition). Protoze

(sin®¥7) ™7 < (sinddg) ™ < (sinddy) "1,
mizeme vyraz (sinty) "1 zahrnout do konstanty C' a misto (8.7) psat
= urlljr < ChE e (G=0,1...,n+1), (8.10)

kde konstanta C nezavisi na u, hr a T.
Kromé parametru ¢, priradime kazdé triangulaci 7, parametr

h := max hr . (8.11)
TETh

Symbol h méa tak dva vyznamy: jednak je to index u 7, jednak mé vyznam dany
vztahem (8.11). To vSak nepovede k nedorozuméni.

8.3. Oznaceni. Prostor X %f ) bude struéné oznacovén symbolem X ,(l"). Symbol

I ,(l")u bude znagcit interpolant funkce u € C°(Q) v prostoru X ,(L"), tj. funkci z X ,(L"),
kterd je na kazdém trojihelniku T'; € 7T, interpola¢nim polynomem z Ps(n) funkce
u; tedy plati

(I™Mu)(P)) =u(PP) (i=1,...,N; T, € Th), (8.12)

kde P}, ..., P} jsou uzlové body na trojuhelniku T; (viz Obr. 8.3, kde N = 6).
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OBR. 8.3

8.4. Véta. Necht T, € {Tn}. Necht I,(L")u € X,(l") je interpolant funkce u €
W3t (Q). Necht mnozina triangulaci {T;,} spliuje podminku minimalniho thlu.
Potom plati

u— 1™ |0 < CR S ulpi1g (s =0,1), (8.13)

kde konstanta C nezavisi na h a u.

Diikaz. Podle definice 1.15, véty 8.2 a vztahu (8.11) plati

p p
2(n+1—
lu— I u)? o =Y lu—ur|? g, < O3 B2, g <
k=1 k=1

b
< OO S g = CRROT IR, g (8.14)
k=1

Odmocnénim nerovnosti (8.14) dostaneme odhad (8.13). (Je tfeba poznamenat, Ze
s muze v (8.13) nabyvat pouze hodnot 0 a 1, protoze podle disledku 1.16 mame

pouze zaruceno, ze I,(l")u e Wi (Q). O

Ve vztahu (8.12) a na Obr. 8.3 vystupuje tzv. lokdlni znaceni uzlovych bodu.

9. KONECNEPRVKOVE PROSTORY X ,(l")

V této kapitole bude vhodnéjsi uzivat znaceni
x:i=T1, Y:I=Tg.

Budeme uvaZovat libovolnou triangulaci 7;, € {7} ohrani¢ené oblasti Q C R?
s polygonalni hranici 9€2. Zvolme ptirozené ¢islo n a na kazdém trojiahelniku7'; € T,
zvolme N uzlovych bodt zpiisobem popsanym v kapitole 8, kde NV je ddno vztahem
(8.3).
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9.1. Lemma. a) Maji-li trojihelniky T}, Tj € T, spolec¢nou stranu l, potom uz-
Iové body trojiihelnika T';, které lezi nal, jsou totozné s uzlovymi body trojiihelnika
Tj, které lezi na l.

b) Celkovy pocet p uzlovych bodu v triangulaci Ty, je dan vztahem

Q:Qv+(n_1)gs+(N_3n)Qt7 (91)

kde g, je celkovy pocet vrcholi, ps celkovy pocet stran a p; celkovy pocet troju-
helnikt v triangulaci Ty,. V piipadé vrcholi a stran se kazdy vrchol a kazda strana
bere pouze jednou (ne tedy tolikrat, kolika trojihelnikiim nalezi).

Diikaz. a) Uzlové body, které lezi na strané trojihelnika T, déli tuto stranu na
n Casti stejné délky. Odtud plyne tvrzeni a).

b) Celkovy pocet uzlovych bodu lezicich uvnitt jedné strany kazdého trojuhelnika
T € Ty je roven n — 1. Tedy celkovy pocet uzlovych bodi lezicich na hranici 0T
trojihelnika T je 3 + 3(n — 1) = 3n. Tedy ve vnitiku T trojthelnika T lezi N — 3n
uzlovych bodu. Z téchto skuteénosti plyne vztah (9.1). O

Pro nase dalsi ivahy oznac¢ime uzlové body triangulace 7, (prozatim libovolné
zvolenym zptisobem) symboly Py, Ps, ..., P, (tzv. globdlni znacent uzlovych bodu
na rozdil od lokalniho znaceni ve vztahu (8.12) a Obr. 8.3).

9.2. Lemma. Necht P je Iibovolny bod strany | = P; Py, trojihelnika T € T,
Hodnota p, (P) polynomu p,(z,y) € P2(n) je jednoznacéné urcena jeho hodnotami
v n + 1 uzlovych bodech, které lezi na strané .

Dikaz. Necht P; = [z},y;], Px = [, yr]. Zvolme parametrické vyjadieni tsecky
[ ve tvaru

r=ua;+ (xp —zj)s, y=y;j+ (yr—y;)s, 0<s<1

a definujme polynom p, (s) € P1(n) vztahem

A~

Pn(s) = pn(zj + (T — 25)8, Y5 + (Y — Y5)$)-

Z teorie Lagrangeovych interpolacnich polynomt jedné proménné plyne, zZe polynom
Pn () je jednoznacné urcen n + 1 hodnotami

An — )] = Pn j —dg )75 Yy4 — Y5)— ‘20717"'7 .
p (n> p ($J+($k 'Tj)n ?/J+(yk ?/J)n) (i n)

Hodnoty na pravé strané jsou hodnoty polynomu p,(z,y) v n + 1 uzlovych bodech
lezicich na strané [ = P;P. ProtoZze mizZeme pro kazdé P € [ nalézt pravé jedno
s € <O; 1>, které koresponduje bodu P, je diikkaz ukoncen. [J

Lemma 9.2 uzijeme k ditkazu prvnich dvou vét této kapitoly. K dikazu prvni
z nich potfebujeme jesté jedno lemma:
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9.3. Lemma. Necht polynom p(x,y) € P2(n) je roven nule na tsecce | = P; Py
kde P; = [J:J,yj] Py, = [z, yx] (nebo, coz je totéz, necht je roven nule na pfimce
urcené body Pj, Py). Potom plati

p(z,y) = Fir(@9)gn_1(z,y) Viz,y] € R? (9.2)

kde g¢n—1 € P2(n—1) a fji(x,y) je linearni funkce dana vztahem
Fie(@,y) = —(yk — ;) (@ — ;) + @k — ) (y — y;)- (93)

Lemma 9.3 je specidlnim pripadem lemmatu 18.3, které dokdzeme pozdéji. Po-
znamenavame, ze rovnici pfimky urcené body P;, Py, lze napsat ve tvaru f;x(z,y) =

0.
9.4. Vé&ta. Necht u € C%(T), kde T € Tj,. Potom existuje pravé jeden polynom
ur € Pa(n), pro ktery plati
ur(P) =u(P) (i=1,....N), (9.4)
kde N = (n + 1)(n +2)/2 a uzlové body PL,... Pk jsou zvoleny na trojiihelniku
T zptisobem popsanym v kapitole 8.

Diikaz. Polynom uj lze psat obecné ve tvaru

Z Z al)z"y (9.5)

t=0 r+s=t

Dosadime-li (9.5) do (9.4), dostaneme N linearnich algebraickych rovnic pro N
(t )

koeficient a,s. Staci dokazat, ze determinant této soustavy rovnic je rtzny od
nuly. Jinymi slovy sta¢i dokazat, ze homogenni soustava

ur(PT)=0 (i=1,...,N) (9.6)

ma pouze nulové feSeni afns) =0, tj. ur(z,y) =0.
Necht Py, P,, Ps jsou vrcholy T. Trojim uzitim lemmat 9.2 a 9.3 z (9.6) plyne,
ze polynom uj(z,y) je délitelny kubickym polynomem f(z,y), kde

f(@,y) = fi2(z, y) f13(z, y) fas(2,y) - (9.7)

Pron = 1an = 2 je to jediné mozné, kdyz ur(x,y) = 0. V pfipadé n = 3 dostéavame
ur(z,y) = Kf(z,y). (9-8)

Protoze Py ¢ OT, kde Py je tézisté T, je f(Py) # 0. Tedy z (9.8) a ur(Py) = 0

plyne, ze K = 0. Tedy podle (9.8) je us(x,y) = 0.
V ptipadé n =4 z (9.6) a lemmat 9.2 a 9.3 dostaneme

ur(z,y) = f(z.y)a(z, y), (9.9)
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kde g1 € P3(1). Doposud jsme nevyuzili toho, ze

ur(Q1) = ur(Q2) = ur(Qs) =0, (9.10)

kde Q1, Q2, Q3 jsou tii uzlové body, které lezi ve vnitiku 7 trojuhelnika T (viz
Obr.8.2 pro n = 4). Protoze f(Q;) # 0 (i = 1,2,3), z (9.9) a (9.10) plyne, zZe
q1(Q;) = 0 (i = 1,2,3). To v8ak znamend, Ze q1(z,y) = 0. Z (9.9) pak plyne
ur(z,y) = 0.

V obecném pripadé dokdzeme vétu matematickou indukci. Prvni krok jiz byl
ucinén. Nyni predpokladame, ze implikace

(9.6) = wur(z,y)=0

plati pro uy € Pa(k), kde k = 1,...,n—1 (n > 4). Z (9.6) a lemmat 9.2 a 9.3
dostaneme

U](flf,y) = f(a:ay)qn—3($7y)' (911)
Ve vnititku T trojihelniku T lezi nyni M uzlovych bodi, kde

M= (n=3+1)(n—3+2)=L(n—2)n-1)

tyto uzlové body jsou uspotradéany tak jako uzlové body polynomu ¢, _3 € Pa(n—3).
Oznacime je Q1,...,Q . Podle (9.6) plati

ur(Qi)=0 (i=1,...,M). (9.12)

Protoze Q1,...,Qn nelezi na 9T, plati f(Q;) #0 (i=1,...,M).Z (9.11) a (9.12)
pak plyne, ze

Podle indukéniho predpokladu vztah (9.13) implikuje ¢,,_3(x,y) = 0. Tento vysle-
dek spolu s (9.11) davé us(z,y) =0. O

9.5. Véta. Necht Ty, je libovolna triangulace uzaviené ohrani¢ené dvojrozmérné
oblasti Q s polygonalni hranici 0S). Zvolme pfirozené n a na kazdém trojihelniku
T € Ty zadejme N uzlovych bodii zptisobem, ktery je popsan v kapitole 8 (¢islo N
je ddno vztahem (8.3)). Necht Pi,...,P,, kde ¢ je diano vztahem (9.1), je néjaké
globalni znaceni uzlovych bodu triangulace Ty . Zadejme v téchto uzlovych bodech
realna cisla v(Py),...,v(P,). Potom

a) funkce v(w,y), ktera je na kazdém trojihelniku T € T;, polynomem z Pr(n)
jednoznaéné uréenym parametry v(P;), kde P; € T, nalezi do prostoru C°(Q) funkci
spojitych na §;

b) mnozina vSech funkci v(x,y) popsanych v tvrzeni a) je o-dimensionélni pro-
stor, ktery ozna¢ime X ,(L").

Dikaz. a) Jednozna¢né uréeni polynomu v ‘T parametry v(P;), kde P; € T,
plyne z véty 9.4. Tvrzeni, ze v € C°(Q2), plyne z lemmatu 9.2 a z vlastnosti kazdé

triangulace (viz definici 1.15).
b) Toto tvrzeni je evidentni. [J
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9.6. Poznamka. Kone¢nédimensionalni prostor X ,(Ln) z véty 9.5 je totozny s pro-
storem X ,(l") (¢ili X %f )) zavedenym v kapitole 8.

9.7. Véta. Interpolac¢ni polynom ur(x,y) z véty 9.4 miize byt psan ve tvaru

Zu (PHYYT (x,9), (9.14)

=1
kde I (z,y) € Pa(n) je polynom jednoznacéné uréeny podminkami
symbol 0;; ma jako obvykle vyznam Kroneckerova delta.

Diikaz. 7 véty 9.4 plyne, ze pro kazdé 1 = 1, ..., N existuje pravé jeden polynom
I € Pa(n) s vlastnostmi (9.15). Tedy existuje préavé jeden polynom nélezejici do
Pa(n), ktery mize byt psan ve tvaru pravé strany vztahu (9.14). Vztahy (9.15)
implikuji, Ze polynom (9.14) spliiuje podminky (9.4). O

9.8. Véta. Necht jsou splnény tytéz predpoklady jako ve vété 9.5. Necht ¢;(x,y)

n)

(¢=1,...0) jsou funkce z prostoru X, ( , pro které

0i(P;) =0i; (1,j=1,...,0). (9.16)

Potom kazda funkce v € X ") miize byt psana ve tvaru

Zv i (2, y); (9.17)

=1

mnozina {p1(z,y), ..., ¢.(x,y)} je baze p-dimensionalniho prostoru X ,(ln) a funkéni
hodnoty v(P),...,v(P,) jsou soufadnice funkce v(x,y) pfi této bazi.

Diikaz. Protoze X\™ je linearni prostor, nélez kazdé linearni kombinace funkci
01(z,y), ..., po(x,y) do X(n) Tedy prava strana vztahu (9.17) nalezi do X,(Ln).
Pro restrikci v ‘ — funkce v € X ™) na trojuhelnik T plati

M@

v ‘T(x,y) =Y v(P)ei ‘T(x,y), [z,y] € T. (9.18)
i=1
Protoze uzlové body P; € T maji lokalni znageni Pl,..., PL, 1ze vztah (9.18)
prepsat na tvar
N
U‘T:Ey :Zv Y),  [zyyl €T (9.19)

j=1

Podle véty 9.7 je tedy v ‘T € Pr(n), coz jsme potfebovali dokdzat. Tvrzeni o bazi
je evidentni. [J

9.9. Poznamka. 7 definice prostoru X ,(Ln) plyne, Ze funkce ¢;(x,y) je rizna od
nuly pouze na trojuhelnicich, které maji uzlovy bod P; spoleény (bud jako spoleény
vrchol, nebo jako bod na spoleéné strané). V piipadé n = 1 je grafem funkce ¢;(x, y)
pyramida o vysce rovné jedné, resp. ¢ast pyramidy, lezi-li P; na hranici 0f2.
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10. DEFINICE PRIBLIZNEHO RESENi. VETA O
EXISTENCI A JEDNOZNACNOSTI PRIBLIZNEHO RESENT

Kromé pozadavku kladenych na triangulaci (viz definici 1.15) budeme pozadovat,
aby kazda triangulace 7T, byla konzistentni s hranici 9€2 oblasti 2:

10.1. Definice. Rikame, Ze triangulace 7}, je konzistentni s hranici 95, jestlize
kazdy trojuhelnik T € Ty, ktery spliiuje podminku mes; (0T NT1) > 0, nem4 zadny
spolecny bod s I's.

Kone¢néprvkovou aproximaci prostoru V (viz (6.5)) budeme definovat vztahem
Vh(n) ={ve X,(Ln) cv=0nali}={ve X,(Ln) co(P)=0VP, €Ty}, (10.1)
kde P; (i =1,..., o) jsou uzlové body 7. Protoze X\ C Wi(Q), plati

AR RA (10.2)

Pro vétsi jednoduchost budeme ptredpokladat, ze
u=y2€C%S;) (=1,...,7), (10.3)

kde S1,...,S, jsou disjunktni &asti I'y, jejichZ sjednoceni je I';. V tomto piipadé
lze definovat konecnéprvkovou aproximaci mnoziny z + V vztahem

W’E") ={ve X,(ln) : v(P) =u(P;) VP, € f1} (10.4)

Nyni jsme pfipraveni definovat priblizné feseni Problému 6.2 pomoci metody ko-
necnych prvki v pfipadé oblasti €2 s polygonélni hranici 0€2:
10.2. Definice. Priblizné feseni u!™ Problému 6.2 je definovéno jako Feseni

tohoto problému: Najit takovou funkci u,(l") € W,(Ln), ze

a(ugn),fu) =L(v) Yve Vh(n). (10.5)

10.3. Véta (o existenci a jednoznacnosti pFiblizného reSeni). Necht bili-
nearni forma a(v,w) je V-elipticka. Potom problém formulovany v definici 10.2 m4

praveé jedno reseni uﬁln) € W,E").

Diikaz. V kapitole 12 uvidime, ze (10.5) neni nic jiného nez soustava linearnich
algebraickych rovnic pro parametry u,(ln)(Pi) (kde i € {1,...,0} a P; ¢ T'1), které
jednoznacéné urcuji spolu s parametry u,(l")(Pj) =u(P;) (P; € T1) funkci uﬁbn)(:v, Y)
ve tvaru (9.17), tj.

ug (2, y) = Z%")(Pi)w(x,y). (10.6)
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Tedy staci dokazat, ze determinant prislusné soustavy linearnich algebraickych rov-
nic je ruzny od nuly. Jinymi slovy, sta¢i dokazat jednozna¢nost problému (10.5).

Predpokladejme, Ze kromé funkce u,(l") € W,(Ln), kterd spliiuje (10.5), existuje
funkce o™ € W™ tak, 7e

a(@™, v) =Lw) Vev™. (10.7)
Odecteme-li (10.7) od (10.5), dostaneme vzhledem k tomu, Ze forma a(v,w) je

bilineérni,
a(uﬁln) - ﬂ,(l"),v) =0 Ve Vh(n). (10.8)

Ze vztahu (10.1) a (10.4) plyne, ze ugn) - 172") € Vh(n). Tedy ve vztahu (10.8)

muzeme polozit v = ugn) - 172"). Uzijeme-li navic V-elipti¢nost formy a(v,w) (viz

(7.6)), dostaneme vzhledem k (10.2)
0=a(w” =@ u” = @) > pllu” — w1 g

Odtud plyne, ze ﬂ,(ln) = ugn) témeér vsude v Q. [

10.4. Poznamka. Necht plati pfedpoklady véty 7.9. Z dikazu této véty snadno

vidime, ze u,(l") € W,E") spliiuje vztah (10.5), kdyz a jen kdy?z u,(l") ostfe minimalizuje

kvadraticky funkcional IT(v) na W™

11. KONVERGENCE PRIBLIZNYCH RESEN{

V celé kapitole predpokladame, ze oblast {2 ma polygonalni hranici 9€2. Za¢neme
s abstraktnim odhadem chyby:

11.1. Vé&ta (abstraktni odhad chyby). Necht u € W4 () je feseni Problému
6.2, ve kterém vystupuje V -elipticka a ohranic¢ena bilinearni forma a(v,w). Potom
plati

le—uP o< C inf flu—olo, (11.1)
'UEW,S")

kde C je konstanta nezavisla na h, u a v.

Dikaz. Zvolme v € W,E") libovolné. Podle (10.1) a (10.4) plati, ze u,(ln) —v € Vh(n).
Uzitim (10.2) a (7.6) a pak (6.5) a (6.11) postupné dostaneme

Blup” = vliq < a(u = v, uf” —v) = a(u”, ui” = v) = a(v, u” —v) =
= L(u,(ln) —v) —a(v, u,(ln) —v) = a(u, u,(ln) —v) —a(v, ugn) —v) =

:a(u—v,u,(l") —v). (11.2)

Ptedpoklady Problému 6.2 ndm dovoluji uzit Lemma 7.4. Tedy plati
la(u— v, uy” = 0)| < Mu— o allu” - vl (11.3)

54



Zkombinujeme-li (11.2) a (11.3) a vysledek podélime vyrazem B||U§Ln) — |10, do-

staneme za predpokladu, ze ||u,(l") —vlj1,0 >0,

Ju? ~ vlae < 5 = ol (11.4)
Tato nerovnost spolu s trojuhelnikovou nerovnosti
= w0 < u= vl + uf® = vlie (11.5)
implikuje
= o < (143 )= vl (11.6)

Pokud ||u§Ln) —v||1,0 = 0, potom (11.4) plati bez Gvah spojenych s (11.2) a (11.3),
takze s pomoci (11.5) opét dostaneme (11.6).

Prejdeme-li v (11.6) k infimu vzhledem k v € W™, dostaneme (11.1), kde C =
1+ M/8. O

Véta 11.1 méa dva dilezité dusledky:

11.2. Véta (o maximalni rychlosti konvergence). Necht T, € {7}}. Necht
bilinearni forma a(v,w) je V-eliptickd a ohrani¢end a necht u € W3*(Q), kde u
je feseni Problému 6.2. Necht mnozina triangulaci {7}, kde h € (0;1), sphiuje
podminku minimalniho thlu (viz (8.8), (8.9)). Potom

= w0 < ChM fulnyr0 Vh € (0;1), (11.7)
kde konstanta C' nezavisi na h a u.
Diikaz. Protoze Ij'u € W,(Ln), vztah (11.1) implikuje

lu— w10 < Cllu— Iul1q.
Vztah (11.7) nyni plyne z véty 8.4 (vztah (8.13), kde s =1). O

11.3. Véta (obecna véta o konvergenci metody konecénych prvka). Necht
ohrani¢ena oblast Q C R? ma polygonalni hranici 0. Necht mnozina triangulaci
{Tr}, kde h € (0;1), spliiuje podminku minimalniho thlu. Necht funkce u z okra-
jové podminky (6.2) je takova, ze existuje funkce z € W3 () spliiujici vztah vz = u
na I';. Necht jsou splnény piedpoklady véty 7.3 o existenci a jednoznacnosti feseni
variacniho problému 6.2. Potom

li _ (n)
lim flu — |

kde u € W4 (Q) je feseni varia¢niho Problému 6.2.

1,0 =0, (11.8)

Vzhledem k vétsi komplikovanosti diikaz véty 11.3 zde neuvadime (viz [Ze2,
str. 65 - 67).

Véta 11.3 zarucuje konvergenci metody konecnych prvkia za podminek, které
staci k existenci a jednozna¢nosti presného feseni u € W (Q) Problému 6.2. Je-li
navic pfesné feseni dostatecné hladké, tj. u € Wit (Q), kde n > 1, potom véta
11.2 zarucuje rychlost konvergence O(h?), je-li kone¢néprvkova nasada z Po(n).
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12. PRIBLIZNE RESENI uﬁL") JE RESEN{ SOUSTAVY

LINEARNICH ALGEBRAICKYCH ROVNIC

Necht p je celkovy pocet uzlovych bodi v dané triangulaci T;, polygonalni oblasti
Q a necht r je pocet uzlovych bodi, které nelezi na I';. Pro vétsi jednoduchost
dalsiho zépisu ozna¢me symboly Py, ..., P, uzlové body, které nelezi na I';; uzlové
body lezici na Ty jsou tedy oznadeny symboly P, 1, ..., P,. Kromé této podminky
miuze byt zptsob ¢islovani uzlovych bodi libovolny.

Prozatim nezname funkcéni hodnoty piiblizného feseni u,(ln)(x, y) v uzlovych bo-

dech Pi,..., P,; ozna¢me je proto symboly w1, ...,w,. Protoze u,(ln) € W,En), plati
podle (10.4)

u$™ (Py) =u(Py) VP, €Ty, (12.1)

takze podle véty 9.8 (vztah (9.17)) muZzeme psat

r 4
u,(l")(x, y) = ijcpj (xz,y) + Z u(Py)or(z,y) . (12.2)
j=1 k=r+1
Vztahy (10.1) a (9.16) davaji
oi(z,y) e V™ (i=1,...,r) (12.3)

Dosadme (12.2) do (10.5), tj. do vztahu
a(ugn),fu) =L(v) Yve Vh(n),

a polozme v = ¢; (1 < i <), coz jsme vzhledem k (12.3) oprédvnéni. Dostaneme

Z a(pj, pi)w; = L(p;) — Z a(pr, ei)u(Py) (i=1,...,7). (12.4)
Jj=1 k=r+1

Jestlize bilinearni forma a(v, w) je symetrickd, potom

a(('pju (;02) = a((piu ()0_7)

a vztahy (12.4) mohou byt psény také ve tvaru

Za(cpi, pj)w; = L(p;) — Z a(pi,pp)u(Py) (i=1,...,7). (12.5)
Jj=1 k=r+1

V obou pfipadech (12.4) a (12.5) jsme ziskali soustavu r linedrnich algebraic-
kych rovnic pro r neznamych ws,...,w,; v prvnim pripadé s nesymetrickou matici
{a(gj, ¢i)}; v druhém piipadé se symetrickou matici {a(y;, ¢;)}. Podle véty 10.3
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OBR.12.1

kazda z téchto soustav ma praveé jedno feseni wi,...,w,. V hodinach cvic¢eni bude
v ptipadé n = 1 ukdzéno, jak vytvofit soustavu (12.4), resp. (12.5) v pocitadi.
Poznamenejme, ze uzlové body triangulace 7}, jsou v aplikacich ¢islovany tak, aby

vvvvv

matice {a(yj, @)} (a tedy pfi vhodném ¢islovani i pasovost) plyne ze vztahu

a(pj, pi) =0 < mesy(supp ¢; Nsupp ;) =0.

Pro triangulaci na Obr.12.1, kde T'; je zékladna obdélniku, je v p¥ipadé n = 1
naznaceno jedno z ¢islovani uzld, pri kterém je Sifka pasu minimalni. Uzly lezici na
I'y mohou byt ¢islovany libovolné.

v~ , H
13. KONECNEPRVKOVY PROSTOR X ,(L?” )

Lagrangeovsky trojuhelnikovy konec¢ny prvek se v ptipadé n = 3 prilis nepouziva;
mnohem popularnéjsi je v aplikacich hermiteovska varianta, kterd je definovana
takto:

(1) trojuhelnik
(2) kubicky polynom

ve vrcholech trojuhelnika
Graficky je tento konec¢ny prvek znazornén na Obr. 13.1, kde tu¢ny bod znamena
derivace - v8echny tfi parametry predepsany ve stfedu krouzku (kterym je v nasem
pfipadé vrchol trojuhelnika).

OBR. 13.1
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13.1. Lemma. Necht P je libovolny bod strany P; Py, trojihelnika T € Tj,. Hod-
nota p(P) polynomu p(x,y) € P2(3) je jednoznac¢né urcéena hodnotami parametri,
které jsou piedepsany v uzlovych bodech (vrcholech) P;, P.

Dikaz. Necht P; = [z},y;], Pr = [, yr]. Zvolme parametrické vyjadieni tsecky
P; Py, ve tvaru

r=x;+ (xp—z)t, y=y;j+yr—y;)t, 0<t<1 (13.1)
a definujme polynom p(t) € P1(3) na segmentu (0; 1) vztahem

P(t) = p(zj + (wp — )t 95 + (ye — yj)t), ¢ € (0;1). (13.2)
Z teorie Hermiteovych interpolacnich polynomt jedné proménné plyne, ze polynom

p(t) je jednoznaéné urcen ¢tyfmi hodnotami p(0), p(1), p'(0), p'(1) (dokdzeme to
snadno pomoci Rolleovy véty - viz Poznamku 13.2). Plati

5(0) = p(zj,y;) = p(Fy), H(A) = p(zk, yx) = p(Pr), (13.3)
70 = (o1 = 25) AP + (= 1) G (P) = LG (By), (13.4)
F0) = (o0 = 2) P + = 0) 5 (P) = L g (P). (139

= —
kde [, je délka tsecky P;Pj a 0/0s znaci derivaci ve sméru vektoru P; Pj. Pfipo-
menme, ze derivace dp/ds je dana vztahem
dp Op 0

= cos o + g sin «
ds  Ox oy ’

—
kde « je thel, ktery svird vektor P; P s kladnym smérem osy x. Plati

T — Ty .
cosa = ———, simo =
ljk

Ye — Y5

Tedy ve vyjadfeni parametrt p(0), p(1), p'(0), p'(1) vystupuji pouze parametry

PJ) @(Pk)v @(Pk)u

dp dp (
" Ox oy

p(Pj)7 p(Pk)v %(Pj)v ay

které jsou predepsdny v uzlovych bodech P;, Pj. ProtoZze miiZeme pro kazdy bod
P € PPy nalézt prave jedno t € <0; 1>, které koresponduje s bodem P, je vzhledem
k (13.2) dikaz ukoncen. [

13.2. Poznamka. Jednoznacnost bude dokézéna, ukdzeme-li, Ze pro p(t) € P1(3) ze vztahti
p(0) =0, p(1) =0, §'(0) =0, p'(1) =0 (13.6)

plyne p(t) = 0. To je vSak snadné. Podle (13.6)1, (13.6)2 a Rolleovy véty existuje takovy bod
&1 € (0;1), ze
P'(é1) = 0. (13.7)

58



