Z (13.6)3,4 a (13.7) plyne dvojim uzitim Rolleovy véty existence bodt 71 € (0;&1) a 2 € (£151)
takovych, ze

p"(m) =0, p’'(n2)=0. (13.8)
Koneéné z (13.8) podle Rolleovy véty plyne existence takového bodu ns € (n1;12), zZe
p"'(n3) =0. (13.9)
Polynom p(t) ma obecné tvar
ﬁ(t) =ag +ait + ast +ast. (13.10)

Tedy '’ (t) = 6a3 a z (13.9) plyne, ze a3 = 0. Odtud a z (13.10) plyne ze p" (¢t) = 2a2. Tento vysle-
dek a (13.8) davaji az = 0. Odtud a z (13.10) plyne, ze p’(t) = a1. Tento vysledek a (13.7) davaji
a1 = 0, takze p(t) = ag. Odtud a z (13.6)1,2 plyne p(t) = 0, coz jsme potiebovali dokazat. []

13.3. Poznamka. UzZijme misto parametrizace (13.1) usecky P; Py parametrizaci
Tp — T
Lk

Y —Yj

r=x;+
Lik

T, Y=y;+ 7, 0<7 <y (13.11)

a definujme na (0;1;)) polynom f(r) € P1(3) vztahem

Th 785y, Y T> e {0i11). (13.12)

i) = +
ljk ljk

Stejné jako v dikazu lemmatu 13.1 zjistime, Ze

50) = p(Py). #Uw) = p(Pa), 7(0) = SE(P), #(t) = L(R). (13.13)

Mezi vztahy (13.3) — (13.5) a vztahy (13.13) neni zadny rozpor: Podle (13.2) a (13.12) maji grafy
funkci p(t) a p(7) v korespondujicich bodech t <+ 7 (které spolu souviseji podle vztahu 7 = ;1)
stejnou ”?vysku” (protoze kazdému bodu P € m odpovidé pravé jedno t a praveé jedno 7); proto
podle (13.3) a (13.13)1,2 je $(0) = 5(0), (1) = H(L;x). Je-li I, < 1, potom graf H(7) je strmé&jsi
nez graf p(t); je-li [ > 1, potom graf (1) je strméjsi nez graf p(t); to vysvétluje, ze podle (13.4),
(13.5) a (13.13)3,4 je p'(0) = L;xp’(0), p'(1) = Ljp' (Ljk)-

13.4. Véta. Necht u € CY(T), kde T € Ty,. Potom existuje pravé jeden polynom
uy € P2(3), pro ktery plati

UI(PZ'T) = U(PZT) (Z = 07 17 27 3)7

our ou oug ou (13.14)
rr rh, —@PH=-—(P) (=123
GEED = FHED. GEEN =G (=1.2.3)
kde P je tézisté trojihelnika T a PT, PI, P jeho vrcholy.
Drukaz. Stejné jako v dukazu véty 9.4 staci dokazat, Ze vztahy
ur(PF)=0(i=0,...,3), %( Pl = %(PT) =0(j=1,23) (13.15)
implikuji ur(z,y) = 0.
Z (13.15) a lemmatu 13.1 plyne, Ze
ur(P)=0 VPe PP; (i,j=1,2,3; i#j).
Odtud podle lemmatu 9.3 dostavame (protoze u; € P2(3))
ur(z,y) = K fia(z,y) fi3(z, y) f23(2, y). (13.16)
Protoze P ¢ P;Pj, plati
Fiy(PE) #£0 0 (4,5 =1,2,3; i # j). (13.17)

Vztahy (13.16) a (13.17) spolu se vztahem u(PJ) = 0 davaji K = 0, takze podle (13.16) je
uz(z,y) = 0, coz jsme chtéli dokazat. [
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13.5. Véta (o konstrukci prostoru X ,(13’H)). Necht Ty, je libovolna triangulace
uzaviené ohrani¢ené oblasti Q0 s polygonalni hranici 0. Za uzlové body triangulace
Tr, zvolme vrcholy a tézisté trojuhelniki T € Tp,.

a) Funkce v(x,vy), kterd je na kazdém trojihelniku T € T}, polynomem z Pr(3)

jednoznacné urcenym deseti parametry

81}P ov

U(P’i)v %( i)7 a_y(

P) (P,€dT), o(P;) (PjeT=intT),

nélezi do prostoru C°(2) funkci spojitych na Q.
b) Mnozina vSech funkci v(z,y) popsanych v tvrzeni a) je r-rozmérny linearni
prostor, ktery oznacime X ,(L?”H). Pritom plati

r =30y + 0t (13.18)

kde g, znadi (stejné jako v (9.1)) celkovy pocet vrcholi v triangulaci Ty, a o4 celkovy
pocet trojiuhelniki.

Dikaz. Tvrzeni a) plyne z lemmatu 13.1; tvrzeni b) je evidentni. O

13.6. Porovnani dimensi prostoru X,(z3) a X,(13’H). Podle Eulerovy formule v triangulacich

s mnoha trojuhelniky plati
Qv 0t :0s=1:2:3, (13.19)

takze
ot =20y, 0s = 30v . (13.20)
Tedy podle (9.1)
0= 0v +20s + 0t = 90u,
T = 30v + 0t = 50v,

takZze p:r =9 :5 = 1,8. V triangulaci ¢tverce, ktera vznikne délenim na 10 % 10 ¢tverci, pficemz
kazdy dil¢i ¢tverec rozdélime uhlopfickou na dva trojuhelniky, je 0, = 121, g+ = 200 a s = 320
(pfitom tato triangulace nema z hlediska aplikaci mnoho trojuhelnikt). Tedy ¢ = 961 a r = 563,
takze g : r = 1,707, coz je dobra shoda s obecnym vzorcem. Tedy dimense prostoru X,SS’H) je na
stejné triangulaci témér dvakrat mensi nez dimense prostoru X }(13). To je prvni vyhoda prostoru

X}(lg’H) proti prostortim X,(Z3).

). Funkee z prostoru X ,SS’H)

oo 3 ’ Il o H

13.7. Spojitost derivaci funkci z prostoru X,(L?”
maji oproti funkcim z prostorua X ,(ln) velkou vyhodu: jejich prvni derivace jsou
ve vrcholech trojuhelnikt spojité, protoze vystupuji mezi parametry, které funkci
veX ,23’H) jednoznac¢né urcuji. V aplikacich maji derivace vétsi vyznam nez funkéni
hodnoty; proto v pfipadé prostora X ,(l") se museji priblizné dopocitavat (vétsinou
zprumérovanim z hodnot na trojuhelnicich, které maji ptislusny uzlovy bod spo-
leény).

13.8. Realizace okrajovych podminek. Zaéneme s homogenni okrajovou podminkou

u=0 nal}j. (13.21)

Jsou mozné tfi pripady:
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a) Uzlovy bod P; € T'1 neni vrcholem polygonu 92 (a protoze P; € I'1, neni P; koncovym
bodem fl). Potom pro funkce v € Vh(g’H) C X}(l3’H), kde

v — fpe Xy —0na Ty}, (13.22)
z (13.21), resp. (13.22) plyne
0
w(P) =0, Z(P)=0. (13.23)
s
kde 9/0s je derivace ve sméru usecky I, kterd je ¢asti O a na které uzlovy bod P; lezi. Plati
0 0 0
55 = (cos a)a—m + (sin oz)a—y , (13.24)

_>
kde « je tihel, ktery svird orientovana tsecka [ s kladnym smérem osy z. Tedy (13.23) muzeme
psat ve tvaru

v(P;) =0, g—Z(PZ) cosa + Z—Z(PZ) sina =0. (13.25)

Je-li cosa # 0, sina # 0, mame pro dva parametry Ov(P;)/0z, dv(P;)/dy jednu podminku
(13.25)2. Jeden z téchto parametrt zvolime za ”volny” (nezndmy) a druhy pomoci néj vyjadiime;
napr.

ov ov
—(P;) = ——(P;)tgo .
S (P) = =5l (Ptgo

V tomto pripadé jsme zvolili za volny parametr derivaci dv(P;)/dy.

Je-li cosa = 0, sina # 0, potom podle (13.25)2 je Ov(P;)/0y = 0 a parametr Ov(P;)/0z je
volny, protoze nemame pro néj zadnou podminku.

Je-li cosa # 0, sina = 0, potom podle (13.25)2 je Ov(P;)/0z = 0 a parametr Ov(P;)/0y je
volny.

b) Uzlovy bod P; € T'; je vrcholem polygonu 952, ale je koncovym bodem I'y. V tomto pfipadé
postupujeme zcela stejné jako v pripadé a).

c) Uzlovy bod P; € T'; je vrcholem polygonu 99 a neni koncovym bodem I';. V tomto piipadé
vedle vztahu (13.25)2 jesté plati

%(Pi) = Z—Z(Pi) cosf3 + Z—Z(Pi) sin 8 = 0, (13.26)

kde 9/0t je derivace ve sméru tsecky 7 Ty, jejimz jednim koncovym bodem je bod P;, a 3 je
thel, ktery tise¢ka ’ svira s kladngm smérem osy . Z (13.25) a (13.26) pak plyne

v(P;) =0, @(Pi) =0, @(Pi) =0. (13.27)
Oz Oy

)

V definici prostoru Vh(g’H) jakozto podprostoru X }(L3’H musime vyjmenovat pro funkce v €

Vh(g’H) vSechny nulové parametry a vSechny zavislé parametry; toto vyjmenovani je zavislé na
okrajové podmince (13.21) a triangulaci 7} oblasti Q.

V pripadé nehomogenni okrajové podminky
w="Tnal; (13.28)

)

. . o 3,H v - o
konstruujeme navic mnozinu W}E /5 v pfipadech a), b) vychazime ze vztaht

_ ov ou
o(P) =u(P;), —(P)=——(P)
Os Os
V pfipadé c) k témto dvéma vztahtim ptibirdme jesté vztah
ov ou

E(Pi) = E(Pi)-
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Postup je zfejmy (misto homogennich linedrnich algebraickych rovnic médme nyni k dispozici pro
parametry v(P;), Ov(P;)/0z, Ov(P;)/0y nehomogenni rovnice).

Formulace priblizného reseni Problému 6.2 v kone¢néprvkovém prostoru X,SS’H) je tato: Najit

funkci uﬁlg’H) S W,ES’H) tak, aby platilo

a(uéS’H),v) =L(v) W€ Vh(S’H). (13.29)

13.9. Pripad zakfivené hranice. Uz na tomto misté je nutné zminit se o piipadé, kdy
aproximujeme zakfivenou hranici polygonem a uzivame na triangulaci aproximujici polygonalni
oblasti 2}, prostor X,(13’H). Z (13.21) opét plyne (13.23), kde vsak nyni symbol 0/9s znamend
derivaci ve sméru te¢ny k oblouku I';. Je tfeba poznamenat, ze k presnému vypoctu této derivace
musime znat analytické vyjadieni I';; pokud je nezndme, musime prislusné derivace vypocitat
s dostate¢nou ptesnosti pfiblizné (napf. aproximovat I'; kubickym splajnem).

14. TRANSFORMACE TROJUHELNIKU NA REFERENCN{ TROJUHELNIK

14.1. Véta (o vlastnostech transformace trojihelnika na referenéni
trojuhelnik). Necht T € T}, je trojihelnik s vrcholy P(z;,vy;) (i = 1,2,3) (lokdlni

znaceni). Necht T je trojihelnik, ktery lezi v kartézské souiadné soustavé &,n a
ma vrcholy R1(0,0), R2(1,0), R3(0,1) (tzv. referencni trojithelnik). Potom trans-
formace

T = m*(é_u 77) =z + EQé_ + 537);

x _ _ (14.1)
y=y"(&n) = y1 + Y26 + s,
kde
Tk =2k —T1, Y=Yk — Y1 (k =2, 3)7 (142)
ma tyto vlastnosti: B
a) zobrazuje Ty vzajemné jednoznacné na T';
b) vrcholy a strany T a T spliiuji tyto relace:
c) jakobian Jr = Toys — T3y, transformace (14.1) sphiuje odhady
1 3
5h2T sindr < |Jr| < gh%, (14.4)
kde hy je délka nejvétsi strany trojihelnika T a U1 nejmensi thel T;
d) plati
ox* ox* oy* oy*
— 1| <h — 1| <h — 1 <h —— | < hr; 14.5
86 >~ T, 87’] >~ T, 86 >~ T, an = vy ( )
e) inversni transformace k transformaci (14.1) m4 tvar
* _ 1 _
§=E&"(r,y) = J—[yg(as —z1) — Z3(y — 1)),
1T (14.6)
n=1(#.y) = 5[0 = 51) + 72y — y1)]
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a plati

‘85 * ‘ < 2 ‘85* 2
Ox | ~ hpsindr’ |0y |~ hpsindp’
T T Yy T T (14.7)
on* < 2 on* 2
ox | — hr SiIl’l?T7 8y ~ hrpsindr ’
Dikaz. a) Vektory P1 P2 = (T2,Ys), P1P3 = (T3,73) jsou nekolinedrni; proto plati
Jr =TaYs — x3Y,y # 0. (14.8)

Vztah (14.8) implikuje, ze zobrazeni (14.1) je injekce roviny (£, n) do roviny (z,y): Jestlize dva
body [£1,71], [£2, 2] maji tentyZ obraz [, §], potom podle (14.1)

& =21 +T2& +Tafi, §=y1+ Pl +Yshi (i=1,2).
Odectenim téchto dvou soustav vztaht ziskdame
0="=2(&1 — €2) +T3(fn — 72), 0 =To(€1 — €2) + T3 — 7i2).

Toto je homogenni soustava linearnich algebraickych rovnic pro neznamé fl — 52, 71 — f2. Deter-
minant této soustavy je roven Jr. Tedy &1 = €2, 11 = 2.
Nyni dokéZeme, Ze ke kazdému bodu P(%, ) € T mlZeme nalézt takovy bod [, 7] € Ty, Ze

g=a"(n), §=y"(&N). (14.9)

Zvolme P = P;. Potom & = 0, /) = 0 splituji vztahy (14.9). Necht nyni P # Py, P € T. Potom
soutadnice Z, 4 bodu P spliiuji vztahy

z=(1-c)r1 +claxz +bzx3), §=(1-c)yi+ clayz + by3s), (14.10)

kde
0<e<l; a+b=1, a>0,b>0. (14.11)

(Vztahy (14.10), (14.11) plynou z téchto dvou fakti: (1) £ = z1+c(zg — 1), § = y1 +c(yg — 1),
kde Q je spoleény bod ptimky PP a tsecky PyPs; (2) kazdy bod tsecky P2 Ps je tvaru [az2 +
brs, ayz + bys].)

Polozme & = ac, 7j = be. Potom podle (14.11) plati

0<£+ﬁ:ac+bc:c(a+b):c§ 1.
Tedy [¢,7] € To. Nyni ukézeme, Ze jsou splnény vztahy (14.9): Vztah (14.10); muze byt psan ve

tvaru . A R
Z=[1-cla+b)]r1 +z2{ + 230 =21+ (T2 — 1) + (T3 — 21)7) = (&, 7).

Podobné dostaneme z (14.10)2:
§=[1—cla+Db)y1 + y26 + ysii = y* (£,9).
Zbyva dokézat, ze (14.1) zobrazuje To do T: Pisme (14.1) ve tvaru
z=01—-&—n)z1+&x2+nr3, y=0—-&—n)y1+&y2 +ny3 (14.12)

a nechf [£,n] # [0,0], [£,n] € To. Polozime-li £ + 1 = ¢, a = &£/c, b = n/c, potom miizeme psat
vzhledem k (14.12)

z=(1-c)r1 +clazz +bzr3), y=(1-c)ys+ clay2 + by3s), (14.13)
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kde a, b, ¢ splituji (14.11). Srovname-li (14.13) s (14.10), vidime, ze [z,y] € T.

Pfedchozi vysledky implikuji vlastnost a) transformace (14.1).

b) Vztahy (14.3)1 plynou z tvrzeni a) a ze vztahti x; = z*(R;), y; = v*(R;) (1 = 1,2, 3). Vztahy
(14.2)2 plynou z tvrzeni a) a z nésledujici skute¢nosti: Polozime-li n = 0 v (14.1) a omezime-li £
na segment <0; 1>, dostaneme parametrické rovnice strany P;P>. Polozime-li € =0 an € <0; 1>,
potom se vztahy (14.1) stanou parametrickymi rovnicemi strany P;P3, a polozime-li n = 1 — £,
¢ e <0; 1>, dostaneme parametrické rovnice strany PaPs.

c) Plati
mesaT :/ dzdy :/ |Jr| dédn = l|JT|. (14.14)
T To 2
Dokéazeme, ze
%hQT sindr < 2messT < ?h% (14.15)

Druhé nerovnost (14.15) plyne z toho, Ze rovnostranny trojihelnik mé nejvétsi plosny obsah ze
vsech trojuhelniki se stejnou nejvétsi stranou. Nyni dokdzeme prvni nerovnost: necht ar < by <
ct = ht jsou délky stran trojuhelnika 7. Potom

2meSQT = thT sin 19'1". (14.16)

Protoze soucet délek dvou libovolnych stran trojihelnika je vétsi nez délka zbyvajici strany, plati
hr < ar+br < 2bp. Odtud %hT < by. Tato nerovnost a vztah (14.16) implikuji prvni nerovnost
(14.15).

Z (14.14) a (14.15) plynou odhady (14.4).

d) Protoze || < hr, |[§;| < hr (k= 2, 3), dostaneme vztahy (14.5) derivovanim (14.1).

e) Uvazujeme-li vztahy (14.1) jako linedrni algebraické rovnice pro nezndmé &, n, dostaneme
(14.6) ihned pomoci Cramerova pravidla. Odhady (14.7) ziskdme derivovanim (14.6) a uzitim
vztaht [T < by, 73] < hr (k= 2,3) a |Jp|™! < (3hZ.sindp)~! (posledni nerovnost plyne
z prvni nerovnosti (14.4)). [J

V nasledujici vété budeme opét pouzivat symboly 1, x2 a &1, &2 namisto x, y a
¢, n a budeme stru¢né psat [ fdz a [ gd¢ misto [ fdzides a [ gdéidés.
Transformace (14.1) bude psana ve tvaru

a k ni inversni ve tvaru

Odhady (14.5) a (14.7) mohou byt stru¢né psany takto:
D6, ) < by Jal =1 (i=1,2) (14.19)

2
ool =1 (i=1,2). (14.20)

DeEr <
| DY (w1, m2)| < Smop

Véta 14.2 uvede vlastnosti slozené funkce

w*(§17£2) = w(xi(é-lng)vx;(é-lng))v (1421)

kde funkce w(z1,z2) nalezi do W¥(T). Tyto vlastnosti budou velmi uZiteéné jak
v teorii interpolace, tak v teorii numerické integrace.
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14.2. Véta. a) Necht T € Tp,. Je-li w € C®(T), potom w* € C*(Ty) a pro

libovolna cela ¢isla s, k € {0,1,2,...} plati tyto odhady:

meso T’

(sm 19

w* |1, < C(k)h&(mesyT) Y2 |wly 7,

kde hr < 1 a pro konstanty C(s), C(k) plati

C(s)=2°V2(s+1), C(k) = g(k +1).

(14.22)

(14.23)

(14.24)

b) Jestlize w € WE(T), kde k > 2, potom w* € W¥(T,) a plati odhady (14.22),

(14.23), pricemz v (14.22) je 0 < s < k.

Diikaz. a) Protoze z¥(£1,&2) € C®(R?) (i = 1,2), ze (14.21) a piedpokladu w € C°°(T') plyne
(podle véty o derivovani slozené funkce), ze w* € C™®(Tp). Nyni dokédzeme (14.22). Podle véty o

transformaci integralu plati

wl2p = S /(D%)?dm— 3 / (Dw)*)2|.Jr| de,

|a|<s |a|<s

kde
(D*w)* (&1, &2) = (Dw)(z7 (§1,€2), 23(€1, €2))-

Abychom vyjadiili (D®w)* ve vhodném tvaru, piSme

w(r1, r2) = w* (&7 (x1,22), 85 (21, 22)).

Protoze & (21, 22), &5 (21, x2) jsou linearni funkce, dostaneme z (14.26) derivovanim

_ 22: w* dgy,  Pw K DPwr AL, 9&;
8331' me1 8£m 6371 ’ 8;61833] mor—=1 85771657‘ 63;1 8;3]
a obecné
Z balgD’B'w*,
[Bl=le|

kde by jsou konstanty, pro které podle (14.20) plati

lef
—|a

b - @
| aﬁ| > (Sln’l9’1")|a| T

Tedy prava strana (14.27) je pouze funkci &1, &2 a vyjadiuje (D%w)*:

(Dw)* = > bagD’w
181=lal

Podle Cauchyovy nerovnosti (7.23) (kde polozime b; = 1) je

2 m
<m E a?.
=1

m

aj
=1
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Pomoci (14.14) a (14.28) — (14.30) dostaneme z (14.25):

lull =1l 5 [ (X basp’u ) ae <

|a|<s |1B8|=|«|

22l aja ?
B, *
< 2mesyT Y (sin19T)2|0‘|hT . < DPw ) d¢ <

la|<s |B]=lal

2|
< 2mesyT ) 2 h21 (ol + 1) > / (DPw*)? de <

|a|<s (Sin'ﬂT)2|a 18]=la
2:-2%°(s+1), o, %2 2-22°(s+1)? o,
~  (sindp)?2s hy ™ mes2T Z 0™ o),z < (sind7)2s hp**mesy T||w*||3 To -

lal<s

Tento vysledek ddva okamzité (14.22).
Nyni dokazeme (14.23). Protoze x}(£1,£2) (¢ = 1,2) jsou linearni funkce, dostaneme z (14.21)
derivovanim

* * * 2 * *
i 4= Orm 9 08O& e drmOzy O O
a obecné
> capDPw, (14.32)
|B]=|e]
kde cqp jsou konstanty, pro které podle (14.19) plati
lcapl < BT (14.33)
Protoze prava strana (14.31) je funkci pouze z1, x2, plati
(D*w*) = > capD’w, (14.34)
[Bl=]c]
kde
(D*w*) (21, 22) = (Dw™)(£] (21, w2), &3 (21, w2)).
Uzitim (14.14), (14.30), (14.33), (14.34) a véty o transformaci integralu dostaneme:
> / (D*w*)?de= 3 / (D°w*))2|Jr |~ da =
|af=k " To |al=
) 2
|JT|_1Z / < caﬁD5w> dz < |Jp| =t Z h lal/ ( w) dz <

la|=Fk |8]=]ex] |B]=lal

< (2mes;T) "2 3 (ol +1) 3 /(Dﬁw)2dw—
=k 151l

1 -
= §(meSQT) "h3F(k + 1) |§|: |w||a| = (k + 1)2h2k (mesaT) ™ |w|i7T.
al=
Odtud okamzité plyne (14.23).
b) Nejprve dokézeme, ze w* € WX (Tp), jestlize w € W¥(T) a k > 2. Protoze kazdy trojihelnik
mé lipschitzovskou hranici, miizeme uzit vétu 1.11 o hustoté linedlu C>°(T) v prostoru W¥(T) a
ke kazdé funkci w € W¥(T) nalézt posloupnost {v;} C C°°(T) takovou, ze

lim |jv; — w||g, 7 = 0. (14.35)

71— 00
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Polozme
v; (€1,&2) = vi(z1(&1,€2), 23(€1,€2)) -
Stejné jako v Césti a) plati, ze v} € C° (To). Podobné jako v zavéru piedeslé ¢asti dikazu lze
dokazat, ze
[0} — v}k, < C(k)(mes2T) ™ 2(jv; — vl - (14.36)

Podle (14.35) prava strana (14.36) jde k nule, kdyz i, j — oco. Tedy {v}} je cauchyovska posloup-
nost v prostoru Wzk (To). Tento vysledek spolu s tplnosti prostoru Wzk (To) implikuji existenci
funkce w € Wzk (To), pro kterou plati

lim ||v] — w||x,1, = 0. (14.37)
12— 00
Na druhé strané, protoze k > 2, podle véty 5.1 plati, ze w € CO(T). Odtud a podle (14.21) je
w* € C%(Ty), takze podobné jako v (14.36) plati
l[vf —w*|lo,z, < C(k)(mesaT)™/?|jv; — wllo,0 — 0. (14.38)

Vztahy (14.37) a (14.38) a jednoznacnost limity v Lo(Tp) implikuji, ze w = w*; odtud w* €
W¥(Ty), pricemz (dosadime-li w = w* do (14.37))

lim o} — w*||p.1, = 0. (14.39)
72— 00

Zbytek dikazu je jednoduchy: Protoze {v;} C C™(T), plati podle jiz dokadzané &asti a) véty
14.2

Cls _ .
vills. < ﬁhTS\/meSQTHUi oy (0<s<k), (14.40)
v} |1y < C(k)hk (mesoT) =2 |v; |, - (14.41)

Vlastnosti normy a seminormy a vztahy (14.35) a (14.39) implikuji

lim lvills, > = [[wlls, 0, lm [Jo7 s,z = llw”]ls,75 » (14.42)
1—> 00 1—> 00
lim |vs|s,7 = |wls,7, lim |[vf |51 = 0¥ s, 7, - (14.43)
i— 00 100

Skutecné, podle trojuhelnikové nerovnosti a vztahu (14.35) plati
lvills,r = llvi + w —wlls, 0 < [lwlls, 7 + [[vi —wlls,7 = |lwlls,7

Stejné lze dokdzat zbyvajici t¥i vztahy z (14.42) a (14.43). Tedy, prejdeme-li k limité pro ¢ — oo
v (14.40) a (14.41), dostaneme pro funkci w € W.¥(T) odhady (14.22) a (14.23). [

14.3. Poznamka. Pro nasi teorii potfebujeme pouze odhady (14.22), (14.23).
To je dobfe, protoze (podobné jako (14.36)) pro ||w*||x,1, lze ziskat pouze odhad

[w* |7, < C(k)(mesoT) ™2 ||wllxr
tj. odhad, kde na pravé strané se nevyskytuji zadné mocniny hr.

Ze vztaht (14.31)-(14.33) okamzité plyne nasledujici lemma, které bude mit
velké uziti v 16. kapitole.

14.4. Lemma. Necht T € Ty,. Je-li w € C¥(T), potom w* € C¥(Ty) a plati

|w*|C”€(TO) < C(k)h§“|w|ck(f)- (14.44)
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15. INTERPOLACNI TEOREMY

V této kapitole uvedeme a dokézeme interpolacni teorémy pro trojihelnikové
konecné prvky, pomoci nichz se generuji kone¢néprvkové prostory X ,(Ln) a X ,(L3’H).

15.1. Véta. Necht T € Tj,. Necht ur € P2(n) je interpola¢ni polynom funkce u
definovany vztahy (8.6), tj. vztahy

wr(B) = u(P) (i=1,...,N), (15.1)

kde N = (n+1)(n+2)/2 a uzlové body Pi, ..., Py jsou umistény naT jako prvnich
N cisel v Pascalové trojihelniku. Necht uw € Wk (T), pricemz

2<k<mn+l. (15.2)

Potom pro 0 < s < k plati

hE=

|u — ur] ET (15.3)

«_C¢
sT = (Sin’l9T)s

kde _
C=0C(n,sk,To). (15.4)

Dikaz. Poznamenejme, ze predpoklad £ > 2 zarucuje podle véty 5.1, ze u € CO(T), takze
polynom w; muzZe byt definovan vztahy (15.1).
A) Polozme

w* (&) = u(z* (&), y" (€ m), (15.5)

kde funkce z*(&,n), y* (€, 1) jsou definovany v (14.1). Podle véty 14.2 u* € WE(Tp).
Zvolme funkci v € W$(Tp) libovolnég, ale pevné, a definujme linedrni funkcional F(u*) na
Wk (Ty) vatahem
F(u™) = (u" —u,v)s,7, (15.6)

kde polynom u} je dédn vztahem

uy(§,n) = ur(z*(&n),y*(€,n)) (15.7)
a (v, w)s,1, je skalarni soudin ve W3 (Tp):
(v, w)s, 1, = Z D%vD%wdédn . (15.8)
lal<s *To

Ovérme predevsim, ze F' je linedrni funkcional: Necht c¢1, ca jsou dvé libovolnd redlna ¢isla a
w*, 2* € WkE(Ty) dvé funkce korespondujici s funkcemi w, z € Wk (T) podle vztahu (15.5). Potom

F(eiw™ + c22™) = F((c1w + c22)™) = ((crw + c22)* — (c1w + ¢22)7,v)s,1 =

= ((crw + c22)™ — ((crw + ¢€22)1)*,v) 5,1, = (c1w™ + c22™ — (crwy + c221)*,v) 5,7, =
= (cr1w™ + c22™ — crw] — c227,0)s, 1, = c1(W* — w7, v)s, 1, + c2(2" — 27,0)s,7, =
= F(w*) + caF(z").
Nyni dokazeme, ze

|F(u*)| < Cr||v||s, 10 1w ||,1y » (15.9)
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kde konstanta C1 nezavisi na v a u*. Vztah (15.6) implikuje
|F(u)] < flu* —uplls,zollvlls,mg < Molls,zo (1w lk,z0 + w7z, zo) - (15.10)

Abychom dokazali (15.9), musime odhadnout ||u}||x,1, pomoci ||u*||; 1,: Podle (15.5) a (15.7)
plati
w(Pf) =w(Py), wi(P)=uw(P) (i=1,...,N), (15.11)

kde P} = [£*(P;),n*(P;)], P; = [z*(P}),y*(P;})]. Vztahy (15.11) spolu se vztahy (15.1) dévaji
wi(PF) =u*(P}), (i=1,...,N). (15.12)

Linearnost transformace (14.1) a vztah (15.7) zarucuji, ze u}j € P2(n). Podle (15.12) je tedy u}
interpola¢nim polynomem funkce u* € W2k (To). Odtud

N
ui(6m) =Y u*(P})ei (& m), (15.13)

=1
kde bazové polynomy ¢} € P2(n) (i =1,...,N) jsou jednoznacné urceny vztahy

Plati N
lleille,my <K (i=1,...,N). (15.14)

Konstanta K zé&vis pouze na pevnych veli¢indch k, n, ¢7,..., ¢} a muze byt (po jistém usili)
vypoc¢tena. Odhad (15.14) a vztah (15.13) implikuji

N N
[tz < Dt (PO 119 Iy <KD Ju (P
=1 =1

Protoze k > 2, ze Sobolevovy véty o vnofeni (viz vétu 5.1) plyne

[u™ (P{)] < H%aXIH*(im)I < K(To)llw*llk,zo »
(0]

kde konstanta K (T) zavisi pouze na T. Kombinaci poslednich dvou odhadi se vztahem (15.10)
dostaneme odhad (15.9), kde C1 = 1+ NKK(To).
Nyni dokazeme, ze
F(u*)=0 VYu* € P2(n). (15.15)

Podle (15.13) polynom u} € P2(n) je interpolacnim polynomem polynomu u* € Pz2(n); odtud
podle véty 9.4 je u7 = u*. Tento vysledek a vztah (15.6) davaji (15.15).

Podle (15.9) je F(u*) linearni ohrani¢eny funkcional na prostoru W (Tp) s normou, ktera neni
vétsi nez C1||v||s,1,. Protoze podle (15.2) je k — 1 < n, vztah (15.15) dava

F(u*)=0 Vu* € Pa(k—1). (15.16)

Z (15.9) a (15.16) plyne, ze oba pfedpoklady Bramble-Hilbertova lemmatu (viz vétu 4.3) jsou
splnény, takze plati

|F(u*)| < C1Cal[vlls 1o lu” k.1 V™ € W3 (To), (15.17)

kde (jak uz bylo zminéno) C1 =1+ NIN(K(TO) a konstanta Cg zavisi podle véty 4.3 pouze na k

aTy.
Protoze funkce v byla zvolena ve W3 (Tp) libovolné, vztahy (15.6) a (15.17) dohromady déavaji

|(u* = uf, 0)s,1p| < CrCallolls mplu’ k1, Vu* € Wi (To), Yo € W5 (To).

69



Polozime-li v = u* — u}, dostaneme odtud

llu* —u}lls g < C102|u* k1, VYu* € WE(To). (15.18)

B) Nyni uzijeme vétu 14.2: Polozime-li w = u — uy, dostaneme z (14.22) pro 0 < s < k

C(s _
= ugllsr < ﬁ =5 /mesaTlu* — ullls. 1. (15.19)

Polozime-li w = u, dostaneme z (14.23)

[u* k.1, < C(k)h% (mesaT) ™ 2|uly . (15.20)

Zavér diikazu je nyni jednoduchy: Nésobme (15.18) vyrazem
C(s) _
———~—h*\/mesaT
(sindp)s T 2

a odhadnéme levou stranu zdola pomoci (15.19) a pravou stranu shora pomoci (15.20). Dostaneme

C1C2C(s)C(k) Bk

- (sindr)s fulk.

llu —urlls,T

coz je odhad vyjadfeny vztahem (15.3), kde C = Clcga(s)a(k). Odtud plyne (15.4). [J

15.2. Véta. Necht u € W¥(T), kde T € T, a 3 < k < 4. Necht ur € P5(3) je
interpolac¢ni polynom funkce u definovany vztahy (13.14), tj. vztahy

UI(PZ'T) = U(PZT) (Z = 07 17 27 3)7 (1521)
P; P; P; P; =1,2,3), 15.22
Gawh = gD, GHEN = e G=1.2.3) (15.22)
kde PT je tézisté trojihelnika T a PL, PT, P jeho vrcholy. Potom pro 0 < s < k
plati
C
< — 15.23
| (Sin’l9T)s ( )
kde _
C=0C(3,s,k,To). (15.24)

Diikaz. Poznamenejme, ze piedpoklad k > 3 zarucuje podle véty 5.1, ze u € CH(T), takze
polynom u; mtze byt definovan vztahy (15.21), (15.22).

Dukaz probihé téméf doslova stejné jako dikaz véty 15.1. Lisi se pouze v dikazu odhadu (15.9);
presnéji v dikazu vztahu

lutlle,mo < Callw ||k, (15.25)
Necht R1(0,0), R2(1,0), R3(0,1) jsou vrcholy trojihelnika T a Ro(%, 3) jeho tézisté. Ze
vztaht (15.5), (15.7) a (15.21) plyne, ze
wi(Ri) =u*(R;) (i=0,...,3). (15.26)
Nyni dokazeme vztahy
Ouj ou* ouj ou*
Rj) = —(Rj), —(Rj)=—(R; i =1,2,3). 15.27
35(]) BS(J) (R;) 3TI(J) (J ) ( )
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Podle (14.1), (15.5), (15.7) a (15.22) plati, ze

oujy Oug
R;) =
¢ (Rj) =

B\ g) +—( ])

8u1

ou ou
—$2—I(P)+y2 !

ou ou*
P_gc—P—}— P;) = —(R;),
() 2 ()lhy(]) 85(])
¢imz je prvni ze vztaht (15.27) dokadzan. Druhy se dokaze zcela stejné.
Lineérnost transformace (14.1) a vztah (15.7) zarucuji, ze uj € P2(3). Podle (15.26) a (15.27)
je tedy u} interpola¢nim polynomem funkce u* € Wzk (To). Usporadame-li deset hodnot, které
vystupuji na levych stranach vztaha (15.26), (15.27), néjakym zptsobem, napf.

ou*
L(R1), u}(R2),
an

a *
i (Ro), wj(Ra), L (Fu).
(15.28)

ouj ou’ ou’ ou’
(R2), —T(R2), uj(R3), —1(R3), - (Rs)
¢ on ! o¢ on
a oznacime-li je pro stru¢nost symboly ai,...,a10 (pro urlitost v pofadi uvedeném v (15.28)),
muzeme psat
10
wi(€m) =Y azpi(Em), (15.29)
Jj=1
kde % (&,m) € P2(3) ( =1...,10) jsou takové polynomy, ze pouze vzdy jedna z hodnot
) . A W
P35 (Ro), ¥5(R1), —=+(R1), == (Rl) ¥ (R2),
o8 (15.30)
¢3‘ ¢3‘ ¢3‘ vy '
(R2), (R2), v¥;(R3), (R3), on (R3)
je rovna jedné a zbyvajicich devét rovno nule.
Plati
Y5 e,y < K1 (4 =1,...,10). (15.31)
Konstanta K; zavisi pouze na pevnych veli¢inach k, 10, ¥, ..., 4], a mize byt (po jistém usili)

vypoc¢tena. Odhad (15.31) a vztah (15.29) implikuji

10 N 10
luillezy <D laal - 195 ez < K1Y lail -
=1 =1

Protoze k > 3, ze Sobolevovy véty o vnofeni (viz vétu 5.1) a vztaht (15.26), (15.27) plyne

sl = [w” (R))] < max |u™ (& m)] < Ka(To)llu*lle,z, (i=1,2,5,8 j=0,1,2,3),
0

ou* — . .
S max —(5517)‘ S KQ(TO)HU’*Hk,To (Z = 3: 6: 9; J = 1: 2: 3)7
Ty | 0§

< max n)‘ < Ko (To)|lu*|lk1y (i=4,7,10; j =1,2,3),
T

kde konstanta K(T¢) zavisi pouze na To. Kombinaci poslednich ¢tyi odhadt dostaneme odhad
(15.25), kde C3 = 10K1 K2 (To). U
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16. NUMERICKA INTEGRACE V METODE KONECNYCH PRVKU (PRIPAD 02 =T')

V této kapitole se vratime k oznaceni © = (x1,22), dz = dx1dzs a £ = (£1,&2),
d§ = d§1dé&s.

Kvadraturni formule definovana na referenénim trojihelniku 7o ma obecné tvar

/ (61,62) d€ = Zwso (16.1)

kde w; jsou koeficienty a B integracni body formule; symbol I oznacuje pocet
integrac¢nich bodt. Nejjednodussi formuli typu (16.1) je formule

| el de = Jo(ro), (16.2)
To
kde Ro(3, 3) je t6Zisté To. Dva dalii pitklady typu (16.1) jsou tyto formule:
| ot ds = el + o) + o(Rs), (16.3)
1
|| ot ds = Glo(s1) + o5 + o(5)). (16.4)

kde R1(0,0), R2(1,0), R3(0,1) jsou vrcholy trojuhelnika To a S1(3, %), S2(0,3),
5’3(%, 0) pulici body jeho stran. Uzitim vztahu

k!

GTETD (16.5)

§éde =
To
muzeme snadno dokazat, Ze kvadraturni formule (16.2), (16.3) jsou stupné pfesnosti

d = 1 a ze kvadraturni formule (16.4) mé stupen pfesnosti d = 2. Podobné lze zjistit,
ze kvadraturni formule

/ ¢(&1,&2) dﬁ—a( ZSO +SZ<,0 )+ 27¢ Ro))

m4 stupeti presnosti d = 3. (Mnoho dalich kvadraturnich formuli na T véetné tzv.

konickiych soucinovych formuli 1ze nalézt v [St]; o konickych souc¢inovych formulich

viz téz [Ze3]. Zde pouze poznamenavame, Ze tyto formule jsou zalozeny na myslence

transformovat trojihelnik na ¢tverec (resp. ¢tyfstén na krychli) a potom uzit ve

sméru kazdé souradné osy Gaussovu integraéni formuli zvoleného stupné pfesnosti. )
Podle véty o transformaci integralu plati

[ Flnamydo= ol [ F e de (16.6)
T To
kde

F*(§17£2) = F(xi(§17£2)7x§(§17£2))7 (167)
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pricemz z7 (&1, &2), x5(&1,&2) jsou pravé strany (14.1). Polozme

wi,r = |Jrlw;, Bir = (21(B]),25(B)). (16.8)

%

Vztahy (16.6), (16.8) a (16.1) davaji

I
/TF(CL‘l, I‘Q) dzx = Zwi,TF(Bi,T)a (169)

i=1
protoze podle véty 14.1 je F(B; r) = F*(B}).
Uvedme nékolik pfikladt. V pripadé formule (16.2) plati
I = 1, w1 = 5, Bl = RO, wi,T = §|JT| = meszT, Bl,T = P().
Formule (16.9) ma tedy v tomto pfipadé tvar

/TF(.'El, .'EQ) dox = (meSQT)F(P()). (1610)

V piipadé formule (16.3) mame

1 1 1
I=3, w/= & B = R;, wirT = 8|JT| = gmeszT, Bir=P; (i=1,2,3)

a formule (16.9) ma tvar
1 3
/ F(zq1,22)dx = —meszTZF(Pi). (16.11)
T 3 i=1
V pripadé formule (16.4) plati

1 1 1
I1=3 w= 5’ B =8;, wir = E|JT| = gmeszT, Bir=Q; (i=1,2,3),

(2

kde Q1, Q2, Q3 jsou piilici body stran trojihelnika 7. Tedy formule (16.9) m4
v tomto pripadé tvar

3
1
/ F(.’El,xg) dx = —mGSQTZF(Q,’). (1612)
T 3 i=1
Aproximovat funkcional

L(v) = /Qvf dz, feC°(QY) Yve Wi (Q) (16.13)

prov € X ,(ln) C W) kvadraturni formuli (16.9) znamend nahradit (16.13) funk-
cionalem

I
Lh(v) = Z Zwi,Tf(Bi,T)'U(Bi,T) Yv € X,(ln), (16.14)
Ten =1
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ktery je definovan na X ,(Ln). V piipadé I = 1 ma vztah (16.14) tvar

Lu(v) = Y (mes;T) f(P)o(PT) Woe X\ (16.15)
TeTh

Aproximovat funkcional
Jw _
a(v / (Z kij(z 8% 33:]( )) dz, kij € C°(Q) Yo,weW4(Q) (16.16)

pro v,w € X ,(Ln) C W) kvadraturni formuli (16.9) znamené nahradit (16.16)
funkcionalem

v %, n
Z Z Z W, Tkij( mT)a (BmT)a—w(ijT) Yo, w € X,(L ),

.T.
TEThm 14,5=1 J

(16.17)
ktery je definovan na X (n). V piipadé I = 1 ma vztah (16.17) tvar
%, %, n
ap (v, w) Z Z (mesoT) ki (Pg) 8;) (PT)a;U (P Yo, w € X( ) (16.18)
TeT, =1 J
Omezime-li se v (16.18) na v, w € X,(Ll), potom se tento vztah zjednodusi:
2 T ov ow (1)
w)= Y Y (mesyT)k;; (P Vou| 7. | Yoowe X, (16.19)
ilTO%j |7

TE']—h 1,5=1

Diskrétni problém, ktery vznikne, kdyz v Definici 10.2 aproximujeme bilinearni

formu a(v,w) bilinedrni formou ap (v, w) (definovanou obecné vztahem (16.17)) a

linearni formu L(v) linearni formou Ly (v) (definovanou obecné vztahem (16.14)),
je formulovan takto:

16.1. Problém. Najit takovou funkci u( ") ¢ W(n) ze
an(u{™,v) = Ly(v) Vve V™. (16.20)

16.2. Poznamka. a) V pfipadé, ze uzivime hermiteovské kone¢né prvky uve-

dené v 13. kapitole, modifikuje se Problém 16.1 takto: Najit u'""™" € W*#) tak,
ze

ah(u,(lS’H),v) =Ly(v) Yve Vh(?”H) . (16.21)
Jak dale uvidime, tvar konecnych prvki neméa na numerickou integraci vliv; nu-
mericka integrace je pouze ovliviiovana stupném polynomil uzitych pti konstrukci
konec¢nych prvki. Proto se budeme zabyvat pouze Problémem 16.1.

b) Protoze v této kapitole je dQ = T';, mame V = W,*(Q). Tento specialni
tvar prostoru V nezjednodusi nase uvahy ohledné numerické integrace ptes oblast
Q; jedinym dt@ivodem pro predpoklad 9Q = TI'; je absence kiivkového integrilu
v linearni formé L(v). Numericka integrace v pfipadé kifivkového integralu podél
I's; bude studovana v nasledujici kapitole.

Nase teoretické ivahy zacneme opét s abstraktnim odhadem chyby, ktery bude
zobecnénim odhadu z véty 11.1.
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16.3. Véta (o abstraktnim odhadu chyby pfi pouZiti numerické inte-
grace na oblasti Q). Necht Q je dvojrozmérné ohrani¢end uzaviend oblast s po-
lygonélni hranici 0S). Necht bilinearni forma a(v,w) definovand vztahem (16.16) je
ohranic¢end na W4 (Q) x W4(Q), tj.

la(v, w)| < M||v| 10 Yu,w € W5(Q) (M = const), (16.22)

Lofw|
a V-elipticka, tj.
Bllvliq < a(v,v) YveV (B =-const>0). (16.23)

Necht formy L(v), Ly(v) a ap(v,w) jsou dény vztahy (16.13), (16.14) a (16.17).
Necht formy ap, (v, w) jsou stejnomérné Vh(n)-eliptické, tj. necht existuji takové kon-
stanty 5> 0a0 < hg <1, ze

Bllvl2 g < an(v,0) Yo e V™ Vh e (0,ho), (16.24)
kde n > 1 je dané pfirozené ¢islo. Potom existuje pravé jedno ieseni u € Wi (€)

Problému 6.2 a pii daném h praveé jedno reseni uﬁln) € W,E") Problému 16.1 a pro
vSechna h € (0, hg) plati

o= lha<c{ it fu-ola

'UEWhn)
L — L —
+ sup |L(w) n(w)] 4+ inf  sup (v, w) — an(v, ) }, (16.25)
wEV,f") ||w| 1,0 vEW;(L") wEV,f") HwHLQ
w#0 w#0

kde konstanta C nezavisi na feseni u € W4 (Q) a prostoru X ,(Ln).

Diikaz. A) Predpoklady (16.13), (16.22) a (16.23) zarucuji jednoznacnou exis-
tenci feseni u € W4 (Q) Problému 6.2 (viz 7. kapitolu). Podobné jako v 10. ka-
pitole predpoklad (16.24) implikuje pii daném 7 jednoznaénou existenci FeSeni
uﬁln) € W,(Ln) Problému 16.1.

B) Z trojihelnikové nerovnosti plyne

M <llu—ovlie+lul” —vlie Yoew™. (16.26)

| —u

Abychom odhadli vyraz ||u§Ln) — /1,0, zvolme v € W,E") libovolné s vyjimkou v =
uﬁln). Protoze uﬁln) € W,(Ln), plati uﬁln) —v € Vh(") a vztahy (16.24) a (16.20) implikuji

Blluy” = vl a < an(uy — v, uf” = v) = La(ug” = v) = an(v, ) = v). (16.27)
Protoze Vh(n) C V, plati podle (6.11) a (6.9) (s 'y = 0)
a(u — v, ugn) —v) — L(uﬁln) —v) +a(v, u,(ln) —v) = 0.
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Pri¢téme toto vyjadieni nuly k pravé strané nerovnosti (16.27). S uzitim (16.22)
potom nalezneme

Lo+ [La(u” = v) = Ll — v)|+

Bllug — vl g™ — ol

1o < Mllu—v|1,0

+|a(v, u,(l") —v) — ap(v, uﬁln) — ).

)

12 . , a n v/ . -
Délime-li tuto nerovnost vyrazem ,8||u§L — v||1,0 a polozime-li pro struc¢nost w :=

ugn) — v, vidime, ze plati

[ui™ = vllr.a < (M/B)|lu—v|l1.0+

. )= L) | o)t
1 .
+ /ﬁ)wjﬁ’n){ el
w;éhO

Kombinujeme-li tento vysledek s nerovnosti (16.26) a vezmeme-1i infimum vzhledem
kve W,(Ln), dostaneme (16.25), kde C' = max(1 + M/3,1/p). O

Prvni ¢len na pravé strané (16.25) vyjadiuje chybu interpolace metody kone¢nych
prvki a muze byt snadno odhadnut pomoci vysledkti 14. kapitoly. Druhy clen je
horni hranice chyby vzniklé v dusledku numerické integrace linearni formy L(v)
a treti ¢len vyjadiuje horni hranici chyby vzniklé v disledku numerické integrace
bilinearni formy a(v,w). Odhad obou téchto hornich hranic je hlavnim obsahem
této kapitoly.

Zacneme s dikazem lemmatu, které ma velky vyznam ve vsSech tvahach tykaji-
cich se odhadt chyb numerické integrace.

16.4. Lemma. Necht k > 1 je dané prirozené ¢islo. Potom

lolim < Cilplim, 0<i<j Ve Pok), (16.28)

max T%aX|Da<P(€17§2)| < Cololjmy, 720 VoePak), (16.29)
al=j T,

kde konstanty C', Cy zaviseji pouze na daném Cdisle k.

Diikaz. Pisme libovolny polynom ¢ € P2 (k) ve tvaru
k
t
pe, &)=Y > Alees. (16.30)
t=0r+s=t
Pocet koeficientr ALY je N(k) = %(k,‘ + 1)(k + 2). Polozme
m =m(j) = N(k) - N — 1),

kde 0 < j < k. Uvazujme linearni prostor R™ = R! x --- x R!, kde R! je prostor reilnych &isel.
Proa = (a1,-..,am) € R™, b= (b1,...,bm) € R™ plati

Ba = (Bai,...,Bam), a+b=(a1+bi,...,am + bm),

kde 8 € R!.
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Ke kazdému a € R™ zvolme polynom ¢, € Pa(k), jehoz koeficienty jsou tvaru

k k k
A]g,()):alv A](ﬁ—)l,l =a2, ..., A((),]z = 0k41;
k-1 k—1 k-1
A](c_]_,()) = Qg42, A](C—Z,i =043, - A((),k—]). = G2k+1,
J J J
A§73 =am—j—1, Ag—)l,l =Qm—j, - Aé’; =am.

Zbyvajici koeficienty Aﬁfs) (t < j) jsou libovolné. Ukazme, Zze zobrazeni a — |¢ql|j 1, je norma
v prostoru R™: Pro a = (0,...,0) plati |¢q|j,1, = 0; jestlize |¢q|j 1, = 0, potom ¢q € P2(j — 1),
takze plati a = (0,...,0). Jestlize b = Ba € R™, potom

levlj, o = |Bealjme = 18]+ lealj-
Konecné,
leatblimo = lva + @bljme < lealjmy + lesljT0-
Protoze vSechny normy v kone¢nérozmérném prostoru R™ jsou ekvivalentni, plati

m

1/2 m 1/2
i)Y a?) " < lealim < (X a) (16.31)

=1 =1

kde kladné konstanty Ci(k, j), C2(k, j) zaviseji pouze na k a j. Necht 0 < ¢ < j a necht ¢ € Pa(k).
Potom podle (16.31) plati

el 1o < Calk, AL + - + (ATH22, (16.32)
Crlk, DAL + - + (ATDAM2 < lgli,m,.- (16.33)

Néasobime-li (16.33) vyrazem Cs(k, j)/C1(k, ), dostaneme z (16.32) a (16.33) nerovnost

lelj 1y < (C2(k, 5)/C1(k,9))leliTy-

Tato nerovnost dokazuje tvrzeni (16.28), pficemz

Co(k, j
Ci= m Ca(k,j) "7) .
0<i<j<k Ci(k,i)
Co se tyce tvrzeni (16.29), plati
. k j
max D% < Ca(k, j)(JAR) + - +1AF)]) <

(£1.62)€To, la|=j

< Cs(k, )ym 2 [(AD)? + -+ + (AT )M (16.34)

druhé nerovnost plyne z Cauchyovy nerovnosti (7.23). Polozme nyni i = j v (16.33), nasobme zis-
kany vztah vyrazem Cs(k,j)m'/2/C1(k, j) a kombinujme vysledek s nerovnosti (16.34). Ziskame
tvrzeni (16.29), pfi¢emz

Co = (N(E)/? max C2(E:9)
0<j<k C1(k,j)

Tim je dikaz lemmatu dokoncen. [
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16.5. Chybové funkcionaly. Kwviili struc¢nosti vyjadfovani zavedme chybové
funkcionaly Er(w) a E*(p) vztahy

I
Er(w) = /Tw(arl, xa)dr — Zwi,Tw(Bi’T), (16.35)
I
E*(p) :/T ©(&1,&2) d€ — Zw;go(B;k). (16.36)

Funkcional Er(w) vyjadfuje chybu numerické integrace funkce w(z1, z2) na troji-
helniku T a funkciondl E*(¢) vyjadiuje chybu numerické integrace funkce ¢ (&1, &2)
na trojuhelniku 7'g. Podle (16.6)—(16.9), (16.35) a (16.36) plati

Br(F) = B*(F*|Jg]) = |Jr| - B*(F*). (16.37)

Poznamenejme, ze rozdil L(v) — L (v) mize byt struéné psan ve tvaru

L(v) = Ly(v) = ) Er(vf) (16.38)

TET,

a rozdil a(v, w) — ap(v, w) ve tvaru

ov 0
a(v,w) — ap (v, w) Z ET< Z kij 6;) 8;1)) (16.39)
i O

T€7—h 1,5=1

16.6. Lemma. Necht n > 1 je dané pfirozené ¢islo. Necht T € Ty, kde T, €
{Tr} (pfipominame, ze symbol {T,} oznacuje mnozinu triangulaci, ktera spliuje
podminku minimalniho thlu — viz (8.8), (8.9)). Necht

kij € CYT) (i,j=1,2) (16.40)
a necht kvadraturni formule na referenénim trojihelniku Ty je takova, Ze

E*(p) =0 VYo e Py(2n—2). (16.41)

Potom pro vsechny funkce v,w € X ,(l") plati

(16.42)

2
81} 8w

2,7=1

kde konstanta C nezavisi na T, k;;, v a w.

Dikaz. Podle (16.37) plati

ET<22: kwaﬁv sw>:|JT|-E*(Zk (8%) (g;‘;) >

1,j=1 1,j=1
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Stejné jako v dikazu ¢asti a) véty 14.2 nalezneme, ze

ox; e} 0&, dx; oz ot 0¢s Oxj

Odtud
2 ov Ow 2
(S b 2 <1 3 >

r,s=14,57=1

ol
ox;

ov* dw™
B kX — . 16.43
5 (g ae )| 06

‘3@
i1 0z
Predpoklad (16.40) a ¢ast a) véty 14.2 implikuji, Ze kj; € CY(Tp). Odtud, ze vztahu (16.36) a
lemmatu 16.4 plyne, ze

o OV* Ow* * ow*
70, Ot 3€r 0¢Es CO(Ty)
ov* ow*
< cligl \ < Ol gt o 0" 1.z [ . (16.44)
J1e(To) || e, 0Tl 0&s llco(Ty) illet(Tp)!™ . To Lo -

Pro pevna v*, w* polozme

o f . OV Ow*
Py = B (1 e ).

Ziskali jsme linearni ohrani¢eny funkcional na C1(Ty), jehoz norma je podle nerovnosti (16.44)
mensi nebo rovna C|v* | 1, |w*|1,7,. Déle, protoze v* € P2(n), w* € P2(n), piedpoklad (16.41)
implikuje

F(k};) =0 Vkj; € P2(0).

Odtud podle Bramble-Hilbertova lemmatu (ve tvaru 4.4)
ov* ow*
* *
‘E <k”(9—5r3—£s)‘ CIki; |01(To)|“ 1,70 |w* |11 -
Tato nerovnost a vztahy (14.23), (14.15) a (14.44) implikuji
ov* ow*
* * L. _
‘ ( zga—&a—gsﬂ < Chrlkijloa i vl rlwliT -

Kombinujeme-li tento vysledek s (16.43) a uzijeme-li vétu 14.1, dostaneme tvrzeni véty 16.5. []

16.7. Vé&ta. Necht bilinearni forma a(v, w), kterd je definovana vztahem (16.16),
je V-elipticka. Necht funkce k;; splnuji podminku

kij € CHQ) (i,5=1,2). (16.45)

Necht' n > 1 je dané prirozené cislo. Necht kvadraturni formule (16.9) uzita pro
vypocet bilinedarni formy ap(v,w) (viz (16.17)) méd stupen piesnosti d = 2n — 2.
Potom pro kazdou triangulaci T, € {7y}, kde h € (0, hg) a ho je dostatecné malé,
plati

Blvl3q < an(v,v) Yoe V™, Vhe (0,ho) (8= const>0),
tj. podminka (16.24) stejnomérné Vh(n)-eliptjcity je splnéna na mnoziné {V,fn)} ko-
respondujici s mnozinou {Tp}.

Drikaz. Vsechny podminky lemmatu 16.6 jsou splnény pro kazdou triangulaci 75, € {7 }: pred-
poklad (16.45) dava (16.40) a protoze formule (16.9) je generovana formuli (16.1), vztah (16.41)
také plati.
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Pro stru¢nost polozme

By = r]nax |kw|cl(9) (16.46)

Nerovnost (16.42) pak dava

2
ov 0O
\ (Zk v ”)\<CBohT||v||1T

ij
P} 83:1 15)

Odtud dostévame pro vSechna v € X ,(ln)

ov Ov
-y ET< Z kij— o ) > —CBohl|[v|? g -
TeTh 3,7=1 i

Protoze Vh(n) C V aa(v,w) je V-elipticka, plati
ﬂ||’l}||%7g <a(v,v) Vv e Vh(n) (B = const > 0).
Posledni dvé nerovnosti spolu se vztahem (16.39) implikuji
ap(v,0) > (B — CBoh)|lv|2 g Vo e V™.

Polozme ho = B/(2CBp). Potom podminka (16.24) stejnomérné fon)—elipticity plati pro B =
g/2. O

16.8. Lemma. Necht n > 1 je dané pfirozené ¢islo. Necht T € Ty, kde T, €
{Tr}. Necht B
kij € C™(T) (i,j=1,2) (16.47)

a necht kvadraturni formule na referenénim trojihelniku T je takova, Ze

E*(p) =0 VYo e Py(2n—2). (16.48)

Potom pro vSechny funkce v,w € X ,(l") plati
2 ov Ow
‘ET< Z Kij o D >‘ < Chy T X, [kijll oo @ llvllnrllwllr, (16.49)

Dikaz. Projdeme-li dikaz lemmatu 16.6, vidime, zZe staci dokazat

o[, OV* Ow*
= (k5 G )| < OBkl o ol ol (16.50)

Predpoklad (16.47) a lemma 14.4 implikuji, Ze funkce

. Ov*

k3 P (16.51)

,(p —
nalezi do C™(Ty), takze plati
()
857‘ 353

ow*
< Clloloocry)|

«f  Ow*
b (1/) oz, >‘ H”) ot

< C”"b”cn (TO)|w*|1,TO .

cO(To)

ES

CO(Ty)

V posledni nerovnosti jsme také uzili odhad (16.29).
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