Protoze Ow* /0&s € Pa(n — 1), predpoklad (16.48) dava

8 *

E*(Q/) v ) =0 VyePr(n—1).
O&s

Uzijeme-li lemma 4.4, kde nyni F'(¢) = E* (1) Ow*/9¢s) s pevnym w* € Pa(n), dostaneme vzhle-

dem k poslednim dvéma vztahim

ov* Jw*
‘E* <k;kj o€, 8—{“5> ‘ < C|¢|Cn(fo)|w*|1,To . (16.52)
Vztah (16.51), véta o derivovani soucinu spojité diferencovatelnych funkci a fakt, ze D%v* = 0
pro |a| = n + 1, davaji

ov*

— <
&y

cn-m(Ty)

n
|¢|Cn(T0) S C(n) Z |k3j|cm(fo)
m=0

n
< C(n) Z |k§'kj|cm(?0)|”*|C"+1*m(70)’
m=1

protoze |”*|C"+1(T0) = 0 pro vSechna v* € Pa(n). Lemma 16.4 a vztahy (14.15), (14.23) a (14.44)
pak implikuji

n
|¢|C"(TO) S C(’I’L) Z |k7;kj|cm(70)|v*|n+1—m,T0 S
m=1

n
< Cn) 3 W kislom g " ol 1 —mm < C)RKijll g iy 10lln7 -
m=1

Tento vysledek a vztah (16.52) spolu s (14.15) a (14.23) implikuji nerovnost (16.50), coz jsme
chtéli dokéazat. [

16.9. Lemma. Necht n > 1 je dané pfirozené ¢&islo. Necht T € Ty, kde T, €
{Tn}. Necht B
f e c™(T) (16.53)

a necht kvadraturni formule na referenénim trojihelniku T je takova, Ze
E*(p) =0 Vpe Py(2n—2). (16.54)

Potom pro vsechny funkce v € X ,(ln) plati

Br(0f)] < Chp (messT) 2| f] gn 0.1 (16.55)

kde konstanta C nezavisi na T, f a v.

Drikaz. A) Nejprve probereme piipad n = 1. Necht ¢ € C1(Tp). Potom podle (16.36)

I
% 1 « _
E* ()] < (5 I |) lpllco 7y < Cllellerr,) Ve € C*(To).

Tento vztah, linearita funkcionalu E*(¢) na C(Tp) a predpoklad (16.54) (kde nyni n = 1) davaji
podle Lemmatu 4.4 _
|E* ()] < C|‘P|01(TO) Vo € Cl(TO) . (16.56)
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Polozme
p=v"f* (16.57)

kde v*, f* jsou funkce v, f transformované z T na To:

’U*(£1,£2) =®($T(£1,§2),$§(§1,£2)), (1658)

f7(61,62) = f(21 (61, 82), 23(61,€2))- (16.59)

Podle Lemmatu 14.4 a pfedpokladu (16.53) plati, ze f* € C*(Tp). Linearnost transformace (14.1)
dava v* € Pa(1). Odtud v* f* € CY(To). Uzijeme-li vatah (16.57) a vétu o derivovani soucinu
spojité diferencovatelnych funkci, dostaneme

loler @,y S CUv o1 @)l f oo @yy T 10" lco @)l F lor @y - (16.60)
Lemma 16.4 a vztahy (14.15), (14.23), (14.44) potom implikuji
Pler gy < Cllfllgr e lollar (16.61)
Konec¢né, ze vztahu (16.37) plyne
|Er(vf)l = |Jr| - [E* (0" f*)]. (16.62)

Podle (14.4) a (14.15) plati
|J7| < ChZ < Chry(mesyT)Y/2. (16.63)

Vztahy (16.56), (16.57), (16.61) — (16.63) implikuji (16.55) v piipadé n = 1.
B) V ptipadé n > 2 vyjdeme z identity (16.62) a napiSeme E*(v* f*) ve tvaru

E*(w*f*) = E*(Af*)+ E*((v* = A)f"), (16.64)
kde A je konstanta zavislad na v* a definovand vztahem
(v*—A)d¢ =0. (16.65)
To
Plati
|A| = 2‘/ v*df‘ <V2|[v* o1 » (16.66)
To

kde nerovnost je diisledkem Schwarzovy nerovnosti (viz vétu P.15).
Nyni odhadneme oba vyrazy na pravé strané (16.64). Pfedpoklad (16.53) a Lemma 14.4 davaji
f* € C™(To). Uzitim této skutecnosti a odhadu (16.66) mizeme psat vzhledem k (16.36)

I
* * 1 * * * *
B < (5 + >l A1 Leogry) < Clollozy £ llon -
1=
Pro pevné v* (a tedy také pro pevné A € P2(0)) polozme
F(f*) =E*(Af").

Vidime, %e F(f*) je linearni ohrani¢eny funkcional na C™(T() s normou mensi nebo rovnou
CHD*HCO(TO)' Podle predpokladu (16.54) (ktery v tomto kroku neni plné vyuzit) je

F(f*y=0 Vf*e€Pa(n—1).
Vsechny predpoklady Lemmatu 4.4 jsou tedy splnény a my dostavame

[E*(AF) < Cllvllo,mol f | om 7y -

82



Uzijeme-li vztahy (14.23) a (14.44), nalezneme, Ze
B (A5°)] < W (mesaT) ™2l 1Sl oy (16.67)

Dale plati
B (0" = A)f*)] < Cll(0" = A)f oz <

< Off(v* = A)HC’O(TO)Hf*”CO(TO) < Cflv* — A”O,Ton*”Cn—l(TO) .

V posledni nerovnosti jsme uzili Lemma 16.4 a skute¢nost, ze f* € C™(To). Protoze v* — A €
P2(n), z ptedpokladu (16.54) plyne

E*((v* —A)f*)=0 Vf*€Paln—2).

Uzijeme-li Lemma 4.4, kde nyni F(f*) = E*((v*—A)f*) s pevnym v* — A, dostaneme z poslednich
dvou vztaht

|E*((/U* - A)f*)| < CH’U* - A||0,T0|f*|cn—1(fo)
a tim spise

[E*((v* = A) ) < Cllo”™ = AllLolf |l on—17,) -

Poincaréova nerovnost (viz (2.30)) a vztah (16.65) implikuji

[[v* = All1, 7, < Clv* — Al1,1, = Clv™|1,1, -

Odtud podle (14.23) a (14.44)
|E*((v" = A)f*)| < Chif(mes2T) ™ 2[oly,7lf | gn 1 (7 (16.68)

Zkombinujeme-li (16.64), (16.67) a (16.68) s (16.62) a uzijeme-li vztahy (14.14) a (14.15),
dostaneme (16.55) v ptipadé n > 2.

16.10. Véta. Necht forma a(v,w), ktera je definovana vztahem (16.16), je V-
elipticka. Necht
fec™ (), kyeC™(Q) (i,j=1,2), (16.69)
kde n > 1 je dané prirozené ¢islo a 0 C R? je ohranicend oblast s polygonalni
hranici 092. Necht formy Ly, (v) a ap(v,w), které jsou definovany vztahy (16.14) a
(16.17), jsou vypocteny kvadraturnimi formulemi (16.9) stupné presnosti d = 2n—2.
Necht u € W3t1(Q) je presné ieseni Problému 6.2 (které existuje pravé jedno - viz
kapitolu 7). Potom pro kazdou triangulaci Ty, € {Ts}, kde h € (0, ho), plati

=0 < O Wl + lilhssa (1 o sl ony ) - (16:70)

kde ugn) € W,(Ln) je jediné feseni Problému 16.1 definované na triangulaci Ty, € {Tp}
a kde konstanta C nezavisi na Ty, h, u, f a k;;.

Drikaz. A) V-elipticita bilinedrni formy a(v, w) a pfedpoklad (16.69) zarucuji, Zze podminky véty
7.3 jsou splnény. Tedy feseni u € W} (Q2) (a podle piedpokladu dokonce u € W;H'l((l)) Problému
6.2 existuje pravé jedno.

Podle véty 16.7 jsou bilinearni formy ap (v, w) stejnomérné Vj-eliptické pro h € (0, ho). Tedy
stejné jako v diukazu véty 10.3 lze dokazat, ze existuje pravé jedno reseni uﬁln) € W,(ln) Problému
16.1, které je definovano na triangulaci Ty, € {7Tp}.

Zcela stejnym zplsobem lze ukazat, Ze vSechny podminky véty 16.3 o abstraktnim odhadu
chyby jsou splnény; plati tedy nerovnost (16.25).
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B) Zbyva odhadnout pravou stranu nerovnosti (16.25). Necht I,(ln)u € W,(ln) je X,(ln)—interpolant

feseni u € W3T1(Q), tj. funkce, ktera nalezi do W,(ln) a splituje vztahy (I,(ln)u)(Pi) = u(P;) pro
vSechny uzlové body P; triangulace Ty € {73 }. Potom podle véty 8.4, coz je dusledek véty 15.1,
plati

inf lu—vl10 < llu— I ullLe < Ch"|ulpi10. (16.71)
h

Podle (16.38) a Lemmatu 16.9 dostaneme pro w € X,(ln)

|L(w) = Ly (w)| < Ch™||fllgn gy Y (mes2T)?[lw]1,r -
TeTh

Tento odhad a Cauchyova nerovnost implikuji

|L(w) = Ly (w)] < Ch™ (mes2) "2 fll gn e 1wl

odiud ILw) — Li(w)]
w) — w
sup s < R (mess )M 2| fll o g - (16.72)
(n) llwll1,0
wGVh

w#0

Kvli stru¢nosti polozme
By = i,j:alX,Q ||kij||cn )"

Potom podle (16.39) a Lemmatu 16.8 plati

a1, w) — an (I u, w)| < CBph™ 3= I ulln,llwll1,r -
TGTh

Véta 15.1 implikuje
115 wlln,z < lulln,r + llu = I ulln, 7 < Cllulina,z

a z Cauchyovy nerovnosti potom plyne

ST ulln,rllwll,r < Cllullns,ellwlleo-

TGTh
Tedy plati
inf  sup 12w Zan(w)l CBnh™||ullns1,0- (16.73)
vew,™ wev ™ llwll1,0
w#£0

Zkombinujeme-li odhady (16.71) — (16.73) s nerovnosti (16.25), dostaneme odhad (16.70), coz
jsme chtéli dokazat. [

16.11. Véta. Necht jsou splnény vSechny predpoklady Véty 16.10 s vyjimkou
u € Wat(Q). Necht funkce @, kterd definuje Dirichletovu okrajovou podminku
v Problému 6.2 je tak hladké, e existuje takovd funkce » € W2(Q), ze vz = u.
Potom
lim ||u — u,(l")|
h—0

1,0=0, (16.74)

kde u € W}(Q) je jediné feseni Problému 6.2 a uﬁln) € W,E") jediné feseni Problému
16.1 definované na triangulaci Ty, € {Tn}.

Podobné jako v piipadé Véty 11.3 diikaz vynechdvame a odkazujeme na monografii [Ze2, dikaz
véty 11.9].
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17. TEORIE NUMERICKE INTEGRACE V PRIPADE
NEHOMOGENNT NEUMANNOVY OKRAJOVE PODMINKY

Budeme predpokladat, Ze existuje koneéna mnozina usecek {S1,S2,...,Sr}, ze (viz Obr.17.1)
p— T —
To=|J Sk SinS;=0 (i#3), (17.1)
k=1

kde Sy je vnitiek tsecky Sy (k=1,...,7).

OBR. 17.1
17.1. Definice. Oznaceni
q € PC™(T'3) (17.2)
bude znamenat toto: Derivace @éj)(s) (=0,1,...,n) funkce
~k ~k ~k ~k
~ . g — X N Ys — Yy
ax(s) 1=q<$’f+ 2_"Lg gb + 22— 13), (17.3)
Sk Sk

kde [£%,9%], [£%,9%] jsou koncové body tsecky Si a 3; = mes1 Sk, jsou spojité v (0,3%) a plati

i 5D ‘ ‘ i &) ‘
shr(r)1+ g, (8)| < e, . llg_qk (8)| < o0,
kde 7 =0,1,...,n.

Jestlize polozime pro j =0,1,...,n

iD0) = lim @ D5 )= lim @
a5’ (0) = Tim g7 (s), a7 (5k) = lim_ g7 (s),

potom muzeme psat

gk € C"((0;5%)) (k=1,...,7). (17.4)

Toto je vyznam predpokladu (17.2).
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17.2. Poznamka. a) Symbol PC je zkratka anglického ”piecewise continuous” (Cesky: po
Gastech spojitd).
b) Norma funkce ¢ € PC"™(I'3) mutze byt definovana vztahem

e g 175
lall pen (ry) : R N g, ()] - (17.5)

c) Jestlize P, = S; N §j, potom uzlovy bod Pj ma dva lokalni vyznamy na I's: P, = P, a
Py, = P{. V tomto piipadé neexistuje hodnota q(Py) a hodnoty q(P},) a ¢(P?) definujeme pomoci
odpovidajicich hodnot funkci g; a g; (viz (17.3), (17.4) a Obr.17.1).

Necht 7}, je dana triangulace oblasti © a necht
My, ={T; € Tj, : mes1(0T; NT2) > 0}. (17.6)

Pro jednoduchost budeme uvazovat jenom takové triangulace 7;, € {75}, ze T; € M}, ma pouze
jednu stranu spolec¢nou s I's.

Necht T; € My, je libovolny hraniéni trojuhelnik. Potom existuje takova tsec¢ka Sy, ze l; C Sy,
kde znacime

lj:=0T; NIy VTJ' € My,. (17.7)
Polozme ) . , .
) o gt ) T a0

() i=a(ef + 2Ty B2 (7.8)
mes1l; mesil;

kde 0 < 7 < mesi1l; a [z%,y!], [z}, 93] jsou koncové body tsecky I;. Inkluse I; C Sj zaruéuje
existenci takové hodnoty s1, Ze

ko, 3 — w o, U3 — Y
oy =af + 2—Ls1, o =9f+2—Ls
Sk Sk
Tato skutecnost a identity
gy —&f _wb—ai g5 —9f _ yh— i

Sk mesil; Sk mesql;
implikuji

qi(1) =Gx(s1+7) (0< 7 <mesil;). (17.9)

Pro stru¢nost ozna¢me seminormu funkce ¢ v PC"(I'2) symbolem

Kp:= max max |§§€n)(s)| (17.10)
k:l,...,T‘s€<0;§k
Potom podle (17.9)
max g\ (1) < Kn VTi €M, (17.11)

T€<O;meslli>

Dale uvazujme zobrazeni

e =@} (t) =z} + (zh — 21t

| s — i 0<t<1), 17.12
y=¢f(t)zyi+(y%_yi)t} (0<t<1) ( )

které transformuje tsecku I = <O; 1> vzajemné jednoznacné na usecku l;, a definujme funkci
q; (t) = q(@i (), i (), tel. (17.13)
Porovname-li (17.8) se (17.12), (17.13), nalezneme, Ze

q; (t) = g;(tmes1l;), tel.
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Odtud
max |q:(n)(t)| = (mesyl;)" max |q§n)(s)| . (17.14)
tel SE O;meslli>

Vztahy (17.1)—(17.14) spolu s inklusi
SinS; Cop (i #37),

kde o, je mnozina vSech uzlovych bodu v triangulaci 73, obsahuji vSechny pfedpoklady a pomocné
vysledky tykajici se funkce g, které budou potfebné v této kapitole.

Uvazujme néjakou integra¢ni formuli na tsecce I

1 J
/ G*(t)dt = B;G*(t;), (17.15)
0 =
kde ,6’;‘ jsou koeficienty a t; integrac¢ni body formule. Podle definice kfivkového integralu plati
1
/ F(z,y)ds = meslli/ F(p;(t),4;(t))dt. (17.16)
1 0
Vztahy (17.15) a (17.16) implikuji
J . .
/ F(o.y)ds = 3 BIF(BI), (17.17)
l; =
kde ' '
B = (mes1li)Bj,  Bj = [pj (t;), %7 (t5)]- (17.18)

Uvedeme dva priklady: v pfipadé jednobodové formule plati

1 . , ,
J=1, pBi=1 t1 ==, pB}=mesil;, B} =P,

2
kde Pg je pulici bod tsecky [;, a v pfipadé lichobéznikové formule
1 1 ) ) )
J:27 ﬂ;:§7 t1:07 t2:1: ﬂ;zimesllia B;:P; (!72172)7

kde Pli, P2i jsou koncové body tusecky ;.
Protoze I's je sjednoceni tsecek [;, aproximace Lg(w) linearni formy LT (w), kde w € Vj,, je
tvaru

J
Lyw)= Y Y Big(Biw(Bj). (17.19)
T,eM, I=1
Je tfeba poznamenat, ze v pripadech B;: eTinTza B;: = S} NS jsou hodnoty q(B;:) definovany
ve smyslu Pozndmky 17.2c, tj. jako limitni hodnoty funkce g;(s) (s € (0,3;)) v odpovidajicich

koncovych bodech tsecky <O; §i>~
Podobné jako v kapitole 16 definujeme chybové funkcionély

J
E;,(F) = /l F(z,y)ds — > _BiF(B}), (17.20)
7 j=1
1 J
Bi(FY) = [ Fr@d =Y 5iF ). (17.21)
0 =
kde
Fi(t) = F(ei (t),%; () ((z,y) € L). (17.22)
Ze vztaht (17.15) - (17.18) a (17.20) — (17.22) plyne
Ey; (qw) = (mes1l;)E7 (g7 wy) , (17.23)
kde funkce ¢} (t) je dana vztahem (17.13) a kde
w; (t) = w(p; (t). 95 (t) ((z,y) € Li). (17.24)

Nyni jsme pripraveni dokazat hlavni vysledek této kapitoly.
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17.3. Vé&ta. Necht plati (17.2). Necht integracni formule na referenéni tseéce I = (0;1) je

takova, ze
Ei(p)=0 VoePi(2n—1).

Potom pro vSsechna w € X ,(1") plati
| By, (qu)| < CKp(mesili)/*h™|[wllo,, ,
takze

> 1B, (qw)] < CKp(mesiT2) /20" ||w|l1 0,
T;eMy,

kde konstanta C nezavisi na h a w a veli¢ina Ky, je ddna vztahem (17.10).

Dikaz. A) Nejprve poznamenavame, ze
llw}llo,r = (mes1ls) ™2 ||wllo,y, -

Vztah (17.28) plyne z definice kfivkového integréilu:

1
Julfyy, = [ wds = mesats [ (wi)at = messtiu 3.

i

B) Podle (17.21) plati

mﬂg@ng@+

J
2.5
j=1

*(9)
< Cmax|gi (1) max|wi(t) < € max  max|q; " (t)| maxw; (t)]

) maxla? (0w ()] <

Podobné jako v lemmatu 16.4 l1ze dokazat

max|w; (1)] < Cllwfllo. Yo} € Pi(n).

Odtud o)
*
|B7 (gf wi)| < Cllwillo.r | max max|g; ™" (t)].

Protoze podle (17.25) plati
Ei(giwi) =0 Vgi € Pi(n—1),

z Bramble-Hilbertova lemmatu 4.4 plyne
|} (a}w])] < Cllwf llo,r max|a; ™ (1))
Zkombinujeme-li tento vysledek s (17.28), (17.14) a (17.11), dostaneme
| B (qf w)| < CKp(mesili)™ ™ /2|wllo., -

Vztahy (17.30) a (17.23) implikuji odhad (17.26), protoze mesil; < h.

(17.25)

(17.26)

(17.27)

(17.28)

(17.29)

(17.30)

Secteme-li (17.26) pres vSechna i, pro ktera T; € My, a uzijeme-li Cauchyovu nerovnost (7.23)

a ”stopovou” nerovnost (2.13), dostaneme (17.27). [

Pomoci véty 17.3 a vysledkt uvedenych v kapitole 16 snadno ziskame nésledujici dvé konver-

gencni véty 17.4 a 17.5. Pripominame, ze pfiblizné feseni ugln) € W,(ln) spliiuje

ah(ugln),v) =Lp(v) Vo€ Vh(n) ,
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kde biline4rni forma aj, (v, w) je ddna vztahem (16.17) a linearni forma Ly, (v) vztahem
Lp(v) = L (v) + LY (v) . (17.32)
Forma L§}(v) je definovana pravou stranou vztahu (16.14), tj.
It
Li(w)= > > wirf(Bir)v(Bir),
T;€T;, =1

a linedrni forma L} (v) vztahem (17.19). Ve shodé s (17.32) ozna¢ujeme
LY (v) ::/ vfde, LY(v):= / vgds. (17.33)
Q T2

Poznamenejme, ze formy L (v) a Lg (v) jsou v kapitole 15 oznaceny pouze symboly L(v) a Lp (v).

17.4. Vé&ta. Necht jsou splnény predpoklady vét 16.10 a 17.3. Potom
lu =yl < CR™,
kde u € W2n+1(Q) je jediné feseni Problému 6.2 a C je konstanta nezavisla na h.
17.5. Vé&ta. Necht jsou splnény predpoklady vét 16.11 a 17.3. Potom
li _ (n) ,
Jim lw =yl
kde u € W} () je jediné reseni Problému 6.2.
Ditkaz obou vét je jednoduchy: opét plati abstraktni odhad chyby (16.25), kde nyni
|L(w) = Lp(w)| < [L%(w) = L§} (w)] + [T (w) — L}, (w)] -

Podle (17.33)2, (17.19) a (17.20) plati

LY (w) — Ly (w)| < > |y, (qiw)] -
T; €M),

Tedy z véty 17.3 plyne

| L (w) — Lj, (w)]

[wll1,e

sup < Cf?n(mesll"g)lph".

wGVIEn)

Zbytek diikazu je tentyz jako dikazy vét 16.10 a 16.11. [

18. TROJUHELNIKOVE KONECNE C™-PRVKY
18.1. Lemma. Necht P;(z;,y;), Pj(xj,y;) jsou dva body v roviné (z,y) am >0, A > 0 dvé
dana celd éisla. Necht polynom p(z,y) € Pa2(n), kde
n=4m+ \+1,
spliuje podminky
D%p(P;) = D%p(P;) =0, |a| < 2m, (18.1)

J9p

ﬁ(QE;’S)):0 (r=1,...,8 s=X+q; ¢g=0,...,m), (18.2)
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kde 0/0v znaci derivaci ve sméru normaly k pfimce | uréené body P;, P; a kde QZ(.;’S), QE?’S),
... ,QZ(-;’S) Je s bodu, které déli usecku P;P; na s + 1 stejnych dili. (V pripadé s = 0 je mnozina
téchto bodii prdzdna.) Potom v libovolném bodé této pfimky plati

D%(P)=0 |a|<m, PE€Ll (18.3)
Dukaz. Protoze kazdou z q + 1 derivaci g-tého fadu
0p op 0p op
a 3 Y . 4140 ) Yty N A a1 ) PN 3 ) 18.4
opd V) 5oy (@ Y) por s G il L) (18.4)
kde 0/0T znali derivaci ve sméru P; Pj, lze psat ve tvaru linedrni kombinace g + 1 derivaci

0p 0p 0p op
a_ . ’ Y N 410 ’ Yty A 1 ’ Y o 9 18.5
o2d BV gramigy () Bzogi—1 V) 5ya ™ Y) (18.5)

a naopak kazdou z g + 1 derivaci (18.5) lze psat ve tvaru linearni kombinace g + 1 derivaci (18.4),

vidime, ze staci dokazat
aa+bp
ovedrb

Vyjadreme piimku | parametricky rovnicemi

(P)=0 P€l; a,b=0,....,m; 0<a+b<m. (18.6)

z=z;+(x; —z)T, y=yi+(y; —yi)7T (—oc <7 < 00)

a definujme pro a = 0,...,m funkce

0%p 0%

ga(T) = ﬁ(w,y) = oue (zi + (x5 —z)T, 95 + (Y5 — ¥a)T)- (18.7)

Kazd4 funkce gq(7) nélezi do P1(4m + A + 1 — a). Podle (18.1) a (18.7) plati

dkga dkga

o (0) = p (1)=0 (k=0,...,2m —a) (18.8)
a podle (18.2) a (18.7) plati

r

Podminky (18.8) a (18.9) jsou hermiteovského typu a jejich celkovy pocet je 4m + A + 2 — a,
coz je pocet koeficientt polynomu gq(7). Tedy podle véty o jednoznacném urceni Hermiteova
interpola¢niho polynomu jedné proménné (kterd se snadno dokdze pomoci Rolleovy véty) z (18.8)
a (18.9) plyne
ga(t) =0 (a=0,...,m).

Diferencujeme-li b-krat tento vztah, dostaneme

dbga

drb
Vzhledem k definici (18.7) funkci gq (7) je vSak vztah (18.10) pouze jinak zapsany vztah (18.6). [

(r)y=0 (b=0,1,2,...). (18.10)

18.2. Lemma. Necht P;(z;,y:), Pj(z;,y;) jsou dva body v roviné (z,y) a m > 0, A > 0 dvé
dang cel ¢isla. Necht polynom p(z,y) € P2(n), kde

n=4m+ A+ 3,
spliiuje podminky (18.2) a podminky
D%p(P;) = D%p(Pj) =0, |a| <2m+1.
Potom v libovolném bodé P primky | urcené body P;, P; plati vztah (18.3).
Dikaz probiha zcela stejné jako dikaz lemmatu 18.1.

18.3. Lemma. Necht pro polynom p(z,y) € P2(n) v libovolném bodé piimky | uréené body
P;i(xi,y:), Pj(xj,y;) plati vztah (18.3), kde m < m. Potom je tento polynom délitelny funkci
[fij (2, 9))™ T, kde

fij(@,y) = —(y; —va) (@ — ) + (x5 — ) (Y — ¥i) , (18.11)
tj. plati
p(m,y) = K[fij(mvy)]m+1qn—m—1($3y)’ (18'12)
kde gn—m—1(z,y) € P2(n —m — 1) a K # 0 je konstanta.
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Drikaz. Zvolme libovolné, ale pevné bod Py, = [z, yx], ktery nelezi na pfimce [. Zavedme nové
proménné &, n rovnicemi (srovnej se (14.1))

e =x;+ (xj —z) + (@ —zi)n, y=yi + (; —vi)é+ (yp — yi)n, (18.13)

tj. (srovnej se (14.6))

&= Tl —yi) (@ —z) + (i —2) (v —vi)l, 0 =T[5 — i) (@ — i) — (25 — ) (y — )],

(18.14)
kde
Jigk = (5 — i) (yx — i) — (6 — ) (yj — yi)- (18.15)
Definujme polynom p(&,n) vztahem
p(&,n) = p(zi + (x5 — ) + (xk — zi)n, yi + (Y5 — yi)§ + (Yr — yi)n)- (18.16)

Ze vztaht (18.3), (18.16) a toho, Ze parametrické rovnice piimky [ jsou tvaru z = z; + (z; —
zi)&, ¥y =yi + (y; — )&, plyne

DB(£,0) =0, o] < m. (18.17)
Polynom p(&,n) mize byt psan ve tvaru

p(&n) = nGn-1(&n) +7n(€), (18.18)

kde Gn—1(&,m) € Pa(n — 1) a 7,(€) € P1(n) je ta Cast polynomu p(&,n), kterd nezavisi na 7.
Jestlize aplikujeme rovnici (18.17) s |a| = 0 na rovnici (18.18), vidime, ze plati 7, (§) = 0, tj.

p(&m) =ngn-1(&m) - (18.19)

Predpokladejme, ze pro libovolné k < m plati

p(&mn) =n"n—x(&n), (18.20)
kde Gn—x (€, n) € P2(n — k). Z rovnic (18.17) a (18.20) plyne

1 9%
Nn—n ,0) = —
In-r(§,0) = — anr

(" Gn-r(&m)) ‘n:o =0. (18.21)

PoloZzme
n—r(&N) =NGn—r-1(&n) +Tn_r(&), (18.22)

kde Gn—x—1(£,m) € P2(n — k — 1) a Tp—x (&) € P1(n — k) je ta &ast polynomu Gm—x (&, n), kterd
nezavisi na n. Z rovnic (18.21) a (18.22) plyne

In—r (€M) = NGn—r—-1(&,7) - (18.23)

Z rovnice (18.19), pfedpokladu (18.20) a vysledku (18.23) nyni pomoci matematické indukce
dostavame

p&n) = 0" an—m-1(&m) - (18.24)

Podle (18.11) a (18.14) plati
n=J5 i, y), (18.25)
Polozime-li K = Ji;;n_l a uzijeme-li transformaci (18.14), potom ze vztahu (18.16), (18.24) a

(18.25) plyne vztah (18.12). [J
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18.4. Véta. Necht’Tje trojithelnik s vrcholy Py, Pa, P3 a tézistém Py. Necht m > 0 a k, kde
1 <k <4, jsou dana celd ¢&isla. Potom existuje pravé jeden polynom p(z,y) € P2(4m + k), ktery
nabyva danych hodnot

D°p(Py), k=1,2,3, (18.26)
DPp(Py), (18.27)
04
875’(@5}"’5)) (i<j,i,j=1,23 r=1,...,s), (18.28)
ij

kde 0/0v;; znaci derivaci podle normaly ke strané P;P;, kde body QZ(.;’S) maji stejny vyznam jako
v lemmatu 18.1 a kde indexy «, f3, q, s jsou uréeny pomoci (18.29):

ol <2m, |B|<m-2, gq=s=1,...,m, (18.291)
la| <2m, |B|<m-1, g=s—-1,s=1,....,m+1, (18.292)
ol <2m+1, |B|<m, gq=s=1,...,m, (18.293)
la| <2m+1, |B|<m+1l, g=s—-1,s=1,...,.m+1. (18.294)

Poznamenejme, Ze ve ¢tyfech specidlnich pfipadech nékteré z predpisti (18.29,) ztraceji smysl;
potom tyto podminky neuvazujeme a nic nepredpisujeme. Tzn. Ze v ptipadé n = 1 nepredpisujeme
v pripadé n = 3 nic na stranach trojuahelniku.

Pro lepsi orientaci ¢tenafe jsou polynomy prvniho az devatého stupné hierarchie popsané ve
vété 18.4 znazornény na Obr.18.1. Na téchto obrazcich tunym bodem znacime, ze v daném
uzlovém bodé je predepsdna funkéni hodnota, Cislem k v krouzku znacime, ze v daném bodé
(tj. stfedu tohoto krouzku, ktery je totozny bud s nékterym vrcholem trojihelniku, nebo t&zistém
trojuhelniku) je pfedepsdna funkéni hodnota a vSechny parcidlni derivace az do k-tého fadu véetné,
tj. celkem (k + 1)(k + 2)/2 hodnot. Kone¢né jednoduchou, resp. dvojitou Sipkou znacéime, ze v
pocateénim bodé této Sipky je piedepséna prvni, resp. druhé derivace ve sméru této Sipky (tj.
prvni, resp. druhd derivace podle normély).

OBR. 18.1
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Polynom 2. stupné hierarchie popsané ve vété 18.4 zacal v aplikacich metody konec¢nych prvki
prvni uzivat Veubecke [Ve], polynom 3. stupné této hierarchie publikoval jako prvni Holand [Ho] a
polynom 5. stupné témér soucasné publikovali Argyris, Fried a Scharpf [AFS], Bell [Be|, Bosshard
[Bo], Visser [Vi] a Zlamal [Zl]. Prace [Z]] je teoretické povahy a je v ni dokdzana konvergence
metody konec¢nych prvki pfi uziti polynomu 2., 3. a 5. stupné na oblasti s polygonalni hranici.
Analyzou ditkkazovych metod uzitych v [Z]] a rozborem podminek, které jednoznacné uréuji do té
doby zndmé polynomy, sestrojil ZeniSek [Zel] hierarchii popsanou ve vété 18.4.

Dikaz véty 18.4. Vétu dokdzeme v pripadé k = 1, tj.
n=4m+1. (18.30)
Nejprve se presvédéime, ze celkovy pocet parametri (18.26)—(18.28) je roven poétu soudinitelt

aplného polynomu n-tého stupné dvou proménnych, tj. (n+1)(n+2)/2. Pocet parametri (18.26)
predepsanych v jednom vrcholu Py je

V =(02m+1)(2m +2)/2,

pocet parametru (18.27) je
T=(m-—1)m/2

a pocet parametri (18.28) predepsanych na jedné strané P;P; je
S=m(m+1)/2.
Celkovy pocet parametrii (18.26) —(18.28) tedy je, jak se milzeme presvéd¢it snadnym vypoctem,
3(V +8) +T = (4m + 2)(4m + 3)/2,
coz lze psat vzhledem k (18.30) ve tvaru
3V+S)+T=mn+1)(n+2)/2,

coz jsme chtéli ovérit. Abychom dokézali, ze parametry (18.26) —(18.28) jednozna¢né urcéuji poly-
nom p(z,y) € Pa2(n), staci dokazat, ze z podminek

aq 7,8
D%p(Py) =0 (laf < 2m), 875(@53-’ )y =o, (18.31)
)

D%p(Py) =0 (Jal] <m—2), (18.32)

kde vyznam 4, j, k, q, 7, s je stejny jako v (18.26) — (18.28), plyne
p(z,y) =0. (18.33)
Zavedme ve shodé s lemmatem 18.3 line4arni funkce

fi2(@,y) = —(y2 —y1)(z — 1) + (@2 — 1) (y — ¥1),
fis(z,y) = —(ys —y1)(@ — z1) + (23 — 21)(y — y1), (18.34)
fas(@,y) = —(ys — y2)(z — 22) + (z3 — 72)(y — y2).
Je-lin =1 (tj. m = 0), potom podle lemmat 18.1 a 18.3 z (18.31) plyne, Ze polynom p(z,y) je
délitelny polynomem 3. stupné fi12f13f23, coz je mozné jediné tehdy, plati-li (18.33).
Je-lin =5 (tj. m = 1), potom podle lemmat 18.1 a 18.3 z (18.31) plyne, ze polynom p(z,y) je

délitelny polynomem 6. stupné (f12f13f23)2, coz je mozné jediné tehdy, plati-li (18.33).
Necht nyni n # 1, n # 5 (tj. m > 2). Ze vztaht (18.31) podle lemmat 18.1, 18.3 plyne, ze

p(z,y) = K[f12(z,y) f13(z,y) fos(z, y)| " T ta(z,y) (K #0), (18.35)

93



kde q(z,y) € P2(m — 2), tj.

q(z,y) = b1 + box + b3y + baz? + bszy + -+ brry™ "2 (M = (m — 1)m/2). (18.36)

Py P>, P1P3, P2P3, plati podle (18.34)
f12(zo0.yo) f13(w0, o) f23(z0, y0) # 0. (18.37)
7 (18.32), kde |a| = 0, plyne podle (18.35) a (18.37)
q(zo,y0) = 0. (18.38)
Predpokladejme, ze pro celé ¢islo k spliujici nerovnost 0 < k < m — 2 plati
D%(z0,y0) =0, |af<k. (18.39)
Potom z (18.32), kde |a| = k + 1, plyne snadno pomoci (18.35), (18.37) a (18.39)
D%q(z0,y0) =0, J|a|<k-+1. (18.40)
Z vysledku (18.38), predpokladu (18.39) a jeho disledku (18.40) matematickou indukci plyne
D%q(zo,y0) =0, |af<m—2. (18.41)

Z (18.41) pro |a| = m — 2 plyne, Ze soudinitelé by, které vystupuji v (18.36), jsou rovny nule u
¢lent xz'y?, pro néz i + j = m — 2: podle (18.41) je totiz

am—2 am—2

o 4
8ym—2

q

a3 (#0:¥0) = (m = 3)bar—1 =0, atd

(z0,90) = (m — 2)lbpyr =0,
Odtud a z (18.41), kde || = m — 3, plyne, Ze soucinitelé by, u ¢lentl z*y7, pro néz i+j = m—3, jsou
rovny nule. Postupujeme-li tak dale, tj. uzivame-li pfedchozich vysledki a (18.41), kde postupné
uvazujeme |a| = m—4,...,2,1,0, zjistime, ze q(x,y) = 0. Odtud podle (18.35) plyne (18.33). [

V nasledujici vété uzijeme tohoto zpusobu znaceni: Symbolem A budeme znacit celkovy pocet
vrcholt trojuhelniki v dané triangulaci 7; ohrani¢ené uzaviené oblasti 2 s polygonalni hranici
992, symbolem B celkovy pocet Usecek v T, (tj. stran trojuhelnik{) a symbolem D celkovy pocet

trojuhelnikd. Vrcholy oznacime symboly P, Ps,..., P4, UseCky symboly l1,l2,...,lp a tézisté
trojuhelnikd symboly R1, Ra2,...,Rp.

OBR.18.2

Body, které déli isecku /; na s+1 stejnych dilt budeme znacit Qg-l’s), Q;2’5), e Q;S’S). Jednotkové
normély v; k tiseckdm [; budeme orientovat podle tohoto pravidla: Jsou-li P, Pr, kde m < r,

koncové body tsecky I, potom divadme-li se ve sméru normély v;, vidime bod P, napravo od bodu
Pp, (viz Obr. 18.2).
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18.5. Vé&ta. Necht Tj, je dana triangulace ohrani¢ené uzaviené oblasti Q s polygonalni hranici
9. Necht m > 0 a k, kde 1 < k < 4, jsou dana celd ¢isla. Potom existuje pravé jedna funkce
w(z,y), kterd je m-krat spojité diferencovatelna na Q, na kazdém trojihelniku Ty € T (k =
1,..., D) je restrikci polynomu z P2(4m+k) a v uzlovych bodech triangulace nabyvé piedepsanych
hodnot

Dw(P;) (i=1,...,A), (18.42)
09w rs .
W(Q§’)) (G=1,....,B;r=1,...,s), (18.43)
Yj
DSw(Ry) (k=1,...,D), (18.44)

kde indexy «, f3, q, s jsou uréeny podle (18.29,;).

Diikaz. 7 véty 18.4 plyne, ze funkce w(z,y) je na kazdém trojuhelniku Ty € 75, (k=1,...,D)
jednoznaéné uréena témi hodnotami (18.42) — (18.44), které prisluseji trojuhelniku T'. Z lemmatu
18.1, resp. 18.2 potom plyne, ze hodnoty

D*w(P), |a/<m, Pel; (j=1,...,B)

jsou jednoznac¢né urceny hodnotami (18.42) a (18.43), které jsou predepsdny pouze na usecce

;. O

Pravé uvedené trojuhelnikové konecné C'"-elementy maji aplikace v pfiblizném reseni okra-
jovych problému eliptickych parcidlnich diferencidlnich rovnic ¥addu 2(m + 1). Prakticky vyznam
maji Cl-elementy p¥i pfiblizném FeSeni prithybu tenkych desek. Modelovym problémem ohybu
vetknuté tenké desky je Dirichletav okrajovy problém biharmonické rovnice:

A%w(z,y) = f(z,y) Vz,y] € Q, (18.45)
Ow Ow
w(z,y) = - —(z,y) = a—y(:z:,y) =0 V[z,y] € 9Q. (18.46)

Tomuto okrajovému problému odpovida tento varia¢ni problém (jeho odvozeni z okrajového pro-
blému (18.45), (18.46) pomoci nékolikerého uziti Greenovy véty je uvedeno v [Re, str. 279 —283)):
18.6. Problém. Necht
V={veW2(Q): v=0v/0z = dv/dy = 0 na 9N}. (18.47)
Najit funkci w € V, pro kterou plati

/ (3211)3_21) 42 0%w O%v N 82w8_2v
o \ 0z2 0z2 Ozdy OzOy  Oy? Oy2

) dzdy = / vfdedy Yv e V. (18.48)
Q

Ma-li oblast © polygonalni hranici, potom vzhledem k vétam 1.18 a 18.5 lze uzit k ptibliznému
feseni problému 18.6 trojihelnikové C'l-prvky (podrobnosti lze najit v [KKLZ]).

Dikaz konvergence metody konecnych prvki je opét zalozen na interpolacnim teorému, ktery
ve tvaru véty 18.7 byl dokazan v [BZ]:

18.7. Véta. NechtT € Tj,. Nechtu € W¥(Q), kde 2m+2 < k < 4m+2 anecht ur € Pa(4m+1)
je interpolac¢ni polynom funkce u jednoznac¢né uréeny podminkami

D%up(Py) = D%u(Py), lal<2m (k=1,2,3), (18.49)
DPur(Po) = DPu(Py), |8l <m—2, (18.50)

O%ur (ry8)y 0%u (r,s) . . o
o Q) = v, Qi) (<4, 4,5=1,2,3; r=1,....3), (18.51)

kde indexy «, 3, q, s jsou uréeny pomoci (18.291). Potom pro 0 < p < k plat{

C

k—p
< momyr "tk (18.52)

llu —urllp,T

kde 97 je nejmensi tihel trojithelniku T a kde konstanta C nezavisi na T a funkci u.
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19. METODA KONECNYCH PRVKU V OBLASTECH S NEPOLYGONALNI HRANICT

V této kapitole se omezime na aproximaci dané oblasti 2 oblasti €2} s polygondlni
hranici 9€2;,. O samotné oblasti 2 budeme predpokladat, ze ma lipschitzovskou
hranici ve smyslu pozndmky 2.2 a ze se sklada z kone¢ného poctu hladkych oblouki,
které jsou tiidy C? (tj. funkce vystupujici v parametrickém vyjadieni z = ¢(t),
y = 1(t) prislusného oblouku maji spojité vSechny derivace alespon do druhého
fadu vcetné).

Aproximujici oblast €, je pfitom takova, Ze vSechny vrcholy (rohy) jeji hra-
nice 02, lezi na 012, pricemz kazda tsecka, ktera je ¢asti 0€2, je stranou néjakého
trojihelniku T, ktery nalezi do triangulace 7;, uzaviené oblasti Q. Koneéné pred-
pokladdme, ze kazdy roh hranice 99 (tj. bod, ve kterém se stykaji dva hladké
oblouky patfici 0€2) je vrcholem 0%y, a tedy uzlovym bodem triangulace 7},. Po-
dobné uzlovymi body 7}, jsou body, ve kterych se stykaji ¢asti I'; a I's hranice
1.

Budeme opét aproximovat okrajovy problém (6.1)—(6.3). Diskrétni schéma vy-
tvorime ve dvou krocich: Nejprve aproximujeme oblast €2 oblasti €25 a pro v, w €
W3 (Q) definujeme

Jv 0
Z/ﬂ 238;’2 Y dwydas, (19.1)

i,j=1 i

kde Eij (4,7 = 1,2) jsou prodlouzeni funkci k;; € C*(Q) (viz definici 19.1), které
maji vlastnost

kij € CYQ) (1,5 =1,2), (19.2)
pricemz O je uzavér takové ohranicené oblasti (NZ, ze
Q> QUQ, Vhe (0, h). (19.3)

Vlastnost (19.2) zaruuje véta 19.2. Podobné s pomoci prodlouzeni f € C1(Q)
funkce f € C1(Q) definujeme pro vechna v € W4 (Qy)

zg(v) :=/ vf daqday (19.4)
Qn

Vrcholy (rohy) polygonu 0€2;, déli hranici 02 na kone¢nou mnozinu {\} hladkych
oblouki, z nichz kazdy je aproximovan néjakou useckou A* patfici do mnoziny
useéek {A*}, jejichz sjednoceni tvorfi hranici 9. Nejpfirozenéjsi definice formy
Zg(v) ma tvar

Li(v) =) meslA*/o q(a(t), oa(t))o(@A (1), Y3(1)dt Vv € W5 (Qn), (19.5)

kde z = ¢}(t), y = ¥};(t) (¢t € (0;1)) je parametrické vyjadreni ﬁseéky A*, ktera
aproximuje oblouk A s parametrickym vyjadienim x = ¢y (1), y = ¥a(t) (t € <0 1)).
Predpokladame, ze

q € PCH(Ty). (19.6)

19.1. Definice. Necht u je realna funkce definovana na mnoziné M C RY. Funkce U defino-
vana na mnoziné D D M se nazyva prodlouzZenim funkce u, jestlize

U(z1,...,zn) =u(z1,...,2N) PIO [T1,...,ZN] € M.

96



19.2. Vé&ta. Necht hranice 9§} dvojrozmérné ohranicené oblasti €2 je po ¢astech hladka a neméa
body vratu. Necht v € C1(Q) a necht D D Q je libovolna oblast. Potom existuje funkcev € C*(D),
kterd je prodlouzenim funkce v, tj. v(z,y) = v(x,y) pro vSechny body [z,y] € .

Dikaz véty 19.2 je velmi komplikovany a lze jej nalézt v [Fi, Dodatek]. V této kapitole budeme
potrebovat jesté jednu vétu o prodlouzeni.

19.8. Vé&ta. Necht hranice 9 dvojrozmérné ohrani¢ené oblasti ) je po castech hladka a
nemé body vratu. Necht jeji hladké ¢asti jsou tiidy C*. Necht D O Q je libovolné oblast. Potom
existuje takovy linearni a ohranic¢eny operator prodlouzeni £ : W2’“(Q) — W2k (D), ze konstanta C
vystupujici v nerovnosti

IE@)lIk,p < Clivllk.a Vv € Wi (Q)

zavisi pouze na oblasti D. Operator € je také linedrni a ohraniceny operator prodlouzeni z prostoru
W2k_l(Q) do prostoru WQIC_Z(D) (1 <4 < k). Shodné s vétou 19.2 uzivame znaceni v = &€ (v).

Ditkaz véty 19.3 je uveden v [OR, str. 20-22]. Je zajimavé, Ze navazuje na dikaz véty 19.2, ktery
je uveden v [Fi]. Je tfeba zdiraznit, ze uvedené véty byly dokdzany v dvojrozmérném piipadé. V
trojrozmérném piipadé je situace komplikovanéjsi a predpoklady o hranici oblasti 2 museji byt
silnéjsi, nebo tvrzeni vét jsou zménéna. _ _

V druhém kroku aproximujeme formy aj(v,w), L (v) a LL(v), kde v,w €
X=X ,(Ll) integracnimi formulemi a vysledek této aproximace oznac¢ime symboly
an(v,w), Lt (v) a L} (v). Pfitom je nutné se omezit na takové integraéni formule, je-
Jichz integracni body lezi uvnitf trojahelniki 7', nebo jsou totozné s Vrcholy téchto
trojuhelnikt. Duvod je prosty: existenci prodlouZeni k” € C’l( ), fe C’l( ) (kterd
potrebujeme k dtikazu konvergen¢nich vét) méme zaruc¢enu; nezname vsak hodnoty
funkci k”, f v Q- Q. To napr. znamena, ze v pripadé hranicnich trojahelnikia
T € T, nemtizeme uzivat integra¢ni formuli, jejiz uzlové body jsou ptlicimi body
stran trojihelnik. S timto omezenim mfiZzeme vytvotit formy aj(v,w) a L} (v)
stejnym zplisobem jako v kapitole 16.

Zbyvé aproximovat formu LF(v) danou vztahem (19.5), kde se omezime na
v € Xp. Vzhledem k definici této formy mtzeme uzit libovolnou integrac¢ni for-
muli (17.15), takze dostaneme

=3 mes;\* Zﬁ aor () eat)(@s (1), 03(E).  (19.7)

ACT,

Oznac¢ime-li tGsecky, jejichz sjednoceni je 'y, C 9y, symboly I1, ..., 1, a uZijeme-
i v (19.7) lichobéznikovou formuli, potom pii lokdlnim oznaceni koncovych bodu
usecky [; symboly P}, Pj se vztah (19.7) zjednodusi na tvar

L (v) ZZmesll,q o (P)). (19.8)

2—1 7=1
Nyni mtzeme formulovat nasledujici diskrétni problém v dvojrozmérné oblasti s ne-
polygonéalni hranici.

19.4. Problém. Necht dvojrozmérné oblast 2 ma lipschitzovskou hranici (ve
smyslu poznamky 2.2), jejiz hranice se skladé z kone¢ného pocétu hladkych oblouk,
které jsou tiidy C?. Nechf aproximujici oblast €2 je pfitom takova, Ze vSechny
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vrcholy (rohy) jeji hranice 02, lezi na 0f2, pficemz kazda tsecka, kterd je Gasti
09, je stranou né&jakého trojuhelniku T', ktery nalezi do triangulace 7;, uzaviené
oblasti Q,. Necht funkce u je tak hladkd, Ze existuje takovéa funkce 2z € WZ(Q), ze
vz = na I';. Ozna¢me

Wy ={veXy=X": v(P) =u(P) VP, € T4}, (19.9)

Vi={veXy:v(P)=0VP, el }={veX,: v=0nal}, (19.10)

kde Py € oy, (pfi¢emz o}, oznacuje mnozinu vSech uzlovych boda v 7). Naleznéte
takovou funkci up, € Wy, ze

ap(up,v) = Lp(v) Yv €V, (19.11)

kde
Ly(v) = L (v) + L}, (v) (19.12)

a formy ay, (v, w), L$}(v), L} (v) jsou aproximaci forem ay, (v, w), Eg(v), Eg(fu) po-
moci numerické integrace; zptisob aproximace byl popsan pred formulaci Problému
19.4.

19.5. Véta (o abstraktnim odhadu chyby). Necht existuje takova konstanta
B > 0 nezavisla na h, ze pro h € (0, hg) plati

B||U||%,Qh <anp(v,v) Vv € Vy. (19.13)

Potom pro h € (0, hg) kazdy Problém 19.4 ma praveé jedno feseni up € W}, a toto
reseni splnuje odhad

~ ap(u,w) — Lp(w
= unlro, SO{ sup |an (4, w) W)l
weVi [[wll1,0,
w#0
) - ap(v,w) — ap(v, w
+ inf <||’U,—U||1jgh—|— sup [an(v, w) = an )|>} (19.14)
vEW), weVi [[wll1,,
w#0

kde u € W3(Q) je prodlouzeni (ve smyslu véty 19.3) feseni u € W4 (Q) Problému
6.2 a C' je konstanta nezavisla na h a u.

Dikaz. Pro libovolné v € W, plati
i = unllrp < 11— vlla, + lun = ol (19.15)

Protoze up — v € Vj, mizeme psat podle (19.13), bilinearnosti formy ap (v, w) a vztahu (19.11)

Bllun = ol13 q, < an(un —v,up —v) = ap(up,up —v) = ap(v,up —v) =
= Lp(up —v) = ap(v,up — v) < |Lp(up —v) — ap (@, up — v)|+
+|ah(ﬂauh - ’U) _ah(’l),’LLh - U)| + |ah('U,’LLh - ’U) - ah(’l),’LLh - U)| .
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Je-li |lup — vl[1,0, > 0, muzeme ziskany odhad podélit |lup — v||1,q, . Uzijeme-li ohrani¢enost
formy ap, (v, w), ktera plyne z (19.1), dostaneme

lan (@, up —v) = ap(v,up —v)| < M|Ju —vl|1,0, llun — vll1,0,-
Polozime-li kone¢né na pravé strané w := up — v, dostaneme po predchozich tpravach

|an (v, w) — ap (v, w)]|

llwll1,e,

~ ah ﬂ,w —Lh w
Bllun—vll.0, < sup |an (@, w) (w)]

. (19.16)
weVy, llwll1,2,

+M|[u—vl1,0,+ sup
wEVp

Kombinaci (19.15) a (19.16) dostaneme snadno (19.14). [

Pokud oblast €2 m& polygondlni hranici, redukuje se véta 19.5 na jiz znamé
vysledky. Plyne to z nerovnosti

|an (@, w) — Lp(w)| < [ay (@, w) — Lp(w)| + | L (w) — L (w)| + |L} (w) — L (w)] . (19.17)

V pfipadé, ze 0f) je polygon (¢i mnozina polygonii), je prvni ¢len na pravé strané
(19.17) roven nule a ostatni vyrazy na pravych stranich (19.14) a (19.17) jiz byly
odhadnuty a podminka (19.13) dokézana.

K dtkazu nerovnosti (19.13) (kterd vyjadiuje tzv. stejnomérnou V},-elipti¢nost
bilinearnich forem ap (v, w)) potiebujeme tzv. diskrétni tvar Friedrichsovy nerov-
nosti

||'U||17Qh < C|'U|17Qh Yo € Vh, Vh € (O, ho) (1918)
Dtikaz (19.18) je uveden v [Ze2, str.221-226]. Kromé toho potiebujeme nerovnost

2

Y kij(2)6i; > (&l +€5)  (n>0), (19.19)

ij=1

ktera plati pro skoro vsechna x € Q a viechna £1,& € R? a je zesilenim predpokladu
(7.24). Stejné jako v dikazu lemmatu 7.5 z nerovnosti (19.18) a (19.19) okamzité
dostaneme

an(v,v) > Cpllo|liq, Vv € Vi, Vhe (h, hg). (19.20)

Pomoci vztahu (19.20) a lemmatu 16.6 dostaneme (19.13) podobnym zptisobem jako
jsme dostali v dikazu véty 16.7 nerovnost (16.24) v ptipadé polygonalni oblasti.

Co se ty¢e odhadu prvniho ¢lenu na pravé strané (19.14) (¢i prvniho ¢lenu
na pravé strané (19.17), Ize komplikovanymi ivahami dokazat (viz [Ze2, str.176-
187,197-201, 263-266], Ze v ptipadé u € W3 () plati

@y (@, w) — Ly (w)| < Ch2||lw|1q, Yw eV, (19.21)

a v pifpadé u € WZ(Q)
lan (@, w) — Lp(w)| < Chllw||1,, Yw € V. (19.22)
Tim je dokézano pro trojuhelnikové prvky s linedrnim polynomem, ze v pripadé
nepolygonalni hranice 0¢2 jsou konvergencni vysledky stejné jako v pripadé poly-

gonalni hranice.
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20. ZAVER

Material tohoto skripta lze rozdélit priblizné do ¢tyr nestejné velkych ¢asti:

1. V kapitolach 1-5 jsme si vybudovali nezbytny matematicky aparat potfebny k analyze
metody koneénych prvki.

2. V kapitoldch 6 a 7 jsme se seznamili s varia¢nimi formulacemi okrajovych problémi line-
arnich eliptickych parcidlnich diferencidlnich rovnic druhého fddu a dokézali véty o existenci a
jednoznacnosti feseni prislusnych varia¢nich problémii.

3. V kapitolach 8 -17 jsme se detailné€ zabyvali vS§emi zakladnimi aspekty metody konecnych
prvki pro feseni okrajovych problémi eliptickych PDR druhého radu na oblastech s polygonalni
hranici. Kapitola 18 byla vénovéana trojuhelnikovym koneénym C™-prvkum a jejich aplikacim na
okrajové problémy linearnich eliptickych PDR fadu 2(m + 1). V celém skriptu jsme se zabyvali
dvojrozmérnymi problémy a trojihelnikovymi prvky.

4. V kapitole 19 jsme otevieli problematiku metody kone¢nych prvkid na dvojrozmérnych ob-
lastech s nepolygonalni hranici.

Domnivam se, Ze je to vic nez dost pro zakladni informaci o metodé konecnych prvkt. Soubézné
cviceni na pocitacich osvétli problematiku metody konec¢nych prvka z trochu jiného pohledu.

Studenti by se méli dale seznamit s témito koneénymi prvky:
a) obdélnikové a Etyisténné prvky (viz [KKLZ]);
b) dvojrozmérné a trojrozmérné izoparametrické prvky (viz [KKLZ));
c) zakiivené trojthelnikové prvky (viz [Ze2]).
Dale by se méli seznamit se zaklady téchto problému a jejich fesSeni:
1. Gasové zavislé problémy - linedrni parabolické a hyperbolické (viz [KKLZ], [Ze2]);
2. neline4rni problémy (alespoi tzv. asymptoticky linearni [Ze2]).
V patém roc¢niku budou mit studenti matematického inzenyrstvi dva predmeéty z aplikaci me-
tody konec¢nych prvkt, které doplni jejich znalosti v pravé uvedenych smérech.
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