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PREDMLUVA

Matematicka analyza, kterd je v ramci predmétu Matematika II studovana,
patii k zakladim vzdélani téméf ve vSech technickjch oborech. Ucebni text je
urcen predevsim jako ucebni pomticka pro posluchace a konzultanty kombinovaného
studia FSI VUT Brno. Nenahrazuje skriptum a tim méné studium vhodné
monografie. Obsahova stranka textu je pak uréena sou¢asnymi osnovami predmétu.
Cteni predpoklada aktivni znalost diferencialniho a integralniho poétu funkei jedné
redlné proménné a elementarni znalosti z lineadrni algebry. Hlavnim tkolem bylo
analyzy v R™. Snahou autora bylo vytvorit obsazny, ale pfitom strucny text, ktery
by byl pokud mozno dobie citelny.

Kratky rozsah textu miize vzbudit klamné zdani, ze jeho nastudovani a pochopeni
v§im v provéfeni schopnosti studenta samostatné vytesit jisté typové ulohy. Tento
pozadavek vyzaduje hlubsi pochopeni studované problematiky. Aktivni zvlddnuti
latky je potfebné rovnéz v aplikacich, tzn. pfi FeSeni konkrétnich problému v
navazujicich technickych oborech.

Do textu jsou zatazeny vzorové piiklady véetné metodického postupu feseni.
Dostatecné mnozstvi tloh k procvic¢eni latky obsahuje volné navazujici sbirka
feSenych prikladt 7 Cviceni z matematiky IT .

Je dobfe mozné, ze i po peclivé korektufe se v textu budou vyskytovat chyby
a preklepy. Budu proto vdécen ¢tenaftum za kazdou pripominku, kterd povede k
vylepSeni textu a odstranéni nedostatkti. Pfeji vSem ctendftim hodné tspécht,
trpélivosti i radosti pfi studiu.

Brno, zari 2002 Autor
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I. DIFERENCIALNI POCET V R"

§1. FUNKCE VICE PROMENNYCH

Definice 1. Realna funkce n-redlnych proménnych f: R™ — R je zobrazeni, které
kazdému z € R"™ prifadi nejvyse jedno f(z) € R. Prvky = = [z1,...,2,] € R"
se nazyvaji body n-rozmérného prostoru R™. Pro danou funkci f definujeme
Df ={z € R3y € R: f(z) =y}, Hf = {y € R;3z € Df : f(z) = y}.
Mnozina D f se nazyva defini¢ni obor funkce f a mnozina H f obor hodnot funkce f.
Misto f([z1,...,z,]) budeme pro jednoduchost psat pouze f(z1,...,z,). MnoZina
Gf={[z1,. ., xn, f(x1,...,20)] € R" L [21,...2,] € Df} se nazyva graf funkce f.

Poznamka 1. 1. Z predchozi definice grafu plyne, Ze funkéni hodnotu chapeme
jako n + 1 soufadnici, tj. xp+1 = f(x1,...2,). 2. Misto 1,22, x5 budeme psat
x,y, z. 3. Pron = 2 si lze graf f predstavovat jako rovinu, nebo jeji ¢ast, zakiivenou
v R3, tj. jako plochu. 4. Pro n > 2 ztrdcime moznost nazorné predstavy. V p¥ipadé
funkce t¥i proménnych je grafem funkce ¢ast ctyirozmérného prostoru. Z analogie
miuzZeme ale usuzovat, Ze grafem funkce tfi proménnych je trojrozmérny prostor,
ktery je zakfiven v R*. Jedinym grafem funkce t¥i poménnych, ktery dokazeme
znézornit, je graf funkce f(z,y, z) = 0. Grafem f je cely trojrozmérny prostor R3.

Piiklad 1. Bud f : R? — R funkce dvou proménnych definovani vztahem
f(z,y) = 1+4/1—22 —y2. VySetfeme nejprve definiéni obor. Zfejmé [x,y] € Df <
1-22—12>0& 22 +y? < 1. Tedy Df = {[z,y] € R* 2% +y* < 1}. Geometricky
je defini¢ni obor kruh se stfedem v poc¢atku a polomérem 1. Jednoduchou tvahou
lze zjistit, ze Hf=(1,2). Dale Gf={[z,y, 1++/1—22—y2] € R3; [x,y] € Df}. Plati
z=1+/1—22—92. Odtud 22 + y* + (z — 1)? = 1. Z analytické geometrie plyne,
ze graf funkce f je horni polovina kulové plochy o poloméru 1 se stiedem v bodé
[0,0,1]. Graf je zndzornén v kartézské soustavé souradnic (O, x,y, z) na obr. 1.
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Pfiklad 2. VySetfete a nakreslete defini¢ni obor funkce f(z,y) = +/In(z3 + y).
Reseni. Ziejmé plati, 7e [z,y] € Df & In(z3 +y) > 0 & 23 +y > 1. Tedy
Df = {[z,y],y > 1 — 23}. Nakreslime obréazek. Viz obr. 2.
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Metoda fezt. Graf funkce dvou proménnych je podmnozina trojrozmeérného
prostoru R3. Zakladni geometrickou piedstavu o grafech funkci f : R? — R, lze
ziskat v kartézské soustavé soufadnic (O, xz,y, z) pomoci fezii grafu Gf systémem
rovin g.(z,y) =c, tj. z=c, kde ¢ € R. Rezy jsou tedy primniky grafi Gf a Gg..
Podobné lze pouzit dalsi systémy rovin, napf. x=c nebo y=c.

P¥iklad 3. Pomoci metody fezli vySetiete a nakreslete graf funkce f(z,y) =z2+y>.
Reseni. Rezy rovinami z=c jsou pro ¢ > 0 kruznice 22 +y? = ¢ o poloméru /c. Pro
¢ = 0 je fez bod [0,0]. Pro ¢ < 0 jsou Fezy prazdné mnoziny. Déle Fezy rovinami
y = c jsou paraboly z = 22 +¢? s vrcholem ve vysce ¢2. Odtud a ze symetrie funkce
f jiz plyne, 7e graf funkce f vznikne rotaci paraboly z = x? kolem osy z. Grafem
f je tzv. rota¢ni paraboloid. Viz obr. 3.
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Definice 2. Budte z,y € R". Klademe d(z,y) = />, (z; — y;)?. Cislo d(z, )
se nazyva vzdalenost bodd z,y. Bud zp € R™,§ > 0,0 € R. Pak mnoZina

K(zg,d) = {z € R",d(x,x0) < 6} se nazyva d-okoli bodu zy.
Poznamka 2. 1. §-okoli bodu z( je oteviend koule v R™. M4 stfed v xg a polomér
d. 2. Pro n =1 dostavame K(xo,d) = {z € R, |x — xo| < 6} = (x0 — J,x0 + 0). 3.
Plati (i) d(z,y) =0 < z =y, (i) d(z,y) = d(y, x), (iil) d(z,y) + d(y, 2) < d(=z, 2).
Vztah (iii) se nazyva trojuhelnikova nerovnost.
Definice 3. Bud Q C R"™. Pak zp € R" se nazyva vnitini bod mnoziny 2, kdyz
existuje K(xo,9) tak, ze K(xo,0) C Q. Mnozina , jejiz kazdy bod je vnitini se
nazyva oteviena. Bod g € R" se nazyva hrani¢ni bod mnoziny €2, kdyz pro kazdé
§ > 0 plati K(xo,8)NQ # O A K(z,0) N (R* — Q) # (). Oznaéme h(2) mnozinu
v8ech hrani¢nich bodd mnoziny Q. Mnozina h({2) se nazyva hranice mnoziny {2.
Mnozina ) se nazyva uzaviend, kdyz h(Q) C Q. Mnozina ) se nazyva ohranicena,
kdy7z existuje § > 0 tak, ze Q C K(0,0), kde 0 =10,...,0] € R™.
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§2. LIMITA A SPOJITOST

Definice 1. Bud f : R™ — R realna funkce n redlnych proménnych. Pak mnoZina
(Df) ={z € R";Ve > 0: (K(z,e) — {z}) N Df # 0} se nazyva derivace mnoZiny
Df. Rekneme, Ze f méa v bodé x¢ € (Df)’ limitu a € R, kdyZ VK (a,€)3K (x¢,d)
tak, ze Vo € (K(x9,0) — {zo}) N Df : f(z) € K(a,e) = (a—¢e,a+¢).

Poznédmka 1. Bud R, = R U {—o0,00}. Pojem limity lze rozsifit na pfipad
2o € R?,a € Ry. Je-li a € {—00, 00}, nazyva se limita nevlastni. Pokud se v n-tici
xo € R} vyskytne aspon jednou nevlastni bod co nebo —oo, mluvime o limité v
nevlastnim bodé. Definice limity nepozaduje, aby zo € Df.

Véta 1. Funkce f: R — R mé v bodé xg € (Df)’ nejvyse jednu limitu a € R.

Dtikaz. Sporem. Budte a,b € R,a # b dvé rizné limity funkce f v bodé xg.
Polozme ¢ = %d(a, b). Pak € > 0 a podle definice limity 341,02 > 0 tak, ze
V€ (K(zo,01)—{zo})NDf plati, ze f(x) € K(a,¢), coz znamena, ze d(a, f(x)) < e
aVx € (K(xg,02) — {xo}) N Df plati, ze f(x) € K(b,¢e), tj. d(b, f(x)) < &. Zvolme
x € K(xg, min{d1,d2}) — {xo}. Pak d(a,b) < d(a, f(z)) +d(b, f(x)) < €+ = 2,
coz je spor, nebot d(a,b) = 2e.

Definice 2. Bud zy € (Df)". Ma-li f v ¢ limitu a, piS§eme lim f(x) = a.

T—TQ
Poznamka 2. Nejcastéjsi tloha o limitach byva formulovéna slovnim obratem:
Vysetiete limitu lim f(x). Co se ma provést? Pokud xg ¢ (Df)’, fekneme, ze
T—TQ

symbol lim f(x) neni definovdn. V opacném piipadé mohou nastat pravé dvé
T—TQ

navzajem se vylucujici moznosti. 1. f nemad limitu. Téz fikdme, Ze neexistuje
limita f v 9. 2. f mé v zo limitu. Tato limita je pak podle véty 1 urcena
jednoznacné. Urceni limity funkce vice proménnych je obecné velmi obtizné. V
nékterych jednodussich piripadech mohou pfi vypoctu pomoci nasledujici véty.

Véta 2. Necht existuji limity lim f(z) =a, lim g(z) =b. Pak plati
T—T0o T—To

(¢) lim (f(z)*£g(x)) =a=xd, (ii) im f(z)g(x)=ab, (iii) Prob #0: lim @2

a
xr—xo xr—xo xr—xo g(,]’,') E

Véta 3. Necht lim f(z) =0 a existuje K(z¢,0) — {xo} tak, ze funkce g(z) je na
T—TQ

K(z0,0) — {xo} ohrani¢end. Pak pro limitu sou¢inu plati lim f(z)g(z) = 0.
T—TQ

Véta 4. Necht 3K (zg, ) tak, ze Vo € K(xo,0) — {xo} plati, ze f(z) > 0. Pak

lim f(z) = o0 & lim —— = 0. Necht 3K (zo, ) tak, ze Vo € K(xg,d) — {xo}

P 8 f(2)
plati, ze f(z) < 0. Pak xlln;ﬂ flx) = —0 < xlir;lo ﬁ =0.

Véta 5. Bud f: R™ — R raciondlni lomené funkce, zo € Df. Pak 3113}1 flx) =
f (o).

Priklad 1. VySetfime limitu [%y]ii%’o] % Oznatme f(z,y) = % Pak

Df=R2-{[0,0]} a0=[0,0] € (Df)". Symbol lim f(x) je tedy definovan. Dokazme,
7



7e f nemd limitu v bodé [0, 0]. Sporem Pfipustme, ze funkce f ma v bodé [0, 0]
limitu a. Pak podle definice pro K(a, 1) eX1stuJe K(o,9) tak, ze Vz € K(o0,d)—{o}

plati f(z) € K(a, ). Uvazme body bl—[ 0], b =1[8, &]. Zejmé plati, ze b1, by €
K (0, 6) nebot d(o, bl):\/(O—%)2+(0—0)2:§<6ad(o, b2)=1/(0-2)2+(0-§)2=
%<6 Tedy f(bl)EK(a,%), f(ba) € K(a,1). Ale f(b1)=0a f(bs)=3. Odtud
plyne, ze a€(—1,1), a€(4,3), coz je spor, nebot (—1,1)N(3,3)=0.

Definice 3. Budf : R? — R funkce dvou proménnych, zo = [a,b]. Pak limity
Ly = lim(lini flz,y) a Ly = lini( lim f(z,y)) se nazyvaji postupné limity.
r—a y— Yy—0 T—a

Nasledujici véta popisuje vztah postupnych limit k limité L —[ l}ur% . fz,y).
x, a,

Véta 6. (1) Necht existuji limity Ly, Lo a Ly = Lo. Pak L nemusi existovat.

(2) Necht existuje L. Pak L1, Ly nemusi existovat.

(3) Existuji-li L, L1, Lo, pak nutné L = Ly = Lo.

(4) Necht existuji L1, Lo a Ly # Lo. Pak L neexistuje.

Piiklad 2. Pro ilustraci uvedme piiklad situace (2) z pfedchoziho tvrzeni. Bud
f: R? — R takové, ze Df = {[z,y] € R*;x <y <2z}, Hf = {1}, tj. f(z,y) =1

na Df. Ziejmé [0,0] € (Df) a : l}urf }f(x,y) = 1, viz véta 5. Dvojndsobné
x,y]—[0,0
limity L1, Lo ale neexistuji. Podle definice limity funkce jedné proménné si snadno

rozmyslite pro¢. Poznamenejme, ze f: R— R méa v g€ R limitu a € R pravé tehdy,
kdyz VK (a,)3K (xg,0)—{xo} tak, ze K(xo,d)—{x0} CDf aVee K(x,0)—{zo}:
f(z) e K(a,e).

Poznamka 3. Jak jiz bylo fedeno, vySetfovani limit funkci vice proménnych je
obecné velmi obtizné. Uvedme nyni nékolik moZnosti, jak pii vySetfovani limit
postupovat. Pro jednoduchost se omezime na funkce dvou proménnych. Pro vice
proménnych se postupuje analogicky. Idea je zaloZzena na aplikaci véty 1.

1. Metoda svazku primek. Misto limity L vySetfujeme limitu L*, kde

L*= lim f(z, k(z—z0)+yo).
T—TQ

Zavisi-li limita L* na smérnici k, pak L neexistuje. Nezavisi-li na k, nelze o existenci
limity L nic usoudit.
2. Metoda svazku parabol. Misto limity L vySetfujeme limitu L**, kde
L= lim f(z,k(z—20)*+yo).
T—TQ

Zavisi-li limita L** na smérnici k, pak L neexistuje. Nezavisi-li na k, nelze o
existenci limity L nic usoudit.



3. Metoda polarnich souradnic. Provedeme transformaci funkce f do polérnich
soufadnic. Dosadime za © = xg + pcos ¢ a za y = yo + psin . Misto limity L pak
vysSetfujeme limitu L***, kde

L= lim f(zo + pcos,yo + psine).
p—

Zavisi-li limita L*** na thlu ¢, pak L neexistuje. Nezavisi-li na ¢, nelze o existenci
limity L nic usoudit. Specialng, je-li po transformaci L***= lim+ g(p)h(p), kde
p—0

lim+ g(p) =0 a h(y) je ohranicend na (0, 27), pak L = 0.
p—0

Priklad 3. VySetiete limitu [ l]in%o . % Reseni. Obé postupné limity Ly, Ly
z,y]—[0,

existuji a jsou rovny nule. O existenci limity nelze na tomto zakladé nic usoudit.
Pouzijeme metodu svazku primek. Plati

2,2 2 2,.2 2 2
* i ZTYT Vi EkTwt kT _k”
L7, Ay, e = i s = Jim e = e

Protoze limita L* zavisi na k, zadana limita L neexistuje.
3 3 ~
Ptiklad 4. VySetfete limitu : l]m% | ;152. Reseni. Obé& postupné limity Ly, Lo
x,y]—[0,0

existuji a jsou rovny nule. Podobné netspésné dopadne vysetfeni metodou svazku
primek i metodou svazku parabol. Plati L* = L** = 0. O existenci limity nelze na
tomto zakladé nic usoudit. Pouzijeme metodu transformace do polarnich souradnic.
Plati

L** = lim p3 cos® <p+p3 s?n3 Y _ lim p3 (cos3 <p+s?n3 ©) _
0+ p2? cos? p+p2sin? p 0+ p2(cos? p+sin? ) P

1im+ p(cos® g + sin® @) = 0.
—0

Protoze je funkce h(yp) = cos® ¢ 4 sin® ¢ ohrani¢end a funkce g(p) = p ma limitu 0,
zadand limita L existuje a je rovna 0.

Definice 4. Bud f : R® — R,x9 € Df. Rekneme, Ze f je spojitd v xo, kdyz
VK (f(z0),e)3K (x0,0) tak, ze Vo € K(z0,6) N Df : f(z) € K(f(x0),€). Rekneme,
ze f je spojita na mnoziné Q C Df, je-li spojita v kazdém bodé x € €.

Véta 7. Bud zg € Df N (Df). Pak f je spojitd v zg < lim f(z) = f(xo).
T—TQ

Véta 8. Bud zg € Df ANz ¢ (Df). Pak f je spojitd v xo.

Ditikaz. Protoze o ¢ (Df) existuje K(zg,d) tak, ze (K(zg,d) — {zo}) N Df = 0.
Ziejmé VK (f(x0), ) plati Vo € K(xo,d) N Df = {xo} plati f(z) € K(f(z0),¢), tj.
f(xo) € K(f(x0),¢)-

Véta 9. Budte f: R® — R,g: R™ — R spojité v xqg € Df. Pak f+ g, f-g jsou

spojité v xg. Je-li g(xg) # 0, pak rovnéz = je spojitd v xg.
g



§3 PARCIALNI A SMEROVE DERIVACE, GRADIENT

Definice 1. Bud'f : R™ — R realna funkce n redlnych proménnych, a = [ay, . .., ay),
1 < i < n. Polozme f; : R — R, kde fi(z;) = fla1,...,ai—1, i, Git1,-..,0n)
Df; = {z; € R;la1,...,a;-1,%i,ai41,...,an] € Df}. Funkce f; se nazyva i-td

parcialni funkce. Cislo f], (a) := f](a) se nazyva parcialni derivace funkce f v bodé
a podle proménné x;. Bud Df; mnozina vSech a € R"™, pro néz f, (a) existuje.
Funkee f;, : R" — R pfitazujici kazdému = € Df;. cislo f, (x) se nazyvéa parcidlni
derivace funkce f podle ;. Misto f; lze ekvivalentné psat g—gﬁ:.
Poznamka 1. Jiz samotnd definice poskytuje navod, jak parcidlni derivace
pocitat. Parcialni derivaci funkce podle pevné zvolené proménné vypocitame tak,
ze funkci derivujeme jen podle této proménné, pricemz ostatni proménné povazu-
jeme za konstanty. Princip vypoctu uvedeme na nasledujicim prikladu.
Pfiklad 1. Spoctéte parcialni derivace f, a f, funkce f(z,y) = 2y + ln(ﬁ).
Reseni. VyuZijeme zndmych vzorcti pro derivovani funkce jedné proménné a déle
pouzijeme navodu v pfedchozi poznamce.

folmy) =2y + + -5 =2y + 3 a fy(e,y) =a° + - 38 =a® -
y

Yy

< =

Definice 2. Bud f : R" — R, a € Df. Necht Vi = 1,...,n existuje f; (a).
Vektor grad f(a) = (f;,(a),..., f, (a)) se nazyva gradient funkce f v bodé a.
Vektor grad f = (f;,,..., [ ) nazgvame gradient funkce f.

Poznamka 2. Symbolem V,, ozna¢me euklidovsky vektorovy prostor dimenze n
nad R. Prvky v = (v1,...,v,) € V,, nazgvame vektory. Jsou to n—tice redlngch
Cisel zapsanych v kulaté zavorce. Z vektorové algebry pfipomenme, ze rozdil x — y
bodid x,y € R™ interpretujeme jako vektor a soucet z+v bodu x € R™ a vektoru v €
V., jako bod. Plati [z1,...,2n]+ (v1,...,v,) = [214+v1,..., 2y + V). Vektory e; =
(1,0,...,0),...,e, =(0,0,...,1) € V, se nazyvaji orty. Orty jsou ortogonalni, tzn.
kolmé vektory, jejichz velikost je rovna 1.

Podobné jako u funkci jedné realné proménné zavadime pojem derivace vyssich
fada. Definici zavedeme pomoci principu matematické indukce.

Definice 3. Bud m > 1 libovolné, x;,,...,z;, € {x1,...,z,}. Pak funkce

amf B o am—lf
83:1-1 .. .83:% - 83:% 83:1-1 .. .83:%_1

se nazyva m-ta parcialni derivace podle proménnych z;,,...,z; v tomto poradi.

o™

Nultou parcidlni derivaci chapeme jako f. Vyraz 5——5— je zvykem zapisovat
i1+ OTipy

(m)

iq 91 Ligy *

rovnéz ve tvaru fy

Poznamka 3. Druhou derivaci funkce n-proménnych f(x) chdpeme matici
11 1!
xir1? T 7 I T1Tn

f/l _
11 1!
TnT1? T 1/ TnTn

Gradient funkce f se v tomto kontextu nékdy chape jako prvni derivace funkce f.
Piseme tedy f’ = grad f.

10



Piiklad 2. Spoctéte parcidlni derivace druhého fadu f, f,,, fry

flz,y) = 2%y + ln(%). Reseni. Vyuzijeme vysledki z pitkladu 1. Plati f.(z,y)=

1!
a f,, funkce

2ey+1 a fi(x,y) = 2% - i Druhé parcidlni derivace funkce f spocteme tak, ze
prvni parcialni derivaci znovu parcialné zderivujeme podle zvolené proménné. Plati

” :dx(fx)_dx(zxy+l):2y anf dy(f?l/):diy(xQ_i):y%a

n= 2 (f) = EQay+ L) =20, fl, = 2(f}) = 2.
Odtud plyne, Ze matice druhé derivace je tlvaru
1= 2y — -5, 22
2 L

)

Pfi vypoctu druhych parcidlnich derivaci jsmey narazili na dulezitou skute¢nost.
Zjistili jsme, ze f,}, = f,.,. Nésledujici véta zarucuje, Ze nalezenou vlastnost maji
vSechny funkce, jejichz parcidlni derivace jsou spojité. Véta 1 se Casto nazyva
Schwarzova véta, nebo téz véta o zaménitelnosti parcialnich derivaci. Matice f” je
v pfipadé zaménitelnosti symetricka podle hlavni diagonaly.

Véta 1. Necht vsechny parcidlni derivace m-tého ¥adu funkce f : R™ — R jsou
spojité v bodé a € Df. Pak jsou vSechny parcialni derivace az do fadu m vcetné
zaménné v bod€ a, tj. v libovolné parcialni derivaci m-tého fadu v bodé a nezavisi
na pofadi derivovani.

Poznamka 4. Derivace do fddu m—1 véetné jsou zaménné dokonce v néjakém okoli
bodu a. Obecné existuje n™ parcidlnich derivaci m-tého fadu funkce n proménnych.
Splnéni predpokladt Schwarzovy véty redukuje tento pocet na ("+m_1).

m
Definice 4. Bud f : R®" - R,a€ Df,ueV,,g: R— R. Prokazdét € R
polozme ¢(t) := f(a + tu). Pak
u T - - -,

t—0 t t—0 t

se nazyva derivace funkce f v bodé a ve sméru vektoru u.

Priklad 3. Spoctéte derivaci funkee f(z,y) = Hr
vektoru u = (2,1). ReSeni. VyuZijeme defini¢niho vztahu. Plati

2_ 2 2
9(t) = fla-+ tuw) = F(LAU 412, 1) = FQL+261+1) = {3t = s

J(t) = (6t+2)(5¢ +(65i—;-?—)6t—(&-32t)2+2t)(10t+6) fi(a) = ¢/(0) = 22506 — 1.

Véta 2. Bud f:R" — R, ac Df, u,v€V,. Pak 1. f (a)= f;.(a). 2. Necht
existuje f/ (a). Pak pro libovolné ¢ € R existuje f.,(a) a plati f.,(a) = cfl (a).
3. Nechf f}(x) je spojita v K(x,0) a existuje f;(x). Pak existuje f; ,,(z) a plati
furo(@)=Fi(@)+ [} (2). 4. fi(a)=grad f(a)ou=(f, (a), ..., [z, (a))o(uL, .., un).
Poznamka 5. Plati f/ (a) = |grad f(a)|-|u|-cosp, ¢ € (0,7), kde ¢ je Ghel vektora
grad f(a),u. Tedy f/(a) je maximélni, kdyZ ¢ = 0. Odtud plyne, Ze grad f(a)
urcuje smér jimz f v a nejrychleji roste.
Pi#iklad 4. Spoctéte derivaci funkce f(x,y) = z2%y + In(3) v bodé a = [2,3] ve
sméru u = (1, —2). Refeni. Pro gradient funkce f plati grad f = (2zy + %, 22 — i)
agrad f(a) = (%, %) Tedy f,(a) = grad f(a) ou= (3, §) o (1, -2) = F.

s v bodé a = [1,1] ve sméru
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§4 TOTALNI DIFERENCIAL, TAYLOROVA VETA

Definice 1. Bud f: R® — R, a € Df. Rekneme, Ze f je diferencovatelna v bodé
a, kdyz Vh € V,, takovy, ze a+h € Df plati f(a+h)— f(a) = gradf(a)oh+|h|-7(h),
kde }Lim 7(h) = 0. Funkce 7(h) se nazyva nulové funkce. Cislo

—o0

dfn(a) = gradf(a) o h = (f, (a),..., f (a)) o (h1,...,hy) = éf;i(a)hi

se nazyva totalni diferencidl funkce f v bodé a pfi prirustku i a zobrazeni
df(a) : V,, — R se nazyvé diferencial funkce f v bodé a.

Poznamka 1. 1. Kazd4 funkce f : R® — R ma v a € Df nejvySe jeden totalni
diferencidl df (a). 2. df(a) je linedrni funkce. Pro libovolné hi,he € V,, a c € R
plati df (a)(h1 + h2) = df(a)(h1) + df(a)(he) a df(a)(c-h) = c-df(a)(h). 3. V
literatufe se pouzivji Casto rizna oznaceni. Nasledujici zapisy znamenaji totéz
dn f(a) = df(a)(h) = df (a, h).

Pfiklad 1. Budte f; : R™ — R, f;i(x) = fi(x1,...,2,) = z; funkceproi =1,...,n.

. 0 i
Spoctéme df;(x). Predné plati, ze Q& = { i

dz; 1 i=j
Odtud plyne df;(x)(h) = gg{: (x)h; = h;. Protoze df;(x) = dx;, plati dz; = h,;. Pak

lze pséat h = (h1,...,h,) = (dx1,...,dz,) = dx a diferencidl funkce f v obecném
bodé x = [x1,...,x,] pii pFirtstku h lze zapsat ve tvaru dpf(z) = df(a)(h) =
(Gt g h)f(z) = (Zodes + -+ pda) f(z).

Véta 1. Bud f: R — R,a € Df. (i) Necht f je diferencovatelnd v bodé a. Pak
[ je v tomto bodé spojitd. (ii) Nechf existuji f, proi=1,...,n v néjakém okoli
K(a,d) a f, jsou spojité v a. Pak f je diferencovatelna v a.

Definice 2. Bud ¢g: R™— R definovana vztahem g(z1, .. ., T,) =a121+- - -+anTntd,
kde ay,...,a,,b € R. Pak Gg se nazjva nadrovina v R"*!. Specidlné pro n=2 je
Gg rovina. Bud f: R" — R a a € Df bod takovy, ze existuje okoli K(a,d) C Df.
Rekneme, Ze nadrovina Gg je te¢nd nadrovina ke grafu G f v bodé [a, f(a)], kdyZ
lim {@=9@) _ ¢
z—a lz—al
Véta 2. Graf funkce f ma v bodé [a, f(a)] teénou nadrovinu pravé tehdy, kdyz
f je diferencovatelnd v bodé a. Pak rovnice te¢né nadroviny v R™*! ma tvar
Tpi1 = fla)+ fi, (a)(x1 —a1)+-- -+ fr (a)(xn —a,), kde a = [ay, ..., a,]. Rovnici
lze zapsat ve tvaru f, (a)x1+4---+ f, (a)x, —2ny1 +c =0, kde c € R.
Definice 3. Vektor n definovany vztahem n = (f; (a),..., f, (a),=1) € V41
se nazyvéa normalovy vektor teéné nadroviny funkce f v bodé [a, f(a)]. P¥imka v
R"*! definovana vektorovou rovnici
(@1, .. Tp, Tpg1] = [a1, ... an, f(ar,...an)] +t(f1, (a),..., [ (a),—1),t € R,
se nazyva normala grafu G f v bodé [a, f(a)].
Poznamka 2. Diferencidlu dj, f(a) lze vyuzit k pfibliznému vyjadfeni pfiristku
funkce. Plati dj f(a) = f(a+h)— f(a). Diferencial vyjadiuje pfirastek na tecné
nadroviné. Vyraz f(z,y)dr+g(z,y)dy je totalni diferencidl néjaké funkce < f; =g,
Pfiklad 2. Spoctéte diferenciél funkce f(z,y) = arctg(z+1ny) v bodé a = [0, 1] pii
pifriistku A = (—0.2,0.1). ReSeni. Spocteme nejprve parcialni derivace funkce f.
Plati f, = m, fola)=1,f, = m, fy(a) = 1. Odtud a z obecného
tvaru diferencialu plyne dj, f(a) = f;(a)h1 + f,(a)h2 =1-(-0.2) +1-0.1 = —0.1.
P¥iklad 3. Urdete rovnici te¢né roviny a normély k paraboloidu f(z,y) =22 +y?
v bodé [—2,1,7?]. ReSeni. Dopo¢itdme chybéjici soufadnici. Plati ?= f(—2,1)=5.
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Déle spocteme parcidlni derivace f; =2z, f,(=2,1)=—4, f, =2y, f,(-2,1)=2.
Dosadime do rovnice teéné roviny. Dostdvame z —5 = —4(x+2)+2(y —1). Odtud
4x — 2y + z + 5 = 0. Normalovy vektor je n = (4, —2,1). Rovnice normdaly m4 tvar
[x,y,2] =[-2,1,5] + t(4,—2,1), kde t € R.

Definice 4. Bud f : R® — R, a € R, k > 2. Rekneme, Ze funkce f je k-krat
diferencovatelnd v a, kdyz existuje okoli K(a,d) v némz jsou diferencovatelné
vSechny parcialni derivace fadu 0 < m < k — 2 a v bodé a jsou diferencovatelné
vsechny parcidlni derivace fadu k — 1. Diferencial k-tého fadu funkce f je pak
zobrazeni d* f(z) : V¥ — R definované vztahem

d*f(@)(ur, . un) = (guan + -+ 52 tnn) - - (52 uks + - + 52urn) f(2),

kde w; = (i1, - - -, Uin) € V. Speciéln{é Pro uy =...=ug = h=(hy,....,hn) €V,
piseme dj f(x) = d¥ f(z)(h, ... h) = (3=h1 + -+ 32hn)f f ().

Poznamka 3. K exaktnimu vyjadieni d¥ f(z) lze pouzit tzv. multinomickou vétu.
Budte n > 2,k € N,ay,...,a, € R. Pak platl
; k k ; k ;1
(a1 + - +an)t = > (k1 p)ar-apr, kde (oY) = gt
e T sy seeikin ,
Soucet probihé pres vSechny rozklady (kompozice) ¢isla k na pravé n s¢itanct, v

nichz zévisi na poradi s¢itancti. Pro n = 2 dostdvame znamou binomickou vétu
k
(a1 +a2)* = (k)aﬁag ¢
i=0
Poznamka 4. Nékdy diferencidlem k-tého fadu funkce f v bodé x nazyvéme pouze
zobrazeni D f(x):V,,— R, D* f(z)(h)=d* f(z)(h, ..., h)=d} f(z).
Véta 3. Bud f : R* — R,a € Df. Necht f ma v n&jakém K(a,d) parcidlni
derivace ¥adu k, které jsou spojité v a. Pak existuje d* f(a).
Véta 4. Necht funkce u(z, y), v(x, y) maji parcidlni derivace prvniho fddu v bodé
[0, Yo]- Necht ug =u(zo,yo),vo = v(zo,yo). Je-li funkce f(u,v) diferencovatelnd
v bodé [ug, vo], pak slozend funkce F(z,y)= f(u(z,y), v(z, y)) mé parcidlni derivace
prvniho fadu v [xo, yo| a plati F; (w0, yo) = fﬁ(uo, vo)u (20, Yo )+, (1o, v0) vy (%o, Yo),
Fé(xo, Yo) = fr.(uo, vo)u; (330, Yo) + fy (1o, vo)v, (330, Y0)-

Pfiklad 4. Bud f = f(u(z,y),v(z,y)). Spoétéme fg'c'y Nejprve urc¢ime f,. Plati
i = Ft+ fiv Nowi i, = 50 = Gyl + 1) = UL + Lo, +
d_y(f'tl))vx +fl ” = ( uu y +fu'u y)u +fl ” ( VU y + f’u’u y)v + fl ”
Wty + folyu ; vy v + flviyy, + flu ééy Uy

Poznamka 5. K nalezeni parcialni derivace sloZené funkce ve zcela obecné situaci
poskytneme aspon navod. Predpokladejme, Ze f je nékolikandsobné sloZena a ma
n proménnych. Postupujeme tak, Ze nejprve analyzujeme strukturu slozeni funkce
f- To provedeme tak, ze nakreslime schema slozeni, tzv. strom. Strom se sklada
z uzli a hran. Uzly reprezentuji proménné a funkce, hrany zavislosti mezi nimi.
Uzly znazornime v obrazku body nebo kolecky, hrany tseckami, které uzly spojuji.
Kolik vede riiznych cest od uzlu f k x;, tolik bude mit derivace f; s¢itanci. Kazdy
sCitanec je soucinem tolika ¢initelt, kolik hran je na cesté z f do x;.

Piiklad 5. Analyzujte strukturu slozeni funkce f(x,y) = v/ x¥ + In® z-arctg(1+
nakreslete odpovidajici strom a spoctéte f;, f;. ReSeni. Oznacme f(r,s) = r -
r(u,v) = Vu+v2 s(w) = arctg w,u(z,y) = z¥,v(zr) = Inz,w(z,y) = 1 +
Nakreslime schema slozeni.
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Obr. 4

Graf na obrazku se nazyva strom. Z jeho struktury ziskdme vzorce pro hledané

parcialni derivace. Plati
fr—2Lorou 90rou | 91 0s 0w g1 _ 9f9rdu 4 OF 0s Jw
T~ 9r Ou Ox Or Ov Oz ds Ow Ox Y 7] C oy *
Odtud plyne

=

_ yz? '+ 1 3 2 1
fo = 8 Yoorap arcte(L §) + Vol + 072 g5,
Jy = —&-arctg(l—i—g)—l- 3xy+ln2x-m-_—x.

?/(xy-‘,—l z)2 y2

Definice 5. Budte a € R, h € V,,, h # 0. Mnozina {z € R",z = a+th,t € (0,1)}
se nazyva usecka v R™ o krajnich bodech a,a + h.

Véta 5. Taylor. Bud f : R" — R, C Df oteviend mnozina. Necht m € N a
pro libovolné z € Q existuje dj' "' f(z). Bud a € Q,h = (hy,...,h,) € V;, a necht
usefka a,a+ h lezi v Q. Pak existuje t € R, 0 < t < 1 tak, ze plati

fla+h) = fla) + fidnf(a) + 5id5 fa) + -+ 5t f(a) + Grydiy ™ fla + th).

Poznamka 6. Polynom T,,(z) = f(a) + f1dnf(a) + 51d7 f(a) + - - -+ L;di" f(a) se
nazyva Tayloruv polynom m-tého fadu funkce f v bode a a funkce
Ry (z)= = +1)' d" f(a+th) Taylortv zbytek. Formule uvedens v Taylorové vété
se nazyva Taylortv vzorec nebo téz Taylorova formule. Pro a=]0,...,0] mluvime
o Maclaurinové vzorci. Véta plati i za slabsiho predpokladu, kdyz dff"’l f(z) ex-
istuje v kazdém bodé x tsecky a,a + h. Zbytek R,,(z) vyjadiuje chybu, které
se dopustime, nahradime-li funkci f na Q polynomem 7,,(x). Chybu R,,(x) ne-
dokazeme presné spocitat, ale v fadé pripadu ji dokédZzeme uspokojivé odhadnout.
Pii konstrukci polynomu T, (x) pouZivame vztah doz = h = x — a.

Pfiklad 6. Spoctéte Taylortv polynom Ts(z,y) funkce f(x,y) = arctg(z + lny)
v bodé a = [0,1]. ReSeni. Parcilni derivace prvnfho fadu zndme z piikladu 2.
Daéle vime, ze dr = x a dy = y — 1. Tedy prvni diferencial funkce f v a ma
tvar dpf(a) = fi(a)dz + fy(a)dy = dz + dy = v +y — 1. Pro parcialni derivace

, o, s =2(z+lny) i _ __ —2(z+lny) n _ _—(4z+lny)?
druhého fadu plati fz, = e foy = sirermy 07 fov = PaTEmyDE

we(@) =0, fr,(a) =0, f;, (a) = —1. Druhy diferencial funkce f v bodé a je tvaru
dnf(a) = . (a)dx® + 2y, (a)drdy + é’y(a)dyQ = —dy? = (y — 1)2. Diferencialy
dosadime do Taylorovy formule Ts(z,y) = f(a) + 1;dp f(a) + 3;d3 f(a) a provedeme
tpravu. Plati Th(z,y) = —3 + 2 + 2y — 342,
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§5. LOKALNI EXTREMY

Definice 1. Rekneme, 7e f : R — R ma v bodé a € Df lokalni maximum, kdyz
3K (a,8) C Df tak, ze Vo € K(a,d) plati f(x) < f(a). Rekneme, %e f : R* — R
mé v bodé a € Df lokdlni minimum, kdyz 3K (a,0) C Df tak, ze Vo € K(a,J)
plati f(a) < f(z). Lokaln{ minima a maxima funkce f se nazyvaji lokdlni extrémy.
Jsou-li nerovnosti na K (a, §) —{a} splnény ostfe, tzn. <, nazjvaji se extrémy ostré.
Bod a € Df se nazyva stacionarni, kdyz pro kazdé i = 1,...,n plati f; (a) = 0.

Véta 1. (1) Necht funkce f : R® — R mé v bodé a € Df lokdlni extrém a pro
kazdé i = 1,...,n existuje f; (a). Pak pro kazdé i = 1,...,n plati f; (a) =0, coz
znamena, Zze grad f(a) je nulovy vektor. (2) Funkce f muze mit lokalni extrémy
pouze ve stacionarnich bodech, nebo v bodech, v nichZ neexistuje aspon jedna
parcialni derivace prvniho fadu.

Ptiklad 1. (a) Nechf je dana funkce f(z,y) =2? +y>. Pak f, =2z a f; = 2y.
Odtud plyne, e parcialni derivace prvniho fadu existuji pro kazdé [z,y] € R?.
Ziejmé jediny staciondrni bod je bod a = [0,0] a grad f(a) = (0,0). V bodé a
nastévé lokdlni minimum. Viz obr. 5. (b) Pro funkci f(z,y) = /x2 + y? plati,
ze fI = \/xny fy = m Parcialni derivace neexistuji v bodé a = [0, 0].
V bodé a je lokdlni minimum funkce f. Viz obr. 6. (c) Necht f(z,y) = 2% — 2.
Pak f; = 2z a f, = —2y. Parcidlni derivace prvniho fadu existuji pro libovoly bod
[,y] € R? a ziejmé jediny stacionarni bod je bod a = [0,0] a grad f(a) = (0,0).
Ztejmé plati Vo # 0 : f(x,0) = 22 > 0. Podobné Vy # 0 : f(0,y) = —y> < 0. Z
definice 1 plyne Ze f nema v bodé a lokalni extrém. Viz obr. 7

Obr. 5 Obr.
Definice 2. Bud a € Df a nechf Vi, j = 1,...,n existuje f;, (a). PoloZme

;/13?1 (a)7 e ) ;f/lﬁfk, (a)

Dy (a) =

e (@) o [ (a)

Naésledujici véta ukazuje, jak lze subdeterminantit Dy (a) vyuzit k vySetfeni
lokéalnich extrému. Véta 2 se nazyva Sylvestrovo rozhodovaci kritérium.

Véta 2. Bud f: R" — R,a € Df stacionarni bod. Necht existuje d?f(a). Plati
(1) Jestlize D1(a) > 0,Dz(a) > 0,...,D,(a) > 0, pak f ma v a lok. minimum.
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(2) Jestlize D1(a) < 0, Da(a)>0,..., Dy(a)(—=1)" > 0, pak f ma v a lok. maximum.
(3) Necht nenastane ani (1) ani (2) a Vk =1,...,n plati Di(a) # 0. Pak v bodé a
neni lokalni extrém.

Poznamka 1. Nenastane-li ani jedna z moznosti (1),(2),(3), pak miize, ale nemusi
byt v a lokalni extrém. V této situaci je nutno vysetfit chovani f v okoli K(a,d)
podrobnéji. Viz bod 5 algoritmu. Véty 1 a 2 poskytuji dobry navod jak pfi hledani
lokalnich extrémut postupovat.

Algoritmus pro nalezeni lokalnich extrému funkce n-proménnych.

1. Spocitame parcidlni derivace prvniho fadu funkce f a polozime je rovny nule.
Tim ziskdme systém rovnic.

2. Uréime vSechna feseni a systému. ResSeni jsou stacionarni body. V nich mfize,
ale nemusi byt extrém. Da&le nalezneme vSechny body, v nichZ neexistuje aspon
jedna prvni parcialni derivace.

3. Spoc¢teme parcidlni derivace druhého fadu a sestavime matici funkci f”. Uréime
¢iselné matice f”'(a) odpovidajici staciondrnim bodam.

4. Pro matice f”(a) uréime hlavni subdeterminanty Dy (a) pro k =1,...,n a podle
Sylvestrova kritéria rozhodneme, zda v a nastava extrém.

5. Nelze-li rozhodnout podle kritéria, pouzijeme néasledovné definici extrému.
Spocteme f(a). Zvolime libovolny vektor v a spoéteme f(a + v). Pokusime se
dokéazat jednu z nerovnosti f(a) > f(a+v) (max), f(a) < f(a+wv) (min). Pokud
se nedari tyto nerovnosti dokazat, zkousime volit specidlni podmnoziny okoli
bodu a. Cilem volby je ukazat, Ze na zvolené ¢asti okoli neni splnéna defini¢ni
podminka pro extrém, tj. dokazat, ze v a neni extrém. Podobné postupujeme v
pripadé boda v nichZ neexistuje aspon jedna parcialni derivace prvniho fadu.

Priklad 2. Vysetiete lokdlni extrémy funkce f(z,y) = 22 + 4 + 2y — 62 — 9y.

Reseni. Spocteme parcidlni derivace a poloZime je rovny nule. Vznikne soustava
rovnic f; = 2x+y—6 =0, f, = 2y+x—9 = 0. Parcialni derivace existuji pro kazdé
[7,y] € R? a proto jedinymi kandidaty na lokalni extrémy jsou stacionirni body,
které nalezneme vyfesenim vzniklé soustavy rovnic. Soustava je linedrni, mizeme
tedy pouzit metod linedrni algebry.

2 1 16 12 |9 1 2 | 9 12 09 10 |1
— — — — .

12 |9 2 1 |6 0 —3 |—12 01 |4 01 |4
Nalezli jsme staciondrni bod a =[1,4]. Spocteme druhé parcidlni derivace a ses-
tavime matici f”(a). Plati f;, =2, f, =1, f;,,=2. Odtud plyne, ze "= f"(a)=
[ 3 _02 | . Ur¢ime hlavni minory matice f”(a) a pouZijeme Sylvestrovo kritérium.
Plati Di(a) =2 > 0 a D2(a) = 3 > 0. Podle kritéria nastdva v bodé a = [1,4]
lokalni minimum funkce f.
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§6. VAZANE A GLOBALNI EXTREMY

Definice 1. Budte f : R* — R,m < n,g1,...,gm : R" — R funkce. Polozme V =
{z € R";g1(x) = OA- - -Agm(x) = 0}. Rekneme, Ze f ma v bodé a € Df NV vazané
lokalni maximum podminkou a € V, kdyz 3K (a, §) tak, ze Vo € K(a,0) N Df NV
plati f(x) < f(a). Rekneme, Ze f m4 v bodé a € Df NV vazané lokalni minimum
podminkou a € V, kdyz 3K (a, d) tak, ze Vo € K(a,6) N Df NV plati f(a) < f(x).

Vézana lokalni minima a maxima funkce f se nazyvaji vazané lokalni extrémy.

Poznamka 1. Podminka a € V se nazjva vazba a rovnice g1 () = 0,...,gm(z) =0
se nazyvaji vazebné rovnice nebo téz vazebné podminky.

Bud m = 1. V nékterych pfipadech lze z rovnice g(z1,...,2,) = 0 jednoznacéné
urc¢it nékteré x;. Napiiklad z; = g(z1, ..., %i—1, Tiy1, ..., %,). Pak za x; dosadime
do f(z1,...,2,) vyraz g a dostavame funkci F(z1, ..., Ti—1, Zit1, - - ., Tn), Kterd ma
pouze n — 1 proménnych. Uloha o nalezeni vazanych extrémi funkce f s vazbou V/
je tim prevedena na ekvivalentni llohu o nalezeni lokalnich extrémua funkce F'. V
pripadech, kdy nelze vyse uvedeného postupu pouzit, vede v fadé pripadi k feSeni
tzv. metoda Lagrangeovych multiplikdtort. Viz nasledujici véta.

Véta 1. (Lagrange). Budte f: R"—R,g1,...,9m: R"™—R, m < nfunkce spojité
diferencovatelné na oteviené mnoziné 2 obsahujici V' a necht Vx € Q plati, Ze

hodnost matice [g—g;(x)]z j je rovna m. Bud L: R™— R funkce definované vztahem
L(z1,...,xn) = f(z1, ..., zn)+Mg1(21, -, Z0)+ -+ Amgm(T1, - . ., 2p). Funkee L
se nazyva Lagrangeova funkce a konstanty A1, ..., A, € R se nazyvaji Lagrangeovy
multiplikétory. Necht systém m+n rovnic o m+n nezndmych L), =0,..., L, =0,
g1=0,...,9m = 0méateseni [a1,...,a,,\),...,\2]. M&-li Lvbodéa=]ay,...,a,]
pro A, ..., A% lokélni extrém, pak f md v a vazany lokalni extrém téhoz typu s

vazbou a € V. Nemé-li L lokdlni extrém, neplyne odtud, Ze f nemd vazany lokalni
extrém.

Poznidmka 2. Vyraz [g;’? (x)];,; oznacuje matici o m Fadcich a n sloupcich.
J

99i

83?;'

Podminka, ze hodnost matice [52(x)]; ; je rovna m znamend, ze zaddnd z rovnic

gi(x) = 0 neni zbytecna.
Ptiklad 1. VysSetiete vdzané extrémy f(x,y) = 6 —4x — 3y s vazbou 22 +y? = 1.

Reseni. Z vazby nelze vyjadiit jednoznaéné zadnou proménnou. Sestavime tedy
Lagrangeovu funkci L(z,y) = 6 — 42 — 3y + A(z? + y? — 1). Spocteme parcidlni
derivace a polozime je rovny nule. L) = —4 +2\z = 0,L; = =3 + 2y = 0.
P¥iddme vazebnou rovnici 22 4+ 32 — 1 = 0. Ziskali jsme tak soustavu ti{ rovnic
o tfech neznamych z,y, A. Tuto soustavu musime nyni vyfesit. Z prvni rovnice

plyne z = % a ze druhé y = % Dosazenim za x a y do rovnice vazby dostavame

(%)2 + (23—)\)2 = 1. Odtud po kratké tpravé plyne A% = % atedy A = i%. Pro
A= g dostavame x = %, y = % Ziskali jsme stacionarni bod Lagrangeovy funkce
a; = [%, %] Podobné pro A = —5 dostavdme z = —45, Yy = —%. Nalezli jsme druhy
stacionarni bod as = [—%, —%] Nyni vySetfime nalezené stacionarni body pomoci
druhé derivace Lagrangeovy funkce. Uréime druhé parcialni derivace a sestavime
matice L, L"(a1), L" (az). Plati

N R R RS )
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Nyni mtZeme pouZit Sylvestrovo kritérium. Pro ay plati Dy(a1) = 5, D2(a1) = 25.
Odtud plyne, ze L ma v bodé a; = [%, %] pro \ = g lokalni minimum a podle véty 1
mé f ve stejném bodé vizané lokdlni minimum vzhledem k dané vazbé. Analogicky

pro as plati Dq(as) = —5, Da(az) = 25. Odtud plyne, ze L ma v bodé as = [—%, —g]
pro A = —g lokalni maximum a f mé v bodé as vazané lokdlni maximum. Tim je

tloha vyfesena. Pokusme se jesté vysvétlit geometricky vyznam celé tlohy. Grafem
funkce f je rovina v obecné poloze. Vazebnd rovnice je rovnice kruznice lezici v
roviné zy. Hleddme tedy extrémy na kfivce, kterd vznikne prinikem valcové plochy
urcené touto kruznici s danou rovinou. Prunikovou kfivkou je elipsa. Situace je
znézornéna na nasledujicim obrazku.

Obr. 8

Priklad 2. Vysetiete vazané extrémy f(z,y) = 2% — y? s vazbou 22 —y +1 = 0.

Reseni. Lagrangeova funkce je tvaru L(z,y) = 22 — y* + A\(22 — y + 1). Spocteme
parcialni derivace a polozime je rovny nule. L) =2z +2A=0,L; = -2y — A = 0.
Priddme vazebnou rovnici 2z — y + 1 = 0. Ziskali jsme soustavu t¥i rovnic o tiech
neznamych x,y, A. Z prvni rovnice plyne A = —z a ze druhé A = —2y. Odtud
dostavame x = 2y. Dosazenim do vazby a kratkym vypoctem zjistime, Ze existuje
jediny stacionarni bod a = [—%, —%] pro A = % Nyni vySetfime stacionarni bod
pomoci druhé derivace Lagrangeovy funkce. Spocteme druhé parciilni derivace a

sestavime matice L”, L"(a). Plati

L' =L"(a) = [(2) Y ] .

Protoze Dy(a) = 2 > 0 a Dy(a) = —4 < 0 nemé Lagrangeova funkce L podle
Sylvestrova kritéria lokalni extrém. Pozor! Odtud ale neplyne, Ze f nemé vazany
extrém s danou vazbou. Ukdzeme nyni, ze f vazany extrém ma. Budeme postupo-
vat tak, ze tlohu o vdzaném extrému prevedeme na ekvivalentni (ilohu nalezeni
lokalniho extrému funkce jedné proménné. Z vazby vyjadiime y. Plati y = 22 + 1.
Dosadime do zadané funkce. Dostaneme F(z) = f(z,2z + 1) = 2?2 — (22 + 1)2.
Odtud F'(z) = —6xr — 4. Nalezneme staciondrni bod zo = —%. Protoze plati
F"(z) = —6 < 0 je v bodé zg = —% lokalni maximum funkce F'(z). Tedy funkce

[\~

f(z,y) ma v bodé [-2, —%] vazané lokélni maximum.
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Definice 2. Bud f : R* — R,Q C Df,a € Q. Rekneme, 7e f ma v a globalni
maximum na Q, kdyz Vz € Q plati f(z) < f(a). Klademe max f(Q) = f(a).
Rekneme, 7e f mé v a globalni minimum na Q, kdyz Vo € Q plati f(a) < f(x).
Klademe min f(2) = f(a). Hodnoty max f(2) a min f(Q) se nazyvaji globalni
maximum a globalni minimum funkce f na mnoziné Q. Misto globalni téz fikame
absolutni.

Véta 2. (Weierstrasse). Bud ) # Q C R"™ ohranifend, uzaviend mnoZina
a f: R" — R spojitd funkce na Q@ C Df. Plati nasledujici tvrzeni. (1) f je
ohranic¢end na Q. (2) Existuji a,b € Q tak, ze Vo € Q : f(a) < f(z) < f(b), tzn.
existuje min () = f(a) a max f(2) = f(b). (3) Necht min f(Q2) nastane v bodé
a € Q. Pak f mé v a lokalni minimum, nebo a € h(Q). Analogicky necht max f(12)
nastane v bodé a € Q. Pak f mé v a lokdlni maximum, nebo a € h(f).

Poznamka 3. (1) Neni-li Q uzaviend, nebo ohranifend, pak min f(Q2) a max f(Q)
nemusi existovat. (2) Pokud min f(€2), max f(Q) existuji, jsou urcena jednoz-
na¢né. Funkce vSak muZe nabyvat téchto hodnot obecné ve vice bodech. (3)
Hranici mnoziny €2 lze ¢asto popsat pomoci rovnic. VySetfovani hranice tedy vede k
vazanym extrémim. (4) Weierstrassova véta poskytuje navod pro nalezeni min f(f2)
a max f(Q). Jak postupovat popiSeme v nésledujicim algoritmu.

Algoritmus pro nalezeni globalnich extrémai.
(1) Nalezneme lokalni extrémy funkce f a z nich vybereme ty, které lezi v Q. Necht
A oznacuje mnozinu funkénich hodnot v nalezenych bodech lokélnich extrému.
(2) Nalezneme véazané extrémy funkce f s vazbou V = h(Q). Necht B oznacuje
mnozinu funkénich hodnot v nalezenych bodech vazanych extrémi a v bodech,
které jsou pruniky rtznych vazeb.
(3) Necht M = A UB. Pak globalni maximum max f(2) = maxM a globalni
minimum min f(2) = min M.

Piiklad 3. Urdete globdlni extrémy funkce f(z,y) = (x—1)%>4(y—3)? na obdélniku
Q, ktery je uréen body A =10,0], B=1[2,0],C=[2,1],D =[0,1].

Reseni. (1) Nalezneme lokalni extrémy funkce f. Spocteme parcidlni derivace
fi =2x—2a f, =2y — 1 a nalezneme stacionarn{ bod s = [1,1]. Matice druhé
derivace je rovna [’ = f"(s) = [320 | - Hlavni minory této matice jsou kladné
a proto v bodé s nastdvé lokdlni minimum funkce f. Plati f(s) = 0. Tedy A =
{0}. (2) Hranice mnoziny 2 je tvofena ¢tyimi tiseckami. VySetfeni hranice h(f2)
se tedy rozpada na vyfeSeni ¢tyf uloh na vazané extrémy s funkci f a vazbami
Vi:iy=0,Vo:x=2 Vz:y=1aV,: 2z =0. Pozor! Pii této formulaci je
zapotiebi zvlast vysettit body A, B, C, D, které jsou priniky rtznych vazeb. Ulohy
f, Vi, kde i = 1,2, 3,4 pfevedeme na ekvivalentni tlohy nalezeni lokalnich extrému
funkei Fj, kde Fi(z) = f(z,0) = (z — 1)> + 1, Fo(y) = f(2,9) = (y — 3)® + 1,
Fs(z) = f(z,1) = (z — 1)? + 1, Fa(y) = f(0,y) = (y — 3)* + 1. Snadno se zjisti,
7e uloha f, V7 mé vazané minimum v bodé a = [1,0]; f, V2 mé vizané minimum
v b=[2,2]; f,V3 m4 vdzané minimum v ¢ = [1,1] a f, V4 m& vdzané minimum v

d = [0, 1]. Spo¢teme funkéni hodnoty v nalezenych bodech. Plati f(a) = f(c) = 1,

f) = f(d) =1a f(A) = f(B) = f(C) = f(D) = ;. Odtud B = {3,1,3}. (3)
M = {0, %, 1, %} Odtud max f(Q) = maxM = % a nastavd v bodech A, B, C, D.
Déle min f(2) = min M = 0 a nastava v bod¢ s.

19



7. IMPLICITNI FUNKCE

Uvazujme rovnici f(x,y) = 0, kde f(z,y) je funkce dvou proménnych a necht

Q={[x,y] € Df; f(x,y)=0} je mnozina vSech Teseni této rovnice. Na nésledujicich
prikladech ukazme, ze mnozina ) muze byt velmi rozmanita.
(1) Pro f(z,y) = 2%+ 22 +1je Q = 0. (2) Pro f(z,y) = 2* +y* je Q = {[0,0]}.
(3) Pro f(z,y) = zy — |zy| je @ = {[z,y];z,y > 0V z,y < 0}, tj. cely prvni a
treti kvadrant. (4) Pro f(z,y) = 2% — 32 je Q = {[z,2];2 € R} U {[z, —z];2 € R}.
Mnozinu 2 tedy tvoii dvojice pifmek y = x ay = —x. (5) Pro f(z,y) = 23 +22—y?
se neda struktura mnoziny () jiz snadno uhodnout. Snadno se ale spocita, ze
y = +vx3 + x2. Odtud plyne, Ze mnozina  bude symetrickd podle osy z. Staci
tedy vySetfit pribéh funkce g(x) := va3 + x2. Viz cvideni lekce 2, piiklad 2.

X

-1 L% /X

Obr. 9

Je zfejmé, ze mnozina () neni grafem zadné funkce. V okoli nékterjch konkrétnich
bodi ji vSak lze za graf funkce povazovat. Tyto ivahy pfirozenym zpusobem vedou
k zavedeni pojmu funkce dané implicitné rovnici.

Definice 1. Bud A = [zg,y0] € Df bod defini¢niho oboru funkce f(z,y) takovy,
7e A € Q. Existuje-li okoli K (A4, ) tak, ze QN K(A4,J) je totozné s grafem néjaké
funkce y = g(x), pak fikdme, ze funkce g(x) je v okoli bodu A urena implicitné
rovoci f(z,y) = 0.

Véta 1. O existenci. Necht f(x,y) je spojitd na d-okoli bodu A = [zg,yo] a
A € Q. Mé-li funkce f(z,y) spojitou parcialni derivaci f; (z,y) v bodé A a plati
fy(A) # 0, pak existuje okoli bodu A v némz je rovnici f(x,y) = 0 definovana
implicitné pravé jedna spojitd funkce y = g(x).

Poznamka 1. Véta 1 nemé konstruktivni charakter, tj. neumoziiuje funkci g
nalézt. Funkce g dand implicitné rovnici f(z,y) = 0 miize byt totiz vyssi funkce,
i kdyz f je elementarni. Podminka f(zq,y0) # 0 je postac¢ujici, nikoli vSak nutnd
pro existence implicitni funkce. Viz napiiklad rovnice z — y3 = 0.

Véta 2. O derivaci. Necht jsou splnény predpoklady véty 1 a necht f mé v okoli
bodu A = [z, yo] spojité parcidlni derivace prvniho fadu. Pak mé funkce y = g(z),
kterd je v okoli A uréena implicitné rovnici f(z,y) = 0 derivaci v bodé ¢ a plati

_ Ja(20,90)

g (J?()) = fé(xO;yO) .

Poznamka 2. Vysvétleme hlavni ideu diikazu. Rovnici f(x,y) = 0 zderivujeme
podle z, pficemz f povazujeme za slozenou funkci proménné x. Tedy y povazujeme
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ze funkci proménné x. Plati f, -zl + f, -y, =0& fo + fiy =0& 4y = —;—%
Analogicky lze poéitat i vyssi derivace. Odvodme vzorec proy’’. Rovnici f;+f,y' =0
znovu zderivujeme podle x. fil, + fi, 4" + (fyw + [y, )y + foy/' = 0. Odtud po

dosazeni za y' a kratké tpravé dostaneme

y// _ ;:/x(fg//)Q -2 ;:/yf;:fg// + g///y(f;:)Q
(fy)?

P¥iklad 1. Naleznéte 3/ (0) pro funkci danou implicitné rovnici e®¥ — 22 + 3 = 0.

Reseni. Nejprve postupujme podle vzorce y' = 11::, . Spocteme F. = ye™ — 2z a
. ye®¥ — 2x op - ye™Y

F! = ze™ 4 3y2. Odtud plyne ¢/ = — = .

¥ Y plyney Te™ + 3y?  xe®V + 312
Ke stejnému vysledku lze dojit zderivovanim zadané rovnice podle x. Plati

e (y +xy') — 22 + 3y*y’ = 0.
Y (ze®¥ + 3y?) = 2z — yev.

2x — ye™Y
Tety + 312
vztahu dosadit, musime védét cemu je rovno y. To zjistime tak, Ze dosadime x = 0
do zadané rovnice. Plati e — 0+ 4% = 0. Odtud y*> = —1 a tedy y = —1. Nyni

Odtud vsak opét plyne 3/ = . Abychom mohli do posledné uvedeného

’ _2.0—(=1)e’CD . . . .. C
y'(0) = 30200 ~ 3 Z kladnosti derivace plyne, ze funkce dana implicitné

je v bodé x = 0 rostouci.

Priklad 2. Naleznéte lokalni extrémy funkce dané implicitne rovnici 22 —5%+1 = 0.
2z _z
-2y y’
Podobné zderivovanim rovnice 2 —y?+1 = 0 dostavame 2z — 2yy = 0, odkud plyne
y = 3—; = 5 Derivace existuje kdykoliv, kdyZ ¢’ # 0. Nalezneme stacionarni body.
Ziejmé ¢y =0 & 520 < =0. Ze zadané rovnice dosazenim = = 0 dopocitame y.

Reseni. Nejprve vypocteme derivaci y’ podle vzorce ' = ——L. Plati y/ =—

Plati 4> = 1 a odtud y = —1 nebo y = 1. Ziskali jsme dva staciondrni body

S; = [0,-1] a S; = [0,1]. Déle spocéteme y”. Rovnici 2z — 2yy’ = 0 znovu
2 N2

zderivujeme podle z. Plati 2 — 2y'y/ — 2yy’’ = 0. Odtud 3"’ = 2= 2(;,) =1 (y)

Pomoci druhé derivace rozhodneme existenci extrému ve stamonarmch bodech Pro
1-(5p)?

bod S; plati 3/ (0) = —= = —1 < 0. Tedy v bodé S, je lokdlni maximum. Pro

bod Ss plati ”(0) = ﬁ =1>0. V S, je lokdln{ minimum. Viz obr. 10.




II. INTEGRALNI POCET V R™

§1. INTEGRAL PRES N-ROZMERNY INTERVAL

Definice 1. Bud A = (a1,b1) X - - - X (an, by) € R™ n-rozmérny uzavieny interval,
f: R™ — R funkce ohrani¢end na A C Df. Definujme |A| = (b1 —a1) ... (bn —an),
d(A) = /(b1 —a1)® +---+ (bp — a,)? objem a primeér A. Pro i = 1,...,n bud
D;:a; = xz(-o) < xz(-l) < e < x§m7’) = b; tzv. déleni (a;,b;). Pak D = [Dy,..., D,)]
se nazyva déleni A. D rozlozi A na m = mj...m, n-rozmérnych intervali
Ay ok = (x§k1_1),x§kl)) X e X (x%k"_l),x%k")), kde 1 <k;<myai=1,...,n.
Oznaéme tyto intervaly pro zjednoduseni A ... A V kazdém intervalu AW)
proj =1,...,mzvolme bod y; € AU). Polozme || D| = max{d(AW));j=1,...,m}.
[ID|| je tzv. norma déleni D. Nyni kazdému k € N piifadme déleni D(k) inter-
valu A. Posloupnost {D(k)}72, se nazyva nulova, kdyz ||D(k)|| — 0. Definujme
Sp(D) = 37, f(y;)|AD)|. Cislo S;(D) se nazyva integralni soudet funkce f pro
déleni D intervalu A a pro danou volbu reprezentanti y;. Rekneme, %e ohranicend
funkce f je Riemannovsky integrovatelna na A a ¢islo a € R nazveme n-rozmérny
Riemanntv integral f na A, kdyz pro kazdou nulovou posloupnost D(k) délen{ inter-

valu A a pro kazdou volbu reprezentantii v téchto délenich plati lim Sy(D(k)) = a.
Riemanntv n-rozmérny integral f na A budeme oznacovat oo

n-krat

——
/f(xl,...,xn)dxl...dxn, nebo také /---/f(xl,...,xn)dxl...dxn.
4 S

Poznamka 1. (1) Specidlné dvojrozmérny a trojrozmérny integral funkce f na A
budeme oznacovat [, f(z,y)dzdya [[[, f(x,y, z)dzdydz. (2) Misto dvojrozmérny
a trojrozmérny ikdme rovnéz dvojny a trojny. (3) Historickou motivaci k zavedeni
vicerozmérnych integralt byl vypocet objemu téles.

Poznamka 2. V néasledujici poznamce objasnime podrobnéji hlavni myslenku
konstrukce a pro nazornost uvedeme obrazek pro pripad n = 2. Viz obr. 11.

1 A

Obr. 11

Integralni soucet Sy¢(D) ptiblizné vyjadiuje hodnotu integrdlu z f na A. Cim
je déleni D jemnéjsi, tim presnéji Sy(D) vyjadiuje integral. Pfedpoklad konver-
gence posloupnosti norem déleni k nule znamenad, Ze zjemnovani je rozlozeno po A
rovnomérné. Cislo Sy (D) pak vyjadiuje soucet objemt n+1 rozmérnych kvadri nad
délenim D s vyskami zavislymi na volbé reprezentantti. Po limitnim prechodu pak
ziskdme objem n 4+ 1 rozmérného télesa nad podstavou A, které je zhora ohraniceno
grafem funkce f.
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Definice 2. Bud f: R™ — R, Q C Df ohrani¢end mnozina. Funkce definovan

vztahem

0, proxe R"-—Q,
1, proxe€Q,

Xl = {

se nazyva charakteristicka funkce mnoziny Q. Zfejmé pro ohrani¢enou mnozinu
Q) vzdy existuje n-rozmérny uzavieny interval A tak, ze Q@ C A. Rekneme, Ze
f je Riemannovsky integrovatelnd (RI) na Q, kdyz funkce x, - f : R" — R je
Riemannovsky integrovatelnd na A. Pak klademe

/f(xl,...,xn)dxl...dxn:/Xn(xl,...,xn)f(xl,...,xn)dxl...dxn.
Q

A

Poznamka 3. Definice je korektni, protoZe integral z funkce f nezdvisi na volbé
A. Existuje-li fQ dzxy ...dzx,, pak se ) nazyvd méfitelnd v Jordanové smyslu a
Q| = [, dz1...dzy, se nazgva mira Q. Pro n = 2 je mira obsah, pro n = 3 objem.
Véta 1. (1) Budte Qq,Q2 C R™ méfitelné mnoziny, které nemaji spoleéné vnitini
body. Pak |Q; U Qa| = Q1] 4+ |Q2]. (2) Bud f spojitd na méfitelné mnoziné (.
Pak f je RI na Q. (3) Bud f ohraniend na 2 a necht pro mnozinu A vSech
bodl nespojitosti f plati |[A] = 0. Pak f je RI na Q. (4) Necht f,g jsou RI
na  a pro kazdy bod [z1,...,2,] € Q plati f(z1,...,2,) < g(x1,...,2,). Pak
Jo f(x1, .. zn)day .. xn < [ 9(21,. .., 2y)dzy .. .dz,. Specidlng, kdyz pro kazdé
[x1,...,2n] € Qplati f(z1,...,2,) >0, pak [, f(z1,...,2n)dx1.. .2 > 0.

Véta 2. (1) Necht V[z1,...,2,) € Q plati c1 < f(x1,...,2,) < 2, kde ¢1,00 € R
a f je RI na méfitelné mnoziné Q. Pak ¢1]Q| < fQ flx, ... xpn)day .. de, < c2|Q.
(2) Bud f spojitd funkce na uzaviené méfitelné mnoziné Q. Pak uvniti Q existuje
bod [a1,...,an] € Q tak, Ze plati [, f(z1,...,zn)dey. .. dr, = f(a1,...,a,)Q.
Cislo f(a1,...,a,) se nazyva stfedni hodnota f na Q a plati f(a1,...,a,) =
ﬁ fQ flxy, ... xp)dey .. dy,.

Véta 3. Budte f; : R™ — R funkce RI na méfitelné mnoziné  a ¢; € R libovolné

m
konstanty, kde ¢ = 1,...,m. Pak funkce > ¢;fi(z1,...,2,) je RI na Q a plati

=1

/Zcifi(xl,...,xn)dxl...dxn:Zci/fi(xl,...,xn)dxl...dxn.
o i=1 =1 4

§2. INTEGRAL PRES ELEMENTARNI OBLAST

Definice 1. Mnozina 2 C R"™ se nazyva elementdrni oblast typu (x1, ..., z,), kdyZ
kazdy bod [z1,...,z,] € Q spliluje nerovnosti

a1 <z < as
g1(x1) < 9 < hi(xq)
g2(z1, 22) < 23 < ha(z1, 22)
gn—l(xla ey xn—l) S Tn S hn—l(xla ORI xn—l);

kde ay,a2 € R, a1 < ap a pro kazdé i =1,...,n— 1 jsou g;, h; : R — R spojité
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funkce spliiujici podminku g; < h; pro vnitini body . Bud ¢ permutace mnoZiny
{z1,...,2,}. Pokud v pfedchozich nerovnostech piseme o(z;) misto x;, pak Q se
nazyvé elementarni oblast typu (o(z1),...,0(xy,)).

Poznamka 1. (1) Misto elementarni se téz nékdy ¥ikd normalni. (2) TatdZ mnozina
mize byt rtiznych typt. (3) Specidlné n-rozmérny uzavieny interval je elementarni
oblast vsech moznych typi.

Piiklad 1. Kruh Q = {[z
ale i typu (y,z). Plati Q
a Q= {[ry € R-1<
Q={lz,y) e R}1<2*+y
na elementarni rozdélit.

z,y] € R?; 2% 4+ y? < 1} je elementdrni oblast typu (z,y)
= {[=, ]€R25—1§x§1,—\/1—x2§y§‘/1_3€2}
<1,—y/1—92 <2 < +/1—¢2}. Mezikruzi Q, kde
<

4} neni elementarni oblasti zddného typu, ale lze ji

[\)QQ

Definice 2. Mnozina 2 C R" se nazyva regularni, je-li sjednocenim kone¢ného
poctu elementarnich oblasti libovolného typu, které maji spolecné nejvyse svoje
hranice.

Véta 1. Bud Q C R"™ elementarni oblast. Pak Q je méfitelna. Disledek: Kazda

reguldrni mnozina je métitelna.

Véta 2. Bud Q = .81 Q; regularni oblast, slozena z elementarnich oblasti 2;, které
1=

maji spolecné nejvyse svoje hranice. Pak

/fxl,..., )dxy .. dxn—Z/fxl,..., Ydxy . . .dxy,.

zlﬂ

Véta 3. Fubini. Bud Q C R™ elementarni oblast typu (x1, ..., 2,) a necht funkce
f je RI na Q. Pak

az hl(ﬁfl) hn—l(ﬂh,...,xn—l)

/fxl,..., Yz .. dxn:/( / (. /f(xl,...,xn)dxn)...)dxg)dxl.

a1 gi(x1) In—1(T1,..;Tn—1)
Pro typ (o(z1),...,0(x,)) plati analogické tvrzeni.

Dusledek. (Dirichletova véta). Bud Q = (a1,b1) X - -+ X {ap, b,) n-rozmérny
uzavieny interval a necht funkce f je RI na 2. Pak

/fx W)y .. dxn—/ /fx Wda) )y,

Je-li navic funkce f(x1,...,2,) ve tvaru souéinu f(z1,...,2,) = fi(z1) ... fa(zn),
pak integral 1ze pocitat podle vztahu

b,
/f T1yeey Tp)dxy .. ATy = /f1 x1)dxy- - /fn(xn)dxn
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Priklad 1. Spoctéte dvojrozmérny integral f f dzxdy, kde Q je urcCena
vztahy ¢ =0,y =0,y = 27,2 = 2 4 siny.

Reseni: Nejprve nakreslime oblast Q. Vztahy x = 0,y = 0,y = 27 uréuji piimky,
které v roviné spolu s kiivkou « = 2 + siny vymezuji obor ). Viz obr. 12.

1 2 3 X,
Obr. 12
Oblast Q je typu (y, x), ale neni typu (z,y). Nerovnosti charakterizujici obor 2 jako

oblast typu (y,z) jsou tvaru 0 < y < 27,0 < 2 < 2 +siny. Aplikujeme Fubiniho
vétu.

- 2+siny
ff” dxdy = |, (f02+smy” dx)dy = 02 [%}0 dy = GfO (2 + siny)?dy =
6 0 "(4 + siny + sin? y) dy:%[4y—4cosy+%y—%sin2y} =

Priklad 2. Spoctéte trojrozmérny integral f [[ydxdydz, kde € je urfena
vztahy z,y,z > 0,2z 4+ 2y + z < 6.

Reseni: Nejprve nakreslime oblast €. Vztahy © =0,y =0,2=0,2z +2y+2 =6
urcuji roviny, které v trojrozmérném prostoru vymezuji ¢tyfstén. Viz obr. 13.

Obr. 13
Cty¥stén je oblast libovolného typu. Provedeme zapis pomoci nerovnosti. Typ
oblasti zvolime (x,y,2). Plati 0 <2 <3,0<y <3—12,0 < z <6 — 22 — 2y. Nyni
miuZeme aplikovat Fubiniho vétu.

fffy dmdydz—fo f fﬁ Sy dz)dy)dx = fog(fos_x [yz} Z_Qx_zy dy)dx =

513—
fo fo (6—22—2y) dy)dz = 2f0 f y(3—x )2 dy)dx = 2f0 [% 3—z)-% . dx =
3 (3—x)? 3— 3 (3— 3— 3
=2, Boz)® x) _ B Gx) de =2 [ B-=)? Gx) dxz%[——( f) }0—77
Pro ilustraci rozepiSeme jesté dany ctyfstén jako oblast typu (y, z,z). Nerovnosti
jsoutvaru 0 <y <3,0<2<6—-2y,0< 2z < (6 — 2y — z). Aplikace Fubiniho

véty ma pak tvar fo 6~ 2y( 0(6 - Z)/zy dx)dz)dy.
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§3. TRANSFORMACE INTEGRALU

Definice 1. Bud Q@ C R™ uzaviend a ohrani¢end mnozina. Pak () se nazyva
n-rozmérnd oblast. Bud F : R™ — R" zobrazeni, kde F = [f1,..., f»], pfiGemz
fi e R — R,i=1,...,n. Necht Q* C DF je oblast a necht ke kazdému bodu
[Y1y ..., yn] € Q* je rovnicemi 21 = f1(y1,.- -, Yn)s-- s Tn = fn(y1,...,Yn) piifazen
bod [z1,...,2n]) = [f1(Y1,-- -, Yn)s- -y (Y1, .-, yn)] € R"™ tak, ze plati: (1) Je-li
F(*) = Q, pak Q je oblast v R%. (2) Zobrazeni F je na Q* — h(Q*) injektivni
(prosté). (3) Je-li Qf C Q* oblast, pak F(Q7) je oblast a plati F(Q7) C Q. Pak
fekneme, 7ze transformac¢ni rovnice 1 = f1(y1,.--yUn)s-- s Tn = fu(Y1s-- s Un)
transformuji oblast 2 na oblast *. Zobrazeni F' se pak nazyva transformace a
determinant J(F(y1,...,yn)) = J(¥1,...,yn) Jakobidn transformace F'.

of: Ofn
g )
J(yl;---;yn): 8?{ afl]jfl
Ay, T Oy

Véta 1. Necht rovnice 21 = fi(Y1,---,Yn)s---»Tn = fu(Y1,-..,yn) transformuji
oblast ) na oblast Q*, f1, ..., f, maji spojité parcidlni derivace na 2* a pro kazdy
bod [y1,...,yn] € Q* — h(Q*) plati J(y1,...,yn) # 0. Déle necht f je spojitd na
oblasti Q. Pak plati

gfzf(xl, ooy T )1 .., =Qf* FUL WL o Yn)s o s o un))T (W1, s yn) | dyr . dyn.

Dusledek. Necht plati predpoklady piedchozi véty. ( ) Pro n = 2 plati. Je-li
x = f1(u,v),y= fa(u,v), pak fff (z,y)dxdy= fff (f1(u,v), fa(u,v))|J(u, v)|dudv.

(2) Pro ptipad n = 3 plati. Je—hx = f1(u,v w) Y= fg(u v,w),z = f3(u,v,w), pak
[f] f(z,y,z)dzdydz = [[[ f(f1(u,v,w), fg(u v,w), f3(u, v, w))|J(u, v, w)|dudvdw.
Q Q

Definice 2. Bud F : R? — R? transformace, kterd je definovana rovnicemi
z = fi(p,p) = pcosp, y = fa(p,p) = psing, pficemz DF = (0,00) x (0,27).
Pak F se nazyva transformace do polarnich soufadnic. Rovnice transformuji R? na
mnozinu (0, 00) x (0,27). Vyznam p, ¢ zachycuje nasledujici obrazek.

O X

Obr. 14

Véta 4. Transformace do polarnich soufadnic ma Jakobian J = J(p, ¢) = p.

cos sin ¢

Dukaz: J(p, ) = _psing peose

‘ = p(cos? o +sin®p) = p. O
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Poznamka 1. Budte xzg,y0,a,b € R, a,b > 0. Rovnice z = zg + apcosp,
y = yo + bpsinp se nazyvaji transformacni rovnice do zobecnénych polarnich
soufadnic. Jakobidn této transformace je J = J(p, ¢) = abp.

Piiklad 1. Spoctéte dvojrozmérny integral [[ z dzdy, kde Q : 22 + y? < 2z.

_ Q
Reseni: Nejprve nakreslime oblast Q. Vztah z2 + y? < 2z upravime na tvar
(x — 1)2 + 3% = 1. Odtud je jiz ziejmé, Ze oblast Q je kruh o poloméru 1 se
stfedem v bodé [1,0]. Viz obr. 15.

2

¥4
Q

Obr. 15
V pripadé, zZe oblast €2 je kruh nebo jeho ¢ast, je vihodné provést transformaci do
polarnich soufadnic. Rovnice z2 + y? = 2z hranice oblasti piejde transformaci v
rovnici p? cos? ¢ + p?sin® ¢ = 2pcos, tj. p = 2cosy. Transformaci se oblast
zméni v oblast Q. Pfitom Q" : =5 <o < 5 a0 < p < 2cosp. Viz obr. 20.
Pouzijeme vétu o transformaci. Plati

[[xdxdy = [[pcosp-pdpde = [[ p*cosy dpdep.
Q Qx Q~

*
o
3 ¥

2

Posledni integral dopocitame podle Fubiniho véty.

2cos g

[f p?cos o dpdp = [E, ([ p? cos p dp)dy = [ %, [%03 cos @}0 do =

Q* 2 2

= f_%% %cos4<pd<p= %[%cossx-sinx—l— %cosx-sinx—k %x}fz = % . %sz
2

Existuje vice postupt, jak dany integral vypocitat. V nésledujicim feSeni nejprve
provedeme transformaci, kterd posune stied kruhu do pocéatku systému souradnic.
Teprve pak provedeme transformaci do polarnich soufadnic. V tomto pfipadé se
vyhneme integralu z funkce cos* z, ktery vyzaduje delsi samostatny vypodet.

¢

Obr. 16
Chceme, aby se rovnice (z — 1)? +y? = 1 zménila v rovnici u? + v? = 1. Je zfejmé,
ze staci polozit u = x — 1 av = y. Odtud plyne, Ze x = u+ 1 a y = v. Jakobian

této transformace je J(u,v) = ; 10 = 1. Plati
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[z dzdy = [[(u+1) dudv = [[(pcos¢ + 1) - p dpdp = [[p?cose dpdp +

[Tpdpdo= [y pdp 37 coso di+ g p dp [ dp= [T lsin I3+ [ 1 [l =
Definice 3. Bud F : R?> — R? transformace, kterd je definovana rovnicemi
z = fi(p,p,2) = peosp, y = falp,p,2) = psing, z = fs(p, ¢, 2) = 2, plicemz
DF = (0,00) x (0,27) x R. Pak F se nazyva transformace do vélcovych (cylin-
drickych) soufadnic. Rovnice transformuji R® na mnozinu (0, 0) x (0,27) x R.
Vyznam p, @, z zachycuje nasledujici obrazek.

Obr. 17
Véta 5. Transformace do valcovych soufadnic mé Jakobidn J = J(p, ¢, z) = p.

cos ¢ sinp 0
Dtkaz: J(p, ¢, 2) = | —psing pcosp 0 | = p(cos® p +sin®p) = p. O
0 0 1

Piiklad 2. Spoctéte trojrozmeérny integral [[[ z\/a? + y?>dzdydz, kde 2 je uréena
vztahy > 0,y > 0,22 +92> <1,0< 2 < 2. ¢
Reseni: Nejprve nakreslime oblast Q. Vztah 22 + y? <1 uréuje vélec o poloméru 1.

Vyska vélce je dana vztahy 0 < z < 2. Omezeni x > 0,y > 0 vycleni z valce
¢tvrtinu. Viz obr. 18.

Obr. 18

Zjisténi, ze oblast Q je ¢tvrtina valce nas vede k napadu ztransformovat danou
oblast do valcovych soufadnic. Ziejmé p € (0,1), ¢ € (0,%) a z € (0,2). Tedy
transformaci se oblast Q zméni v kvadr Q* = (0,1) x (0, %) x (0,2). Viz obr. 20.
Pouzijeme vétu o transformaci. Plati

[[] /22 + y2dxdydz = [[[ 27/ p? cos? ¢ + p?sin® - p dpdpdz = [[[ zp? dpdpdz.
O R R
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Integracéni obor * je trojrozmérny interval a proto mizeme pouzit Dirichletovu
vétu. Navic integrand je ve tvaru soucinu a proto pouzijeme jeji specidlni verzi.

just 3 iy 2
{szsz dpd(pdz:fopo dp- |2 dgo-f(fzdz: (151l - [5i=4%-2-2=12.

Definice 4. Bud F : R?® — R? transformace, kterd je definovana rovnicemi
v = fi(p,p,0) = peospsing, y = fa(p,,0) = psingsing, z = f3(p,,0) =
pcosf, pficemz DF = (0,00) x (0,27) x x(0,7). Pak F se nazyva transfor-
mace do kulovych (sférickych) soufadnic. Rovnice transformuji R® na mnozinu
(0,00) x (0,27) x (0, 7). Vyznam p, , 0 zachycuje nésledujici obrazek.

” @ DLl’\(,’lx':l

X

7

Obr. 19
Vé&ta 5. Transformace do kulovych soufadnic mé Jakobidn J = J(p, ¢, 0) = —p? sin 6.
cos @ sin 6 sin @ sin 6 cos @
Drukaz: J(p,,0) = | —psinpsind pcospsinf 0 =

pcospcos psinpcosfd —psind
= —p? cos? psin® 0 — p? sin’ ¢ cos? 0 sin O — p? cos? ¢ cos? O sin — p? sin? @ sin® O =
= —p?sin® A(cos? ¢ + sin? @) — p? cos? Osin O(sin? ¢ + cos? p) =
= —p?sin® 0 — p? cos? Osin = —p? sin O(sin?  + cos? ) = —p?sinf. O
Priklad 3. Spoctete trojrozmérny integral f [[ 2®+y*+2?% dzdydz, kde Q je uréena
vztahy 22 +9%2 +22<1,2 > 0.

Reseni: Vztah 22 +192 + 22 <1 urcuje kouli o poloméru jedna se stfedem v pocatku.
Protoze z > 0 je Q polokoule. Je-li oblast 2 je ¢asti koule, je vyhodné provést
transformaci do kulovych soufadnic. Ziejmé p € (0,1), ¢ € (0,27) a 0 € (0, §).
Transformaci se oblast 2 zméni v kvadr Q* = (0,1) x (0,27) x (0, 5). Podle véty
o transformaci plati

[[[x?+y?+22dwdydz= [[[(p?cos?psin®O+p? sin®p sin0+p?cos®6)-p? sin 6 dpdpdo.
O o

Upravime integrand a provedeme vypocet. Integra¢ni obor Q* je trojrozmeérny
interval a proto mtuzeme pouzit Dirichletovu vétu. Navic po upravé je integrand ve
tvaru soucinu a proto pouzijeme jeji specialni verzi. Plati

[[] p*sin6 dpdcpd@zfol ot dp-f de- fo sinf df = [£ “13 ()27 [~ cos O] = 25
Q*
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§4. APLIKACE VICEROZMERNYCH INTEGRALU

Véta 1. Bud || obsah rovinné oblasti Q C R? (obrazce). Pak Q| = [[ dzdy.
Q
Véta 2. Bud |Q| objem prostorové oblasti @ C R® (télesa). Pak |Q| = [[[ dzdy.
Q

Véta 3. Bud f(z,y) > 0 spojita funkce na oblasti 2 C R?. Pak objem kolmého
vélce ohranifeného podstavou 2 v roviné zy a plochou G f je roven [[ f(z,y)dzdy.
Q

Véta 4. Budte f : R*? — R, fi, f, spojité funkce na oblasti @ C R?. Pak obsah
plochy S = G f nad oblasti Q2 je roven |S| = [[ \/1 + (f2)? + (f})?dxdy.
Q

Véta 5. Bud Q C R? oblast, p(x,y) > 0 hustota v bodé [z, ] € ©, p spojita na Q.
Necht m(2) oznacuje hmotnost oblasti . Pak plati m(Q) = [[ p(z, y)dzdy.
Q

Véta 6. Bud Q C R? oblast, p(z,y,2) > 0 hustota v bodé [z,y, 2] € Q, p spojitd
na . Nechf m(£2) ozna¢uje hmotnost oblasti Q. Pak m(Q) = [[[ p(z,y, 2)dzdydz.
Q

Véta 7. Bud Q C R? oblast, p(z,y) > 0 hustota v bodé [z,y] € Q, p spojitd
na Q Pak statické momenty oblasti Q vzhledem k soufadnicovym osam x,y jsou
Sa( ff yp(z, y)dzdy a Sy( ff xp(x,y)drdy a pro t&zisté T oblasti Q plati

o[5S

Poznamka. Misto slova tézisté je lépe pouzit terminu hmotny stied. Uvedené
vztahy plati totiz za predpokladu, Ze tihové pole je homogenni.

Véta 8. Bud Q C R3 oblast, p(z,y,2z) > 0 hustota v bodé [z,y] € Q, p spo-
jitd na Q. Pak statické rnornenty oblasti Q vzhledem k soufadnicov;’rm rovinam
xy, Tz yz jsou Sxy fffﬂ zp(z,y, z)dxdydz, Sy, (Q fffﬂ yp(x,y, z)dxdydz,
= [[[zp(z y, z)dxdydz a pro tézisté T oblasti Q plati
Q

Véta 9. Bud Q C R? oblast, p(z,y) > 0 hustota v bodé [z, y] € 2, p spojité na .

Pak kvadratické momenty (momenty setrvacnosti) oblasti 2 vzhledem k osdm z, y, 2

jsou I;(Q) = [[ y?p(x,y)dzdy , I,(Q) = [[22p(z,y)dzdy a I,(Q) = L;() + I, ().
Q Q

Véta 10.Bud Q C R3oblast, p(x,y, ) >0 hustota v bodé [z, y, 2] €, p spojitd na €.
Pak kvadratické momenty (momenty setrvacnosti) 2 vzhledem k osdm z,y, z jsou

= fﬂff(i‘ﬂ + 22)p(z,y, 2)dzdydz, 1,(Q) = fﬂff(xQ + 22)p(x,y, 2)dzdydz a
= fﬂff(JJQ +y*)p(x,y, 2)dzdydz.
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Pfiklad 1. Urcete velikost povrchu plochy, ktera je grafem funkce f(z,y)=+/1—a2

Reseni: Grafem funkce f(z,y) je horni polovina kulové plochy. Velikost povrchu
G f vypocteme ze vztahu |G f| = [[ \/1 + (f2)? + (f})?dzdy, kde oblast Q = Df je
Q

2 2 < . 7 .z z . . ’ ! _ —x ! _ —Y .
kruh x“+y* < 1. Urc¢ime parcialni derivace. Plati f, By ey Iy W
Pri vypoctu integralu provedeme transformaci do polarnich soufadnic. Oblast €2 se
zméni v obdélnik Q* = (0,1) x (0, 27). Dostavdme

2 2 dpd.
|Df] = {lf\/l t e 1—xy2—y2 dxdy:éf\/ T%_ygixdyzg{! f/% =
t2=1—p2
27 1 ,d pdp = —tdt 0 _ 1
=5 dgo-fo\/pl—_$= 01 =27T-1t—t‘2#=27rf dt = 2.

1—0

Priklad 2. Spoctéte soutadnice te&Ziste télesa Q: 0 < 2 < 1 — (22 +y?). Hustota
télesa je konstantni a je rovna 1.

Reseni: Téleso ) je ohraniceno dvéma plochami. Zdola rovinou z = 0 a zhora

paraboloidem z = 1 — (22 4 ¢?). Vzhledem k tvaru télesa Q je ziejmé, ze z7 = 0
Sy (D)

a yr = 0. Dopocitdme zr = O Oblast 2 transformujeme do valcovych
soutadnic. Plati p€(0,1), 9 €(0,27), 2€(0,1—p?).

Sey(Q) = [[[ 2z dzdydz= [[[ zp dpdpdz = fol( 0277(]01_’) zp dz)dp)dp =

Q Q*
= Jo Uy 3p(1 = p*)? dip)dp = 7 [y p(1 = p*)2dp = 5
m(Q) = [[[dxdydz= [[[ p dpdedz = fol( 0277(]01_’) p dz)dp)dp =
Q o8

= [0 (2™ p(1 = p?) d)dp = 27 [ p(1 — p%) dp = 27]8 — £-]4 = .

Odtud plyne, Ze t&zisté télesa 2 je bod T = [0, 0, %]
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