2.A Konecné cyklické grupy

Predpokladejme, Ze g je prvek konetné grupy G. Podgrupa (g) = {¢" ; n € N} je
kone¢nd cyklickd grupa. Pocet jejich prvki se nazyva rdd prvku g a budeme ho znadit
0(g). Podle Lemmatu 2.2 je o(g) = k, kde k € N je nejmensi takové, ze g* = 1. Prvky
(g) jsou tedy g, g%, g3, ..., g*"1, 1. Z Véty 2.6 okamZzité plyne:

Dusledek 2.7 At je g prvek konecné grupy G. Pak o(g) | |G|.

V kapitole 1.B jsme mluvili o mnoziné Z, = {0,1,2,...,n — 1} s operaci s¢itani
modulo n. Neni tézké ukazat, ze scitani modulo n je asociativni, tedy ze Z,, je pologrupa.
7 dalsitho Lemmatu plyne, ze Z, je grupa.

Lemma 2.8 Bud C konecnd cyklickd grupa s generdtorem g, o(g) = n. Pak jsou C a
Ty, 1zomorfni grupy.

Diikaz. Chceme najit izomorfismus f : C — Z,. Pro a € C polozme log,(a) = i, kde
i € NU {0} je nejmensi takové, Ze ¢* = a. Definujeme ¢° = 1 neutralni prvek C. Podle
Lemmatu 2.2 vidime, ze log, je bijekce z C' do mnoZiny {0,1,2,...,n—1}. Zbyva ukazat
vlastnost homomorfismu. Zvolme a,b € C,a=¢*,b=¢’,0<14,5 <n. Tedy a-b = g**J
apokud jei+j>n, paka-b= gt . g" = g"ti " .1 = gliti) mod » Tedy modulo n
plati: log,(a-b) = log,(a) + log,(b). O

Dusledek 2.9 Je-li g proek konecné grupy a k € Z, pak g* = 1 prdvé kdyz o(g)|k.

Diikaz. Opét klademe ¢° = 1 a pro k > 0 povazujeme g% za (¢*)~* = (¢7!)*. Polozme
n = o(g) a poditejme v Z,. Podle Lemmatu 2.8 je g* = 1 pravé kdyZ k je kongruentni
modulo n s 0, coz nastava pravé kdyz n|k. O

Neutralni prvek 1 grupy C' tedy odpovida neutralnimu prvku 0 v Z,,, inverzni prvek
(")~ € C odpovid4 prvku —i mod n = € Z,.

Budeme dale mluvit o cyklickych grupach v obecném tvaru, ale vzdy ptijde o grupu
Z,, pro vhodné n.

Lemma 2.10 At je H podgrupa konecné cyklické grupy C. Pak je H cyklickd. Navic
plati, Ze H = (g*), kde g je generdtor C a k = |C|/|H|.

Diikaz. Zvolme H < C' = (g). Na C méame ekvivalenci ~p jejiz tfidy jsou pravé roz-
kladové t¥idy podle H. Zavedme podobnym zptsobem relaci ~g na Z: pro n,m € Z
bude n ~x m pokud ¢g" ~g ¢g™. Mocninu g=* pro k > 0 povazujeme za (¢*)~!. Je
hned vidét, 7e ~y je ekvivalence na Z. UkadZeme, 7e =g je dokonce kongruence (viz
kapitola 1.B). Mé&jme ni,ne,mi,me € Z takovd, Ze ny ~g ng a m; ~g my. Pak
glnatma) — g2 . gm2 — (g™ . h) - (g™ - B) = g™ . (h- K), kde h,W',h-h' € H,
a tedy ny + mi; =g no + my. Uvédomme si, ze jsme pouzili komutativitu nasobeni v
cyklické grupé. Kongruence =~y na Z se musi rovnhat =, pro vhodné k € N. Pfitom m4
zjevné ~y stejny pocet t¥id jako ~y a tudiz je z Lagrangeovy véty k = |C|/|H]|-



Snadno uk4Zeme, Ze H musi byt generovani prvkem g¢*. Nejprve & =, 0 a proto
=g h=1-h=he H Prohe H je h=g"prondjaké i € Naz g' = ¢°-h plyne
i =, 0. To ale znamen4, Ze 7 = [ - k pro néjaké | € Z a ze h = g''* = (¢*)!. O

Néasledujici Lemma se da chapat jako obraceni Lagrangeovy véty pro konecné cyklické
grupy.

Dusledek 2.11 At je C konecnd cyklickd grupa s generdtorem g, o(g) = n al € N,
I | n. Pak ezistuje prdvé jedna l-prvkovd podgrupa C. Tato podgrupa je generovand
prvkem g*, kde k = n/l.

Diikaz. Uvédomme si, Ze podgrupa generovani h = ¢™' mé opravdu [ prvki. Plati
h! = gt/ = g* =1 a tedy (h) = {h, h?, h®,..h""1, 1} a pfitom z o(g) = n plyne, 7e [ je
nejmensi mozné.

Naopak, je-li H I-prvkova podgrupa, pak podle Lemmatu 2.10 je H = (g™") a tedy
je jednoznacné urcend. O

Lemma 2.12 Pocet rizniyjch generdtord n-prvkové cyklické grupy je o(n).

Diikaz. Zvolme 0 < ¢ < n a ptejme se, kdy je ¢ generator Z,. Prvek 1 je generator
Z,. Podle Lemmatu 2.10 plati, Ze podgrupa (i) = {m -4 ; m € N} (aditivni zapis!) je
generovand k - 1, kde k = n/l a l je poCet prvki (i). Z rovnosti (i) = (k- 1) plyne, ze v
Zy je i =r-k-1provhodné r € N, tedy ¢ =, rk a proto NSD(i,n) = NSD(rk,n), tudiz
NSD(k,n) | NSD(i,n). Podobné dostaneme NSD(i,n) | NSD(k,n), tedy NSD(i,n) =
NSD(k,n) = k, nebot k|n.

Prvek i je generator Z, pravé kdyz | = n pravé kdyz £k = 1 = NSD(k,n) =
NSD(i,n). Tedy i je generator Z, pravé kdyz je i nesoudélné s n a pocet riiznych
generatort je tudiz hodnota Eulerovy funkce v n. O

Dusledek 2.13 Z, se scitdnim a nasobenim modulo p je téleso pro p € N prvocislo.

Diikaz. Nenulové prvky Z, znac¢ime Z;. Chceme dokédzat, Ze Z, s ndsobenim modulo p
tvoti grupu. Nejprve dokazme uzavienost na nasobeni. Pro 7,5 € Z; jisté plati, ze p
nedéli 7 ani 7, tedy p nedélii-j a4 -j # 0 modulo p.

Pro i € Z, je i podle Lemmatu 2.12 generator Z,(+). Musi proto existovat k¥ € N
takové, ze k -1 = 1 modulo p. Nasli jsme inverzi k ¢ v ndsobeni modulo p, & mod p =
iteZ, O

p
Ukol. Pozdg&ji uvidime, Ze jsou grupy Z, s nésobenim modulo p, pro p prvocislo, rovnéz
cyklické. Napiiklad v Z: je (2) = {2,22,23,2%} = {2,4, 3,1}, tedy ¢islo 2 generuje Z:.

Ktera ¢isla jsou generatory Z7? Kolik riznych generatorti ma grupa Z,?

Vlastnosti grupy Z, (+), které jsme v této kapitole dokazali, miizeme zpé&tné aplikovat
v elementarni teorii ¢isel.

Lemma 2.14 Pro pfirozené cislo n plati n = Xy, (k).



Diikaz. Pro k|n existuje podle Diisledku 2.11 jedina k-prvkova podgrupa Z,(+) a ta je
cyklickd. Pocet prvki ¥adu k v této podgrupé a tudiz i v celém Z, je ¢(k). Kazdy prvek
Z,, ma néjaky fad, ktery déli n, a proto plati rovnost |Z,| = n = Xy, (pocet prvki fddu
k) = Ek\n@(k)' O

Pozdéji budeme potifebovat nasledujici charakterizaci cyklickych grup.

Véta 2.15 At je C konecnd grupa. Pokud pro kazZdé k € N obsahuje C' nejvyse jednu
k-prvkovou podgrupu, pak je C cyklickd.

Diikaz. Pokusme se najit néjaky generdtor C. Polozme n = |C|. Podle Lemmatu 2.14
jen = Ygpe(k) a také n = Xg,px, kde pi je pocet prvki C fadu k. Je-li p, = 0, pak
pro né&jaké k|n musi byt py > (k). Zvolme a € C prvek ¥adu k. Podgrupa (a) obsahuje
pouze ¢(k) prvki fadu k, tedy musi existovat b € C'\ (a) Fadu k. To ale dava dvé rizné
k-prvkové podgrupy: (a) a (b). Proto p, # 0 a existuje prvek C fadu n, tedy generator.
O

Grupy permutaci. V linearni algebfe jste pii pocitani s determinanty potiebovali nék-
teré vlastnosti permutaci, jako je asociativita skladani permutaci, existence jednotkové
a inverznich permutaci nebo vypocet znaménka permutace. Prvni tfi zminéné vlastnosti
rikaji, Ze mnozina vSech permutaci na n bodech je spolu s operaci sklddani permutaci
grupa. Zopakujme si potfebné definice.

Ozna¢me S, mnozinu vSech bijekci na mnoziné {1,2,...,n}, tedy bijekci
m: {1,2,..,n} = {1,2,...,n}. Prvky S, je mozné zapisovat do matice typu 2 X n,
kde do horniho fadku piSeme ¢isla i € {1,2,...,n} a do spodniho jejich obrazy = (i):

( 1 2 3 n—1 n )

m(1) w(2) 7(3) ... m(n—1) =(n)

Mnozina S,, je spolu s operaci skladani zobrazeni grupa. Jeji neutralni prvek je identické
zobrazeni 1 = 1115 5y

( 12 3 .. n-1 n >‘1 _
w(1) w(2) w(3) ... 7(n—1) w(n)
_ (7r(1) m(2) 7w(3) ... m(n—1) 7r(n)>
1 2 3 n—1 n

V naSem zapisu nehraje zadnou roli, Ze horni fadek u inverzni permutace neni usporadan
podle velikosti. Prvky S,, se nazyvaji permutace a S,, se nazyva grupa permutaci na n
bodech.

Nékdy je efektivnéjsi zapisovat permutace pomoci cykli. Zavedme graf zobrazeni
f: X — X namnoziné X takto: vrcholy budou prvky X a 8ipky budou tvaru z — f(z)
proz € X.



Ukol. Popiste graf obecného zobrazeni. Popiste graf f : X — X v pifpadé, Ze f je bijekce
(a X néjaka, obecné nekoneénd, mnozina).

Uvédomme si, ze v této kapitole jiz definovany graf pologrupy P s vybranym generatorem
g je graf zobrazeni P — P, a+> g-a pro a € P.

Nyni nas bude zajimat graf 7 : X — X, kde 7 je bijekce a X kone¢nd mnozina.
Zac¢néme napiiklad s ¢islem 1:

1—w(l) = 7%(1) = ......

Mnozina X je konec¢nd, néjaké ¢islo se tedy musi v dané posloupnosti zopakovat. Uvé-
domme si, 7e se nejdifv musi zopakovat 1: pokud se zopakuje &islo 7%(1), i > 1, tedy
7'(1) = 79(1) pro j > 4, pak m4 ¢&islo 7%(1) dva vzory: 7°(1) a 7/71(1) (definujeme
7%(1) = 1). Zobrazeni 7 je prosté, tedy 7*~1(1) = n/71(1) a takto indukci dojdeme k
1 = 7/=*. V prostém zobrazeni m mé kazdy prvek jednozna¢né uréeny obraz i vzor a
proto je souvisla komponenta grafu m obsahujici ¢islo 1 pravé tento cyklus:

1= m(1) = 7%(1) = ...... -7 2(1) = a7 1) =1

Vidime, Ze graf 7 se rozkladd na disjunktni (=nezavislé) cykly. Dokazali jsme fakt, Ze
kazda permutace mé rozklad na slozeni nezavislych cykli. Pfitom jsme pouzili pouze,
Ze 7 je prosté zobrazeni, ale uvédomme si, Ze prosté zobrazeni na kone¢né mnoziné musi
byt bijekce.

Priklad. Méjme permutaci
_(1234567)ES
"T\5 137 26 4 7

Rozklad 7 na slozeni nezavislych cykli je:
T=(152)0(3)o(47)0(6)=(152)0(47),

kde v maticovém zapisu:
1 2 3 45 6 7
(152)_(5 1 3 4 2 6 7)'
Spocitejme ¥ad 7. Nejdiive oznaéme C; = (152)aCy = (47), tedy m = C10Cy = Cy0C}
diky nezévislosti cyklt. Dale 7% = CF o C% (pouZivdme nezavislost!) a proto je 7% =1
pravé kdyz CF = 1 a zaroveir C5§ = 1. Tedy 7% = 1 pravé kdyZ o(C1)|k a zarovei o(Cy)|k.

Nejmensi moznou volbou dostaneme o(7) = NSN(o(C}),0(Cs)). Snadno zjistime Fady
cykli: o(C1) =3 a o(Cy) = 2. Mame o(mr) = NSN(3,2) = 6.

Pro C' € S, cyklus délky [ snadno zjistime jeho ¥ad. At je C' = (ipiy...5-1), 1 <
40571, -, ti—1 < n po dvou riiznd Eisla. Pro 0 < j < 1—1 plati C*(¢;) = 4(j 1k mod 1)- Tedy
[ je nejmensi takové, ze C' =1, a o(C) = I.



Méjme m = CioCyo0...0(, rozklad permutace 7 na slozeni nezavislych cykli, ozna¢me
l; délku cyklu C;, i = 1,...,r, a predpokladejme, 7e je I; > 1 pro vSechna ¢ = 1, ..., 7.
Neuspoiadana r-tice [l1, lo, ..., [,| se nazyva typ permutace m a budeme ji znadit t(w). Pro
7 =1 polozime t(1) = 0.

Ukol. Uvazte pro C cyklus délky [ podgrupu (C) = {C,C? C?,...,C*"',1}. Jaké typy
maji permutace z (C)?7

Lemma 2.16 At je t(n) = [l1,lo,...,l;] typ permutace m € S,. Pak pro ¥id © plati
o(m) = NSN(I1, by, o ).

Dikaz. At je m = C1 0 Cy 0 ... 0 C, je rozklad 7 na slozeni nezavislych cykli. Nezavislé
cykly ve skladani komutuji, proto 7 = C¥ o C% o ... o CF. Z toho snadno plyne, Ze
mf =1 pravé kdyz CF = 1 pro vechna i = 1,...,r. To podle Diisledku 2.9 dava 7% = 1
pravé kdyz o(C;)|k pro vSechna i = 1,...,7. Nejmensi mozna volba je tedy o(w) =
NSN(o(C1),0(Cy), ...,0(C,)). R4d cyklu je ovSem roven jeho délce a proto je o(w) =
NSN(ly,l2, .oy Ip). O



