1 Zakladni pojmy z teorie cisel

V této prednédsce bude N vzdy znacit mnozinu vSech pfirozenych ¢isel bez nuly. Neza-
porna celd ¢isla jsou tedy prvky mnoziny N U {0}. Mnozinu vSech celych ¢isel budeme
znacit Z.

1.A Délitelnost v prirozenych ¢islech

Vedle bezného uspotradani < pfirozenych ¢isel podle velikosti muzeme na N zavést
uspofadani délitelnosti. Rekneme, 7e m € N déli n € N, pokud existuje k& € N takové,
ze n = km, znac¢ime m|n. V nasledujicim lemmatu shrneme nékolik jednoduchych vlast-
nosti délitelnosti.

Lemma 1.1 (vlastnosti délitelnosti) (1) 1|n a n|n pro vSechna n € N.
(2) Pokud k|\m a zdroven m|n, pak k|n.
(3) Pokud s déli dve z cisel v rovnosti n = m + k, pak déli i treti z téchto cisel.

Dikaz lemmatu je snadny. Uvédomme si pouze, 7e v bodé (3) pocitdme chvili s
celymi (i zdpornymi) ¢isly: pokud sjn a sjm, pak n'-s =m'-s+ka (n' —m')s = k.
Ovsem s,k € N, tudiz ' —m’ € N a proto s|k v N.

Relace délitelnosti je tedy reflexivni a tranzitivni a lehko se ovéri, ze je na N i slabé
antisymetricka. Je to tudiz usporadani N.

Méme déna dvé usporadani N, bézné < a délitelnost |. Pokud m|n, pak m < n a
v obou uspotfadanich je nejmensim prvkem 1. Druhym nejmensim prvkem podle < je
2, zatimco v uspofadani | je ”druhych nejmensich prvkia” vice, snadno najdeme nékolik
prikladi: 2, 3, 5, 7, 11, ... Tato ¢isla p, p # 1, s vlastnosti m|p pouze je-li m = 1 nebo
m = p, nazyvame prvocisla (pro obecné usporadani s nejmensim prvkem se takové prvky
nazyvaji atomy, prvocisla jsou tedy atomy délitelnosti).

Rozklad na soucin prvocisel. Kazdé prirozené ¢islo muzeme rozlozit na soucin prvocisel.
Cislo 1 budeme povazovat za soucin prazdného souboru prvoéisel. Dale budeme postupo-
vat indukei podle velikosti (tedy podle <). Cislo 2 je prvoécislo. Mé&me n € N, n > 2, a
predpokladejme, ze vSechna mensi ¢isla umime rozlozit na soucin prvocisel. Pokud neni
n prvocislo, pak méa n néjakého délitele m|n, m # 1 a m # n, a mizeme psat n = m - k.
Ptitom musi byt m,k < n a z indukéniho predpokladu rozlozime m i k£ a tedy i n na
soucin prvocisel.

Poznamka. V predchozim odstavci jsme provadéli indukci dle velikosti. Usporadani
délitelnosti na N mé stejnou zakladni vlastnost: kazdy prvek méa pouze kone¢né mnoho
predchudcu. Dusledkem je, ze dukazy indukci lze provadét i dle usporadani délitelnosti.

Pozdéji ukdzeme, ze dané cislo lze rozlozit jedinym zpiisobem na soucin prvocisel.
Snadno si uvédomime, zZe existuje nekone¢né mnoho prvocisel. Predpokladejme, ze
je pouze kone¢né mnoho prvocisel, a ozna¢me je py, ps, ..., pr. Uvazme ¢islo p = p; - po-



... 'pr + 1. Musi existovat néjaky prvociselny délitel p, tedy pro vhodné 1 < < k bude
platit p;|p. Z faktu, ze p;|p a take p;|p1 - p2- ... -pg, plyne p;|1 (podle Lemmatu 1.1), coz
je vysledny spor.

Dal$im znamym tvrzenim je fakt, ze kazda dveé prirozena ¢isla maji nejvétsiho spo-
le¢ného délitele.

Definice. Pro trojici ¢isel d,n, m € N fekneme, 7e d je spolecny délitel n a m, pokud d|n
a zaroveir d|m. Cislo d je nejvétsi spolecny délitel n a m, d =NSD(n,m), pokud navic
plati, Ze kdykoli k je spole¢ny délitel n a m, pak k|d.

Existenci NSD budeme moci odvodit diky nasledujici vlastnosti po¢itani s prirozenymi
cisly.

Déleni se zbytkem. Pro prirozené ¢islo m a nezaporné celé n existuji nezdporna cela
¢isla k a r (tedy prvky N U {0}) takova, ze n = km + r a pfitom je r < m.

Cislo r se nazyva zbytek po déleni cisla n c¢islem m a je uréeno jednozna¢né. Ditkaz
tohoto tvrzeni je snadny. Mnozina {km ; £ € NU{0}} vSech nezidpornych nasobku ¢isla
m obsahuje 0 a tedy lze najit nejvétsi k takové, ze km < n, nebot ¢islo n je konec¢né.
Potom je uré¢ité n — km < m a muzeme polozit r = n — km.

Zbytek po vydéleni ¢isla n ¢islem m se také nazyva n modulo m a budeme ho znacit
n mod m.

Priklad. 11 mod 3 = 2, 254 mod 1500 = 254, 14 mod 7 = 0.
Pro pocitani modulo plati nasledujici tvrzeni:

Prom € N any,ny, 1,79 € NU{0} takové, Ze ri = ny mod m a 19 = ny mod m, plati
(ny 4+ ng) mod m = (ry + r2) mod m.

Jeho platnost Ize snadno ovérit. Mame dana déleni se zbytkem n; = kim + rq,
ny = kom + 1y a ry + 1y = km + 7. Pocitejme: ny +ny = (kym +11) + (kam + ry) =
(k1 +ko)m +r1 +1o = (ky + ko)m +km +7 = (ki + ky + k)m + 7. P¥itom T < m a tedy
z jednoznac¢nosti zbytku plyne 7 = (n; + ny) mod m.

Déleni se zbytkem je klicem k odvozovani dalsich vlastnosti délitelnosti.
V néasledujicim odstavci popiseme algoritmus pro hledani nejvétsiho spolec¢ného délitele
¢isel n a m, ktery je také dikazem existence NSD.

Eukleidav algoritmus. Méjme dvé ¢isla n,m € N.

1. krok: Vydélime n ¢islem m se zbytkem 7y, tedy n = kym + rq, kde ky, 7, € NU {0} a
ry < m. Je-lir; = 0, pak m|n, m =NSD(n, m) a jsme hotovi. Pokud r; # 0, pokracujeme
dal.



2. krok: Podle Lemmatu 1.1 ma dvojice n, m stejné spolecné délitele jako dvojice m, ry.
Ptejdeme k ¢islim m a ry. Vydélime m ¢islem ry se zbytkem ro, tedy m = kory + o,
kde ko, 7o € NU {0} a ry < ry. Je-li ro = 0, pak r1|m, ry =NSD(m, ;) =NSD(n,m) a
jsme hotovi. Pokud 79 # 0, pokrac¢ujeme dal.

i-ty krok: Vydélime r;_o ¢islem r;_; se zbytkem r;, tedy r;_o = k;r;_1 + r;, kde k;,r; €
NU {0} ar, <rj_i. Je-li T, = 0, pak TZ'_1|TZ'_2, Ti—1 :NSD(TZ‘_Q, ’ri—l) :NSD(’I“Z‘_3, ’I“i_g) =
... =NSD(m, 1) =NSD(n, m) a jsme hotovi. Pokud r; # 0, pokrac¢ujeme dal.

Posloupnost zbytki rq, ry, 73, ... je ostie klesajici, r; > ro > r3 > ..., a proto po konec¢ném
poctu krokit dojdeme ke zbytku r; = 0 a algoritmus vzdy skon¢i nalezenim nejvétsiho
spole¢ného délitele 7,_y =NSD(n,m).

Véta 1.2 Pro kazdd dvé cislan,m € N existuje nejuétsi spolecny délitel d =NSD(n, m).
Navic lze nalézt dvé nezapornd cisla k,l € NU {0} tak, Ze d = kn — Im.

Diikaz. Existence NSD plyne z Eukleidova algoritmu. K ditkazu zbytku tvrzeni si nejdiiv
uvédomime, ze d = NSD(n, m) lze vyjadiit ve tvaru d = k'n + I'm, kde k', I' € Z. Podle
Eukleidova algoritmu v prvnim kroku vyjadiime ry = n — kym, podobné ro = m — kory
a po dosazeni ry = m — ky(n — kym) = —kyn + (1 + koky)m. Snadno postupné vyjadiime
vSechny zbytky r; jako celo¢iselnou kombinaci n a m a tedy i NSD(n, m).

Provedme jesté tipravu na pozadovany tvar d = kn —Im, k.l € NU{0}. Pro ziskany
tvar d = k'n + U'm, k',l' € Z, zvolme t € N U {0} tak, aby tm + k' > 0 a zaroven
tn—1'> 0. Pak bude d = k'n+1I'm = k'n+I'm+tnm —tnm = (tm +k")n — (tn —1")m
a polozime k =tm+ k' al=tn—1.0

Priklad. Hledejme nejvétsiho spolec¢ného délitele n = 42 a m = 1295.

1. krok: Vydélime 42 ¢islem 1295 se zbytkem 7, tedy 42 =0 - 1295 4 42, r; = 42.

2. krok: Vydélime 1295 cislem ry = 42 se zbytkem 7o, tedy 1295 = 30 - 42 + 35, ry = 35.

3. krok: Vydélime r; = 42 ¢islem ro = 35 se zbytkem r3, tedy 42 =135 + 7, zbytek
rys = 7.

4. krok: Vydélime r, = 35 ¢islem r3 = 7 se zbytkem ry4, tedy 35 = 5-7+0, zbytek r, = 0.

Nasli jsme NSD(42, 1295) = r3 = 7. Cislo 7 Ize tudiz vyjadfit ve tvaru 7 = k-42 —1-1295
pro vhodné nezaporné koeficienty k a [. Pokusme se nejdrive podle Eukleidova algoritmu
vyjadrit 7 jako celoc¢iselnou kombinaci 42 a 1295:

podle 1.-ho kroku vyjadiime r; = 42 =42 — 0 - 1295 = 42,
podle 2.-ho kroku vyjadiime ro = 35 = 1295 — 30 - r; = 1295 — 30 - 42
a podle 3.-ho kroku vyjadiime r3 =7 =1y —1-ry = 42— (1295—-30-42) = 31-42 — 1295.

Nasli jsme koeficienty k = 31, [ = 1 a vyjadieni NSD(42,1295) =7 = 31 - 42 — 1295.



Priklad. Zkusme Fesit stejny ukol pro ¢islan = 12 am = 4. Protoze 4/12, je podle definice
NSD(12,4) = 4. Nabizi se vyjadieni 4 = 0-12+4. Pfevedme toto vyjadieni podle diikazu
Véty 1.2 do pozadovaného tvaru. Zvolme ¢t = 1, pak bude 4 = 0-124+4+1:12-4—1:12-4 =
4-12—11-4, tedy k =4 al = 11. Nejmensi vhodna ¢isla jsou k =1 a l = 2.

Méame-li k dispozici prvoéiselné rozklady n a m, pak z nich mizeme zjistit NSD(n, m).
V prvnim z predchozich prikladi mame n = 42 = 2-3-7am = 1295 = 5-7-37 rozklady na
soucin prvocisel. Tyto rozklady se ” prekryvaji” pouze na jednom misté a to v prvocisle
7, proto je NSD(42,1295) = 7. V nésledujicich odstavcich se pokusime tento postup
zdtvodnit.

Lemma 1.3 (ekvivalentni definice prvocisla) Cislo p € N je prvocislo prdvé kdyz plati
pro kazda n,m € N pokud p|n - m, pak p|n nebo p|m.

Diikaz. Predpokladejme, 7ze p je prvocislo. Podle nasi definice jedinymi déliteli p jsou 1
a p. Necht p|n - m a at naptiklad p nedéli n. Pak NSD(p,n) = 1, nebot p ma pouze
dva délitele. Vyjadieme NSD(p,n) = 1 = kp — In s nezdpornymi koeficienty k,[. Vyna-
sobenim m dostaneme m~+Inm = kmp a z predpokladu p|n-m plyne p|m podle Lemmatu
1.1 (3) a jsme hotovi.

Diikaz druhé z implikaci je snadny. Dokazujeme, ze p je prvocislo. At p = nm. Z
predpokladu plyne bud p|n nebo p|m. Pokud naptiklad p|n, pak n = p (nebot n < p < n)
am=1.0

Jednoznacnost prvocéiselnych rozklad. Jiz vime, ze dané ¢islo n € N mé rozklad na
soucin prvocisel. Nyni ukazeme, ze takovy rozklad je jediny. At n = p1ps...pr = q1G2...qs
jsou dva prvociselné rozklady n. Budeme postupovat indukci podle délky prvniho rozk-
ladu, tedy podle r. Je-li r = 0, pak takovyto (prazdny) rozklad povazujeme za rozklad
¢isla n = 1 a proto je nutné i s = 0. Predpokladejme, ze r > 0 a ze dva rozklady
stejného cisla jsou shodné az na poradi prvocisel, pokud je alespon jeden z téchto
rozkladi kratsi nez r. Z rovnosti rozkladi vidime, 7Ze p,|qiqo...q5, a protoze je p, pr-
vocislo, pak p,|q; nebo p,|qs...qs. Postupnou aplikaci Lemmatu 1.3 nalezneme 1 < i < s
takové, ze p.|q;. Musi byt p, = ¢; (nebot p, # 1) a oba rozklady mizeme zkratit:
P1P2.-Pr—1 = Q1q2..-Gi—1Gi+1---Gs- Z indukéniho predpokladu je r — 1 = s — 1 a tyto zkra-
cené rozklady jsou az na potradi prvocisel shodné. Z toho snadno plyne jednoznacnost
ptvodnich rozkladi, tedy r = s a po vhodném precislovani p; = q1, po = qa, ..., pr = ;.

Ted jiz mtuzeme vysvétlit vztah prvociselnych rozkladi a nejvétsich spoleénych déliteld
a také nejmensich spolecnych nasobkui.

Definice. Pro trojici ¢isel k,n, m € N fekneme, ze k je spolecny nasobek n a m, pokud
n|k a zaroven m|k. Cislo k je nejmensi spolecnyj ndsobek n a m, k =NSN(n,m), pokud
navic plati, Ze kdykoli [ je spole¢ny nasobek n a m, pak k|l.

Méjme tedy dva rozklady n = p’flpé”...pff“ am= plfpl;...pf:’, kde p1, pa, ..., pr jsou po
dvou riznd prvocisla a ky, ko, ..., ky, 11, la, ..., [, jsou nezdporné celoc¢iselné mocniny (mo-
hou tedy byt rovny 0). Mame-li déle néjakého délitele d ¢isla n, tedy n = d- ¢ pro vhodné



c¢ € N, pak museji byt prvociselné rozklady d a c ¢asti prvociselného rozkladu n. Toto
plati diky jednoznacnosti rozkladu. Tedy lze psat prvociselny rozklad d = p]fllpgé...pf;,
kde k] < ky, k) < ko, ..., k. < k,. Naopak, ¢islo v tomto tvaru je zjevné délitelem n.
Proto je .

NSD(n,m) = pi b pynate)  pminted)

NSN (1, m) = = sl i)
Timto jsme také ukazali ezxistenci nejmensich spole¢nych nasobkii.

Z predchoziho také snadno plyne, ze je-li n = p’fpoQ...pr rozklad n takovy,
D1, D2, -, Pr jSOU po dvou riznd prvocisla, pak ma n pravé (ky + 1) - (ke + 1)...(k, +
riznych délitela.

N
@

—_
~—

Ukol. Podle ptedchoziho odstavce ukaite, Ze pro n,m € N plati: NSN(n,m) =
nm/NSD(n, m).

P#iklad. Pro &isla 1500 = 22-3-5% a 6050 = 2-52-112 tedy je NSD(1500, 6050) = 2-5% = 50
a NSN(1500, 6050) = 22 - 3-5%-11% = 181500. Pocet vSech riznych délitelt ¢isla 1500 je
2+ D1+ 1)B+1)=3-2-4=24.

Ukol. Nyni umime zjitovat NSD dvéma zptisoby: Eukleidovym algoritmem a pomoci
prvociselnych rozkladi. Neuvedli jsme ale algoritmus, kterym lze dané ¢islo rozlozit na
soucin prvocisel. Zkuste takovy algoritmus navrhnout a zamyslet se nad efektivitou obou
postupt.

Definice. Je-1i NSD(n, m) = 1, ¢isla n a m se nazyvaji nesoudélnd. V opa¢ném piipadé
fikdme, ze n a m jsou soudélnad.

Lemma 1.4 Jsou-li n a m nesoudélnd a také n a | nesoudélna, pak jsou 1 n a m -1
nesoudélnd. Jsou-li n a m nesoudélnd a obé déli c¢islo I, pak n - mll.

Diikaz. Dokazme prvni ¢ast tvrzeni. Pokud NSD(n,m - 1) # 1, pak existuje néjaké pr-
vocislo p|NSD(n, m - 1). Pak p|m nebo p|l. Reknéme, 7e p/m. Pak je p spoleény délitel n
am a NSD(n,m) # 1.

Dokazme druhou ¢ast tvrzeni. Vime, ze [ je spole¢ny nasobek n a m. Pritom
NSN(n,m) = nm/NSD(n,m) = nm/1 = nm. Tudiz nm|l. O

Nésledujici tvrzeni se zabyva teSitelnosti soustav rovnic typu z mod n = r.

Véta 1.5 (Cinskd véta o zbytcich) Méjme po dvou nesoudélndg cisla ny,...,n, € N a
nezapornd celd cisla ry, ...,y € NU{0} takovd, Ze ri < nq, ..., ry < ng. Soustava rovnic
z mod n; = rq
z mod ng = 19
xz mod ng = 1y
ma vZdy nezaporné fefeni x € NU{0}. Ezistuje jediné nezaporné fedeni x < niny...ng.



Diikaz. Miuzeme jisté predpokladat, ze n; # 1 pro vSechna i = 1, ..., k. Zkusme nejprve
nalézt néjaké feseni. Ozna¢me n; = ning..n;_1N;11...ng pro © = 1,2, ..., k. Podle pted-
pokladu je NSD(7;,n;) = 1 (viz Lemma 1.4) a tedy existuje vyjadieni 1 = t;m; — s;n;
pro vhodna nezaporna t;,s;. Z posledni rovnosti plyne, ze t;; mod n; = 1 a tedy
rit;n; mod n; = r;. Zaroven samoziejmé 7;t;m; mod n; = 0 pro j # 4. Nyni vidime, Ze
T = ritiy + rotefs + ... + ity je TeSenim dané soustavy.

Odecteme-li od z ¢islo n;, zbytek po vydéleni ¢islem n; se nezméni, tedy x mod n; =
x — n; mod n;. Proto mizeme nahradit feSeni x FeSenim x mod nins...ny (totiz
x mod niny...n; = = — a;n; pro vhodné neziporné «;).

Nasli jsme tedy TeSeni, které spliiuje podminku x < nin,...ng. Zbyva ukazat jeho jed-
noznacnost. Méjme z,y < nins...ny dvé feseni. At je napriklad z > y. Budeme zkoumat
¢islo z — y. Obé TeSeni davaji stejny zbytek modulo n;, proto odectenim dostaneme
x —y mod n; = 0 pro v8echna i = 1, ..., k. Jinymi slovy n;|z — y pro vSechna i. Podle
Lemmatu 1.4 pak niny...ng|z — y, ale zaroven x — y < nyny...ng. To je mozné pouze v
pripadé z —y =0, tedy x = y. O

V dalsich kapitolach budeme potifebovat nasledujici zobrazeni definované na prirozenych
¢islech odvozené z délitelnosti.

Definice. Zobrazeni, které prirozenému c¢islu prirazuje pocet mensich nesoudélnych ¢isel
se nazyva Eulerova funkce a znacéi se ¢. Tedy ¢ : N - N, ¢(n) = |{m € N; m <
n a NSD(n,m) = 1}|.

Hodnotu Eulerovy funkce lze vypocitat z prvociselného rozkladu daného c¢isla.

Lemma 1.6 Plati p(1) = 1. Je-li p* mocnina prvocisla, k > 0, pak p(p*) = p* — p* 1.

Jsou-li n a m nesoudélnd, pak ¢(n-m) = ¢(n) - p(m).

Diikaz. Prvni rovnost plyne piimo z definice.

Pro k = 1 v druhé rovnosti vychazi ¢(p) = p' — p® = p — 1, coz je skutecné pocet
mensSich ¢isel nesoudélnych s prvocislem p. Pro obecné kladné k£ by podle tvrzeni Lem-
matu mélo ¢slo p*~! znadit pocet mensich &isel soudélngch s p*. Cisla soudélna s p* jsou
tvaru p - [, nebot délitelé p* jsou pravé 1,p,p?, ..., p*. Proto je {pl ; | = 1,2,...,pF 1}
mnozina viech mengich soudélnych ¢isel, velikost této mnoZiny je pF~! a tudiz ¢(p*) =
Pk — pht,

At je NSD(n,m) = 1. Zavedme zobrazeni f : {l ; | = 0,1,2,....,nm — 1} —
{(r,s); r=0,1,2,...,n—1las=0,1,2,...,m—1} takto: f(I) = (I mod n,l mod m). Podle
Véty 1.5 je f bijekce. Zbyva ukazat, ze NSD(l, nm) = 1 pravé kdyz NSD(l mod n,n) =1
a zarovenn NSD(I mod m,m) = 1. Pokud jsou [ mod n a n soudélné, pak jsou [ a n
soudélna a tudiz i [ a nm soudélna. Pokud jsou naopak [ a nm soudélna, pak jsou podle
Lemmatu 1.4 bud [ a n soudélna nebo [ a m soudélna. Predpokladejme, Ze jsou napiik-
lad [ a n soudélna. Snadno podle Lemmatu 1.1 zjistime, ze pak museji byt [ mod n a n
soudélna. O

Ptimy disledek lemmatu:



Dusledek 1.7 Je-li n = p’flp';?...p,’f” rozklad cisla n, kde pq,...,p, jsou po dvou riznd
k1—1 ko—1 krfl)

proocisla a ki, ...k, > 0, pak (n) = (p" —pi' )05 —ps* ). (o — f
Priklad. Spocitejme Eulerovu funkci v ¢isle 1500. Rozklad na soucin kladnych mocnin
riiznych prvocisel je 1500 = 22 - 3 - 5% a tedy ¢(1500) = (22 — 21)(3} — 39)(5% — 5?%) =
2-2-100 = 400.

Ukol. Najdéte viechna n € N, pro ktera je ©(n) = 4. Najdéte v8echna n € N, pro ktera
je p(n) =n—2.

1.B Kongruence a faktorizace celych ¢isel

Relaci délitelnosti miizeme zavést na mnoziné vech celych ¢isel. Tedy m|n pro n,m €
Z., pokud existuje k € Z tak, ze n = km. I v tomto pripadé zistava v platnosti Lemma
1.1. Relace délitelnosti ovSem jiz neni slabé antisymetricka, napiiklad 1] — 1 & — 1]1.
Rozdil ale neni tak velky. Pokud m|n, pak pro absolutni hodnoty plati |m| < |n|, a
proto z m|n &n|m vyplyvéa |m| = |n|. Naopak vidy n| — n. Cisla se stejnou absolutni
hodnotou tedy v relaci délitelnosti na Z splyvaji a pro nenulova n, m € Z plati m|n v Z
pravé kdyz |m| | [n| v N.

Délitelnost na Z \ {0} tedy ”vypada” stejné jako délitelnost na N. Déle plati n|0
pro kazdé n € Z. V délitelnosti na Z tudiz ptribude nejvétsi prvek 0. Z toho plyne, ze
zakladni vlastnosti délitelnosti na prirozenych c¢islech plati i pro cela ¢isla. Naptiklad:

Kazda dvé celd c¢isla maji v Z nejvétsiho spolecného délitele 1 nejmensi spolecnyy nasobek.

Pro n,m € Z tedy plati, Ze NSD(n,0) = +n a NSD(n,m) = —NSD(n,m) =
NSD(|nl, [m).
Preformulujme déleni se zbytkem pro Z:

Déleni se zbytkem pro Z. Pro kazda dvé celd cisla n a m, m # 0, existuji celd ¢isla
k ar tak, ze n = km + r a ptitom |r| < |m].

Tvrzeni lze snadno nahlédnout, podobné jako pro prirozena cisla. Zbytek sice neni
urcen jednoznacné, ale presto tato formulace zarucuje dobré fungovani Eukleidova algo-
ritmu v Z.

Priklad. Zvolme n = 5 a m = 3. Mame dvé mozné volby k = 1, pak 5 =1-3 4 2 se
zbytkem 2, a k = 2, pak 5 = 2 -3 — 1 se zbytkem —1. Eukleidiiv algoritmus pak miize
mit rizny pribéh. Napriklad

5=1-3+4 2, zbytek ry =2
3=1-2+1, zbytek 1o =1
2=2-140, tedy NSD(5,3) =1

a nebo



5=2-3—1, zbytek r, = —1
3=-3-—-140aNSD(5,3) =—1.
V prvnim ptipadé probiha algoritmus pouze v ptirozenych ¢islech.

Pro pevné k € Z zavedme na celych ¢islech ekvivalenci modulo k, zna¢ime =, takto:
n =¢ m pravé kdyz kln — m. Tedy n =, m pravé kdyz n a m davaji stejné zbytky po
déleni k.

Lemma 1.8 Pro kazdé k € Z je relace =, ekvivalence na Z. Pritom kdykoli ny, no,
my, mg € Z jsou takova, Ze ny = ny a my =g Mo, pak ny + my =g ng + mo.

Dikaz. Ukazme napiiklad, ze =, je tranzitivni. At jen =, m am =, [. Pak n — [ =
(n—m)+ (m —1) a podle Lemmatu 1.1 plati k|(n — 1).

Zbyva spocitat (ny +my) — (ng + ma) = (N1 — na) + (M1 — my), coz opét podle
Lemmatu 1.1 dava k|(ny + my) — (ng + my). O

Jinymi slovy, pokud v souc¢tu vyménime (nékterd) ¢isla za ekvivalentni, dostaneme
ekvivalentni vysledek. To umoznuje provadét ”ekvivalentni ipravy” jako pii pocitani s
rovnosti. Pokud naptiklad n = m + [, pak n — [ = m, nebot z reflexivity je — = —I.

V Lemmatu jsou vypsany vlastnosti kongruence.

Definice. Relace ~ na Z se nazyva kongruence, pokud je ~ ekvivalence a pro vSechna
Ny, Na, M1, Mo € 7z takové, ze ny ~ Ng amyp~ May, plati ny +mq ~ ng + mo.

Oznaceni. At je ~ ekvivalence na mnoziné X. Oznacme [z|. = {y € X ; y ~ x}, tedy
[z]~ je t¥ida prvku z v ekvivalenci ~.

Vsimli jsme si, 7e zbytek n mod m neni v Z jednoznac¢né urceny. Z rovnosti n = Im-+r
ale plyne r =, n a mizeme mluvit o (jediné) zbytkové t¥idé [n]= .

Zopakujme si, ze systém vSech tiid ekvivalence ~ na mnoziné X tvori rozklad mnoZiny
X. To znamend, ze pro kazdé z,y € X plati bud [z]. = [y]~ nebo [z]. N[y]l. =0, a
pfitom (samoziejmé) X = U, e x|[7]~

Priklad. Rozklad podle kongruence =; ma jedinou tiidu, tedy vSechna ¢isla jsou kon-
gruentni. Rozklad podle kongruence =3 méa pouze jednoprvkové tiidy, tedy zadna dvé
riizna ¢isla nejsou kongruentni.

Popis kongruenci na Z. Ukazeme, 7e =, k € 7Z, jsou jediné kongruence na celych
¢islech.

Nejdfive si uvédomme, ze kazda kongruence ~ na Z je jednoznac¢né urcena tiidou 0,
tedy mnozinou [0].. Totiz pro n,m € Z plati, ze n ~ m pravé kdyz n — m ~ 0. Pokud
je n —m ~ 0, pak (podle definice) kln — m a tedy n ~ m. Pokud naopak n ~ m, pak
kln —m a tedy n —m ~ 0. Vidime, ze [n]. ={n+1; [ ~ 0}.

Zbyva tedy pro danou kongruenci ~ najit k € Z tak, aby [0]. = {t -k ; t € Z}. Pak
bude z jednoznacnosti ~ = =;.



Pokud je [0]. = {0}, pak ~ = =.

At [0]. # {0} a af je k € [0]. prvek s nejmensi nenulovou absolutni hodnotou.
Je-lil ~ 0, pak jeil+ k ~ k, nebot £k ~ k, atedy [ +k ~ 0. Z 1 ~ 0 také plyne
l—k~ —k, tedy z 0 ~ k plyne —k ~ 0 a z tranzitivity [ — k ~ 0. Ukazali jsme inkluzi
{t-k;teZ}C0]..

Dokazme opa¢nou inkluzi. Zvolime [ € [0]. a budeme dokazovat, 7e k|l. Vydélme
| = sk +r se zbytkem r, |r| < |k|. Mdme sk +r =1 ~ 0, tudiz r = [ — sk ~ —sk. Jak
jsme jiz dokazali —sk ~ 0, proto r ~ 0, coz diky volbé k£ nutné dava r = 0. Vidime, ze
I = sk a kll.

Oznaceni. Pro T, S C Z dvé podmnoziny Z polozime T+ S ={n+m; n€ T, m € S}
(sou¢et podmnozin po prvcich).

Faktorizace. At je ~ kongruence na Z (tedy ~ = =, pro vhodné k) a at T a S jsou
tridy ~. Plati, ze T'+ S je opét tiida kongruence ~.

Zvolme n,ny € T a m,m; € S. Z vlastnosti kongruence plyne n + m ~ n; + my
a tedy vSechny prvky T + S jsou navzajem kongruentni. Je-li naopak [ ~ n 4+ m, pak
l—n~madostaneme [ =n+ (I—n) € T+ S.

Ukézali jsme, ze existuje tfida R kongruence ~ takova, ze '+ S = R. To nam
umoziuje zavést scitdni tiid ~. Mnozina {T ; T t¥ida ~} v8ech t¥id kongruence ~
se s¢itanim t¥id se nazyva faktor Z podle kongruence ~. Pro faktor budeme pouzivat
znaceni Z/ ~.

Priklady. 1) Kongruence =, mé pouze jednoprvkové tiidy a proto Z/ = = Z.

2) Vsechna ¢isla jsou kongruentni v =; a proto ma faktor Z/ =; jediny prvek,
ozna¢me ho T, aplatiT + T =T.

3) Podivejme se podrobnéji na kongruenci =3. Ozna¢me pro zkraceni v tomto prik-
ladu ~ = =;. T¥ida [0]. ma prvky

...... -9, =6, =3, 0,3,6, 9, ...

Cislo 1 neni prvkem [0]. a proto [1]. N [0]. = (. Prvky [1]. jsou
...... =8, =5, -2, 1, 4, 7, 10, ...

Plati [1]. = {1} + [0]~. Déle zbyva napfiklad ¢islo 2. Prvky [2]. jsou
...... =7, -4, —1,2,5, 8, 11, ......

Opét 2] = {2} + [0]..

Ziskali jsme Z = [0]. U[1]. U[2]. rozklad celych ¢isel. Faktor Z/ ~ mé tedy tii prvky
a séitani tiid mizeme zapsat do tabulky:



+ [0 [~ [
0. [0~ [1]~ [2]~
[~ [~ [2l. [0]~
2l 2. [0~ [1~

Do tabulky vyplhujeme soucty tiid v levém sloupci a v hornim radku. Vidime, 7ze naptik-
lad [1]~ + [2]~ = [3]~ = [0]~. Pro s¢itani tiid plati [i]. + [j]~ = [r]~, kde r je n&jaky
zbytek 7 4+ j modulo 3.

Zbytek 1 mod 3 neni v Z jednozna¢né urceny. Mdme 1 =0-3+1nebo1=1-3 —2.
Oba zbytky 1 a —2 jsou samoziejmé kongruentni modulo 3.

Tvar faktoru Z/ =,. V tomto odstavci bude ~ znaéit = pro pevné zvolené k € Z.
Vime, 7e délitelnost nerozlisuje znaménko, proto mizeme predpokladat, ze £ > 0.
T¥ida [0]. m& prvky

Ttida [1]. m& prvky

...... , =3k+1, —2k+1, —k+1, 1, k+1, 2k+1, 3k+1, ......
T¥ida [i|. ma prvky

...... , =3k +i, =2k 41, —k+i, i, k+i, 2k+14, 3k+1, ...

Vidime, ze Z = U;—... k1]~ je rozklad celych cisel a faktor Z/ ~ ma tedy k prvki.
Faktor Z/ ~ se obvykle zna¢i Z; (nékdy také Z/kZ).

Misto pocitani se tfidami faktoru v tomto pripadé obvykle pracujeme s reprezentaci
trid vybrangmi proky. Mizeme si predstavit Zj, jako mnozinu {0, 1,2, ..., k—1} se s¢itanim
i+j = (i+7) mod k, kde zbytek modulo k volime nezdporny. Vyplime ¢ast tabulky
sc¢itani ve faktoru pomoci reprezentanti:

+ 0 1 2 k=3 k-2 k-1
0 0 1 2 L k—3 k-2 k-1
1 1 2 3 k—2 k-1 0
2 2 3 4 L k—1 0 1
k—3 k-3 k-2 k-1 ... k—6 k-5 k-4
k—2 k-2 k-1 0o ... k—5 k—4 k-3

k-1 k-1 0 1 k—4 k-3 k-2



Ukol. Ukaite, 7e {5,—4,12,3, —6} je reprezentace tiid kongruence =5 vybranymi prvky.
Vyplite tabulku sc¢itani ve faktoru pomoci reprezentantii.

+ 5 —4 12 3 -6
5

—4

12 ?

3

—6



