2.B Homomorfismy a normalni podgrupy

Velmi podobné jako u pologrup (a koneénych grup) existuji v grupich obecné pod-
grupy generované podmnozinami.

Lemma 2.17 At je X podmnoZina grupy G. Pak ezistuje (X) v usporiddni inkluzi
nejmenst podgrupa G obsahujici X .

Diikaz. 1) Prvni metoda ditkazu je zaloZena na faktu, ze prinik (i nekone¢ného) systému
podgrup je opét podgrupa. Pro H;, i € I, polozme H = (;c; H;. Neutralni prvek 1 nalezi
kazdému H; a tedy 1 € H. Mame-li g,h € H, pak je g, h € H; pro vSechna 7 € I a tedy
je gh,g~',h=! € H; pro viechna i a tedy také gh,¢g~',h~' € H. Hledanou podgrupu
ziskdme, polozime-li (X) = y podgrupa ¢, xcu H.

2) Podgrupu (X) lze zkonstruovat pomoci obecného tvaru jejich prvki. Polozme
(X)y={a* -2 - ..ozt ; ne NU{0}, z; € X ae € {1,—1} proi =1,....,n}. Jeli
n = 0, pak odpovidajici prazdné slovo povazujeme za zapis neutralniho prvku grupy G.
Obsahuje-li H podgrupa G mnozinu X, pak musi obsahovat i (X). Pro z{* - 5% - ... - 2&"
a yfll -y§'2 e oyfm pryvky (X) je ot -8 - ..l -yfll -y;IQ oo yEm opét prvek (X). Zbyva
uzavienost na inverze:

el es €n—1 ep\—1 __ . —e —en—1 —eo —e1
(@t x? e xt T e a )T =, S xy @ al e (X)),

Podgrupa (X) se nazyva podgrupa generovand mnozinou X a X se nazyva mnozina
generdtord grupy (X). PouZili jsme stejné znaceni (X) pro podpologrupu i podgrupu
generovanou X. Toto znaceni splyva v kone¢nych grupéach, ale obecné jsou to dva rtizné
pojmy. V dalsim textu bude vzdy jasné, zda pijde o grupové nebo o pologrupové gene-
rovani.

Ukol. Jaka je nejmensi velikost mnozin generatort grup Ss, S4 a S5? D4 se tento vysledek
rozsitit na S,, pro libovolné n € N7
Jaké mnoziny generatorti ma grupa Q(+) racionalnich ¢isel se s¢itanim?

Homomorfismy mezi grupami zachovavaji nejen nasobeni, ale i jednotku a inverze.
At jsou G a H grupy a f : G — H homomorfismus. Pro 1 = 15 € G a a € G mame
f(a) = f(1-a) = f(1) - f(a). Prvek f(a) ma v H inverzi f(a)™' a miiZeme kratit
1y = f(a)- f(a)™ = f(1) - f(a) - f(a)~! = f(1). Tedy f zachovava neutrilni prvek a
pro inverze plati:

f@)-fla)=fla-a')=f(le) =1n = f(le) = fa " -a) = f(a™) - f(a),
tedy f(a™") = f(a) "

[zomorfismy prenéseji vSechny vlastnosti definované pomoci nasobeni. Naptiklad je-
li grupa H izomorfni grupé G' s n generdtory, pak ma H také n-prvkovou mnozinu
generatorl, a podobné. Izomorfni grupy budeme znacit G = H.



Znacent a pozndmka. Pro A, B C S podmnoziny pologrupy S ozna¢me A-B = {a-b; a €
A, b € B}, tedy sou¢in podmnozin po prvcich. Pro A = {a} jednoprvkovou mnozinu
budeme znaceni zkracovat A- B =a-B a B-A = B -a, coz odpovida zapisu pravych a
levych rozkladovych tiid prvku podle podgrupy.

Ozna¢me P(S) = {A ; A C S} mnozinu vSech podmnozin S, takzvanou potenci
mnoZiny S. Je-li S pologrupa, pak je P(S) s pravé definovanym nésobenim opét polo-
grupa. Totiz A- (B-C)={a-b-c;a€ A beB, ceC}=(A-B)-C.

Definice. Af je H podgrupa grupy G. Pokud pro kazdé g € G plati g- H = H - g, tedy
prava rozkladova tiida se rovnéa levé, pak se H nazyva normdlni podgrupa G a znadi se
H < G.

V pologrupé P(G) definované na potenci grupy G komutuji norméalni podgrupy G se
v8emi prvky, tedy H- A= A-H pro HH A€ P(G), H < G.

Kongruence a faktorizace grup. Ekvivalence ~ na grupé G se nazyva kongruence,
pokud pro kazdé g1, go, h1, he € G takové, ze g1 ~ go a hy ~ ho, plati g, - hy ~ g2 - ho.
Jedna se o rozsiteni definice kongruence na celych ¢islech. Budeme postupovat podobné
jako v Z. Ukazeme, ze kazda kongruence je jednozna¢né urcend ti¥idou neutralniho prvku
[1]~. Pro prvky g,k € G plati g ~ k pravé kdyz 1 ~ g7k (nebof g7' ~ g7t a g ~ g).
Tedy g ~ k pravé kdyz k = g - h, kde h ~ 1 (h samoziejmé musi byt rovno g~1k).
Podobné g ~ k pravé kdyz 1 ~ k-¢g~ ! a tak g ~ k pravé kdyz k = h- g, kde h ~ 1.
Ozna¢me H = [1].. Vidime, Ze pro t¥idu g plati [g]. = g- H = H - g. Zbyva ukazat, Ze
H je podgrupa: pro h € H plati H = [h|. = h- H a tedy H je uzaviena na nasobeni.
Déle je 1 € H a podle piedchoziho h ~ 1 pravé kdyz 1 ~ A~ -1 =h"1,

Naopak vime, zZe relace ~y, jejiz t¥idy jsou pravé rozkladové tiidy podle H, je ek-
vivalence pro H podgrupu G. Piedpoklddejme, 7ze H < G. Pak pro g¢1,99,h1,he € G
takové, ze g1 ~g g2 a hy ~g he, plati g1h H = gihoH = gtHhy = goHhy = gohoH a
tedy gi1h1 ~g g2he a ~pg je kongruence na G. Dokazali jsme, Ze

kongruence odpovidaji presn€ normdlnim podgrupdm.

Opét, podobné jako v Z, lze faktorizovat podle kongruence, neboli faktorizovat podle
normdlni podgrupy. At je H normalni podgrupa grupy G. Pro gH a kH (pravé) roz-
kladové t¥idy méame gH - kH = gHkH = gkHH = (gk)H, kde posledni rovnost plyne
napfiiklad z toho, ze 1 € H a H je uzaviena na nasobeni. Souc¢in dvou rozkladovych tiid
podle H je tedy opét rozkladové tfida podle H. Mnozina G/H = {gH ; g € G} vSech
rozkladovych t¥id G podle H je podpologrupa pologrupy P(G) potence G. Déle mame
H-gH = HgH = gHH = gH = gH - H a t¥ida H je neutrilni prvek pologrupy G/H.
Nakonec gH - g 'H = gHg 'H =99 'HH=1-H=H =g 'H-gH a tudiz v G/H
existuji inverze. Mnozina G/H spolu s nasobenim tiid je grupa a nazyva se faktorovd
grupa G podle H, nebo kratce faktor G podle H.

Ozna¢me p : G — G/H, kde H < G, zobrazeni, které prvku pfifadi jeho rozkladovou
tfidu, tedy p(g) = gH. Snadno zjistime, Ze p je homomorfismus: p(gh) = ghH =
ghHH = gHhH = p(g) - p(h). Homomorfismus p se nazyva pfirozend projekce. Je



ziejmé, ze H = p~'(1g/u).

Definice. Af je f : G — G homomorfismus grup. Mnozina Ker(f) = {a € G ; f(a) =
15} se nazyva jddro homomorfismu f, mnozina Im(f) = {b € G ; b= f(a) pro n&jaké
a € G} se nazyva obraz f.

Obvykle, pokud bude jasné, ve které grupé pocitame, budeme psit pouze 1 misto
1¢g, operace nasobeni nebudeme rozlisSovat riznymi symboly a nékdy budeme misto g-h
a A - B psat pouze gh a AB.

Vé&ta 2.18 (jadro a obraz homomorfismu) At je f : G — G homomorfismus grup. Pak
je Im(f) podgrupa G a Ker(f) je normdlni podgrupa G. PFitom jsou grupy Im(f) a
G/Ker(f) izomorfni.

Diikaz. Homomorfismy grup zachovavaji nasobeni, neutralni i inverzni prvky, tedy Im(f)
je podgrupa G. Polozme g ~; h pro g,h € G, pokud f(g) = f(h). Relace ~; je jisté
ekvivalence na G. Pro g1, ga, hn, hy € G, f(g1) = £(92) a f(h) = f(ha), méme f(g,hn) =
f(g1)f(h1) = f(g2) f(h2) = f(g2h2). Relace ~; je kongruence na G a [1]., = Ker(f) je
tudiz normalni podgrupa G.

Ozna¢me K = Ker(f). Podle predchoziho odstavce je ~; kongruence, [1]., =
K a tedy jsou tiidy ~; totozné s rozkladovymi tfidami podle K. Z toho plyne, Ze
zobrazeni ¢ : G/K — Im(f), definované pfedpisem p(gK) = f(g), je dobfe definovana
bijekce. Zbyva ukazat vlastnost homomorfismu: p(gK-hK) = p(¢gKhK) = p(ghKK) =

p(ghK) = f(gh) = f(9)f(h) = ¢(¢K) - p(hK). D
Podle predchoziho tedy mame tento vztah:

Kongruence odpovidaji presné normdalnim podgrupam a také jadrim homomorfismai.

Priklady. 1) Méjme C' = (igi;...5; 1) € S, cyklus délky [. Snadno se spoéita, 7e je
C = (igti—1) 0 (ig%—2) © ... © (igi3) © (dpi2) © (igiy ) sloZeni cykld délky 2 (skladdme zprava).
Cykly délky 2 se nazyvaji transpozice. Kazda permutace je slozeni (nezavislych) cykli,
tedy kazda permutace lze zapsat jako slozeni transpozic. Je-lim =Ty oTy o0 ...0T,, T;
transpozice pro i = 1,...,r, pak definujeme znaménko sgn(w) = (—1)". Zopakujte si, ze
je tato definice korektni (Hint: Uspotfadana dvojice (i,7), 1 <i,j < n, se nazyva inverze
v permutaci 7, pokud i < j a 7(i) > 7(j). Ukazte, Ze se poCet inverzi dané permutace,
slozime-li ji s transpozici, zméni o liché ¢islo. Takto lze ukazat, ze sgn(mw) = (—1)9, kde ¢
je pocet inverzi v 7. Z toho plyne, Ze definice znaménka nezavisi na volbé zapisu 7 jako
slozeni transpozic.)

Znaménko je homomorfismus S, — {1, —1}, kde na mnoZziné {1, —1} mame operaci
néasobeni celych ¢isel (uvédomte si, ze {1, —1} = Zsy). Totiz sgn(wo1)) = sgn(TioT0...0
T,oT]oTjo...0Tt) = (=1)"*t* = (=1)"(—=1)* = sgn(n)- sgn(¢), kde m = T1oTro...0T,
a1 =T oTyo..oT. jsou slozeni transpozic. Normalni podgrupa Ker(sgn) se nazyva
alternujici grupa a znaéi se A,. Prvky A, se nazyvaji sudé permutace, prvky S, \ A,
jsou liché permutace. Podle Véty 2.18 je S,/A, = {1, —1}(-) =2 Z, pron > 1.



2) Jak vite, determinant je homomorfismus z pologrupy vSech matic ¥fadu n nad téle-
sem T s operaci nasobeni matic, zna¢ime ji M, (7), do pologrupy 7'(-) nésobeni skalart
v télese. Ozna¢me GL,(T) grupu vSech reguldrnich matic fddu n nad T. Tato grupa
se obvykle nazyva obecnd linedrni grupa (general linear group). ZaZzeni determinantu
na GL,(7T) je homomorfismus grup, det : GL,(T) — (T \ {0})(-). Jadro Ker(det) se
nazyva specidlni linedrni grupa (special linear group) a znadi se SL, (7). Podle Véty 2.18
je GLa(T)/SLa(T) = (T \ {0}) ().

Ukol. Pro S a S pologrupy vime, 7e potence P(S) a P(S) jsou s indukovanym nisobenim
opé&t pologrupy. Ukazte, Ze homomorfismus f : S — S indukuje homomorfismus P(S) —

P(S), kde A s f(A).

Véta 2.19 Atje f : G — G epimorfismus grup. Pak je pFifazeni H — f~1(H) bijekce z
mnoZiny normdlnich podgrup G na mnoZinu normdlnich podgrup G obsahugicich Ker(f).

Diikaz. Pro H podgrupu G je aplny vzor H = f (H) podgrupa G. TotiZ pro g,h € H
je f(g),f(h) € H a mdme f(gh) = f(g)f(h) € H. Tedy H je uzaviend na ndsobenf
a podobné lze ukdzat uzavienost na neutralni a inverzni prvky. Déle je Ker(f) < H,
nebot 1 € H.

Ozna¢me K = Ker(f) a pfedpokladejme, 7e H < G. Zvolme g € G. Plati f(g)H =
Hf(g) a tedy f~'(f(g)H) = f~'(Hf(g)). Jisté plati gH C f~'(f(g)H). Naopak pro
g € 71 (f(9)H) existuje h € H tak ze f(g') = f(g9)f(h) = f(gh) a tedy ¢’ € ghK
podle Véty 2.18. Dostavame ¢’ € gH, nebot hK C H, a f '(f(g)H) C gH. Dokézali
jsme rovnost gH = f~1(f(g)H) a obdobné se dokdZe, s pouzitim hgK = K hg, rovnost
Hg= f~'(Hf(g)). Tudiz gH = Hga H < G.

Pritazeni ze znéni véty je tedy na danych mnozinach dobie definované. Dosud jsme
nepouzili, Ze f je epimorfismus. M&me H; a H, dvé normélni podgrupy G, H, # H,. At
napifklad existuje h € H; \ Hy. Pak pro h € G takové, Ze f(h) = h (f je epimorfismus),
plati h € H; \ Ho, kde H, = f~'(H,) a Hy = f~(H,). Tedy H, # H, a piifazeni ze
znéni véty je prosté.

Zvolme H 1 G, K = Ker(f) < H. Podle Véty 2.18 pro g € G plati f~1(f(g9)) = gK.
Dale jisté plati H = Upey hK a tak dostavime H = Upcy f 1 (f(R)) = fHf(H)).
Polozme H = f(H). Mdme f~'(H) = H. Pokud ukéaZeme, 7e je H < G, bude zkoumané
pfifazeni také na. UvaZime-li restrikci f na H, dostaneme homomorfismus H — G a
tedy podle Véty 2.18 je H podgrupa G. Pro g € G zvolme g € G tak, 7e g = f(g) (opét
pouZzivame, 7e f je epimorfismus). Plati gH = Hg, f(gH) = f(g)f(H) = gH a také

f(Hg)zﬁg, tedy gH = Hga H <« G. O

Véta 2.20_(vé_ta 0 izommﬁsmu) Je-li f : G — G epimorfismus grup a H < G, pak
gsou grupy G/H a G/f~Y(H) izomorfni.

Diikaz. Podle Véty 2.19 je H = f~!(H) normélni podgrupa G a tedy mizeme uvazovat
faktor G/H. Ozna¢me p : G — G/H pfirozenou projekci a oznaéme f = po f : G —
G/H (skladame zprava). Oba homomorfismy f i p jsou epimorfismy, tedy jejich sloZeni



f je opét epimorfismus. Pro g € G plati g € Ker(f) pravé kdyz f(g) € Ker(p). Tedy
g € Ker(f) pravé kdyZ f(g) € H, coZ je prave kdyz g € H. Zjistili jsme, 7e H = Ker(f)
a to podle Véty 2.18 znamend, 7e G/H = Im(f) = G/H. O

Definice. Grupa G se nazyva jednoduché, pokud jsou 1 a G jediné norméalni podgrupy
G (zde 1 znadi takzvanou trividlni podgrupu, presnéji zapsano {1}).

Priklad. At je G grupa, |G| = p. Je-li p prvocislo, pak je G jednoduché a izomorfni Z,.
Totiz podle Lagrangeovy véty musi byt 1 a G dokonce jediné podgrupy G, nebot 1 a p
jsou jedini délitelé p. Zvolme g € G, g # 1. Plati |[(g)| > 2 a tedy ze stejného diivodu
musi byt (g) = G. Podle Lemmatu 2.8 je G & Z,.

Definice. Prvky h, k grupy G se nazyvaji konjugované pokud existuje g € G tak, ze
ghg! = k.

Ukol. Ukaite, 7e relace byt konjugované” je ekvivalence na grupé G.

Priklad. Porovnanim definic snadno zjistite, ze dvé matice A, B € GL,(T) jsou konju-
gované pravé kdyz jsou podobné.

Pozndmka. Snadno se ukaze, zZe
podgrupa H grupy G je normdlni privé kdyzZ je uzaviend na konjugované pruky,

tedy jsou-li h € H a k € G konjugované, pak je k € H. Totiz pro g € G plati gH = Hg,
tedy H = gHg™! a proto je ghg™' € H pro kazdé h € H. Naopak je-li H uzaviena
na konjugované prvky, pak gh = ghg'g = (ghg ')g = h'g, tedy gH C Hg, a také
hg = g9 'hg = g(g 'hg) = gh' (uvédomte si, Ze g 'hg je také zapis konjugovaného
prvku pro g — g '), tedy Hg C gH.

Lemma 2.21 Dvé permutace z S,, jsou konjugované praveé kdyz maji stejny typ.

Diikaz. M&jme 7,y € S,. Pro konjugovany prvek yry ! (pfipomeiime, Ze skladame
zprava) plati:
v m Y
(@) — i o= w(@) — y(w(d).
Pro C' = (igt1...4-1) cyklus délky @ plati C(i;) = i(j+1 mod 1), tedy (YCy1)(7(35)) =
Y(i(j+1 mod 1)) @ permutace YCy 1 = (y(ig)y(i1)...7(41-1)) je opét cyklus délky 1.

Je-li m = C1Cs...C, rozklad 7 na nezévislé cykly, pak ymy ! = vC,Cy...Coy ! =
yC1y Oy ..y IvCroy ™t a 7 je tedy sloZeni cyklt vCpy !, k = 1,...,r. Z pied-
choziho odstavce a z toho, Ze v je permutace plyne, Ze jsou cykly vCpy~! nezévislé.
Tedy konjugované permutace maji stejny typ.

Naopak predpokladejme, Ze permutace 7 a ¥ maji stejny typ. At jsou 7 = C1Cs...C,
ap = C1C)...C! rozklady na nezavislé cykly takové, 7e cykly Cy a C}, maji stejnou délku
ly pro 1 < k < r. Oznaéme Cy = (igolg1---ik@t—1)) @ Cp = (Gol---T(, —1))- Definujme
zobrazeni v takto: 7y(ix;) =iy, pro1 <k <ra0<j <l — 1. Z nezavislosti cykli Cy



a cykli C}, plyne, Ze 7 je dobfe definovana permutace, a z prvni ¢asti dikazu vidime, ze
-1
yry~ =4. 0

7 Lemmatu a Poznamky pfimo plyne:

Disledek 2.22 Podgrupa grupy S, je normdlni praveé kdyZ s kaZdou svou permutacit
obsahuje vsechny permutace stejného typu.

Priklad. Oznaéme Ky = {(12)(34), (13)(24), (14)(23),1} € S4. Snadno se ukaze, ze K,
je podgrupa S, (je to vlastné podgrupa A,). Neutralni prvek lezi v K4 a pro vSechna
7€ Kyplatin? =1 atedy 77! = 7 € Ky. Slozime-li dvé rtizné neidentické permutace z
K4, dostaneme tfeti neidentickou permutaci. Napiiklad (12)(34) o (13)(24) = (14)(23) =
(13)(24) o (12)(34). Vidime, Ze je K4 komutativni grupa. Dale K4 obsahuje 1 a vSechny
permutace typu [2, 2], tedy je podle Dusledku 2.22 norméalni v Sy (a tedy i v A4). Grupa
K, se nazyva Kleinova 4-grupa.

Véta 2.23 Grupa A, je jednoduchd pravé kdyz je n # 4.

Diikaz. Pro n = 1,2 obsahuje A,, pouze neutralni prvek. Déle je A; = {(123), (321),1} =
((123)), tedy Aj je jednoduchd grupa izomorfni Zs.
Pro n =4 je Kleinova 4-grupa normalni v A4, tedy A, neni jednoducha.

Zbytek dikazu rozdélime do nékolika krokii.

1. krok. Trojcykly generuji A,.

Vime, ze mnozina vSech transpozic je mnozinou generatort grupy S, pro kazdé n € N.
Nyni ukdZeme, Ze mnozina vSech cykli délky 3 (tedy trojcykli) generuje A, pro kazdé
n € N. Snadno si ovérite, Ze pokud se transpozice piekryvaji pravé v jednom cisle, pak
je jejich sloZeni trojcyklus, a Ze pro nezavislé transpozice T' = (ij) a T' = (i'5') plati
T'T = (i"ij")(igi'). Suda permutace m ma rozklad na souéin transpozic 7 = T1Ts... Ty,
pro vhodné r € NU {0}. Af je r nejmensi mozné. Pak pro 1 < i < r jsou transpozice
T5;_1, Ty; bud nezéavislé, nebo se prekryvaji v jednom ¢isle, a v obou téchto pfipadech
Ize jejich slozeni vyjadrit jako slozeni trojcykli.

At je pro zbytek dikazu n > 5.

2. krok. Trojcykly jsou konjugované v A,, pro n > 5.

Vime, Ze vSechny trojcykly jsou v S, konjugované. Pro trojcykly C,C’ € S, tedy
existuje v € S, tak, ze yCy~! = C'. Je-li v sud4, pak jsou C a C’' konjugované v
A,,. Je-li v licha, zvolme transpozici T tak, aby T a C' byly nezavislé. Mame C' =
C'TT™' =C'TT = TC'T = TyCy™'T = (Ty)C(v T = (Tv)C(Tv)™ !, kde T+ je
sudd permutace. Dokéazali jsme, Ze pro n > 5 jsou vSechny trojcykly konjugované v A,,.
Pokud normalni podgrupa H < A, obsahuje né&jaky trojcyklus, pak obsahuje vSechny
trojcykly, tedy mnozinu generatori A,,, a proto musi byt H = A,,.

3.krok. Pro n > 5 obsahuje netrividlni normdlni podgrupa A, trojcyklus.
Méjme H <« A,, H # 1 (pfesnéji H # {1}). Prom € S, a1 < i < n fekneme, Ze
i je pevny bod 7, pokud 7(i) = i. Zvolme 1 # 7 € H s nejvétsim poctem pevnych



bodi. Ukazeme, ze m musi byt trojcyklus. At je m = C1C5...C,, kde Cy, k =1, ...,r, jsou
nezavislé cykly délky alespon 2.

At je délka nékterého z cykll, napiiklad C1, alesponi 3. Bud je r = 1 a 7 je trojcyklus,
coz jsme chtéli ukazat, nebo alespon ¢tyfi ¢isla nejsou pevné body 7. Polozme C; =
(igi1i9 ...) a zvolme 1 < 4 < n rtzné od ig,i1,172, které neni pevny bod 7. Polozme
v = (igti2). KaZdy pevny bod 7 je pevnym bodem i =1 = (igitg). Z toho plyne, Ze
pevné body 7 jsou i pevnymi body permutace v = yry~! € H a tedy i slozeni ¢ € H.
V rozkladu 1 na nezavislé cykly bude cyklus

YOyt = (y(io)v(i1) Y (G2) ) = (idrdo -,

tedy ¥(i1) = 49, a pro slozeni dostavame 1 (ig) = ig. TudiZ 17 mé vice pevnych bodi
nez w. Zaroven Ym(iy) # i1, nebot m(i1) = iz a ¥(iz) # i1, protoze ¥ (i) = i;. Tedy
Ym # 1 a to je spor.

Zbyva pripad, ze vSechny cykly Ck, k = 1,...,r, jsou transpozice. At je r > 2.
Ozna¢me Cy; = (ij), Co = ('4'), a polozme v = (ii') o C3. Konjugovanim ziskdme
b =ymy~t = ('5)(i5")C3C,...C, a tedy

w = (’LI_])(Z_]I)0304OT € H.

Slozenim dostaneme m = (i'5)(ij") o (ij)(i'j") = (it')(jj') € H (podle sklddani v
Kleinové 4-grupé). Opét jsme zvétSili pocet pevnych bodi, coZ je spor. Vidime, Ze
m = C1Cy = (i5)('j"). Vyberme 1 < | < n ¢&islo rizné od vsech i,7,4,5' (to lze
pro n > 5) a polozme v = (15)(i's"). Plati § = yry ! = (il)(j'7') = (il)(i'j') € H a pro
slozeni:

§m = (ijl) € H.

Permutace d7m ma o jeden pevny bod vice, coz je spor.
Dokazali jsme, ze 7 je trojcyklus. Tedy H obsahuje trojcyklus a tudiz je H = A,,.
Vidime, ze A, je pro n > 5 jednoducha grupa. O

Lemma 2.24 Pro K podgrupu grupy G « H < G plati: HNK <« K, KH = HK je
podgrupa generovand sjednocenim H UK o« KH/H =2 K/(HNK).

Diikaz. Bud p : G — G/H pfirozena projekce a oznac¢me p' : K — G/H restrikci p na
K. Vime, 7e Ker(p) = H a tedy Ker(p') = HN K. Podle Véty 2.18 je HNK < K.
Plati HUK C KH = HK nebot 1 € K, 1 € H a H je norméalni a naopak mnoZina
K H musi byt obsazena v kazdé podgrupé G, kterd obsahuje H U K. Z pocitani ve
faktoru vime, ze (k1H) - (koH) = kikoH, tedy pro ki, ko € K a hy,hy € H plati
(k1hy) - (koho) € kikoH C KH a vidime, Ze je mnozina K H uzaviend na nasobeni. Dale
jel € HNK atudiz 1 € KH a pro inverze plati (kh)™ = h™'k~! € HK = KH.
Ukézali jsme, 7ze je KH podgrupa G generovand H U K.

Ozna¢me K = Im(p'). Zvolme k € K a h € H. Plati p(kh) = p(k)p(h) = p(k) -1 =
p(k), tedy p(KH) = p(K) = K. Mtizeme tedy uvazit p" : KH — K restrikci p, coZ
je epimorfismus grup, pro ktery plati Ker(p”) = H N KH = H. Podle Véty 2.18 je
KH/H = K a zaroven podle stejné Véty, uvazime-li restrikci p', je K/(HNK) =2 K.
Tedy KH/H = K/(HNK). O



Definice. Posloupnost Hy < H; < ... < H,; < H, podgrup grupy G se nazyva
subnormdlni fada, pokud pro vSechna i = 0,...,n — 1 plati H; < H;,. Faktory H;,,/H;
se nazyvaji vrstvy subnormalni rady.

Pozor: Pojem normélni podgrupy (na rozdil od podgrupy) neni tranzitivni: je-li H < K
a zaroven K < G, pak H nemusi byt normalni v G. Ptiklad lze nalézt v S,. Polozme
H = {(12) o (34), 1}, K = K, Kleinova 4-grupa a G = S;. Grupa K je komutativni
a tedy vSechny jeji podgrupy jsou normaélni, proto H < K. Déle je K < @, nebot
obsahuje vSechny permutace typu [2,2], ale ze stejného diivodu neni H normélni v G
(K je nejmensi normélni podgrupa G obsahujici H).

Nasledujici tvrzeni je podstatné pro praci se subnorméalnimi fadami.

Lemma 2.25 At je Hy < Hy < ... < H,_; < H, subnormadlni fada v grupé G.

1) Je-li K podgrupa G, pak je HHN K « HHNK <« ... « H,_1NK <« H,NK
subnormdlni fada. Navic existuji prirozené monomorfismy H; 1\NK | H;NK — H;,1/H;
pro 1 =0,...,n — 1, tedy vrstvy novée rady muzeme chdpat jako podgrupy vrstev puvodni
rady.

2) Je-li K normdlni podgrupa G, pak je HOK <« H1K < ... < H, 1K < H,K
subnormdlni Fada. Navic existuji prirozené epimorfismy H;1/H; — H; 1 K/H; K pro
1=0,...,n—1, tedy vrstvy nové fady muzZeme chdpat jako faktory vrstev piuvodni Tady.

Diikaz. 1) Polozme K; = H;N K proi =0,..,n. Pro0 <i<n-—1je H; <« Hy;; a
K., je podgrupa H;,q, tedy podle Lemmatu 2.24 je K;, = HNK =H,NH;;; N K
Hi N Ki—|—1 < Ki—|—1- Déle, Opét podle Lemmatu 224, je Ki+1/Ki = Ki—l—l/ Hz N Ki—|—1
KiHi/H; < Hi./H;.

2) Polozme K; = H;K pro i = 0,...,n. Podle Lemmatu 2.24 jsou K; podgrupy G.
Zvolme g = hk € K;,1, h € H;;y ak € K. Mame gK; = hkH;K = hkKH; = hKH; =
hHZK = H,J’LK = thKk = Hth,k = Kzg, tedy KZ < Ki+1- Pro vrstvy plati

[t

Kinr/K; = Hy K/ HK = (Hio  H) K H K =
= H;11(H;K)/H;K = Hiy1/ (H;K) N Hipq.

Ozna¢me D; = (H;K) N H;y4. Jisté je H; < D; a tedy podle Vét 2.19 a 2.20 existuje
pfirozeny epimorﬁsmus Hi—l—l/Hi — Hi—|—1/Di = i+1/Ki- O

Grupa se nazyva komutativni, pokud pro kazdé dva jeji prvky g a h plati g-h = h-g.
Nyni budeme definovat sirsi tiidu grup, ktera se da chapat jako zobecnéni komutativnich
grup.

Definice. Grupa G se nazyva resitelnd, pokud existuje subnormélni fada 1 = Hy <«
H, « .. « H,_1 <« H, = G takova, 7Ze vSechny jeji vrstvy jsou komutativni. Je-li n
nejmensi, pro které takova rfada existuje, pak se G nazyva rfesitelnd grupa stupné n.

Vidime, ze grupa je komutativni, neboli abelovskd, pravé kdyz je fesitelna stupné 0
nebo 1. Regitelné grupy stupné 2 se nékdy nazyvaji meta-abelovské.



Véta 2.26 Faktor i podgrupa Tesitelné grupy stupneé nejvyse n je opét resitelnd grupa
stupné nejvyse n.

Dukaz. Tvrzeni jisté plati pro komutativni grupy. Podgrupa komutativni grupy je opét
komutativni a je-li f : G — G epimorfismus grup, kde G je komutativni, pak prog,h € G
zvolime vzory g,h € G, f(g) =g a f(h) =h,amdme: g-h= f(g)- f(h) = f(g-h) =
f(h-g)=f(h)-flg)=h-T.

At je nyni G TeSitelnd grupaal = Hy <« Hy < ... < H, 1 < H, = G at je subnormalni
fada s komutativnimi vrstvami.

Pro K podgrupu G polozme K; = H; N K pro i« = 0,...,n. Podle Lemmatu 2.25 je
Ky « Ki < ... « K,_1 <« K,, subnormélni fada s komutativnimi vrstvami a pfitom je
jiste Kp=1a K, =K.

Bud f : G — G epimorfismus. Ozna¢me K = Ker(f). Polozme K; = H;K, i =
0,...,n. Podle Lemmatu 2.25 je K, <« Ky < ... < K,_1 < K, subnormélni fada s
komutativnimi vrstvami. Je ziejmé, 7e Ky = K a K, = G. Na zavér polozme K; =
f(K;). Uvazime-li restrikci f na podgrupu K;,1, pak podle Véty 2.19 je K; = f~1(K;),
K; < K;;; a podle Véty 2.20 plati: K;/K; 2 K;11/K;. Tedy 1 = Ky < K; < ... <
K, 1 < K, =G je opét subnormalni fada s komutativnimi vrstvami. O

Véta 2.27 Grupa S, je resitelnd prave kdyz je n < 4.

Diikaz. Pron = 1 nebo n = 2 je S,, komutativni. Pro n = 3 je A t¥iprvkova grupa, tedy
Aj = Z3 je komutativni. Déle S,,/A,, & Z, (pron > 1) a subnormélni fada 1 < A3 < S;3
ma komutativni vrstvy.

Pro n = 4 ma subnormélni fada 1 <« K; < Ay < S, faktory Ky/1 =2 Ky, Ay/Ky
je podle Véty 2.6 tf¥iprvkova grupa a tedy A4/K4 = Z3 a kone¢né Sy/A4 = Zs. VSechny
faktory jsou komutativni.

Je-lin > 5, pak je podle Véty 2.23 grupa A,, jednoduchéa. Pokud by A,, byla feSitelna,
pak by musela byt komutativni. Vime ale naptiklad, ze vSechny trojcykly jsou v A,, pro
n > 5 konjugované, tedy A, nemiize byt komutativni. Tudiz pro n > 5 neni A,, TeSitelna
a podle Véty 2.26 neni ani S, feSitelnd. O

Poznamka. Subnormalni fada 1 = Hy <« Hy < ... < H, = G se nazyva kompozicni
rada, pokud jsou vSechny jeji vrstvy netrividlni jednoduché grupy. V netrividlni konecné
grupé vzdy existuji v inkluzi maximalni normalni podgrupy, tedy podgrupy H < G
takové, ze H # G a kdykoli H < K < G, pak K = H nebo K = (. Podle Véty 2.19 je
pro maximélni H < G faktor G/H jednoduché grupa. Tedy v kone¢né grupé lze vidy
indukci zkonstruovat kompozi¢ni fadu. Pro kompozi¢ni fady plati nasledujici tvrzeni,
které zde nebudeme dokazovat.

Véta (Jordan—Holderova véta) Jsou-lil = Hy < Hy < ... < H, =G a 1=Ky <1 K; «

. <A K, = G dvé kompozicni Tady, pak n = m a obé Fady maji, aZ na poradi, izomorfni
vrstvy. Jingmi slovy existuje permutace m € S, tak, zZe H;/H; 1 = Kw(i)/Kﬂ(i)_l pro
vSechna 1 <1 <mn.



