3 Okruhy

V této kapitole se sezndmime se zdklady teorie okruhli. Po obecné c¢asti se budeme
vénovat okruhiim polynomi v jedné proménné. Jednd se o soucast tzv. komutativni
algebry, kterd je podstatna pro pozdéjsi vybudovani teorie téles.

Definice. Mnozina R spolu se dvéma binarnimi operacemi + a - se nazyva okruh, pokud
jsou splnény néasledujici podminky:

1) R(+) je komutativni grupa,

2) R(-) je pologrupa s neutralnim prvkem,

3) plati distributivni zdkony, tedy pro kazdou trojici prvki a, b, c € R plati

a-(b+c)=a-b+a-c a (a+b)-c=a-c+b-c

Neutralni prvek ve s¢itani okruhu budeme vzdy znacit 0, opa¢ny prvek ve s¢itani k
prvku a budeme znaéit —a (aditivni zépis). Neutralni prvek v ndsobeni budeme nazyvat
jednotka okruhu a znacit 1. Je-li nasobeni v okruhu R komutativni, pak mluvime o
komutativnim okruhu. Opét budeme pri zapisu Casto vynechavat operaci nasobeni a
misto a - b psat ab, pokud bude jasné, ve kterém okruhu pocitame.

Ukol. Odvodte z definice okruhu, 7e 0-a =0 = a - 0 pro vechna a € R. Déle odvodte,
ze plati (—1) -a = —a.

Priklady okruhi. 1) Zékladnim piikladem komutativniho okruhu je okruh celych ¢isel
Z. Déle konec¢né okruhy Z,, n € N, se s¢itanim a nasobenim modulo n.

2) Je-li R komutativni okruh, pak miZeme definovat okruh polynomi v jedné pro-
meénné nad R, ktery zna¢ime R[z|. Pozdé&ji se budeme témto komutativnim okruhim po-
drobné vénovat. Stejnym postupem miizeme definovat okruhy polynomi ve vice (navza-
jem komutujicich) proménnych, napiiklad ve dvou proménnych R[z,y] = (R[z])[y].

3) Porovnanim definic okamzité zjistime, ze kazdé téleso je zaroven také okruhem.
V definici télesa je navic pozadavek na existenci inverznich prvkid v nasobeni ke vSem
nenulovym prvkim (a obvykle se pozaduje komutativita nasobeni).

4) V predchozi kapitole jsme mluvili o pologrupé M, (T") vSech matic fadu n nad
télesem 7T'. Méli jsme na mysli operaci nasobeni matic. Pfidame-li bezné sc¢itani matic
po slozkach, ziskdme nekomutativni (pro n > 1) maticovy okruh M, (T). Neutralnim
prvkem v nasobeni je jednotkova matice, ve sc¢itani je to nulova matice.

Ukol. Je-li R okruh, pak z pFedchozi kapitoly vime, Ze 1ze operace + a - pfenést na potenci
P(R). Vime také, Zze s¢itani a nésobeni podmnoZin po prvcich jsou opét asociativni
operace. Bude P(R) s témito operacemi opét okruh? Ptesnéji: které vlastnosti z definice
okruhu ztistanou zachovany a které se porusi?



3.A Obecna teorie

Podobné, jako v pripadé grup, budeme nejdiive studovat homomorfismy, kongruence a
faktorizace okruhti. Teorii, kterou v této podkapitole vybudujeme, budeme aplikovat v
dalsim vykladu predev$im na okruhy polynomf.

Definice. Zobrazeni f : R — S okruhu R do okruhu S se nazyva homomorfismus
(pfesnéji okruhovy homomorfismus), pokud pro kazdé a,b € R plati:

fla+b)=f(a)+ f(b), fla-b)=f(a)-f(b) a f(1)=1.

Operace v obou okruzich z definice zna¢ime stejné, i kdyz by naptiklad presnéji mélo
byt f(1g) = 1g. Toto zjednoduseni by vSak nemélo vést k omyltim.

Zobrazeni f : R — S je tedy homomorfismus okruhii pravé kdyz je to homomorfismus
vzhledem k aditivnim i multiplikativnim pologrupam a zachovava jednotku. Z toho
plyne, Ze specidlné je f : R(+) — S(+) homomorfismus grup a tedy zachovdvd i nulu a
opacné pruky.

Monomorfismus, epimorfismus a izomorfismus bude v tomto poradi opét znamenat
prosty, na a bijektivni homomorfismus.

Priklady. 1) Zobrazeni modulo n : Z — Z, je pro n € N epimorfismus okruhi.

2) Je-li f : Z — Z okruhovy homomorfismus, pak pro n € N musi byt f(n) =
fn-)=fA+1+..+1)=f1)+f1)+...+f(1)=n-f(1) =n-1=n.Diéle f
zachovava nulu a opa¢né prvky, tedy pro n € NU{0} je f(—n) = —f(n) = —n. Vidime,
Ze v tomto pripadé je f vzdy pouze identita. Naopak nasobeni pevnym d¢islem a € Z,
tedy pro b € Z definujeme f(b) = a - b, je homomorfismus grup Z(+) — Z(+).

3) Komplexni sdruzeni — : C — C je okruhovy izomorfismus.

Ukol. 1) Dokaite, 7e jediny okruhovy homomorfismus Q — Q je identita.

2) Dokazte, ze jediny okruhovy izomorfismus R — R je identita. (Hint: pouzijte
vlastnosti kvadrati.)

3) At je f: C — C okruhovy homomorfismus, ktery je identicky na R. Dokazte, Ze
potom je f bud identita, nebo komplexni sdruZeni.

Jak jiz vime, zdkladnim prostiedkem ke zkouméani algebraickych struktur jsou kon-
gruence.

Definice. Ekvivalence ~ na okruhu R se nazyva kongruence, pokud pro kazdé aq, as,
bl, b2 €ER takové, ze a; ~ a2 a b1 ~ b2, plati a1 + b1 ~ a9 + b2 a zaroven aj - b1 ~ a9 b2.

Tedy kongruence na okruhu jsou takové ekvivalence, které jsou kongruencemi vzhle-
dem k obéma bindrnim operacim. Kongruence ~ na okruhu R je specidlné kongruenci
komutativni grupy R(+). MiZeme proto i v tomto p¥ipadé pouzivat vlastnosti grupovych
kongruenci. Naptiklad vime, zZe kongruence na grupé jednozna¢né odpovidaji normal-
nim podgrupam. Pro nasi grupu R(+) to znamend, Ze lze kongruenci ekvivalentné zadat



néjakou podgrupou I (normalita je zde diky komutativité trividlné splnénd), a t¥idy
kongruence jsou pak pravé rozkladové tiidy podle I. Pro okruhy budeme potifebovat
silnéjsi pojem idedlu, pro ktery dokdzeme vzadjemné jednoznacny vztah:

kongruence na okruhu <« idedly okruhu.

Definice. At je R okruh. Podgrupa I aditivni grupy R(+) se nazyva idedl, pokud pro
kazdé a € Rakazdé be I platia-be [ atakéb-a € I.

V fedi nasobeni podmnozin v pologrupé P(R(-)) 1ze idedly definovat vlastnosti a-I C
I al-aC I proviechna a € R. Pak samoziejmé také plati A-1- B C I pro kazdou
dvojici mnozin A, B € P(R(+)).

Kongruence a idedly okruha. At je R okruh a ~ at je kongruence na R. Z toho, ze ~
je kongruence grupy R(+) plyne, Ze ~ je jednozna¢né urcend t¥idou nuly [0].. Ozna¢me
I = [0]~. Vime, Ze I je podgrupa R(+) a Ze rozkladové tiidy podle I jsou pfesné t¥idy
kongruence ~. Proa € Rabe I platiab~ a-0=0=0-a ~ b-a, nebot b ~ 0. Dokazali
jsme, Ze I je idedl okruhu R. Rozkladovym t¥idam a+1 = {a+b; b € I} = [a]. budeme
tikat rozkladové tridy podle idedalu I.

Naopak zacneme s idedlem I okruhu R. Ozna¢me ~; kongruenci grupy R(+), jejiZ
tridy jsou rozkladové t¥idy podle podgrupy I. Ukdzeme, Ze ~; je kongruence okruhu R.
Pro a, ag, bl, bQ €ER takové, 7e a1 ~yr s a b1 ~r bQ, plati aq +I = CL2+I a b1 +I = bg-ﬁ-]
Tedy existuji prvky c,d € I tak, ze a1 = a1 +0=as+c a by =b; +0= by + d. Zbyva
vypocitat:

a1b1 = (az + C) . (bz + d) = a2b2 + a2d+ C(bz -+ d) ~r a2b2 + 0= GQbQ,
nebot z vlastnosti idedlu plyne, Ze asd, c¢(by + d) € I a tedy aod + ¢(be + d) € 1.

Idedly v Z. Kazda kongruence grupy Z(+) je zaroven kongruenci okruhu Z. Pro k € Z
a ai, ag, bl, b2 € 7Z totiz plati, 7e je—li a1 =g a2 A b1 =k bQ, pak je a161 =k agbg. To podle
popisu kongruenci na Z(+) znamend, ze mnoZiny tvaru k - Z, k € Z, jsou pravé vsechny
idealy okruhu Z.

Faktorizace okruhu. Faktorizovat lze podle kongruence, tedy v ptfipadé okruhu po-
dle idedlu. At je I idedl okruhu R. Jiz umime zkonstruovat faktorovou grupu R/I =
R(+)/I ={a+1; a € R}soperaci (a+ 1)+ (' +I) = (a+d')+ I. Pro I ideél
miizeme na mnoziné R/I definovat také nasobeni (a + I) - (o' + I) = (a-d') + I.
Podstatné pro spravnost této definice je to, Ze nezavisi na volbé prvki a € a + 1,
adead+I1.Proc,delaprvkyb=a+ce€a+1ab =d+ded+1 totiz plati
bb'+1 = (a+c)-(a'+d)+1 = (ad' +ad+c(a'+d))+1 = ad' + (ad+c(a'+d)+1) = ad’+1,
nebot z vlastnosti idedlu je ad + c(a’ + d) € I. Snadno se ovéfi, Ze mnozina R/I spolu
s jiz definovanymi operacemi + a - je opét okruh. Nulovy prvek R/I je t¥ida 0+ 1 = I,
jednotkovy prvek je tfida 1 4+ I. Tento okruh budeme nazyvat faktorovy okruh R podle
idedlu 1.



Zobrazeni p : R — R/I definované pro a € R pfedpisem p(a) = a + I budeme opét
nazyvat prirozend projekce. Vime, Ze p je homomorfismus aditivnich grup. Dile mame
p(1)=14+1=1g; aproa,b€ Rjeplab) =ab+ 1= (a+I)(b+1I)=p(a)p(b). Tedy
p je okruhovy homomorfismus a plati I = p~(0g/r).

Nyni budeme formulovat analogie vét o homomorfismech grup pro okruhy. Dikazy
budou opét vyuzivat naSe znalosti o grupovych homomorfismech. Nejdfive rozsitime
pojem jadra a obrazu homomorfismu na homomorfismy okruht. At je f : R — S
okruhovy homomorfismus. Jadro a obraz f definujeme jako jadro a obraz homomorfismu
aditivnich grup f : R(+) — S(+), tedy jddro Ker(f) = f71(0) = {a € R ; f(a) = 0}
a obraz Im(f) = f(R) = {b € S; b= f(a) pro néjaké a € R}. Opét u operaci i
neutralnich prvki vynechdvame index prislusného okruhu.

K formulaci véty o jadru a obrazu potiebujeme pojem podokruhu.

Definice. Bud S podmnoZina okruhu R. Rekneme, Ze S je podokruh, je-li S podgrupa
R(+) a zaroven podpologrupa R(-) a je-lil € S.

Jinymi slovy je podokruh podmnozina uzaviend na sc¢itani, opacné prvky a nulu a
také na nasobeni a jednotku. Samoziejmé je podokruh vzhledem k danym operacim sam
opét okruhem.

Ukol. Vime, 7e existuji podpologrupy i podgrupy generované podmnozinami. Pro podok-
ruhy plati totéz. Dokazte si obdobné tvrzeni o podokruhu generovaném podmnozinou X
okruhu R. Jaky je obecny tvar prvki podokruhu generovaného X7 (Hint: Pro konstrukci
podokruhu vyuzijte jiz dokdzand tvrzeni o generovani podpologrupy R(-) a podgrupy

R(+).)
Ukol. Lze si ptedstavit téleso C jako podokruh maticového okruhu My (R)?

Véta 3.1 (jadro a obraz okruhového homomorfismu) At je f : R — S homomorfismus
okruhi. Pak je Im(f) podokruh S a Ker(f) je idedl okruhu R. Okruhy R/Ker(f) a Im(f)
jsou izomorfni.

Diikaz. Homomorfismus f zachovava obé binarni operace i jednotku, tudiz je Im(f)
podokruh S. Déale vime, 7ze Ker(f) je podgrupa R(+). Zvolme ¢ € R a b € Ker(f).
Plati f(ab) = f(a)f(b) = f(a)-0 =0, tedy ab € Ker(f). Podobné ba € Ker(f) a proto
je Ker(f) idedl R.

Vime, 7e zobrazeni ¢ : R/Ker(f) — Im(f) definované ptredpisem ¢(a + Ker(f)) =
f(a) je izomorfismus aditivnich grup. Zbyva ukazat, Ze zachovava jednotku a nasobeni.
Mame ¢(1 + Ker(f)) = f(1) =1 a dale p((a + Ker(f)) - (b+ Ker(f))) = p(ab+
Ker(f)) = f(ab) = f(a) f(5) = pla+ Ker(f))- b+ Ker(f)). O

7 predchoziho plyne, Ze

kongruence na okruhu odpovidaji presné idedlum a také jadrum okruhovych



homomorfismii.

Véta 3.2 At je f : R — S epimorfismus okruhi. Pak je prirazeni I — f~1(I) bijekce z
mnoziny idedli okruhu S na mnoZinu idedli okruhu R obsahujicich Ker(f).

Diikaz. Vime, 7e piitazeni I — f~1(I) je bijekce z mnoZiny vsech podgrup grupy S(+)
(v8echny podgrupy jsou zde normalni) na mnoZinu podgrup grupy R(+) obsahujicich
Ker(f). K dokonéeni diikazu potiebujeme ukdzat, 7e podgrupa I je idedl S pravé kdyz
je podgrupa I = f1(I) ideal R.

Predpokladejme, Ze T je ideal S. Zvolme a € R a b € I. Plati f(ab) = f(a)f(b) € 1,
nebot f(b) € I. Tedy ab € f~1(I) = I. Podobné lze ukazat ba € I a tudiz je I ideal R.

At je I idedl R. Zvolme @ € S a b € I. Jisté existuji prvky a € R, b € I tak, Ze
f(a) =a a f(b) = b, nebot f je epimorfismus. Mdme ab = f(a)f(b) = f(ab) € f(I) =1
protoze ab € I. Podobné ba € T a I je ide4l S. O

Véta 3.3 (véta o izomorfismu pro okruhy) Je-li f : R — S epimorfismus okruhi a I je
idedl S, pak jsou okruhy S/T a R/f1(I) izomorfni.

Diikaz. Podle Véty 3.2 je I = f1(I) idedl R a tedy milZeme uvazovat faktor R/I.
Poloime f = po f : R — S/I, kde p : S — S/T je pfirozen4 projekce. Podle dikazu
Véty o izomorfismu pro grupy vime, ze f je epimorfismus a Ker( f) = 1. OvSem f je

slozeni dvou okruhovych homomorfismi, tedy je to opét okruhovy homomorfismus a
podle Véty 3.1 mame R/I = S/I. O

Definice. Okruh R se nazyva jednoduchy, pokud jeho jediné idedly jsou 0 a R.

Pouzivdme znaceni 0 pro nejmensi (trividlni) idedl misto pfesnéjsiho {0}. Pojem
jednoduchosti pro grupy a okruhy se d& shrnout do spole¢né formulace: dana grupa
nebo okruh nemd vlastni kongruence.

Priklad. At je T' (komutativni) t&leso, napiiklad Q, R nebo C. Maticovy okruh M, (7)),
n > 1, je jednoduchy. Pro n = 1 tvrdime, Ze téleso T je jednoduchy okruh. To je ale
snadné si uvédomit. Nenulovy ideél I t&lesa T obsahuje né&jaké 0 # b € I. Pro b~! inverzi
k b v nasobeni plati 1 = b='b € I. OvSem pokud 1 € I, pak a = a-1 € I pro kazdé
a € R. Tedy I = R.

Pro n > 1 musime pocitat jen o trochu vice. Nenulovy idedl I okruhu M, (7T") ob-
sahuje néjakou nenulovou matici B. Uvédomme si, Ze ndsobenim maticemi zleva mtizeme
provadét na B radkové tpravy, nasobenim zprava sloupcové upravy. Matice B obsahuje
na néjakém misté 7,7 nenulovy prvek télesa 7. Mlzeme nasobenim zleva vynulovat
vSechny radky kromé i-tého a nasobenim zprava vynulovat vSechny sloupce kromé j-
tého. Vznikne matice, kterd je nenulovd pouze v misté ¢, j. Vhodnym vynésobenim
i-tého Fadku (tedy nasobenim vhodnou matici zleva) ziskdme matici, kterd ma v misté
1, 7 prvek 1. Tento prvek mizeme opét fadkovymi a sloupcovymi Gipravami pfesunout na
misto 1, 1. Ziskali jsme matici B; € I, kterda ma na misté 1,1 prvek 1 a jinde je nulova.
Podobné dostaneme matice B; € I, i = 1,...,n, které jsou na misté 7,7 rovny 1 a jinde



jsou nulové. Mame proto £ = By + By + ... + B,, € I, kde F je jednotkova matice. Pak
pro kazdou matici A € M,(T)je A=A -E € latudiz = M,(T).

Véta 3.4 Jednoduchy komutativni okruh je téleso.

Dikaz. Zvolme a € R, a # 0, R jednoduchy komutativni okruh. Uvazme mnozinu
I =aR = {ab; b € R}. Snadno zjistime, Ze je I idedl (dokazte si!). Dale I # 0, nebot
a € I, a tedy musi byt I = R. To znamenad, ze ab = 1 pro néjaké b € R (samoziejmé je
pak i ba = 1). Nasli jsme inverzi k libovolné zvolenému nenulovému prvku a. O

Dalsi priklady jednoduchych okruht se daji ziskat jako faktory daného okruhu podle
takzvanych maximalnich idealt.

Definice. Ideal I okruhu R se nazyva maximdlni, pokud I # R a pokud pro kazdy ideal
J plati, ze je-li I < J # R, pak I = J.

Jedna se tedy o idedly maximalni vzhledem k inkluzi. Dilezitou vlastnosti okruhi s
jednotkou je existence maximalnich ideali.

Lemma 3.5 Je-li I idedl okruhu R, I # R, pak existuje J maximdlni idedl R, ktery
obsahuge 1.

Diikaz. Tvrzeni dokdZeme pomoci Zornova lemmatu. Mizeme predpokladat, ze R # 0,
jinak tvrzeni trividlné plati. Ozna¢me I = {I < R ; I idedl R, I # R} mnoZinu vSech
ideald riznych od celého okruhu. Mame 0 € 1, tedy I je neprazdnd mnozina. At je L
néjaka linedrné usporddand mnozina a I,, u € L, systém néjakych ideal z I takovy,
ze pro vSechna u,v € L, u < v, plati I, < I,. Takovy systém ideall se nazyva retézec.
Ozna¢me I = U,er Iu. Plati, ze I je opét idedl. Ukazme napiiklad uzavienost I na
s¢itani. Zvolme a,b € I. Z vlastnosti sjednoceni existuji indexy u,v € L tak, ze a € I, a
b € I,. Oznaéme w = max(u,v). Mame a,b € I, tedy a + b € I, a proto je a+ b € I.
Zbylé vlastnosti idedlu lze ovérit zcela analogicky.

Pro ideal J okruhu R plati, ze J # R pravé kdyz 1 ¢ J. Totiz pokud 1 € J, pak je
a=a-1€Jprokaidé a € RaJ = R. Mame tedy 1 ¢ I, pro vSechna u € L a proto
1 ¢ Uyer Iu = I. Dokézali jsme, ze I € 1.

Vime, Ze je mnozina I neprazdna a uzaviena na sjednoceni retézcti. To podle Zornova
lemmatu zarucuje nad kazdym prvkem I existenci v inkluzi maximéalniho prvku. Tyto
maximalni prvky jsou pravé maximalni idedly, ¢imz je dokoncen dikaz tvrzeni. O

Véta 3.6 At je I mazimdlni idedl okruhu R. Pak je R/I jednoduchy okruh. Je-li R
navic komutativni, pak je R/I téleso.

Diikaz. Prvni ¢ast tvrzeni plyne pfimo z Véty 3.2. Je-li R komutativni, pak je R/I
jednoduchy komutativni okruh a mizeme pouzit Vétu 3.4. O



Priklad. Jiz jsme tekli, ze vSechny idedly Z jsou tvaru kZ, k € Z. Ptitom plati, ze
kZ < mZ pravé kdyz m|k. Tedy uspotadani idealt inkluzi je obracené usporadani délitel-
nosti na Z. Maximalni idealy proto odpovidaji minimalnim prvkim v délitelnosti, tedy
maximalni idedly jsou idedly tvaru pZ, p prvocislo. Z predchoziho tvrzeni opét plyne
znamy fakt, ze Z, = Z/pZ je téleso pro p prvodislo.

Ukol. Miizeme vyjadiit kazdy idedl Z jako priinik (nékterych) maximalnich idealii? Které
idedly lze takto vyjadrit?



