2  Grupy

Tuto kapitolu za¢neme obecnou definici pojmu operace. Pro mnozinu X budeme znacit
X" = {(z1, %9, ..., ZTn) ; T1,T2,..., T, € X} mnozinu v8ech usporadanych n-tic prvki X.

Definice. Zobrazeni o : X" — X se nazyva n-drni operace na mnoziné X.

Nej¢astéji pouzivanymi operacemi jsou binarni operace, tedy zobrazeni o : X? — X.
Pripomenme dvé zakladni vlastnosti, které tyto operace mohou mit:
komutativita, tedy pro vSechna z,y € X

o(z,y) =o(y, )

a asociativita, pro vSechna x,y,z € X

o(z,0(y,2)) = 0(0(z,y), 2).

Obvykle se bindrni operace znaé¢i symboly -, * nebo o a misto zapisu -(z, y) se pouziva
zapis x - y. Zminéné vlastnosti - pak maji tvar z-y = y-z (z a y komutuji) a z- (y-z) =
(x - y) - z (operace je asociativni na trojici z, vy, z). I my se pfidrzime tohoto znaceni.

Pokud bude jasné, se kterou operaci v dané chvili po¢itame, budeme symbol operace
vynechavat, tedy misto x - y budeme psat pouze xy.

Definice. Mnozina P spolu s asociativni binarni operaci - se nazyva pologrupa.

Mnozinu P s bindrni operaci - budeme zapisovat P(-). Pokud bude jasné, o kterou
operaci pujde, budeme mluvit pouze o P.

Priklady. Asociativnich bindrnich operaci se v matematice objevuje celd fada. Uvedme
alespon nékolik:

- sCitani prirozenych, nezadpornych a celych ¢isel
s¢itani v télese T' (napfiklad v racionélnich, redlnych nebo v komplexnich &islech)
nasobeni ve zminénych ¢iselnych oborech

- s¢itani vektor

- skladéni permutaci n-prvkové mnoziny

- nasobeni ¢tvercovych matic fadu n.
K poslednim dvéma piikladim se jesté podrobnéji vratime.

Definice. Af je P(-) pologrupa a S podmnozina P. Rekneme, ze S je podpologrupa
P(-), pokud pro kazdd a,b € S jeia-be S.V tomto pfipadé je S(-) opét pologrupa a
fikame, ze S je uzaviend na operaci -.

Priklad. Mnozina kN = {kn ; n € N} je podpologrupa N.

Lemma 2.1 At je P pologrupa a X néjakd podmnozina P. Pak existuje (X) vzhledem
k inkluzi negjmensi podpologrupa P, kterda obsahuje mnoZinu X .



Diikaz. Dokazeme tvrzeni dvéma zpusoby.

1) Uvédomme si, 7e je-li S;, i € I, systém podpologrup P, kde I je néjaka, obecné
nekonecnd, indexovd mnozina, pak je S = ;e S; opét podpologrupa P. Totiz, je-li
a,b € S, pak a,b € S; pro vSechna i € I, tedy a-b € S; pro kazdé i € I a proto
a-b € S. Polozme (X) = s podpologrupa P, xcs S, tedy priinik vSech podpologrup P,
které obsahuji X. Nasli jsme nejmensi podpologrupu obsahujici X.

2) Polozime (X) = {21 @2+ ... -z ; k € N a z1,29,...,2, € X}. MnoZina (X)
musi byt obsazena v kazdé podpologrupé, kterd obsahuje X. Zbyva dokézat, Ze je (X)
podpologrupa P. To je ale snadné: pro x; « o - ... - T a Y1 - Yo - ... - 4 prvky (X) je
jejich sou€in x1 - T9 -« ... - T - Y1 - Yo - ... - y; opét prvkem X. Zkonstruovali jsme nejmensi
podpologrupu obsahujici X. O

Definice. Podpologrupa (X) z pfedchoziho Lemmatu se nazyva podpologrupa P gene-
rovand mnozinou X. MnoZina X je mnoZina generdtori pologrupy (X).

Priklad. Uvedme nékolik pfikladii mnozin generatori:

N(+) f}({l}?, NU{0}+) = ({1,0}), Z(+) = ({3,-8}), N(-) = {{p € N; p=1nebo p
je prvocislo}).

Ukol. Najdéte S podpologrupu N(+), kterd mé tiiprvkovou mnoZinu generitori, ale
nema dvouprvkovou mnozinu generatorii. Pro obecné £ € N najdéte S podpologrupu
N(+), kterd ma k-prvkovou mnoZinu generatort, ale nemé (k — 1)-prvkovou mnozinu
generatoru.

Pologrupy s jednim generatorem. At je P pologrupa s generatorem g € P, tedy
(9) = P (pouzivame zkracené znaceni (g) misto spravnéjsiho ({g})). Podle druhé &asti
diikazu Lemmatu 2.1 miizeme vypsat vSechny prvky P do, obecné nekone¢ného, seznamu

9.9%, 6% 9", ...

kde ¢' je zkratka za soucin g-g-g- ... - g délky i.

Zavedme graf pologrupy P s jednim pevné zvolenym generatorem g takto: vrcholy
grafu budou prvky P a Sipky budou ¢ — ¢g-a pro a € P.

Pokud existuji 4,5 € N, i < j, takova, Ze ¢' = ¢, pak g,¢% ¢%, ...,¢° 2, ¢! jsou
vSechny prvky P. Tedy pologrupa P ma konecné mnoho prvki, fikdme, ze je konecnd.
Provedme nyni nejmensi moZnou volbu 7 a j.

Lemma 2.2 At je P konecnd pologrupa s generdtorem g. Zvolme nejmensi i € N, pro
které existuje j > i tak, Ze ¢' = ¢’. K tomuto i zvolme nejmensi takové j. Pak jsou
9,9%, ¢, ..., ¢! vSechny po dvou rizné prvky P.

Diikaz. Pologrupa P je kone¢nd, proto takovd ¢ a j musi existovat. Dvojice (7,j) je
nejmensi z vhodnych dvojic v lexikografickém uspofadani. Je-li ¢ = ¢' pro 1 < k <
[ <j—1, pak je jisté k > 1 diky volbé 7 a £ > ¢ diky volbé j. Dale lze vSechny prvky
P psat ve tvaru g, ¢%, ..., g% ¢" L, . gt gt = ¢F gF . a tedy ¢ = ¢7 pro vhodné
k < j'"<l—1.To je spor s volbou j. O



Graf pologrupy P vzhledem ke generdtoru g v tomto pripadé vypadé takto:
N L S L A S S N /AL S

Je to tedy (j — 7)-¢lenny cyklus navazujici na cestu délky ¢ — 1.
Je-li P nekonec¢nd, pak musi byt mocniny ¢*,7 € N, po dvou rizné a graf P je
nekonecné cesta:

Definice. Pologrupa C's jednim generitorem g takova, ze g = ¢’ pron&jaké j € N, j > 1,
se nazyva konecnd cyklickd grupa.

Uvédomme si, Ze definice nezavisi na volbé generatoru. Je-li h néjaky generator C,
pak h = g* pro vhodné k > 1 a tedy h = ¢g¥ = (¢/)F = ¢’%, jk > 1.

Konec¢na cyklicka grupa C' mé podle pfedchoziho odstavce opravdu kone¢né mnoho
prvki. Pro generator g miizeme zvolit i = 1 a j > 1 nejmensi takové, Ze g = ¢/. Pak m4
C podle Lemmatu 2.2 (5 — 1)-prvki a cyklicky graf:

g3 —=P . g g ..

Priklad. At C(-) je pologrupa nésobeni komplexnich &isel. Zvolme k£ € N a oznalme
¢, = cos 2m/k + i sin 27 /k komplexni &fslo na jednotkové kruZnici. Plati ¢f = 1 a
™ = ¢;. Podpologrupa {c;) pologrupy C(-) je tedy kone¢né cyklickd grupa s k prvky.
Obvykle se (cx) nazyva grupa k-tych odmocnin z jedné.

Definice. Prvek a pologrupy P se nazyvd neutralni, pokud pro kazdé b € P plati
a-b=0b-a=0h.

Prvek a pologrupy P se nazyva inverzni k prvku b, pokud ab = ba = 1, kde 1 je
neutralni prvek P. Rekneme, Ze v P ezistuji inverzni proky, pokud ke kazdému prvku
P existuje inverze.

Priklad. Ozna¢me Z(R) pologrupu vSech zobrazeni R — R s operaci sklddani zobrazeni.
Z(R) je pologrupa s neutralnim prvkem 1y (identické zobrazeni, 1 (x) = « pro vSechna
z € R). Funkce €” nemd v Z(R) inverzi. Dodefinujme libovolné pfirozeny logaritmus
In : RY — R v nule a zapornych é&islech, napifklad In(y) = 0 pro y < 0. Pak je
Inoe® = 1R ale e” o f # 1p pro zZadné zobrazeni f : R — R.

Lemma 2.3 At je C pologrupa s jednim generdtorem. Pak C je konecnd cyklickd grupa
prave kdyzZ ma neutrdlni prvek a existuji v ni inverzni proky.

Diikaz. Predpokladejme, ze C' je kone¢na cyklicka grupa s generatorem g, aj € N, j > 1,
at je takové, 7e g = ¢/. Pocitejme pro k € N: ¢ 1 - gF = g/ . g1 = g.-gF"1 =g~ a
podobné ¢F - ¢/~! = g¢*. Nagli jsme neutrdlni prvek 1 = ¢’~!. Zbyva pro a € C najit
inverzi. Musi byt a = ¢! pro néjaké [ =1,2,...,5 — 1. Pokud jel=j — 1, pak a =1 a je
samo k sobé& inverzni. Je-lil < j — 1, polofme b = ¢/ "' amémea-b=g' ¢ 1! =
gti-l-l=gi1=1=b-a.



At je naopak C' pologrupa s jednim generatorem g, kterd mé neutralni prvek, ozna¢me
ho 1. Musi existovat k € N, k > 1, tak, 7e ¢* = 1. Pak jeale ¢**' =¢¥ - g=1.g9g =g,
k +1 > 1, a podle definice je C kone¢na cyklickd grupa. O

Predchozi tvrzeni vede k obecné definici grupy.

Definice. Pologrupa G se nazyva grupa, pokud ma G neutrdlni prvek a v G existuji
inverzni prvky.

Priklady. 1) Pologrupy Z(+), s¢itani v télesech a s¢itani ve vektorovych prostorech jsou
grupy. Pouziva se pro né aditivni zapis, tedy neutralni prvek znac¢ime 0 a inverzni prvek
k a znac¢ime —a.

2) Pologrupy (7'\ {0})(-) nasobeni nenulovych prvku télesa T, dale skladani permu-
taci n-prvkové mnoziny nebo nasobeni requldarnich matic fadu n jsou grupy. Zapisujeme

je multiplikativné, tedy neutralni prvek je 1 a prvek inverzni k a je a !.

V grupé jsou neutralni prvek i inverzni prvky jednoznacné uréené. At a, o' jsou dva
neutralni prvky grupy G. Musi byt a’ = a - a’ = a. Jsou-li b a b’ prvky inverzni k a, pak
b=b-1=b-(a-V)=(b-a)-b'=1-V=10.

Definice. Af je G grupa a H podmnoZina G. Rekneme, 7e H je podgrupa G, pokud je
H podpologrupa G, 1 € H a pro kazdé a € H jeia~! € H, kde 1 zna& neutralni prvek
aa~!inverzi k a v G. V tomto pfipadé fikdme, ze H je uzaviend na -, 1 a inverzni prvky,
a piseme H < G.

Lemma 2.4 At je G konecnd grupa a H podpologrupa G. Pak je H podgrupa G.

Drikaz. Chceme ukéazat, 7e 1 € H a ™' € H pro kazdé a € H. Zvolme a € H. MnoZina
{a*; i € N} C H je konecna a tudiz o' = o’/ pro n&jaké i < j. V G existuje a * = (a*) !
a mizeme kratit 1 =a/* € H. Pokudjej —i=1,paka=1=a ' Proj—i>1z
rovnosti 1 =@’ " =a-a "1 =a/"'-q plyne a t=a""1 € H. O

V konec¢nych grupach tedy podpologrupy splyvaji s podgrupami a miizeme podle
predchoziho Lemmatu a Lemmatu 2.1 mluvit o podgrupé generované podmmnozinou
X C @G, kterd ma tvar ukazany v druhé ¢asti diikazu Lemmatu 2.1. Vidime také, ze
v kone¢nych grupach jsou grupové generdatory totéz co pologrupové generatory.

Definice kone¢né cyklické grupy ma proto podle Lemmat 2.3 a 2.4 ekvivalentni tvar:

Grupa C' je konecnd cyklickd prdive kdyz je konecnd a mad jeden generdtor.

At je nyni H podgrupa grupy G. Definujme na G relaci ~y takto: g ~y k, pokud
existuje h € H tak, ze gh = k. Mizeme Tici, ze se g a k ”lisi zprava o prvek H”.
Uvédomme si, ze ~p je ekvivalence. Nejprve g -1 = g a tedy g ~p g, dale je-li gh =k,
pak ¢ = kh™! a proto z ¢ ~g k plyne k ~p g. Zbyva tranzitivita: z ¢ = kh a k = K/
dostaneme g = (Ih')h = I(h'h). Vyuzili jsme vSechny t¥i vlastnosti podgrupy.



Definice. Ttidy ekvivalence ~g se nazyvaji prave rozkladové tridy grupy G podle pod-
grupy H. Pro ¢ € G lze tedy pravou rozkladovou tiidu g podle H zapsat ve tvaru
gH ={gh; h€ H}.

Lemma 2.5 Pro H podgrupu koneéné grupy G a g € G plati rovnosti |gH| = |Hg| =
|H].

Duikaz. Staci se zabyvat pravymi rozkladovymi t¥idami, pro levé rozkladové t¥idy Hg je
situace symetricka. Staci dokazat, ze zobrazeni h — gh je bijekce mnozin H a gH. Toto
zobrazeni je jisté na, zbyva uvédomit si, ze pokud gh = gh', pak g '(gh) = g 1(gh') a
h=~h.0

Véta 2.6 (Lanrangeova véta) Pro H podgrupu konecné grupy G plati |H| | |G|.

Diikaz. Vsechny (pravé) rozkladové t¥idy podle H maji |H|-prvki, tedy |H| | |G| a
|G|/|H| je poCet (pravych) rozkladovych t¥id G podle H. O

Priklad. 7 lineadrni algebry vite, Ze Z, je téleso pro p prvocislo. Nasobeni na télese
je asociativni (a komutativni), ma neutrdlni prvek 1 a k nenulovym prvkim existuji
inverze. Mnozina {1,2,...,p — 1} s nésobenim modulo p je tedy grupa, oznac¢me ji Z,.
Pro a € Z, je (a) < Z;, konecna cyklickd grupa s j prvky, kde j je nejmensi takové, Ze
@’ = 1 (modulo p). Podle Lagrangeovy véty musi byt Z,| =p—1=j-1pro vhodné
I € N. Dostavame a?~' = a/! = (a’)! = 1" = 1 pro a € Z;. Jinymi slovy:

p_l —
a =1

pro p prvocislo, a € N, p nedéli a. Dokazané tvrzeni se nazyva Mala Fermatova véta.

Definice. Zobrazeni f : P(-) — S(o) pologrup P(-) a S(o) se nazyva homomorfismus,
pokud plati pro v8echna a,b € P rovnost f(a-b) = f(a) o f(b). Prosty homomorfismus
nazyvame monomorfismus, homomorfismus na epimorfismus a bijektivni homomorfis-
mus tzomorfismus.

Ukol. Ukaite, 7e pologrupa, ktera je izomorfni grupé, musi byt také grupa.

Priklady. 1) Znaménko permutace je zobrazeni z mnoziny vSech permutaci na n prvcich
do mnoziny {1,—1}. Je to homomorfismus vzhledem k operacim sklddéni permutaci a
nasobeni celych c¢isel. Prislusné pravidlo je:

sgn(oom) = sgn(o) - sgn(m).

2) Determinant pfifazuje dané matici (nad télesem, napiiklad Q, R nebo C) skalar
z télesa. Je to homomorfismus vzhledem k nasobeni matic a nasobeni skalarti v télese,
tedy:
det(A- B) = det(A) - det(B).



3) Zobrazeni a + ib — a — ib = a + ib, které danému komplexnimu éislu prifadi
komplexné sdruzené ¢islo, je homomorfismus vzhledem ke s¢itani i vzhledem k nasobeni
komplexnich ¢isel. Jinymi slovy:

c+d=c+d
c-d=ct-d.
Zobrazeni || || : C — R, které danému komplexnimu ¢&islu pfifadi jeho velikost, ||a+ib|| =

va? + b2, je homomorfismus vzhledem k operacim nasobeni na C a R:

e~ dl[ = llel] - [|d]|-



