
1 Základní pojmy z teorie èíselV této pøedná¹ce bude N v¾dy znaèit mno¾inu v¹ech pøirozených èísel bez nuly. Nezá-porná celá èísla jsou tedy prvky mno¾iny N [ f0g. Mno¾inu v¹ech celých èísel budemeznaèit Z.1.A Dìlitelnost v pøirozených èíslechVedle be¾ného uspoøádání � pøirozených èísel podle velikosti m�u¾eme na N zavéstuspoøádání dìlitelností. Øekneme, ¾e m 2 N dìlí n 2 N , pokud existuje k 2 N takové,¾e n = km, znaèíme mjn. V následujícím lemmatu shrneme nìkolik jednoduchých vlast-ností dìlitelnosti.Lemma 1.1 (vlastnosti dìlitelnosti) (1) 1jn a njn pro v¹echna n 2 N .(2) Pokud kjm a zároveò mjn, pak kjn.(3) Pokud s dìlí dvì z èísel v rovnosti n = m + k, pak dìlí i tøetí z tìchto èísel.Dùkaz lemmatu je snadný. Uvìdomme si pouze, ¾e v bodì (3) poèítáme chvíli scelými (i zápornými) èísly: pokud sjn a sjm, pak n0 � s = m0 � s + k a (n0 � m0)s = k.Ov¹em s; k 2 N , tudí¾ n0 �m0 2 N a proto sjk v N .Relace dìlitelnosti je tedy re
exivní a tranzitivní a lehko se ovìøí, ¾e je na N i slabìantisymetrická. Je to tudí¾ uspoøádání N .Máme dána dvì uspoøádání N , bì¾né � a dìlitelnost j. Pokud mjn, pak m � n av obou uspoøádáních je nejmen¹ím prvkem 1. Druhým nejmen¹ím prvkem podle � je2, zatímco v uspoøádání j je "druhých nejmen¹ích prvk�u" více, snadno najdeme nìkolikpøíkladù: 2, 3, 5, 7, 11, . . . Tato èísla p, p 6= 1, s vlastností mjp pouze je-li m = 1 nebom = p, nazýváme prvoèísla (pro obecné uspoøádání s nejmen¹ím prvkem se takové prvkynazývají atomy, prvoèísla jsou tedy atomy dìlitelnosti).Rozklad na souèin prvoèísel. Ka¾dé pøirozené èíslo m�u¾eme rozlo¾it na souèin prvoèísel.Èíslo 1 budeme pova¾ovat za souèin prázdného souboru prvoèísel. Dále budeme postupo-vat indukcí podle velikosti (tedy podle �). Èíslo 2 je prvoèíslo. Mìjme n 2 N , n > 2, apøedpokládejme, ¾e v¹echna men¹í èísla umíme rozlo¾it na souèin prvoèísel. Pokud nenín prvoèíslo, pak má n nìjakého dìlitele mjn, m 6= 1 a m 6= n, a mù¾eme psát n = m � k.Pøitom musí být m; k < n a z indukèního pøedpokladu rozlo¾íme m i k a tedy i n nasouèin prvoèísel.Poznámka. V pøedchozím odstavci jsme provádìli indukci dle velikosti. Uspoøádánídìlitelností na N má stejnou základní vlastnost: ka¾dý prvek má pouze koneènì mnohopøedch�udc�u. D�usledkem je, ¾e d�ukazy indukcí lze provádìt i dle uspoøádání dìlitelností.Pozdìji uká¾eme, ¾e dané èíslo lze rozlo¾it jediným zpùsobem na souèin prvoèísel.Snadno si uvìdomíme, ¾e existuje nekoneènì mnoho prvoèísel. Pøedpokládejme, ¾eje pouze koneènì mnoho prvoèísel, a oznaème je p1, p2, . . . , pk. Uva¾me èíslo p = p1 � p2�



. . . �pk + 1. Musí existovat nìjaký prvoèíselný dìlitel p, tedy pro vhodné 1 � i � k budeplatit pijp. Z faktu, ¾e pijp a take pijp1 � p2� . . . �pk, plyne pij1 (podle Lemmatu 1.1), co¾je výsledný spor.Dal¹ím známým tvrzením je fakt, ¾e ka¾dá dvì pøirozená èísla mají nejvìt¹ího spo-leèného dìlitele.De�nice. Pro trojici èísel d; n;m 2 N øekneme, ¾e d je spoleèný dìlitel n a m, pokud djna zároveò djm. Èíslo d je nejvìt¹í spoleèný dìlitel n a m, d =NSD(n;m), pokud navícplatí, ¾e kdykoli k je spoleèný dìlitel n a m, pak kjd.Existenci NSD budeme moci odvodit díky následující vlastnosti poèítání s pøirozenýmièísly.Dìlení se zbytkem. Pro pøirozené èíslo m a nezáporné celé n existují nezáporná celáèísla k a r (tedy prvky N [ f0g) taková, ¾e n = km+ r a pøitom je r < m.Èíslo r se nazývá zbytek po dìlení èísla n èíslem m a je urèeno jednoznaènì. D�ukaztohoto tvrzení je snadný. Mno¾ina fkm ; k 2 N [f0gg v¹ech nezáporných násobk�u èíslam obsahuje 0 a tedy lze najít nejvìt¹í k takové, ¾e km � n, nebo» èíslo n je koneèné.Potom je urèitì n� km < m a m�u¾eme polo¾it r = n� km.Zbytek po vydìlení èísla n èíslem m se také nazývá n modulo m a budeme ho znaèitn mod m.Pøíklad. 11 mod 3 = 2, 254 mod 1500 = 254, 14 mod 7 = 0.Pro poèítání modulo platí následující tvrzení:Pro m 2 N a n1; n2; r1; r2 2 N [f0g takové, ¾e r1 = n1 mod m a r2 = n2 mod m, platí(n1 + n2) mod m = (r1 + r2) mod m.Jeho platnost lze snadno ovìøit. Máme dána dìlení se zbytkem n1 = k1m + r1,n2 = k2m + r2 a r1 + r2 = km + r. Poèítejme: n1 + n2 = (k1m + r1) + (k2m + r2) =(k1 + k2)m+ r1 + r2 = (k1 + k2)m+ km+ r = (k1 + k2 + k)m+ r. Pøitom r < m a tedyz jednoznaènosti zbytku plyne r = (n1 + n2) mod m.Dìlení se zbytkem je klíèem k odvozování dal¹ích vlastností dìlitelnosti.V následujícím odstavci popí¹eme algoritmus pro hledání nejvìt¹ího spoleèného dìliteleèísel n a m, který je také dùkazem existence NSD.Eukleidùv algoritmus. Mìjme dvì èísla n;m 2 N .1. krok: Vydìlíme n èíslem m se zbytkem r1, tedy n = k1m+ r1, kde k1; r1 2 N [ f0g ar1 < m. Je-li r1 = 0, pakmjn,m =NSD(n;m) a jsme hotovi. Pokud r1 6= 0, pokraèujemedál.



2. krok: Podle Lemmatu 1.1 má dvojice n, m stejné spoleèné dìlitele jako dvojice m, r1.Pøejdeme k èíslùm m a r1. Vydìlíme m èíslem r1 se zbytkem r2, tedy m = k2r1 + r2,kde k2; r2 2 N [ f0g a r2 < r1. Je-li r2 = 0, pak r1jm, r1 =NSD(m; r1) =NSD(n;m) ajsme hotovi. Pokud r2 6= 0, pokraèujeme dál.. . . . . . . . .i-tý krok: Vydìlíme ri�2 èíslem ri�1 se zbytkem ri, tedy ri�2 = kiri�1 + ri, kde ki; ri 2N [f0g a ri < ri�1. Je-li ri = 0, pak ri�1jri�2, ri�1 =NSD(ri�2; ri�1) =NSD(ri�3; ri�2) =::: =NSD(m; r1) =NSD(n;m) a jsme hotovi. Pokud ri 6= 0, pokraèujeme dál.. . . . . . . . .Posloupnost zbytkù r1; r2; r3; ::: je ostøe klesající, r1 > r2 > r3 > :::, a proto po koneènémpoètu krokù dojdeme ke zbytku ri = 0 a algoritmus v¾dy skonèí nalezením nejvìt¹íhospoleèného dìlitele ri�1 =NSD(n;m).Vìta 1.2 Pro ka¾dá dvì èísla n;m 2 N existuje nejvìt¹í spoleèný dìlitel d =NSD(n;m).Navíc lze nalézt dvì nezáporná èísla k; l 2 N [ f0g tak, ¾e d = kn� lm.D�ukaz. Existence NSD plyne z Eukleidova algoritmu. K dùkazu zbytku tvrzení si nejdøívuvìdomíme, ¾e d = NSD(n;m) lze vyjádøit ve tvaru d = k0n+ l0m, kde k0; l0 2 Z. PodleEukleidova algoritmu v prvním kroku vyjádøíme r1 = n� k1m, podobnì r2 = m� k2r1a po dosazení r2 = m�k2(n�k1m) = �k2n+(1+k2k1)m. Snadno postupnì vyjádøímev¹echny zbytky ri jako celoèíselnou kombinaci n a m a tedy i NSD(n;m).Proveïme je¹tì úpravu na po¾adovaný tvar d = kn� lm, k; l 2 N [f0g. Pro získanýtvar d = k0n + l0m, k0; l0 2 Z, zvolme t 2 N [ f0g tak, aby tm + k0 � 0 a zároveòtn� l0 � 0. Pak bude d = k0n+ l0m = k0n+ l0m+ tnm� tnm = (tm+ k0)n� (tn� l0)ma polo¾íme k = tm+ k0 a l = tn� l0. 2Pøíklad. Hledejme nejvìt¹ího spoleèného dìlitele n = 42 a m = 1295.1. krok: Vydìlíme 42 èíslem 1295 se zbytkem r1, tedy 42 = 0 � 1295 + 42, r1 = 42.2. krok: Vydìlíme 1295 èíslem r1 = 42 se zbytkem r2, tedy 1295 = 30 � 42 + 35, r2 = 35.3. krok: Vydìlíme r1 = 42 èíslem r2 = 35 se zbytkem r3, tedy 42 = 1 � 35 + 7, zbytekr3 = 7.4. krok: Vydìlíme r2 = 35 èíslem r3 = 7 se zbytkem r4, tedy 35 = 5 �7+0, zbytek r4 = 0.Na¹li jsme NSD(42; 1295) = r3 = 7. Èíslo 7 lze tudí¾ vyjádøit ve tvaru 7 = k �42� l �1295pro vhodné nezáporné koe�cienty k a l. Pokusme se nejdøíve podle Eukleidova algoritmuvyjádøit 7 jako celoèíselnou kombinaci 42 a 1295:podle 1.-ho kroku vyjádøíme r1 = 42 = 42� 0 � 1295 = 42,podle 2.-ho kroku vyjádøíme r2 = 35 = 1295� 30 � r1 = 1295� 30 � 42a podle 3.-ho kroku vyjádøíme r3 = 7 = r1�1 �r2 = 42� (1295�30 �42) = 31 �42�1295.Na¹li jsme koe�cienty k = 31, l = 1 a vyjádøení NSD(42; 1295) = 7 = 31 � 42� 1295.



Pøíklad. Zkusme øe¹it stejný úkol pro èísla n = 12 am = 4. Proto¾e 4j12, je podle de�niceNSD(12; 4) = 4. Nabízí se vyjádøení 4 = 0�12+4. Pøeveïme toto vyjádøení podle dùkazuVìty 1.2 do po¾adovaného tvaru. Zvolme t = 1, pak bude 4 = 0�12+4+1�12�4�1�12�4 =4 � 12� 11 � 4, tedy k = 4 a l = 11. Nejmen¹í vhodná èísla jsou k = 1 a l = 2.Máme-li k dispozici prvoèíselné rozklady n am, pak z nich mù¾eme zjistit NSD(n;m).V prvním z pøedchozích pøíkladù máme n = 42 = 2�3�7 am = 1295 = 5�7�37 rozklady nasouèin prvoèísel. Tyto rozklady se "pøekrývají" pouze na jednom místì a to v prvoèísle7, proto je NSD(42; 1295) = 7. V následujících odstavcích se pokusíme tento postupzdùvodnit.Lemma 1.3 (ekvivalentní de�nice prvoèísla) Èíslo p 2 N je prvoèíslo právì kdy¾ platípro ka¾dá n;m 2 N pokud pjn �m, pak pjn nebo pjm.D�ukaz. Pøedpokládejme, ¾e p je prvoèíslo. Podle na¹í de�nice jedinými dìliteli p jsou 1a p. Nech» pjn � m a a» napøíklad p nedìlí n. Pak NSD(p; n) = 1, nebo» p má pouzedva dìlitele. Vyjádøeme NSD(p; n) = 1 = kp� ln s nezápornými koe�cienty k; l. Vyná-sobenímm dostanemem+lnm = kmp a z pøedpokladu pjn�m plyne pjm podle Lemmatu1.1 (3) a jsme hotovi.Dùkaz druhé z implikací je snadný. Dokazujeme, ¾e p je prvoèíslo. A» p = nm. Zpøedpokladu plyne buï pjn nebo pjm. Pokud napøíklad pjn, pak n = p (nebo» n � p � n)a m = 1. 2Jednoznaènost prvoèíselných rozkladù. Ji¾ víme, ¾e dané èíslo n 2 N má rozklad nasouèin prvoèísel. Nyní uká¾eme, ¾e takový rozklad je jediný. A» n = p1p2:::pr = q1q2:::qsjsou dva prvoèíselné rozklady n. Budeme postupovat indukcí podle délky prvního rozk-ladu, tedy podle r. Je-li r = 0, pak takovýto (prázdný) rozklad pova¾ujeme za rozkladèísla n = 1 a proto je nutnì i s = 0. Pøedpokládejme, ¾e r > 0 a ¾e dva rozkladystejného èísla jsou shodné a¾ na poøadí prvoèísel, pokud je alespoò jeden z tìchtorozkladù krat¹í ne¾ r. Z rovnosti rozkladù vidíme, ¾e prjq1q2:::qs, a proto¾e je pr pr-voèíslo, pak prjq1 nebo prjq2:::qs. Postupnou aplikací Lemmatu 1.3 nalezneme 1 � i � stakové, ¾e prjqi. Musí být pr = qi (nebo» pr 6= 1) a oba rozklady mù¾eme zkrátit:p1p2:::pr�1 = q1q2:::qi�1qi+1:::qs. Z indukèního pøedpokladu je r � 1 = s� 1 a tyto zkrá-cené rozklady jsou a¾ na poøadí prvoèísel shodné. Z toho snadno plyne jednoznaènostpùvodních rozkladù, tedy r = s a po vhodném pøeèíslování p1 = q1, p2 = q2, . . ., pr = qr.Teï ji¾ mù¾eme vysvìtlit vztah prvoèíselných rozkladù a nejvìt¹ích spoleèných dìlitelùa také nejmen¹ích spoleèných násobkù.De�nice. Pro trojici èísel k; n;m 2 N øekneme, ¾e k je spoleèný násobek n a m, pokudnjk a zároveò mjk. Èíslo k je nejmen¹í spoleèný násobek n a m, k =NSN(n;m), pokudnavíc platí, ¾e kdykoli l je spoleèný násobek n a m, pak kjl.Mìjme tedy dva rozklady n = pk11 pk22 :::pkrr a m = pl11 pl22 :::plrr , kde p1; p2; :::; pr jsou podvou rùzná prvoèísla a k1; k2; :::; kr; l1; l2; :::; lr jsou nezáporné celoèíselné mocniny (mo-hou tedy být rovny 0). Máme-li dále nìjakého dìlitele d èísla n, tedy n = d �c pro vhodné



c 2 N , pak musejí být prvoèíselné rozklady d a c èástí prvoèíselného rozkladu n. Totoplatí díky jednoznaènosti rozkladu. Tedy lze psát prvoèíselný rozklad d = pk011 pk022 :::pk0rr ,kde k01 � k1, k02 � k2, . . ., k0r � kr. Naopak, èíslo v tomto tvaru je zjevnì dìlitelem n.Proto jeNSD(n;m) = pmin(k1;l1)1 pmin(k2;l2)2 :::pmin(kr;lr)rNSN(n;m) = pmax(k1;l1)1 pmax(k2;l2)2 :::pmax(kr;lr)r .Tímto jsme také ukázali existenci nejmen¹ích spoleèných násobkù.Z pøedchozího také snadno plyne, ¾e je-li n = pk11 pk22 :::pkrr rozklad n takový, ¾ep1; p2; :::; pr jsou po dvou rùzná prvoèísla, pak má n právì (k1 + 1) � (k2 + 1):::(kr + 1)rùzných dìlitelù.Úkol. Podle pøedchozího odstavce uka¾te, ¾e pro n;m 2 N platí: NSN(n;m) =nm=NSD(n;m).Pøíklad. Pro èísla 1500 = 22�3�53 a 6050 = 2�52�112 tedy je NSD(1500; 6050) = 2�52 = 50a NSN(1500; 6050) = 22 � 3 � 53 � 112 = 181500. Poèet v¹ech rùzných dìlitelù èísla 1500 je(2 + 1)(1 + 1)(3 + 1) = 3 � 2 � 4 = 24.Úkol. Nyní umíme zji¹»ovat NSD dvìma zpùsoby: Eukleidovým algoritmem a pomocíprvoèíselných rozkladù. Neuvedli jsme ale algoritmus, kterým lze dané èíslo rozlo¾it nasouèin prvoèísel. Zkuste takový algoritmus navrhnout a zamyslet se nad efektivitou oboupostupù.De�nice. Je-li NSD(n;m) = 1, èísla n a m se nazývají nesoudìlná. V opaèném pøípadìøíkáme, ¾e n a m jsou soudìlná.Lemma 1.4 Jsou-li n a m nesoudìlná a také n a l nesoudìlná, pak jsou i n a m � lnesoudìlná. Jsou-li n a m nesoudìlná a obì dìlí èíslo l, pak n �mjl.D�ukaz. Doka¾me první èást tvrzení. Pokud NSD(n;m � l) 6= 1, pak existuje nìjaké pr-voèíslo pjNSD(n;m � l). Pak pjm nebo pjl. Øeknìme, ¾e pjm. Pak je p spoleèný dìlitel na m a NSD(n;m) 6= 1.Doka¾me druhou èást tvrzení. Víme, ¾e l je spoleèný násobek n a m. PøitomNSN(n;m) = nm=NSD(n;m) = nm=1 = nm. Tudí¾ nmjl. 2Následující tvrzení se zabývá øe¹itelností soustav rovnic typu x mod n = r.Vìta 1.5 (Èínská vìta o zbytcích) Mìjme po dvou nesoudìlná èísla n1; :::; nk 2 N anezáporná celá èísla r1; :::; rk 2 N [f0g taková, ¾e r1 < n1, . . ., rk < nk. Soustava rovnicx mod n1 = r1x mod n2 = r2. . . . . . . . .. . . . . . . . .x mod nk = rkmá v¾dy nezáporné øe¹ení x 2 N [f0g. Existuje jediné nezáporné øe¹ení x < n1n2:::nk.



D�ukaz. Mù¾eme jistì pøedpokládat, ¾e ni 6= 1 pro v¹echna i = 1; :::; k. Zkusme nejprvenalézt nìjaké øe¹ení. Oznaème ni = n1n2:::ni�1ni+1:::nk pro i = 1; 2; :::; k. Podle pøed-pokladu je NSD(ni; ni) = 1 (viz Lemma 1.4) a tedy existuje vyjádøení 1 = tini � sinipro vhodná nezáporná ti; si. Z poslední rovnosti plyne, ¾e tini mod ni = 1 a tedyritini mod ni = ri. Zároveò samozøejmì ritini mod nj = 0 pro j 6= i. Nyní vidíme, ¾ex = r1t1n1 + r2t2n2 + ::: + rktknk je øe¹ením dané soustavy.Odeèteme-li od x èíslo ni, zbytek po vydìlení èíslem ni se nezmìní, tedy x mod ni =x� ni mod ni. Proto mù¾eme nahradit øe¹ení x øe¹ením x mod n1n2:::nk (toti¾x mod n1n2:::nk = x� �ini pro vhodné nezáporné �i).Na¹li jsme tedy øe¹ení, které splòuje podmínku x < n1n2:::nk. Zbývá ukázat jeho jed-noznaènost. Mìjme x; y < n1n2:::nk dvì øe¹ení. A» je napøíklad x � y. Budeme zkoumatèíslo x � y. Obì øe¹ení dávají stejný zbytek modulo ni, proto odeètením dostanemex � y mod ni = 0 pro v¹echna i = 1; :::; k. Jinými slovy nijx � y pro v¹echna i. PodleLemmatu 1.4 pak n1n2:::nkjx � y, ale zároveò x � y < n1n2:::nk. To je mo¾né pouze vpøípadì x� y = 0, tedy x = y. 2V dal¹ích kapitolách budeme potøebovat následující zobrazení de�nované na pøirozenýchèíslech odvozené z dìlitelnosti.De�nice. Zobrazení, které pøirozenému èíslu pøiøazuje poèet men¹ích nesoudìlných èíselse nazývá Eulerova funkce a znaèí se '. Tedy ' : N ! N , '(n) = jfm 2 N ; m �n a NSD(n;m) = 1gj.Hodnotu Eulerovy funkce lze vypoèítat z prvoèíselného rozkladu daného èísla.Lemma 1.6 Platí '(1) = 1. Je-li pk mocnina prvoèísla, k > 0, pak '(pk) = pk � pk�1.Jsou-li n a m nesoudìlná, pak '(n �m) = '(n) � '(m).D�ukaz. První rovnost plyne pøímo z de�nice.Pro k = 1 v druhé rovnosti vychází '(p) = p1 � p0 = p � 1, co¾ je skuteènì poèetmen¹ích èísel nesoudìlných s prvoèíslem p. Pro obecné kladné k by podle tvrzení Lem-matu mìlo èíslo pk�1 znaèit poèet men¹ích èísel soudìlných s pk. Èísla soudìlná s pk jsoutvaru p � l, nebo» dìlitelé pk jsou právì 1; p; p2; :::; pk. Proto je fpl ; l = 1; 2; :::; pk�1gmno¾ina v¹ech men¹ích soudìlných èísel, velikost této mno¾iny je pk�1 a tudí¾ '(pk) =pk � pk�1.A» je NSD(n;m) = 1. Zaveïme zobrazení f : fl ; l = 0; 1; 2; :::; nm � 1g !f(r; s) ; r = 0; 1; 2; :::; n�1 a s = 0; 1; 2; :::; m�1g takto: f(l) = (lmod n; lmodm). PodleVìty 1.5 je f bijekce. Zbývá ukázat, ¾e NSD(l; nm) = 1 právì kdy¾ NSD(l mod n; n) = 1a zároveò NSD(l mod m;m) = 1. Pokud jsou l mod n a n soudìlná, pak jsou l a nsoudìlná a tudí¾ i l a nm soudìlná. Pokud jsou naopak l a nm soudìlná, pak jsou podleLemmatu 1.4 buï l a n soudìlná nebo l a m soudìlná. Pøedpokládejme, ¾e jsou napøík-lad l a n soudìlná. Snadno podle Lemmatu 1.1 zjistíme, ¾e pak musejí být l mod n a nsoudìlná. 2Pøímý dùsledek lemmatu:



D�usledek 1.7 Je-li n = pk11 pk22 :::pkrr rozklad èísla n, kde p1; :::; pr jsou po dvou rùznáprvoèísla a k1; :::; kr > 0, pak '(n) = (pk11 � pk1�11 )(pk22 � pk2�12 ):::(pkrr � pkr�1r ).Pøíklad. Spoèítejme Eulerovu funkci v èísle 1500. Rozklad na souèin kladných mocninrùzných prvoèísel je 1500 = 22 � 3 � 53 a tedy '(1500) = (22 � 21)(31 � 30)(53 � 52) =2 � 2 � 100 = 400.Úkol. Najdìte v¹echna n 2 N , pro která je '(n) = 4. Najdìte v¹echna n 2 N , pro kteráje '(n) = n� 2.1.B Kongruence a faktorizace celých èíselRelaci dìlitelnosti mù¾eme zavést na mno¾inì v¹ech celých èísel. Tedymjn pro n;m 2Z, pokud existuje k 2 Z tak, ¾e n = km. I v tomto pøípadì zùstává v platnosti Lemma1.1. Relace dìlitelnosti ov¹em ji¾ není slabì antisymetrická, napøíklad 1j � 1 & � 1j1.Rozdíl ale není tak velký. Pokud mjn, pak pro absolutní hodnoty platí jmj � jnj, aproto z mjn &njm vyplývá jmj = jnj. Naopak v¾dy nj � n. Èísla se stejnou absolutníhodnotou tedy v relaci dìlitelnosti na Z splývají a pro nenulová n;m 2 Z platí mjn v Zprávì kdy¾ jmj j jnj v N .Dìlitelnost na Z n f0g tedy "vypadá" stejnì jako dìlitelnost na N . Dále platí nj0pro ka¾dé n 2 Z. V dìlitelnosti na Z tudí¾ pøibude nejvìt¹í prvek 0. Z toho plyne, ¾ezákladní vlastnosti dìlitelnosti na pøirozených èíslech platí i pro celá èísla. Napøíklad:Ka¾dá dvì celá èísla mají v Z nejvìt¹ího spoleèného dìlitele i nejmen¹í spoleèný násobek.Pro n;m 2 Z tedy platí, ¾e NSD(n; 0) = �n a NSD(n;m) = �NSD(n;m) =NSD(jnj; jmj).Pøeformulujme dìlení se zbytkem pro Z:Dìlení se zbytkem pro Z. Pro ka¾dá dvì celá èísla n a m, m 6= 0, existují celá èíslak a r tak, ¾e n = km + r a pøitom jrj < jmj.Tvrzení lze snadno nahlédnout, podobnì jako pro pøirozená èísla. Zbytek sice neníurèen jednoznaènì, ale pøesto tato formulace zaruèuje dobré fungování Eukleidova algo-ritmu v Z.Pøíklad. Zvolme n = 5 a m = 3. Máme dvì mo¾né volby k = 1, pak 5 = 1 � 3 + 2 sezbytkem 2, a k = 2, pak 5 = 2 � 3 � 1 se zbytkem �1. Eukleidùv algoritmus pak mù¾emít rùzný prùbìh. Napøíklad5 = 1 � 3 + 2, zbytek r1 = 23 = 1 � 2 + 1, zbytek r2 = 12 = 2 � 1 + 0, tedy NSD(5; 3) = 1a nebo



5 = 2 � 3� 1, zbytek r1 = �13 = �3 � �1 + 0 a NSD(5; 3) = �1.V prvním pøípadì probíhá algoritmus pouze v pøirozených èíslech.Pro pevné k 2 Z zaveïme na celých èíslech ekvivalenci modulo k, znaèíme �k, takto:n �k m právì kdy¾ kjn �m. Tedy n �k m právì kdy¾ n a m dávají stejné zbytky podìlení k.Lemma 1.8 Pro ka¾dé k 2 Z je relace �k ekvivalence na Z. Pøitom kdykoli n1, n2,m1, m2 2 Z jsou taková, ¾e n1 �k n2 a m1 �k m2, pak n1 +m1 �k n2 +m2.D�ukaz. Uka¾me napøíklad, ¾e �k je tranzitivní. A» je n �k m a m �k l. Pak n � l =(n�m) + (m� l) a podle Lemmatu 1.1 platí kj(n� l).Zbývá spoèítat (n1 + m1) � (n2 + m2) = (n1 � n2) + (m1 � m2), co¾ opìt podleLemmatu 1.1 dává kj(n1 +m1)� (n2 +m2). 2Jinými slovy, pokud v souètu vymìníme (nìkterá) èísla za ekvivalentní, dostanemeekvivalentní výsledek. To umo¾òuje provádìt "ekvivalentní úpravy" jako pøi poèítání srovností. Pokud napøíklad n � m+ l, pak n� l � m, nebo» z re
exivity je �l � �l.V Lemmatu jsou vypsány vlastnosti kongruence.De�nice. Relace � na Z se nazývá kongruence, pokud je � ekvivalence a pro v¹echnan1; n2; m1; m2 2 Z taková, ¾e n1 � n2 a m1 � m2, platí n1 +m1 � n2 +m2.Oznaèení. A» je � ekvivalence na mno¾inì X. Oznaème [x]� = fy 2 X ; y � xg, tedy[x]� je tøída prvku x v ekvivalenci �.V¹imli jsme si, ¾e zbytek nmodm není v Z jednoznaènì urèený. Z rovnosti n = lm+rale plyne r �m n a mù¾eme mluvit o (jediné) zbytkové tøídì [n]�m .Zopakujme si, ¾e systém v¹ech tøíd ekvivalence� na mno¾inìX tvoøí rozklad mno¾inyX. To znamená, ¾e pro ka¾dé x; y 2 X platí buï [x]� = [y]� nebo [x]� \ [y]� = ;, apøitom (samozøejmì) X = Sx2X [x]�.Pøíklad. Rozklad podle kongruence �1 má jedinou tøídu, tedy v¹echna èísla jsou kon-gruentní. Rozklad podle kongruence �0 má pouze jednoprvkové tøídy, tedy ¾ádná dvìrùzná èísla nejsou kongruentní.Popis kongruencí na Z. Uká¾eme, ¾e �k, k 2 Z, jsou jediné kongruence na celýchèíslech.Nejdøíve si uvìdomme, ¾e ka¾dá kongruence � na Z je jednoznaènì urèená tøídou 0,tedy mno¾inou [0]�. Toti¾ pro n;m 2 Z platí, ¾e n � m právì kdy¾ n�m � 0. Pokudje n �m � 0, pak (podle de�nice) kjn �m a tedy n � m. Pokud naopak n � m, pakkjn�m a tedy n�m � 0. Vidíme, ¾e [n]� = fn+ l ; l � 0g.Zbývá tedy pro danou kongruenci � najít k 2 Z tak, aby [0]� = ft � k ; t 2 Zg. Pakbude z jednoznaènosti � = �k.



Pokud je [0]� = f0g, pak � = �0.A» [0]� 6= f0g a a» je k 2 [0]� prvek s nejmen¹í nenulovou absolutní hodnotou.Je-li l � 0, pak je i l + k � k, nebo» k � k, a tedy l + k � 0. Z l � 0 také plynel � k � �k, tedy z 0 � k plyne �k � 0 a z tranzitivity l � k � 0. Ukázali jsme inkluzift � k ; t 2 Zg � [0]�.Doka¾me opaènou inkluzi. Zvolíme l 2 [0]� a budeme dokazovat, ¾e kjl. Vydìlmel = sk + r se zbytkem r, jrj < jkj. Máme sk + r = l � 0, tudí¾ r = l � sk � �sk. Jakjsme ji¾ dokázali �sk � 0, proto r � 0, co¾ díky volbì k nutnì dává r = 0. Vidíme, ¾el = sk a kjl.Oznaèení. Pro T; S � Z dvì podmno¾iny Z polo¾íme T +S = fn+m ; n 2 T; m 2 Sg(souèet podmno¾in po prvcích).Faktorizace. A» je � kongruence na Z (tedy � = �k pro vhodné k) a a» T a S jsoutøídy �. Platí, ¾e T + S je opìt tøída kongruence �.Zvolme n; n1 2 T a m;m1 2 S. Z vlastností kongruence plyne n + m � n1 + m1a tedy v¹echny prvky T + S jsou navzájem kongruentní. Je-li naopak l � n +m, pakl � n � m a dostaneme l = n + (l � n) 2 T + S.Ukázali jsme, ¾e existuje tøída R kongruence � taková, ¾e T + S = R. To námumo¾òuje zavést sèítání tøíd �. Mno¾ina fT ; T tøída �g v¹ech tøíd kongruence �se sèítáním tøíd se nazývá faktor Z podle kongruence �. Pro faktor budeme pou¾ívatznaèení Z= �.Pøíklady. 1) Kongruence �0 má pouze jednoprvkové tøídy a proto Z= �0 = Z.2) V¹echna èísla jsou kongruentní v �1 a proto má faktor Z= �1 jediný prvek,oznaème ho T , a platí T + T = T .3) Podívejme se podrobnìji na kongruenci �3. Oznaème pro zkrácení v tomto pøík-ladu � = �3. Tøída [0]� má prvky::::::; �9; �6; �3; 0; 3; 6; 9; ::::::Èíslo 1 není prvkem [0]� a proto [1]� \ [0]� = ;. Prvky [1]� jsou::::::; �8; �5; �2; 1; 4; 7; 10; ::::::Platí [1]� = f1g+ [0]�. Dále zbývá napøíklad èíslo 2. Prvky [2]� jsou::::::; �7; �4; �1; 2; 5; 8; 11; ::::::Opìt [2]� = f2g+ [0]�.Získali jsme Z = [0]�[ [1]�[ [2]� rozklad celých èísel. Faktor Z= � má tedy tøi prvkya sèítání tøíd mù¾eme zapsat do tabulky:



+ [0]� [1]� [2]�[0]� [0]� [1]� [2]�[1]� [1]� [2]� [0]�[2]� [2]� [0]� [1]�Do tabulky vyplòujeme souèty tøíd v levém sloupci a v horním øádku. Vidíme, ¾e napøík-lad [1]� + [2]� = [3]� = [0]�. Pro sèítání tøíd platí [i]� + [j]� = [r]�, kde r je nìjakýzbytek i+ j modulo 3.Zbytek 1 mod 3 není v Z jednoznaènì urèený. Máme 1 = 0 � 3+ 1 nebo 1 = 1 � 3� 2.Oba zbytky 1 a �2 jsou samozøejmì kongruentní modulo 3.Tvar faktoru Z= �k. V tomto odstavci bude � znaèit �k pro pevnì zvolené k 2 Z.Víme, ¾e dìlitelnost nerozli¹uje znaménko, proto mù¾eme pøedpokládat, ¾e k � 0.Tøída [0]� má prvky::::::; �3k; �2k; �k; 0; k; 2k; 3k; ::::::Tøída [1]� má prvky::::::; �3k + 1; �2k + 1; �k + 1; 1; k + 1; 2k + 1; 3k + 1; ::::::Tøída [i]� má prvky::::::; �3k + i; �2k + i; �k + i; i; k + i; 2k + i; 3k + i; ::::::Vidíme, ¾e Z = Si=0;:::;k�1[i]� je rozklad celých èísel a faktor Z= � má tedy k prvkù.Faktor Z= � se obvykle znaèí Zk (nìkdy také Z=kZ).Místo poèítání se tøídami faktoru v tomto pøípadì obvykle pracujeme s reprezentacítøíd vybranými prvky. Mù¾eme si pøedstavit Zk jako mno¾inu f0; 1; 2; :::; k�1g se sèítáními + j = (i + j) mod k, kde zbytek modulo k volíme nezáporný. Vyplòme èást tabulkysèítání ve faktoru pomocí reprezentantù:+ 0 1 2 :::::: k � 3 k � 2 k � 10 0 1 2 :::::: k � 3 k � 2 k � 11 1 2 3 :::::: k � 2 k � 1 02 2 3 4 :::::: k � 1 0 1...k � 3 k � 3 k � 2 k � 1 :::::: k � 6 k � 5 k � 4k � 2 k � 2 k � 1 0 :::::: k � 5 k � 4 k � 3k � 1 k � 1 0 1 :::::: k � 4 k � 3 k � 2



Úkol. Uka¾te, ¾e f5;�4; 12; 3;�6g je reprezentace tøíd kongruence �5 vybranými prvky.Vyplòte tabulku sèítání ve faktoru pomocí reprezentantù.+ 5 � 4 12 3 � 65�412 ?3�6


