3.B Okruhy polynomu

V této podkapitole odvodime nékteré vlastnosti okruhti polynomt v jedné proménné
nad komutativnim télesem. Znalosti, které zde ziskdme, budeme pouzivat v dalsi kapitole
o komutativnich télesech.

Pripomenme si nejdiive definici télesa. Komutativni okruh 7T je téleso, pokud pro
kazdé 0 # t € T existuje prvek s € T tak, ze ts = 1. Znac¢ime s = ¢! a mluvime
o inverznim prvku k t¢. Téleso mizeme také definovat jako komutativni okruh 7', ve
kterém je mnozina nenulovych prvkd T* = T \ {0} uzaviend na nasobeni a T*(-) je
grupa. Zdiraznéme, Ze vSechna télesa v této predndsce budou komutativni. Abychom se
déle vyhnuli trividlnim pripadim, budeme vzdy predpokladat, ze v télese T je 0 # 1.
Dosud jsme mluvili o téchto piikladech téles: Q, R, C a Z, pro prvocislo p.

Definice. At je T komutativni téleso a x ¢ T novy symbol. Soucet p = Y eNu (0} tixt,
kde z° = 1 € T a t; jsou prvky T aZ na kone¢n& mnoho indexii 7 € NU{0} rovné nule, se
nazyva polynom v proménné x nad télesem T. Prvky t; se nazyvaji koeficienty polynomu
p. Nejvétsi n € NU{0} takové, 7Ze ¢, # 0, se nazyva stuperi polynomu p, znaéime jej st p,
koeficient t,, se pak nazyva vedouci koeficient p. Pro nulovy polynom 0 € T definujeme
st 0 = —oo. Cislo ¢y = tox® se nazyva absolutni clen p.

Je-li n € N U {0} ¢islo vétsi nebo rovné stupni polynomu p = Ez’eNU{O} tixt, staci
psat pouze p = X, tix' = to + t1x + tox® + ... + t,2". VétSinou budeme pouzivat
tento zapis.

Polynomy stupné nejvyse nula jsou totozné s prvky 7. Polynomy stupné nula jsou
praveé prvky 7.

Séitani a ndsobeni polynomi. Ozna¢me 7T'[z] mnozinu vSech polynomt v proménné
z nad t&lesem T Pro p,q € T[z], p = ZieNu{o) tizt, g = ieNu(oy s;2° definujeme soudet

a soucin
_ k
P-4 =X Nuoy (Ei,jeNU{O}, itj=k tis;)z”.
Snadno se ovéri, ze vysledky jsou opét polynomy. Pro p - ¢ je koeficient u z* roven 0

kdykoli je k > st p+ st ¢g. Definovali jsme dvé operace na mnoziné T[z]. UkdZeme, Ze
T|x] je s témito operacemi komutativni okruh.

k

Lemma 3.7 T[z] je vektorovy prostor nekoneéné dimenze nad télesem T .

Diikaz. Staci si uvédomit, Ze polynom p = X, N, (0} t;z* si miZeme predstavit jako
posloupnost koeficientti (g, ¢1,...). S¢itani polynomi je séitani téchto posloupnosti po
slozkach. Nasobeni skaldrem plyne z definice nasobeni polynomt: ¢-p = (t2°) - p =
¥ieNU 0 (tt;)xt. Tedy t - (to,t1,...) = (tto,tt1,...) (posloupnost vynasobime skaldrem



tak, Ze ji vynasobime v kazdé slozce). T'[z] je tedy vektorovy prostor az na konecéné
mnoho mist nulovych posloupnosti prvkii 7'. Tento prostor ma nekone¢nou bazi tvorenou
mocninami z, B = {z'; 1 e NU{0}}. O

Z predchoziho lemmatu (a z vlastnosti vektorového prostoru) plyne, ze T[z](+) je
komutativni grupa. Zbyvajici vlastnosti okruhu dokdzeme v nasledujicim lemmatu:

Lemma 3.8 Nasobeni polynomi je komutativni, asociativni, md neutrdlni prvek a je
distributivni vzhledem ke scitdni polynomai.

Diikaz. Méjme polynomy p = ZieNU{O} tixt, g = EieNU{O} szt a h = ZieNU{O} vizt. V
predchozim diikazu jsme nésobili skaldrem ¢ -p = ¥, 0) (tt)z* =p-t, tedy 1 € T je
neutrdlni prvek 7'[z]. Déle je

P q)-h = CpeNooy BijeNooy, itjmn tis;)z*) - h =

!
ZieNu{o) (2 1iSjUm) "
Vysledny polynom nezavisi na pofadi ani na uzévorkovani souc¢inu, proto je nasobeni
polynomi komutativni i asociativni. Na zévér spocitejme

4,5;meNU{0}, i+j+m=l

h-(p+q) =h (ZjeNuy i +50)7") = ZpeNugey (CigeNugoy, ijon vilts +59))2° =

_ k ky _
= (EkeNU{O} (Ei,jeNU{O}, iti=k vit;)x )+(EkeNU{0} (Ei,jeNU{O}, i+j=k vis;)a") = h-p+h-q.
O

Okruh T[z] se nazyva okruh polynomi v jedné promeénné nad T. Operaci nasobeni
budeme obvykle vynechavat a misto p - ¢ psat pouze pq.

Ukol. Dokaite, 7e st (p + ¢q) < max(st p,st ¢). Je-li st p # st g, pak st (p + q) =
max(st p, st ¢). Dokazte, Ze st (p-q) = st p+ st q.

Na T[z] mfizeme stejnym zpiisobem jako v N zavést relaci délitelnosti. Rekneme, 7e
p € T|x] déli q € T|x], pokud existuje h € T[z] tak, ze ¢ = hp. Zna¢ime p|q. Nejmensi v
délitelnosti polynomi jsou prvky 7*. Nejedna se tedy o usporadani, ale je to usporadani
az na takzvanou asociovanost. Polynomy p, ¢ € T[z] se nazyvaji asociované, pokud pl|q
a zaroven ¢|p. Tento vztah budeme znadit p||g. Z vlastnosti stupii snadno zjistime, Ze
pro p|lg plati st p = st ¢ a tedy nutné p = tq pro vhodné ¢ € T*. Polynomy jsou tudiz
asociované prdve kdyz jeden je nenulovy skaldrni nasobek druhého.

Pro délitelnost polynomil plati fada vlastnosti analogickych délitelnosti v N. Je to
predevsim déleni polynomii se zbytkem, existence nejvétsich spolecnych déliteli a jed-
noznac¢né rozklady na souc¢in ”prvocisel”. Jednoznacnost rozkladi je zde myslena az na
asociovanost.

Lemma 3.9 (déleni polynomi se zbytkem) Pro p,q € T[x], p # 0, existuji jednoznacné
urcené polynomy h,r € Tx] tak, Ze ¢ = hp +r a zdroven st r < st p.



Diikaz. V diikazu existence budeme postupovat indukci podle stupné g. Pro ¢ = 0 musi
byt h = 0 ar = 0. Af je nyni st ¢ > 0 a at tvrzeni plati pro vSechny dvojice p,q,
st ¢ < st q. Je-li st ¢ < st p musi byt opét h =0 a tedy r = q. Pro m = st ¢, n = st p,
m > n, poloime t = s, /t,, kde ¢ = Zizo,_m 87’ a p= Yo, t;z". Stupeir polynomu
tx™ ™p je m a jeho vedouci koeficient je s,,, tedy pro g = g — tz™ "p je st § < st gq.
Podle indukéniho predpokladu existuji h,r € T[x] tak, Ze § = hp + 7 a st r < st p.
Polozime-li h = h + tz™ ™, pak dostaneme ¢ = hp + 7.

K jednoznacnosti si stac¢i uvédomit, ze kdykoli je g = hp+r =hip+ry, st r <stp
a st r < st p, pak je 1 —r = (h — hy)p. ProtoZe st (r; —r) < st p, musi byt h — hy; = 0.
Tedy h=hiar=q—hp=q—hip=r,. 0

Jednozna¢né uréeny zbytek r budeme znaéit ¢ mod p (¢ modulo p).

Déleni se zbytkem lze vyuzit v Eukleidové algoritmu i pro polynomy - zcela analogicky
jako v N (stupen zbytku se nemtiZe stale zmensovat). My pouzijeme k diikazu existence
a vyjadreni NSD trochu jiny postup.

Definice. At je R komutativni okruh a a je prvek R. Snadno zjistime, Ze mnozZina
aR = {ab ; b € R} je idedl R. Ideal aR se nazyva hlavni idedl generovany prvkem a.
Rekneme-li, 7e ideél I je hlavni, myslime tim, Ze existuje a € R tak, Zze I = aR.

Lemma 3.10 Kazdy idedl okruhu T[z] je hlavni.

Diikaz. At je I # 0 idedl T[z]. Zvolme 0 # p € I s nejmenSim moZnym stupném.
Dokazeme, ze I = pT[z]. Jisté plati pT'[x] C I. Naopak zvolme ¢ € I a vydélme se
zbytkem ¢ = hp+r, st r < st p. Mame r = g — hp € I, nebot hp € I, a proto musi byt
r=0aq=nhpepl[z]. O

Definice. Polynom h, ktery déli polynomy p i ¢ se nazyva spolecny délitel p a q. Plati-li
navic h|h kdykoli je h spolecny délitel p a g, pak se h nazyva nejuétsi spolecny délitel p
a q. Zna¢ime opét h = NSD(p, q).

Nejvétsi spolecny délitel je urceny jednoznac¢né az na asociovanost, tedy je-li A =
NSD(p, q) a hl|g, pak je také g = NSD(p, q). Naopak jsou-li hy, he = NSD(p, q), pak je
h1l|hs.-

Lemma 3.11 KaZdé dva polynomy magi v T [x] nejvétsiho spolecného délitele. Je-li h =
NSD(p, q), pak existuji polynomy p,q € T[z] takové, Ze h = pp + 7.

Diikaz. Zvolme p,q € Tz]. Polozme I = pT[z] + ¢qT[x] = {ph1 + qha ; h1,hs € T[x]}.
Snadno se ovéii, ze I je idedl T[xz] (soucet dvou ideali). Pak ale existuje h € T[z] tak,
7e I = hT|z]. Ukdzeme, 7e h = NSD(p,q). Nejd¥ive p,q € I, tedy hl|p a h|q. At je h
spole¢ny délitel p a q. Pak p,q € hT[z], tedy pT[z] + qT[x] C AT|z]. Ukazali jsme, Ze
I C hT[z], proto h € hT[z] a h|h.

Existence polynomi P, § plyne z h € pT[x] + ¢T[x]. O



V diikazu jsme pouZivali fakt, Ze hT[z] C AT |x] pravé kdyZ h|h. Navic jisté plati
hT[z] = hT[z] pravé kdy?z jsou h a h asociované. Vidime, 7e uspordddni idedli inkluzi
je obracené uspordidani polynomi délitelnosti az na asociovanost.

Maximéalnim idedlim odpovidaji takzvané nerozlozitelné, ireducibilni, polynomy,
které hraji roli prvocisel v T'[z].

Definice. Polynom p € T'[z] se nazyva ireducibilni, pokud je st p > 1 a p neni soudin
dvou polynomt nizsich stupni.

VSechny polynomy stupné 1 jsou ireducibilni. Jedinymi déliteli ireducibilniho poly-
nomu jsou asociované polynomy (maji stejny stupen) a nenulové skalary. Prvky 7 jsou
nejmensi v délitelnosti. Ireducibilni polynomy jsou tedy miniméalni v délitelnosti a proto
odpovidaji maximalnim idealim.

Faktor T'[z]/p. Pro polynom p € T'[z] budeme faktorovy okruh 7T'[x]/pT[x] znadit T[x]/p
a mluvit o polynomech modulo p. Pro p = 0 plati T[z]/0 = T'[z]. At je p # 0. Polynom
g € T|z] mizeme vydélit se zbytkem ¢ = hp + r, st r < st p. Vidime, ze ¢ + pT[z] =
r+pT[x]. Jsou-li ¢; # go polynomy stupné ostie mensiho nez st p, pak p nedéli ¢; — g, a
tedy ¢ + pT'[x] # qo + pT[x]. Zjistili jsme, Ze t¥idy ve faktoru T[z|/p odpovidaji pFesné
polynomiim stupné mensiho nez st p. Miizeme proto ztotoznit:

Tlz]/p={q € Tlz]; st ¢ <st p}.

V této reprezentaci T[x]/p sCitAme polynomy bézné po slozkdch a nasobime tak, Ze
vysledek soucinu je zbytek po vydéleni souc¢inu polynomu polynomem p. Také vidime, ze
T[z]/p je vektorovy prostor nad 7" dimenze st p, dimy T[z]/p = st p. Baze T[z]/p nad
T je napifklad mnozina {1 = z° z, 2%, ...,2°* ? '} (porovnejte s konstrukei Z,!).

Lemma 3.12 Je-li p € T'[z] ireducibilni polynom, pak T|[x]/p je téleso a dimr T[x]/p =
st p.

Diikaz. 1deél pT[z] je maximdlni, tedy podle Véty 3.6 je T[z]/p téleso. O

Priklad. 1) At je p = 22 — 2 € Q[z]. Pokud mé& p netrivialni rozklad na souéin, pak je
ve tvaru p = (z + a)(z + b). Pfitom musi platit ab = —2 a a + b = 0, tedy a* = 2.
Tuto vlastnost ale nemd zadné raciondlni ¢éislo, proto je p nerozlozitelny v Q[z]. Téleso
Q[x]/x? — 2 je vektorovy prostor dimenze 2 nad Q s bazi {1,xz}, tedy Q[z]/z*> — 2 =
{c+dz ; c,d € Q}. Prvek x m4 ve faktoru vlastnost x2 — 2 = 0. To znamen4 (pozd&ji
dokazeme presnéji), 7ze mizeme vyjadiit faktor ve tvaru:

Qz]/2®> —2={c+dV2; ¢,d € Q}.

2) Nerozlozitelnost polynomu p = 22 + 1 € R[z| miizeme ukizat podobné. Pokud
p=(r+a)(z+b),pakab=1aa+b=0,tedy a> = —1. Takové realné &slo neexistuje
a proto je p v R[z] nerozloZitelny. T&leso R[z]/z? +1 = {c+dz ; ¢,d € R} a pro z plati
v tomto télese vztah z? + 1 = 0. MliZeme tedy vyjadfit faktor ve tvaru:

Rlz]/2*+1={c+di; ¢,d € R} = C.



Ukol. Dokazte bez pouziti Lemmatu 3.12, 7e mnozina Q[z]/2%—2 = {c+dv?2; ¢,d € Q}
z Prikladu je podtéleso R!

Lemma 3.13 A?¢ je p € T[x] ireducibilni polynom a q,h € T[z]. Pokud p|qh, pak p|q
nebo plh.

Diikaz. Jedné se o vlastnost analogickou ekvivalentni definici prvodcisla. Idedl pT[x] je
maximalni. Pfedpokladejme napiiklad, Ze p nedéli q. Pak ¢ ¢ pT'[z]| a idedl I = pT'[z] +
qT[x] (souCet ideald) je v inkluzi ostfe vétsi nez pT'[z]. Proto I = R a tedy 1 = pp+ ¢g
pro vhodné polynomy p,q € T'[z|. Vynasobenim dostaneme h = hpp + hqg. Jisté p déli
hpp a také hqg, nebot p|gh. Tudiz p déli h. O

Pred vyslovenim néasledujici Véty si uvédomime jednoduchou vlastnost pocitani s
polynomy. Jsou-li p,q, h € T|[x], h # 0, takové, ze ph = qh, pak musi byt p = ¢ (lze
zkratit o nenulovy polynom). Totiz z (p — ¢)h = 0 plyne p — ¢ = 0 nebo h = 0 (stupeti
soucinu je soucet stupiii). Totéz plati pro asociovanost: je-li ph||gh a h # 0, pak je p||q.
Ptedpoklad ph||gh 1ze pfevést na predchozi piipad - existuje ¢t € T* tak, 7ze ph = tqh,
tedy p = tq.

Véta 3.14 KazZdy polynom stupné alespon 1 md aZ na asociovanost jednoznacny rozklad
na soucin ireducibilnich polynoma.

Diikaz. At je p € T[x]. Nejdiive ukdzeme existenci rozkladu. Budeme postupovat indukei
podle st p. Polynomy stupné 1 jsou ireducibilni. Pfedpokladejme, Ze st p > 1 a Ze p neni
ireducibilni. Zvolme mezi déliteli p polynom ¢ nejmensiho mozného kladného stupné.
Polynom g je jisté ireducibilni. Mdme p = ¢p pro vhodny p € T[z], 1 < st P < st p. Pro
P muzeme pouzit indukéni predpoklad.

Nyni dokdZeme jednoznacnost. At jsou pips...pk||g1g2---q; asociované soudiny ire-
ducibilnich polynomii. Postupujme indukci podle délky prvniho rozkladu, tedy podle
k. Je-li k = 1, pak je i | = 1, nebot p; je ireducibilni, a pi||¢;. Pfedpokladejme, Ze
k > 1 a ze dva asociované souciny ireducibilnich polynomi jsou shodné az na potadi a
asociovanost polynomi, pokud je alespon jeden ze soucini krat$i nez k. Jisté pg|g1qa...q;
a tedy opakovanou aplikaci Lemmatu 3.13 najdeme 1 < i <[ takové, Ze p|¢;. Pak musi
byt pk||g; nebot st pr > 1. Mame (p1pa...px1)Pk||(G1¢2---¢i—1Gi+1---q1) P, @ mUZeme zkratit
PP2---Pk-1||1@2--¢1¢i+1..-q- Z indukéniho predpokladu je K —1 =1 —1 a tyto zkrécené
souiny jsou az na poradi a asociovanost shodné. Disledkem je shodnost pivodnich
soufini, tedy k& = [ a po vhodném piecislovani je pi||q1, pol|g2, ---, Prllgk. O

Pted definici a odvozovanim vlastnosti kofenti polynomi se podivame na vlastnosti
dosazovdni. Tvrzeni vyslovime obecnéji pro dosazovani prvkii komutativniho okruhu,
ktery obsahuje téleso T'.

Lemma 3.15 (o dosazovani) At je T téleso a zdrover podokruh komutativniho okruhu
R. At je a prvek R. Dosazenim a do polynomu p € T[z] myslime dosazeni prvku a za
proménnou x a vycisleni vgrazu p(a) v okruhu R. Pfislusné zobrazeni d, : T[x] — R,
p — pl(a), je okruhovy homomorfismus.



Diikaz. Je-lit € T, pak d,(t) = t(a) = t (dosazeni do skaldru je trividlni). Tedy d,(1) = 1.
Déle pro p,q € Tz], p = Ez’eNU{O} Lixt, q= EieNU{O} s;x* plati:

(p + C]) (CL) = (EiENU{O} (tz + SZ)SEZ)(G) = EiENU{O} (tz + si)ai =

(EiENU{O} tia') + (EiENU{O} sia') = p(a) + q(a)
a také

k

k _
(pg)(a) = (EkeNU{O} (Ei,jeNU{O}, itj=k tisj)z”)(a) = EkeNu{o} (Zi,jeNU{O}, it+j=k tisj)a” =

(ZieNugoy ti0") - (ZjeNuqoy 5i07) = pla)a(a).

V definici séitani a nasobeni polynomil pouzivame pouze obecné vlastnosti sé¢itani
a nasobeni, které plati v kazdém komutativnim okruhu. Konstrukce okruhu polynomi
T|x] je tedy vlastné ”volné” piidani nového prvku z k télesu 7. Dosazeni prvku a € R
Ize chapat jako specifikaci prvku z.

Definice. Méjme 7" < R, a € R a d, : T[z] — R jako v predchozim lemmatu. Vime,
ze Ker(d,) je hlavni ideal okruhu 7T'[x] a obraz Im(d,) je podokruh R. Generator idedlu
Ker(d,) nazyvame minimalni polynom prvku a nad télesem T a znac¢ime ho mr,. Obraz
Im(d,) zna¢ime Ta).

Minimélni polynom je ur€eny jednoznacné az na asociovanost. Je-li mg, = 0, zna-
mena to, Ze prvek a nespliuje zadny netrivialni polynomialni vztah s koeficienty v 7T'.

Kazdy podokruh okruhu R, ktery obsahuje T i a, jisté musi obsahovat vSechny
(nezaporné) mocniny a a také vSechny jejich linedrni kombinace nad 7', coz jsou pravé
prvky tvaru p(a). Z toho plyne, ze T'[a] je nejmensi podokruh R obsahujici T' i a. Miizeme
proto Fici, ze T'[a] je podokruh generovany mnozinou T U {a}.

Dale plati:

Tla]/mrq = Ta),

tedy T[a] je téleso prave kdyZ je polynom mr, ireducibilni. Pro mg, # 0 vime, Ze prvky
faktoru T'[z]/mr, miZeme ztotoznit s polynomy mensiho stupné nez st my, (v kazdé
tridé faktoru je jediny takovy polynom). Proto pro my, # 0 plati:

Tla]l ={q(a) ; g € T[z], st ¢ < st mp,}.

Piklad. Vratme se ke zminénym faktoriim Q[z]/z? — 2 a R[x]/x? + 1. V prvnim p¥ipadé
uvazme dosazeni d 5 : Q[z] — R. Jiz jsme ukézali, Ze je polynom 2 — 2 ireducibilni
nad Q, tedy I = (z* — 2)Q[z] je maximélni idedl Q[z]. Jisté je 22 —2 € Ker(d,s5), tedy
I € Ker(d ;) # Q[z], nebot dosazeni je nenulovy homomorfismus (naptiklad prvky
télesa se pfi dosazeni neméni). To znamend, ze I = Ker(d s;) a proto 2% —2 = mQ 3
Dostavame

Qlz]/2® — 2= Q[V2] = {c+dV2; ¢,d € Q}.



V druhém piipadé zcela analogicky dojdeme pifi zkoumadni dosazeni d; : R[z] — C k
izomorfismu
Rlz]/2° + 1 2 R[i] = {c+di ; ¢,d € R} = C.

Ve zbytku této podkapitoly budeme mluvit o dosazovani prvku télesa 7', tedy o
homomorfismech T'[z] — T. Vlastnosti homomorfismu budeme velmi ¢asto pouzivat.

Definice. At je p € T[z] polynom a a € T. Prvek a se nazyva kofen polynomu p, pokud
je p(a) = 0.

Lemma 3.16 At jep € T[z] a a € T. Prvek a je koten p prdavé kdyz x — a |p.

Diikaz. Pokud = —a |p, pak p = (x — a)q pro néjaké ¢ € T'[z] a tedy p(a) = (a—a)q(a) =
0-g(a) = 0. Pfedpokladejme, Zze a je kofen p. Vydélme se zbytkem p = h(z — a) + 7,
st 7 < 1. Z dosazeni 0 = p(a) = h(a) - 0 + r(a) plyne, ze r(a) = 0. Ale to znamena, Ze
r =0, nebot € T a tudiz r = r(a). Dokéazali jsme, Ze © — a [p. O

Z lemmatu plyne, Ze je-li p € T[z] ireducibilni polynom stupné alespon 2, pak p
nemé v T kofen. Tuto ivahu ale nelze obratit: naptiklad polynom (z? + 1)? € R[x] ma
tytéz kofeny jako z? + 1, tedy neméa zadny reilny koien, ale presto neni ireducibilni!

Polynom z predchoziho odstavce byl stupné 4. Polynomy stupné 1 jsou ireducibilni
a maji vidy jediny kofen. At je p € T[] stupné 2 nebo 3. Neni-li p ireducibilni, pak ma
rozklad na souéin polynomi nizsich stupid, tedy p ma délitele stupné 1. Mame tz+s |p
pro vhodné ¢t € T* a s € T. Vidime, Ze p ma kofen —s/t. Ukdzali jsme, Ze polynom
stupné 2 nebo 3 je ireducibilni prive kdyzZ nemd koren.

Definice. At je p € T[z] polynom a a € T kofen p. Je-li k € N nejvétsi takové, ze
(x — a)*|p, pak se &slo k nazyva ndsobnost korene a. Je-li k > 2, pak ifkame, Ze a je
vicendsobny koren polynomu p.

Véta 3.17 Nenulovy polynom stupné n nad komutativnim télesem md nejvyse n koreni
© § nasobnostmi.

Diikaz. Dokazujme indukci podle stupné. Polynomy stupné 0 nemaji zadné kofeny. At
je p € T|x] polynom stupné n > 1 a a € T kofen p nésobnosti k. Existuje rozklad
p = (z — a)kq pro vhodné ¢ € T[z]. Je-li b # a n&jaky dalsi kofen p, pak z — b|p a tedy
x —blq, coZ plyne z jednoznacénosti rozkladi na ireducibilni polynomy (polynomy stupné
1 jsou ireducibilni a  — a neni asociovany s x — b pro a # b). Vidime, Ze v8echny dalsi
kofeny p rizné od a jsou také koreny ¢. Zbyva pro ¢ pouzit indukéni predpoklad spolu
s faktem, ze st g =n — k. O

Multiplikativni grupa koneéného télesa je cyklicka. V kapitole o grupach jsme
dokazovali, Ze Z, je téleso pro prvocislo p. Uvédomme si, Ze jiZz zndme konstrukci dalsich
koneénych (= s konefné mnoha prvky) téles. Staci vzit néjaky ireducibilni polynom
q € Z,[z] a faktor

Zy|z]/q



je konec¢né téleso s p™ prvky, kde n je stupen ¢ (Z,[z]/q mizZeme chapat jako mnozinu
polynomi nad Z, mensiho stupné nez n, pocet téchto polynomi je p"). Napiiklad 9-
prvkové téleso ziskdme volbou polynomu z? + z + 2 € Z3[x] (dokaZte si ireducibilitu!).

Cilem tohoto odstavce je dokazat, Ze grupa T*(-) je cyklickd pro konetné téleso T'.
Zvolme k € N a uvazme polynom z¥ — 1 € T[z]. Je-li H k-prvkova podgrupa grupy
T*(-), pak pro t € H plati t* = 1 (¥a4d prvku déli ¥ad grupy). Tedy kazdy prvek H je
kofen polynomu z* — 1. Podle Véty 3.17 m4 polynom z* — 1 v T (tedy v T*) nejvyse k
kofent (i s nasobnostmi). To ale znamend, ze grupa 7*(-) mé pro kazdé k € N nejvyse
jednu k-prvkovou podgrupu, tedy je podle Véty 2.15 cyklicka.

Ukol. Najdéte néjaky generator Z},.
Vyplinte tabulku nésobeni v 9-prvkovém télese. Které prvky jsou generatory jeho mul-
tiplikativni grupy?

Ukol. At je p prvoéislo. Dokazte, Ze existuji kone¢na télesa s p™ prvky pro libovolné velké
n € N.

Definice. Zobrazeni T'[x] — T'[z], které polynomu p = ¥, N (0} t;z* piifazuje polynom
P =X, N itiz"" se nazyva derivace na T[z].

Definice se shoduje s definici derivace ve spojitém piipadé, kterou znate z analyzy.
My jsme ji vyslovili nad obecnym télesem (tedy napiiklad i nad Z,), ale i v tomto
pripadé plati zakladni vlastnosti derivace:

Ukol. Dokaite, 7e plati:
Derivace T'[z] — T[z] je homomorfismus vektorovych prostori nad 7' (tedy linedrni
zobrazeni) a (p-q) =p' - q+p- ¢ pro kazdé p,q € T[z].

Lemma 3.18 At je a € T koten polynomu p € T[z]. Pak je a vicendsobny koten prdvé
kdyz je a kofen p'.

Diikaz. Je-li a vicendsobny kofen p, pak (z—a)?|p. Tedy p = (z—a)?q pro vhodné ¢ € T'[z]
a pro derivaci plati: p' = ((z—a)%q)' = ((z—a)?)'q+ (z—a)?¢ = 2(x—a)q+ (z—a)?q¢ =
(x —a)(2q + (z — a)¢'). Vidime, Ze a je kofen p'.

Predpokladejme, Ze a je kofen p i p'. Mizeme psit p = (x — a)g. Tedy p' = (x —
a)g+ (r—a)d =7+ (x —a)q. Vime, Ze © — a [p’ a z rovnosti § = p' — (x — a)q plyne,
7e x —a |[g. Tedy = (r — a)g a mdme p = (z — a)?q. O

Priklad a tkol. 1) Polynom z™ — 1 € Clz], n > 1, nemé vicendsobné kofeny. Totiz
(z™ — 1) = nz™! nem4 74dny nenulovy koten, ale polynom z” — 1 mé pouze nenulové
koteny.

2) Polynom 2P —z € Z,|x], p prvoéislo, nema vicenasobné kofeny. Derivace (¢ —z)" =
prP~! — 1 = —1 nem4 7adny kofen. Najdéte vSechny kofeny tohoto polynomu v Z,!



V zavéru této podkapitoly budeme studovat polynomy s celociselnymi koeficienty.
Polozme Z[x] = {p € Q[z] ; v8echny koeficienty p jsou celd ¢isla}. Snadno se ukaze, ze
Z[z] je podokruh Q[z].

Ukol. Ukazte na prikladu, ze v Z[z] neplati Lemma o déleni polynomil se zbytkem.
Najdéte idedl Z[z], ktery neni hlavni.

Definice. Polynom p € Z[z] se nazyva primitivni, pokud je nejvétsi spoleény délitel
jeho koeficientl roven 1.

Napiiklad kazdy polynom v Z[z] s vedoucim koeficientem 1 je primitivni. Nyni
dokézeme zakladni tvrzeni o primitivnich polynomech.

Lemma 3.19 (Gaussovo lemma) Soucin dvou primitivnich polynomi je opét primitivni
polynom.

Diikaz. M&jme p, q € Z[x] primitivni, p = EiENU{O} tixt, g = EjeNU{O} s;x?. Stadi ukdzat,
7e zadné prvocislo nedéli vSechny koeficienty pq. Zvolme prvocislo m € N. Vime, ze m
nedéli vSechny koeficienty p. At je i, € N U {0} nejmensi takové, Ze m nedéli ¢; .
Podobné at je j,, € NU{0} nejmensi takové, zZe m nedéli s; . Podivejme se na koeficient
s indexem £k, = i, + Jm soucinu pq :

Vkpy = i Sim + (Ditin, j#im, i+izhm 1iSi)-

Oznaéme ¢ = Xz, j£jn, i+jkm 1iSj). Ve vyrazu c je vzdy bud ¢ < i, nebo j < jp,
tudiz vzdy bud m|t; nebo m|s;. Proto m|c. Pfitom ale m nedéli t;s;,., nebot m je
prvocislo a nedéli ani jednoho z Ciniteli. Dohromady dostaneme, ze m nedéli v, . O

Kazdy nenulovy polynom p € Q[z] je asociovany s néjakym primitivnim polynomem.
Nejdiive zvolime 0 # m € Z tak, aby mp € Z[z]. Oznac¢me ¢ € Z nejvétsiho spoleéného
délitele koeficientii polynomu mp. Pak dostaneme p = (¢/m) - (mp/c), kde p = mp/c €
Z[z] je primitivni polynom.

Dale plati, ze dva asociované primitivni polynomy se mohou lisit pouze ve znaménku.
Jsou-li p, ¢ € Z[z] primitivni a b € Q" takové, Ze p = bq, pak musi jmenovatel zkraceného
tvaru Cisla b délit vSechny koeficienty ¢, jinak by totiz bg nebyl polynom s celo¢iselnymi
koeficienty. Tedy nutné musi byt b € Z a to znamend, ze b = +1, jinak by p nebyl
primitivni. Vidime, Ze primitivni polynom p z predchoziho odstavce je az na znaménko
jednoznac¢né urceny.

Véta 3.20 At je p € Z[z] polynom s vedoucim koeficientem 1. Je-li a € Q kofen p, pak
je a celé cislo.

Diikaz. Mame x — a |p, tedy p = (z — a)g pro vhodné g € Q[z]. Pfedpokladejme, Ze
a=n/m,n € Z,0# m € Z, je zkraceny tvar ¢isla a. Pak x — a = (mx — n)/m, kde
mx — n je primitivni polynom. Podobné ¢ = G - [, kde § € Z[z] je primitivni a [ € Q*
vhodné &islo. Mame p = (max —n)g- (I/m). Z Gaussova lemmatu vime, Ze p = (mz —n)gq



je primitivni polynom. Polynom p méa vedouci koeficient 1, tedy je také primitivni, a
proto musi byt [/m = +1.

Vedouci koeficient p je tedy az na znaménko soucin vedoucich koeficientli polynomi
mx —n a g. Oba polynomy maji celoc¢iselné koeficienty, proto je m = +1 aa € Z. O

Dusledek 3.21 Je-li p polynom s celociselnymi koeficienty a vedoucim koeficientem 1
a a € R redlny koten p, pak je a bud celé nebo iraciondlni.

Dikaz. Plyne primo z predchozi Véty. Neni-li a celé, pak neni ani racionalni. O
Priklad. Polynomy tvaru 2™ — b, kde n € N a b € Z, jsou primitivni a jejich realné kotfeny

jsou tedy bud celd nebo iracionalni &isla. Cisla v/2, tfeti odmocnina ze 2 a podobné jsou
proto iracionalni.



