OKRUHY POLYNOMU PRO DISKRETNI LINEARNI RIZENI

0. Uvobp

Algebraicka teorie diskrétniho linearniho fizeni vznikla jako specialni obor teorie
fizeni zacatkem sedmdesatych let dvacatého stoleti. V této dobé totiz dochézi
k prudkému vyvoji vypocetni techniky, ktera za¢ina pronikat do vSech oblasti lidské
¢innosti. Také pfi rizeni slozitych procest jsou stale vétsi mérou vyuzivany ve funkci
regulatorti poc¢itace. Pro modelovani na pocitaci vsak uz neni postacujici dosavadni
teorie, kterd byla vytvorena pro soustavy spojité fizené jednoduchymi regulatory.
Vznika potieba vybudovani nové teorie, ktera by byla vhodna pro rizeni soustav
pomoci pocitact, tedy teorie, kterd by svou podstatou byla diskrétni.

Touto novou teorii se stala teorie diskrétniho linedrniho fizeni, ktera se nazyva
algebraickd, nebot pracuje s algebraickymi pojmy (okruh, obor integrity, téleso)
a vyuziva algebraickych metod. Zakladnim nastrojem jsou polynomy, které jsou
chapany ne jako funkce, nybrz jako kone¢né posloupnosti (svych koeficientt1). Tim
je mozno jednotnym zptisobem popsat soustavy definované nad libovolnymi télesy.
Podobné formalni mocninné rady, které definuji prenos soustav, jsou chapany jako
nekonecné posloupnosti. Pienos soustavy lze pak vyjadrit jako zlomek, jehoz ci-
tatelem i jmenovatelem jsou polynomy. Zakladni myslenka algebraické metody
syntézy optiméalniho fizeni vyuziva skutecnosti, Ze s polynomy je mozno manipulo-
vat zcela samostatné, ¢imz je algebra racionalnich pfenost prevedena na mnohem
jednodussi algebru polynomt. Syntéza optimalniho fizeni se tak redukuje na feseni
linearni polynomialni rovnice, pfi jejimz hledani lze s vyhodou vyuzit pocitace.

Algebraicka teorie diskrétniho linedrniho fizeni je moderni obor teorie Fizeni,
ktery nachazi bohaté aplikace a je proto intenzivné studovan a rozvijen. Je za-
lozen na matematickém aparatu, ktery neni vSeobecné znam a v literatufe tykajici
se oboru obvykle neni dostatecné vylozen.Proto jsme se pokusili v nasem uceb-
nim textu monografickou formou shrnout zaklady matematické teorie, na niz je
algebraicka teorie linearniho fizeni zaloZena. Poznamenejme také, ze nékteré z
uvadénych algoritmi tykajici se polynomu jsou obsazeny jako procedury v béznjch
systémech symbolické matematiky pro PC, jako napt. Mathematica, Maple, Math-
Cad, atd.

Pii psani textu jsme vychazeli z knihy [5] Vladimira Kucery s ndzvem Al-
gebraicka teorie diskrétniho linearniho fizeni (Academia, Praha 1978), ktera je
zékladni ¢eskou publikaci v oboru. Ucebni text lze tedy chépat jako doplnék -
matematicko-teoreticky zaklad - této knihy, s niz jsme se snazili sladit i termi-
nologii.
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1. OKRUHY A TELESA

Uvodem kapitoly pfipomenme nékteré zékladni algebraické pojmy. Operact
(pFesnéji bindrni operact) na dané neprazdné mnoziné G rozumime zobrazeni mno-
ziny G x G do G. K oznaceni operace budeme nejcastéji uzivat symbol - (tzv.
multiplikativni znacent) nebo + (tzv. aditivni znaceni). Tedy operace -, resp. +
na mnoziné G pfifazuje kazdé (usporaddané) dvojici prvki a,b € G prvek a-b € G,
resp. a+b € GG. Pfi multiplikativnim zapisu ovSsem symbol - obvykle vynechavame,
tj. piSeme ab misto a - b.

MnoZina, na niz je definovana operace, se nazyva grupoid. Necht G je grupoid
a necht prislusna operace na G je znacena multiplikativné. Prvek e € G se nazyva
neutralnim prvkem grupoidu G, jestlize pro kazdy prvek a € G plati ea = ae = a.
Ziejmé kazdy grupoid mé nejvyse jeden neutralni prvek (jsou-li totiz e, ¢’ neutralni
prvky grupoidu G, pak e = ee¢’ = €’). Neutralni prvek se v ptipadé multiplikativniho
znaceni operace ¢asto nazyva jednotkovym prvkem a v ptripadé aditivniho znaceni
nulovym prvkem.

Grupoid G se nazyva pologrupa, jestlize v ném plati asociativni zdkon, tj. (ab)c =
a(bc) pro vSechna a,b,c € G. Totozné prvky (ab)c a a(bc) pologrupy zapisujeme
casto ve tvaru abc. Komutativnim grupoidem rozumime grupoid G, v némz plati
komutativni zdkon, tj. ab = ba pro vsechna a,b € G. Pologrupa s neutralnim
prvkem se nazyva monoid. Monoid G se nazyva grupa, jestlize ke kazdému prvku
a € G existuje inverzni prvek, tj. prvek a=! € G s vlastnosti aa=! = a7ta = e (kde
e je neutralni prvek monoidu G). Tento inverzni prvek je pak urcen jednoznacné
(nebot pro libovolné dva prvky b, ¢ inverzni k a plati b = eb = (ca)b = c(ab) = ce =
c). Neutralni prvek je zfejmé inverzni sam k sobé, tj. e=! = e. Je-li a~! inverzni k
a, pak je a inverzni k a= !, tj. (a=!)~! = a. V piipadé aditivniho znaceni operace
misto o inverznim prvku hovoiime o opacném prvku a misto a~! uzivame oznaceni

—a. Pfipomenme také, ze misto a=! Gasto piSeme % a v pripadé komutativniho

grupoidu misto ab~! piSeme ¢. Misto a + (—b) obvykle uzivdme struénéjsi zépis
a—b.

Napf. mnozina vSech celych ¢isel s operaci + je komutativni grupa (s nulovym
prvkem 0), zatimco tato mnozina s operaci - je jen komutativni monoid (jehoZ

jednotkovym prvkem je 1), nebot k 0 neexistuje inverzni prvek.

1.1. Definice. Neprazdnd mnozina G, na niz jsou definovany operace + a -, se
nazyva okruh, jestlize plati:
(1) G s operaci + je komutativni grupa, kterou nazyvame aditivni grupou okruhu
G.
(2) G s operaci - je monoid, ktery nazyvame multiplikativnim monoidem okruhu G.
(3) V G plati tzv. levy distributivni zdkon
a(b+ ¢) = ab + ac pro vSechna a,b,c € G
a tzv. pravy distributivni zdkon
(b+ ¢)a = ba + ca pro vSechna a,b,c € G.

Symbolem 0 oznacujeme nulovy prvek okruhu G, tj. nulovy prvek jeho aditivni
grupy, a symbolem 1 jednotkovy prvek okruhu G, tj. jednotkovy prvek jeho multi-
plikativniho monoidu. Je-li a € G, pak opacnym, resp. inverznim prvkem k prvku
a v okruhu G rozumime opac¢ny prvek —a k a v aditivni grupé okruhu G, resp.
inverzni prvek a=! k a v multiplikativnim monoidu okruhu G.

1.2. Tvrzeni. V libovolném okruhu G plati:
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(1) a0 = 0a = 0 pro kazdé a € G.
(2) (—a)b = —(ab) = a(—b) pro vsechna a,b € G.
(3) (—a)(—b) = ab pro vsechna a,b € G.
(4) a(b—c¢) = ab— ac, (b— c)a =ba — ca pro véechna a,b,c € G.
(5) (>°ai)(>_bj) = > > a;bj pro vsechna aq, ..., am, b1, ...,b, € G (tzv. zobecnény
=1 j=1 i=1j=1
distributivnd zdkon).

Diikaz. (1) Pro libovolné a € G mame a0 = a(0 + 0), takze uzitim levého distribu-
tivniho zakona dostavame a0 = a0 + a0. Pfictenim prvku —(a0) k obéma strandm
této rovnosti obdrzime a0 = 0. Analogicky se dokaze rovnost Oa = 0.

(2) Pro a,b € G mame (—a)b+ ab = (—a +a)b = 0b = 0, ¢ili (—a)b = —(ab).
Analogicky lze ukazat, ze a(—b) = —(ab).

(3) Z (2) plyne (—a)(—b) = —(a(—b)) = —(—(ab)) = ab pro vsechna a,b € G.

(4) Pro libovolné prvky a,b,c € G v dusledku levého distributivniho zakona a
rovnosti (2) mame a(b—c) = a(b+ (—c¢)) = ab+ a(—c) = ab+ (—(ac)) = ab — ac.
Podobné se dokaze druha rovnost.

(5) Nejprve se ukaze, ze rovnost plati pro m = 1, a to matematickou indukei
podle n s vyuzitim levého distributivniho zdkona. Matematickou indukci podle m
a vyuzitim pravého distributivniho zakona se pak dokaze uvedené pravidlo.

Okruh G se nazyva trividlni, jestlize G = {0}. Ziejmé je G trividlni, pravé
kdyz 0 = 1 (nebof z rovnosti 0 = 1 a z 1.2(1) plyne a = la = 0a = 0 pro
vSechna a € G). Jestlize multiplikativni monoid okruhu G je komutativni, pak
se G nazyva komutativni (a jelikoz levy a pravy distributivni zdkon jsou v tomto
pripadé ekvivalentni, nerozliSujeme je a hovofime o distributivnim zdkonu).

1.3. Priklady. a) Mnoziny Z, Q, R a C vSech celych, racionélnich, realnych
a komplexnich c¢isel s obvyklym sc¢itanim a nasobenim jsou zfejmé komutativni
okruhy. Mnozina N vSech pfirozenych (tj. celych nezapornych) ¢isel s témito ope-
racemi ovSem okruh neni, nebot N s operaci + je jen monoid, nikoliv grupa.

b) Bud F|0, 1] mnozina vSech spojitych (redlnych) funkci definovanych na inter-
valu [0,1]. Pro libovolné prvky f,g € F[0,1] polozme (f + g)(t) = f(t) + g(t) a
(fg)(t) = f(t)g(t) pro vSechna t € [0,1]. Pak F]0,1] je komutativni okruh.

¢) Mnozina M,, vSech étvercovych matic n-tého fadu (n > 1 pfirozené ¢islo) nad
R s obvyklymi operacemi sc¢itani a ndsobeni matic je okruh, ktery neni komutativni.

1.4. Definice. Okruhy G, a G2 se nazyvaji izomorfni, jestlize existuje bijekce
f: G — G4 takova, Ze pro libovolné prvky a,b € Gy plati f(a + b) = f(a) + f(b)
a f(ab) = f(a)f(b). Tato bijekce se pak nazyva izomorfismus.

Ziejmé bijekce f : G; — G2 z 1.4 ma také tu vlastnost, ze f(0) je nulovym a
f(1) jednotkovym prvkem okruhu Gs. Izomorfni okruhy lze tedy z algebraického
hlediska povazovat za totozné (nebot se lisi jen charakterem svych prvkid).

1.5. Definice. Bud G okruh. Prvek a € G — {0} se nazyva délitel nuly, jestlize
existuje prvek b € G—{0} tak, Ze plati ab = 0 nebo ba = 0. Netrividlni komutativni
okruh, ktery nema délitele nuly, se nazyva obor integrity.

1.6. Tvrzeni. Netrividlni komutativni okruh G je obor integrity, prdve kdyz v ném
plati tzv. zdkon o krdceni:

Jestlize a,b,c € G jsou libovoln€ prvky s vlastnosti ab = ac a a # 0, pak b = c.
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Diikaz. Necht v G plati zakon o kraceni a necht a,b € G jsou libovolné prvky
s vlastnosti ab = 0. Pak ab = a0, tedy a = 0 nebo b = 0. Tedy G nema délitele
nuly. Naopak, nechf G nemé délitele nuly a necht a,b,c € G jsou libovolné prvky
s vlastnosti ab = ac a a # 0. Pak ab — ac =0, tedy a(b—c¢) = 0. Odtud b — ¢ = 0,
takze b = c.

Samoziejmeé, zadkon o kraceni v predchozi vété l1ze ekvivalentné vyjadrit tak, ze
v ném rovnost ab = ac nahradime rovnosti ba = ca (jelikoz je G' komutativni).

1.7. Priklady. Okruhy Z, Q, R, C jsou obory integrity. Naproti tomu komuta-
tivni okruh F|0, 1] neni obor integrity.

V okruhu obecné neexistuje ke kazdému nenulovému prvku prvek inverzni. Pro-
toze vSak inverzni prvky hraji vyznamnou roli pfi feSeni rovnic, budeme se zajimat
o ty prvky okruhu, k nimz inverzni prvky existuji.

1.8. Definice. Bud G okruh a e € GG libovolny prvek. Jestlize existuje k prvku e
prvek inverzni, pak se e nazyva jednotka.

1.9. Tvrzeni. Mnozina vSech jednotek v okruhu tvori (multiplikativni) grupu.

Diikaz. Ziejmé jednotkovy prvek okruhu je jednotkou a pro libovolné dvé jednotky
a,b plati (ab)~t =b"1ta"t.

1.10. Definice. Bud G okruh a a,b € G.

Prvky a,b se nazyvaji zleva (zprava) asociované a piseme a ~; b (a ~, b), jestlize
existuje jednotka e v G s vlastnosti a = eb (a = be).

Rikdme, Ze prvek b je levym (pravygm) délitelem prvku a a piseme b|;a (b|.a),
jestlize existuje prvek ¢ € G s vlastnosti a = be (a = ¢b). V opaéném piipadé
piseme b1 a (b1, a).

Prvek d € G se nazyva spoleény levy (pravy) délitel prvka a,b, je-li levym
(pravym) délitelem kazdého z nich.

Spole¢ny levy (pravy) délitel d prvka a,b se nazyva jejich nejvétsim spolecngm
levym (pravym) délitelem, jestlize kazdy spoleény levy (pravy) délitel prvki a,b je
levym (pravym) délitelem prvku d. Mnozinu vSech nejvétsich spoleénych levych,
resp. pravych déliteld prvki a,b oznac¢ime symbolem (a,b);, resp. (a,b),.

Rikdme, Ze prvky a,b jsou zleva (zprava) nesoudélné, jsou-li jejich spoleénymi
levymi (pravymi) déliteli jen jednotky v G.

Je snadno vidét, ze relace ~; a ~,. jsou ekvivalence na G.

1.11. Tvrzeni. Bud G okruh a a,b € G. Pak plati:

(1) Jestlize a ~, b, pak a|;b a b|ja. Pokud je G obor integrity, pak plati i opacna
implikace.

(2) Necht di € (a,b); a do € G jsou libovolné prvky. Jestlize di ~, da, pak
dy € (a,b);. Pokud je G obor integrity, plati také opacnd implikace.

(8) Jsou-li prvky a,b zleva nesoudélné, pak 1 € (a,b);. Je-li G komutativni, pak
plati © opacnd implikace.

Diikaz. (1) Necht a ~,. b. Pak existuje jednotka e € G tak, Ze a = be, tj. b = ae™ L.
Tedy b|;a a a|;b. Necht G je obor integrity a necht naopak al;b a b|;a. Pak existuji
prvky ci,co € G tak, ze b = acy a a = bes. Jestlize a = 0, pak b = 0, tudiz a ~,. b.
Necht a # 0. Potom al = a = bes = (acy)c2 = a(cica), takZze podle 1.6 mame
1 = c1co. Proto je ¢y jednotka, tedy a ~,. b.
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(2) Necht d; ~, dy. Pak existuje jednotka e € G tak, ze di = dse. JelikoZ di|;a
a dp|;b, existuji prvky c1,co € G tak, ze a = dyc; a b = dyce. Odtud a = dgecy a
b = daecsy, tedy da|ja a da|;b. Je-li nyni ds € G libovolny spoleény levy délitel prvki
a,b, pak ds|;dy, proto existuje c3 € G s vlastnosti dy = dscs. Odtud dee = dscs,
¢ili do = dzeze™t. Tedy ds|;da, coz znamend, ze ds € (a,b);. Jestlize naopak plati
dy € (a,b); a G je obor integrity, pak di|;d2 a da|;dy, takze dy ~, d2 podle (1).

(3) Necht a,b jsou zleva nesoudélné. Ziejmé 1|;a i 1|;b. Necht ¢ € G je libovolny
prvek s vlastnosti c|;a, c[;b. Pak c je jednotka v G, tedy c[;1. Proto 1 € (a,b);.
Naopak, necht G je komutativni, necht 1 € (a,b); a necht ¢ € G je libovolny prvek
s vlastnosti c|;a a c|;b. Pak c|;1, tedy ¢ je jednotka v G. To znamend, Ze a,b jsou
zleva nesoudélné.

Pro ”pravé” pojmy samoziejmé plati analogie tvrzeni 1.11.

1.12. Definice. Bud G okruh. Prvek a € G—{0}, ktery neni jednotkou, se nazyva
zleva (zprava) ireducibilni, jestlize pro libovolny prvek b € G z podminky b|;a (b|.a)
vyplyvéa, ze b je jednotka nebo b~ a (b ~; a).

Jestlize G je komutativni okruh, pak v definicich 1.10 a 1.12 vSechny ”levé”
a "pravé” pojmy splyvaji, proto adverbia ”zleva”, "zprava” a adjektiva "levy”,
"pravy” vynechavame. Misto ~; a ~, pak piSeme ~, misto |; a |, resp. {; a 1,
piSeme |, resp. { a misto (a,b); a (a,b), piSeme (a,b).

1.13. Priklady. a) V oboru integrity Z jsou jednotky pravé ¢isla 1 a —1, takze
dva prvky jsou asociované, pravé kdyz se rovnaji nebo lisi o znaménko. Proto
ireducibilni prvky v Z jsou pravé vSechna prvocisla vétsi nez 1 a vSechna c¢isla k
nim opacna.

b) V okruhu M,, étvercovych matic n-tého fddu nad néjakym télesem T je
nenulovd matice A € M,, délitelem nuly, resp. jednotkou, pravé kdyz A je sin-
gularni, resp. regularni.

c) Bud n > 1 pfirozené ¢islo a pro libovolnd ¢isla a, b € Z polozme a = b(mod n),
pravé kdyz n|(a—b) v Z. Pak relace = (mod n) je ekvivalence, ktera vytvaii rozklad
mnoziny Z na pravé n t¥id Co, C4, ...,C,_1, kde i € C; pro kazdé i € {0,1,...,n—1}.
Necht Z,, = {Cy,C1,...,Cp_1} a pro libovolné i,j,k € {0,1,....,n — 1} polozme
Ci+C; =Cy & i+j=k(modn) aCC; =C, & ij =k(mod n). Pak Z,
je komutativni okruh, ktery se nazyva okruh zbytkovych trid modulo n. Jednotky
Vv Zy, jsou ty t¥idy C;, pro néz je i nesoudélné s n v Z, zatimco délitelé nuly jsou ty
ttidy Cj, pro néz je i soudélné s n v Z.

1.14. Definice. Okruh G takovy, Ze mnoZzina G — {0} s operaci - je grupa, se
nazyva téleso.

Ziejmé komutativni télesa (tj. komutativni okruhy, které jsou télesa) jsou obory
integrity. Pro komutativni télesa se v literature nékdy pouziva terminu pole. Nadale
budeme v textu télesem vzdy rozumét komutativni téleso.

1.15. Priklady. Obory integrity Q, R, C jsou télesa. Jestlize n je prvocislo, pak
2, je téleso.

1.16. Definice. Hodnota v télese T je zobrazeni H : T — R, které splnuje
nasledujici ¢tyti axiomy:

(i) Va €T: H(a) > 0,

(ii) Va €T: H(a) =0 < a =0,



(iii) Ya,b € T : H(ab) = H(a)H (b),
(iv) Va,be T : H(a+b) < H(a) + H(b).

1.17. Tvrzeni. Je-li H hodnota v télese T, pak pro libovolny prvek a € T plati:
(1) H1) =1,
(2) H(~a) = H(a),
(3) H(a™t) = ﬁ, jestlize a # 0.

Diikaz. (1) Necht a € T'— {0} je libovolny prvek. Potom H(a) = H(1)H (a), takze
H(1) =1, nebot H(a) # 0.

(2) Uzitim dokazaného vztahu (1) dostévame (H(—1))? = H(—-1)H(-1) = H(1) =
1, takze H(—1) = 1. Odtud H(—a) = H(—1)H (a) = H(a).

(3) Méme H(a)H(a™ ') = H(1) =1, tedy H(a™!) = H%a).

1.18. Priklady. (1) V télesech Q, R a C je hodnotou absolutni hodnota.

(2) V kazdém télese T existuje tzv. trividlni hodnota H, pro niz plati H(a) = 1
pro vSechna a € T'— {0}. Napi. v télese Z,, kde n je prvocislo, jind hodnota nez
trivialni neexistuje.

1.19. Definice. Rikéme, ze posloupnost {ag, a1, as, ...} prvki télesa T konverguje
k nule vzhledem k hodnoté H v T, jestlize k libovolnému ¢ € R, ¢ > 0 existuje
prirozené ¢islo ng takové, ze pro vSechna n > ng plati H(a,) < e.

1.20. Priklady. V Q, R a C konverguje dané posloupnost k nule vzhledem k hod-
noté dané absolutni hodnotou, pravé kdyz konverguje k nule v obvyklém pojeti.
Ziejmé posloupnost v libovolném télese T' konverguje k nule vzhledem k trivialni
hodnoté, praveé kdyz od jistého indexu jsou vsechny prvky této posloupnosti rovny
nulovému prvku télesa 7.

Bud G okruh a G’ C G podmnozina. Jestlize 0 € G’, 1 € G’ a +, - jsou operace
na G’ (tj. a+b,ab € G’ pro vSechna a,b € G'), pak G’ je okruh, ktery se nazyva
podokruh okruhu G. Je-li G’ dokonce obor integrity, resp. téleso, pak se nazyva
podoborem integrity, resp. podtélesem okruhu G. Tak naptiklad Z je podoborem
integrity télesa QQ, Q je podtélesem télesa R a R je podtélesem télesa C.

2. FORMALNI MOCNINNE RADY

2.1. Definice. Bud T téleso. Formdini mocninnou Yadou nad télesem T rozumime
vyraz
2
a=ag+az+axz” + ...,

kde ag, a1, as, ... jsou prvky télesa T, tzv. koeficienty fady a, a z je tzv. neurcitd
fady a. Nejmensi pfirozené cislo n takové, ze a, # 0, nazyvame rddem forméalni
mocninné fady a a znac¢ime symbolem Oa. Pokud jsou vSechny koeficienty fady a
rovny nule, pak klademe QOa = oo.

Mnozinu vSech formalnich mocninnych fad s neurcitou z nad télesem 7" oznac¢ime
symbolem T'(z).

Forméalni mocninnou fadu s neurcitou z chapeme jako algebraicky objekt, niko-
liv jako obvyklou mocninnou fadu, tj. funkci proménné z. V teorii diskrétniho
linearniho fizeni se z aplikac¢nich divodt za neurcitou ve formalnich mocninnych
fadach casto voli z—! misto z (takZe se v téchto fadach na mistech exponentti u
z vyskytuji jen zdporna celd ¢isla). Jednd se jen o jiny zpisob zdpisu, v nasem
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textu se pridrzime jednodussiho a z matematického hlediska pfirozenéjsiho zapisu
s kladnymi (celymi) exponenty u z.

Forméalni mocninnd fada a = ag + a1z +az2? +... s neuréitou z (nad danym téle-
sem) je zfejmé jednoznacné uréena posloupnosti {ag, a1, as, ...} svych koeficientii.
Budte nyni a,b € T(z) formélni mocninné fady a necht {ag,a1,...} a {bg,b1,...}
jsou posloupnosti jejich koeficientti. Necht a + b, resp. ab je formélni mocninn4
fada s neurcitou z nad télesem T, jejiz posloupnost koeficientu {co,cy, ...}, resp.
{dp,d1, ...} je ddna vztahem

ck = ay + by, resp. di = Z a;b; pro vSechna k € N.
i,jENi+j=k

2.2. Tvrzeni. Mnozina T(z) s vyse definovanymi operacemi sc¢itani a mdsobent
tvori obor integrity. Nulovym, resp. jednotkovym prvkem tohoto oboru integrity
je tada, jejiz posloupnosti koeficientd je posloupnost {0,0,0, ...}, resp. {1,0,0,...}.
Opacnym prokem k fadé a € T(z), a = ag+aiz+as2%+..., je fada, jejiz posloupnost
koeficienti je {—ag, —a1, —asg, ...}

Dikaz. Je snadno vidét, ze T'(z) je vzhledem k definovanému séitdni komuta-
tivni grupa, v niz nulovy prvek a opac¢ny prvek k danému prvku maji uvedeny
tvar. Ziejmé T'(z) s definovanym ndsobenim je komutativni grupoid, jehoz jed-
notkovy prvek mé uvedeny tvar. UkéZeme, Ze toto ndsobeni je asociativni. Necht
a,b,c € T(z) jsou formalni mocninné fady s posloupnostmi koeficienti {ag, a1, ...},
{bo, b1, ...} a {cg,c1,...}. Necht {do,d1,...} je posloupnost koeficientti fady ab a
{eg, e1, ...} je posloupnost koeficient fady (ab)c. Pak pro libovolné k& € N plati

er =, dic;= >, (> ambn)c;j = >  ambyc; (posledni rovnost plyne
i+j=k i+j=k m+4+n=: m4n+j=k

ze zobecnéného distributivniho zakona 1.2(5)). Stejny vysledek ziejmé dostaneme,
jestlize {ep,e1,...} bude posloupnost koeficienti fady a(bc). Tedy nésobeni v
T(z) je asociativni. Podobné jako asociativita nasobeni v T'(z) se dokaze plat-
nost distributivniho zdkona v T'(z). Tedy je T'(z) komutativni okruh. Budte nyni
a,b € T(z) nenulové prvky, a = ag+aiz+asz>+..., b = bg+b1 z+by22+.... Necht k
jetad rady a al je fad fady b. Pak ay # 0 # b;. Jestlize c = ab = co+clz—|—02_2+...,
pak cxy; = agb; # 0 (jelikoz T je obor integrity). Tedy c neni nulovym prvkem
okruhu T'(z), takze T'(z) nemé délitele nuly. Proto je T'(z) obor integrity.

2.3. Tvrzeni. Jednotky v T(z) jsou prdvé tady nulového tddu.

Diikaz. Necht a € T(z), a = ag + a1z + azz? + ..., a predpoklddejme, Ze a je
jednotkou oboru integrity 7'(z). Pak existuje b € T'(z), b = by + b1z + b22? + ...,
tak, Ze ab mé posloupnost koeficientu {1,0,0,...}. Tedy agby = 1, a proto ag # 0.
Takze Oa = 0.

Naopak, predpoklddejme, ze Oa = 0. Pak ag # 0, tedy nasledujici (nekoneénd)
soustava linearnich rovnic s neznamymi bg, by, bo, ... ma jediné feseni:

aobo =1

alb() + a0b1 =0
agb() + a1b1 + CL()bQ =0



aobn —+ albn_l + ...+ anbo =0

Po vy¢isleni téchto nezndmych mé ovsem fada b = by + b1z + by 22 + ... tu vlastnost,
ze posloupnost koeficientu fady ab je {1,0,0,...}, takZe je inverznim prvkem k a v
T(z). Proto je a jednotkou v T'(z).

2.4. Dusledek. V T'(z) jsou asociovanymi proky pravé tady stejného radu.

Diikaz. Budte a,b € T(z), a = ag + a1z + a2 + ..., a necht Ob = n. Jestlize a a
b jsou asociované, pak existuje jednotka ¢ v T'(z) tak, ze a = bc. Podle 2.3 plati
Oc = 0, tedy z definice nésobeni fad ihned vyplyva, ze Oa = n.

Naopak, necht Oa = n. Pak nésledujici (nekonecna) soustava linearnich rovnic
s nezndmymi co, ¢1, ... ma (jediné) feseni:

an = anO

(p41 = bpyico + bper
Ap42 = bptoco + byi101 + bpeo

Po vy¢isleni téchto neznamych ma zfejmé fada ¢ = cg + c12 + 222 + ... vlastnost
a = bc. Protoze ¢y # 0, je podle 2.3 fada ¢ jednotkou v T'(z). TakZe a a b jsou
asociované.

2.5. Dusledek. Ireducibilni proky v T'(z) jsou pravé fady pruniho tddu.

Diikaz. Bud a € T(2), a = ag + a1z + azz® + ..., a necht Oa = n. Predpokladejme,
Ze a je ireducibilni prvek v T'(z) a pfipustme, Ze n # 1. ProtoZe a neni jednotkou
v T(2), podle 2.3 plati n > 1. Polozme b = z a ¢ = 4,2V + @, 12" + .... Pak
a = bc, takze bla. Protoze Ob = 1, podle 2.3 b neni jednotkou v 7'(z) a podle 2.4
b neni ani asociovana s a. To je ovSem spor s predpokladem, Ze a je ireducibilni.
Proto n = 1.

Piedpokladejme naopak, ze n = 1. Necht b € T(z), b = by + b1z + b2z + ..., je
libovoln4 fada s vlastnosti bla. Pak existuje fada ¢ = cg + c12 + 222 + ... tak, Ze
a = be. Je-li by # 0, pak je b podle 2.3 jednotkou v T'(z). Pfedpokladejme tedy,
ze bg = 0. Protoze bgcy + bicg = a1 # 0, musi platit by # 0. Pak ovsem Ob = 1,
takze podle 2.4 jsou a a b asociované. Proto je a ireducibilni prvek v T'(z).

2.6. Definice. Bud T téleso a {ag, ai,as, ...} posloupnost prvki télesa T. Tato
posloupnost se nazyva rekurentni, jestlize existuji ¢isla r,s € N, r £ 0 a prvky
co,C1, ..., Cr—1 € T tak, ze pro kazdé j = s,s+ 1, ... plati

Qj4r = Co0y —+ C1G541 —+ ..+ Cr—1Qj44—1-

Jinymi slovy, posloupnost {ag,ai, ...} je rekurentni, jestlize existuji ¢isla ng,r €
N, r > 0amnyg > r—1 tak, ze pro kazdé n > ng (n € N) je prvek a, roven
jisté linearni kombinaci (dané neménnymi koeficienty) predchazejicich r ¢lent této
posloupnosti.
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2.7. Definice. Formalni mocninna fada se nazyva kauzalni, jestlize posloupnost
jejich koeficientl je rekurentni.

Mnozinu vsech kauzalnich formalnich mocninnych fad s neurcitou z nad télesem
T oznac¢ime symbolem T{z}.

vevs

2.8. Tvrzeni. T{z} je podoborem integrity oboru integrity T'(z).

2.9. Tvrzeni. Jednotkami, resp. ireducibilnimi proky v T{z} jsou prdvé kauzdlni
formalni mocninné rady nulového, resp. pruniho fadu. Asociovanymi prvky v T{z}
jsou praveé kauzdlni formdlni mocninné tady stejného radu.

2.10. Piiklad. Nechf a = ag + a1z + a22? + ... je fada s posloupnosti koeficientt
{0,1,2,3,1,5,-3,13,—-19,45, —83,173,...}. Pak a € R{z}, nebot plati aj;2 =
2a; — aj41 pro vSechna j = 2,3, ...

2.11. Definice. Bud T téleso, v némz je definovana hodnota H. Kauzalni formalni
mocninné fada ag+ a1 2+a22%+... nad T se nazyva stabilni formalni mocninna fada
(vzhledem k H), jestlize posloupnost jejich koeficientii konverguje k nule vzhledem
k H.

Mnozinu vSech stabilnich (vzhledem k H) formalnich mocninnych fad nad téle-
sem T s hodnotou H ozna¢ime symbolem T+ {z}.
Také nasledujici tvrzeni uvadime bez dikazu:

2.12. Tvrzeni. TT{z} je podoborem integrity oboru integrity T{z}.

2.13. Priklad. Nechfa =2+ 1224123+ ... Pak a € RT{z} vzhledem k hodnoté
dané absolutni hodnotou, ale a ¢ R*{z} vzhledem k trividlni hodnotsg.

3. PoLyNomy
I nadéle oznacujeme symbolem 7' libovolné pevné dané (komutativni) téleso.

3.1. Definice. Forméalni mocninna fada a = ag+ai2+a22+... nad télesem T, jejiz
posloupnost koeficientit ma pouze konecny pocet ¢lend rtiznych od nuly, se nazyva
polynom s neurcitou z nad télesem T. Nejvétsi ¢islo n € N s vlastnosti a, # 0
se nazyva stupen polynomu a a znac¢i se symbolem da. Polynom, jehoz vSechny
koeficienty jsou rovny nule, se nazyva nulovy a ztotoziuje se s 0 (tj. nulovym
prvkem télesa T'). Pro nulovy polynom klademe 00 = —oo. Podobné libovolny
polynom nulového stupné a = ag se ztotoznuje s prvkem ag € T'.

Mnozinu vSech polynomt s neurcitou z nad télesem T oznacujeme symbolem
Tz].

3.2. Poznamka. a) Polynomy zapisujeme ve tvaru
a=ay+az+..+a,z",

kde n = da (pokud a # 0).

b) Zrejmé kazdy polynom je stabilni formdlni mocninnou fadou pro libovolnou
hodnotu v télese T, tj. plati inkluze T[z] C TH{z} (pricemz rovnost nastane pouze
pro trividlni hodnotu v T).
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3.3. Tvrzeni. T[z] je podoborem integrity oboru integrity T'(z).

Dikaz. Ziejmé nulovy i jednotkovy prvek oboru integrity 7(z) jsou polynomy. Déle
je také ziejmé, ze opacny prvek k polynomu je polynom a ze soucet i soucin dvou
polynomu jsou opét polynomy. Odtud plyne tvrzeni.

3.4. Poznamka. a) Podle 2.8, 2.12, 3.2b) a 3.3 je tedy T'[z] podoborem integrity
oboru integrity T {z}.

b) Jsou-li a, b polynomy, pak zfejmé plati 9(a +b) <max{0a,db} a 0(ab) =
oa + 0b.

3.5. Tvrzeni. Jednotky v T|z] jsou prdvé polynomy nulového stupné.

Diikaz. Necht a = ag je polynom nulového stupné. Pak Oa = 0, tedy a je jednotka
v T[z] podle 2.3 a 3.3 (zfejmé a=! = ay ).

Naopak, necht polynom a je jednotka v 7[z]. Pak a je nenulovy polynom, tedy
da > 0. Pfipustme, %e da > 0. ProtoZe 0a~! > 0 (jelikoz a=! je nenulovy polynom),
dostavame 0(aa=1) = da +da~! > 0. To je ale spor, nebot aa—! = 1 je polynom
nulového stupné. Proto da = 0.

3.6. Dusledek. Polynomy a,b € T[z] jsou asociované, prdvé kdyz existuje poly-
nom ¢ nulového stupné takovy, Ze plati a = bc.

3.7. Tvrzeni. Budte a,b € T[z], b # 0. Pak ezistuji jednoznacné urcené poly-
nomy g,h € T[z] takové, Ze plati

a=bg+h,
oh < 0b.

Dikaz. Nejprve dokdzeme existenci polynomt g, h € T'[z] spliiujicich tvrzeni. Je-li
0a < 0b, pak a = b0 + a, takze g = 0 a h = a jsou hledané polynomy. Pried-
pokladejme nyni, ze 0b < 0a, a uzijme matematickou indukci vzhledem ke stupni
polynomu a. Necht tedy a = ag + a1z + ... + a2 ab =by + b1z + ... + b, 2™, tj.
oa =n a 0b = m. Jestlize n = 0, pak také m = 0, a proto a = ag # 0 # by = b.
Polozime-li g = aobgl a h =0, pak zftejmé a=bg+h a —oco = 0h < 0b =0, tedy
pro polynomy g a h tvrzeni plati. Bud n > 0 libovolné pfirozené ¢islo a predpok-
ladejme, Ze tvrzeni plati, pokud misto a vezmeme libovolny polynom z T'[z] stupné
mensiho nez n. Jelikoz stupen polynomu a; = a — anb;llz("_m)b je mensi nez n,
existuji polynomy g;,h € T'[z] s vlastnosti

a; = bgl + h7
oh < ob.
Odtud po upravé dostaneme
a=bg+h,

kde g = g1 + anb;nlz(”_m). Takze pro polynom a stupné n splnuji g a h tvrzeni.
Tim je dokazana existence polynomi g, h spliujicich tvrzeni pro libovolny polynom
a. Zbyva dokazat jejich jednoznacnost. Necht tedy

a=bg+h =bg; + hy,
11



oh < db, oh; < ob.

Po dpravé dostavame
b(g —g1) =h; —h.

Kdybychom pfipustili, ze g—g; # 0, pak by platilo 9(b(g—g;)) = 0b+0(g—g1) >
0b. Protoze vsak 0(h; — h) < 0b, dostali bychom spor. Tedy g — g1 = 0, takze
g = g1 a proto také h = h;. Tim je jednoznacnost polynomi g, h ukézana a dikaz
je hotov.

3.8. Poznamka. Predchozi tvrzeni je znamo jako véta o déleni polynomt. Jeho
dikaz je konstruktivni, tedy popisuje algoritmus pro toto déleni. Polynomy g a
h se nazyvaji neupiny podil a zbytek po déleni polynomu a polynomem b. Jedna
se o dobfe znamy algoritmus, ktery je analogicky algoritmu uzivanému pro déleni
celych cisel.

3.9. Priklad. Aplikujme algoritmus déleni na polynomy a = 142z + 22 —423 — 25,
b=2+2z—322 - 2% € Q[z]. Mame
aj =a—22b=1+4+22+22—-423—25—22(24+2-322—23) = 1+22—22 - 5234324,
as =a;+32b=1+22—22-523+324+32(2+2—-32%2 —23) = 1 + 82+ 222 — 1423,
a3 =as — 14b =1+82+222 — 142% — 142+ 2 — 322 — 23) = —27 — 6271 + 4422
Tedy dostavame

g=14—-32z+2% h=—-27— 62+ 442>

3.10. Tvrzeni. Pro libovolné polynomy a,b € T[z] existuje jejich nejvétsi spolec-
ny délitel (tj. (a,b) #0).

Dikaz. Jestlize a|b, resp. bl|a, pak zfejmé a € (a,b), resp. b € (a,b). Pied-
pokladejme nyni, Ze a{ b a b { a. Pak b # 0, tedy podle 3.7 existuji polynomy
g1, hy € T[z] tak, ze

a=bg; +hy,

oh; < 0b.
ProtoZe b t a, plati h; # 0. Aplikujme nyni znovu 3.7, a to na polynomy b a h;.
Tedy existuji polynomy gz, hy € T'[2] tak, ze
b =h;g; + hy,
ohy < oh;.

Jestlize hy = 0, pak h; € (b, h;), takze h; € (a,b). Pokud ovSem hy # 0, apliku-
jeme 3.7 na polynomy h; a hy. Opakovanim tohoto postupu nakonec dostaneme

a= bgl + h17
b = h;g> + hy,
h; = hygs + hs,

h; =h;18r42 +hypyo,

h; 1 =hyogiy3,

nebot 9b > dh; > dhy > ... > dhy,o > 0, takze po koneéném poctu kroki je
zbytek nulovy. Pak hk_|_2 S (hk—|—17 hk_|_2), tedy hk_|_2 S (hk, hk+1), ooy hk+2 S (a, b)
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3.11. Poznamka. Také dukaz predchoziho tvrzeni je konstruktivni, tedy popisuje
algoritmus pro nalezeni nejvétsiho spolecného délitele dvou polynomii. Tento algo-
ritmus se nazyva Euklidiv a je analogii znamého (Euklidova) algoritmu pro hledani
nejveétsiho spolecného délitele celych cisel.

3.12. Priklad. Naleznéme nejvétsiho spole¢ného délitele polynomi a = 2 — z —

222 + 23, b = —2z + 22. Aplikaci algoritmu z diikazu tvrzeni 3.10 dostaneme
a=bz+2-—2,
b=(2-2)(—2).

Tedy polynom 2 — z je nejvétsim spole¢nym délitelem polynomu a a b.

3.13. Tvrzeni. Budte a,b € T[z] polynomy a necht d € (a,b). Pak ezistuji
polynomy p,q € T[z] takové, Ze plati

d = ap + bq.

Je-li navicva>110b > 1, lze p a q zvolit tak, Ze O0p < 0b a 0q < da.

Dikaz. Predpokldadejme nejprve, ze a|b. Pak a € (a,b), tedy podle 3.6 existuje
c €T, c#0tak, ze plati d = ac+b0. V tomto pripadé tedy tvrzeni plati a podobné
plati také v ptfipadé bla. Predpokladejme nyni, ze a{ b a b {a. Pakda > 11
0b > 1 a Euklidovym algoritmem (viz dikaz tvrzeni 3.10) nalezneme nejvétsiho
spole¢ného délitele hy o polynomt a a b. Tedy podle 3.6 existuje ¢ € T', ¢ # 0 tak,
ze d = chyyo. Z predposledni rovnosti schématu z diikazu tvrzeni 3.10 dostavame

d= Chk — Chk+1gk+2.

Postupujeme-li nyni ve schématu od predposledni rovnosti smérem vzhiiru, z nasle-
dujici rovnosti dostavame

hy 1 =h; 1 —hpgri1.

Tuto rovnost vyuzijeme pro dosazeni za hy,; do vySe uvedeného vztahu pro d a
dostaneme
d = chy — chy_18r42 + chpgri18r42 = chy(l + 8r18k+2) — chi_18r42.
Opakovanim tohoto postupu v predposlednim kroku dostaneme d = bu + h;v pro
néjaké u,v € T[z]. Uzitim prvni rovnosti schématu z dukazu tvrzeni 3.10 pak
mame

d =bu+av —bg;v=av +b(u—g;v)=at + bw,

kde t = v, w = u — gyv. Podle tvrzeni 3.7 existuji polynomy r,s, p,q € T[z] tak,
ze plati t = br + p a w = as + q, pricemz 0p < 0b a 0q < 0a. Po dosazeni a
upraveé dostaneme

d = abr + bas + ap + bq.

Pfipustme nyni, Ze ab(r + s) # 0. Pak ?(ab(r +s)) > da + 0b. Ale
ab(r +s) =d —ap — bq,

takze 0(ab(r + s)) <max{0od,da + 0p,0b + 0q} < da + 0b, nebot dd < da + 0b,
da+0p < da+0b adb+0q < da+0db. To je ale spor, takze ab(r +s) = 0. Proto
d = ap + bq a dtikaz je hotov.

13



3.14. Priklad. Nechf a =2 — 2z — 222 + 23, b = —22 + 22. Z piikladu 3.12 vime,
ze polynom d = 2 — 2z je nejvétsi spolecny délitel polynomt a, b. Z algoritmu
popsaného v dikazu tvrzeni 3.13 (ktery je zalozen na Euklidovu algoritmu uzitém
k feSeni piikladu 3.12) je ziejmé, Zze polynomy p = 1 a q = —z maji vlastnost

d = ap + bq,
op < 0b, 2q < 0a.

3.15. Poznamka. Jestlize a,b € T'[z] jsou polynomy a d € (a, b), pak podle 3.13
existuji polynomy p,q € T[z] s vlastnosti

ap +bq =d.
Ziejmé plati
ab + b(—a) = 0.

Protoze d € (a,b), existuji polynomy r,s € T'[z] takové, Ze
b =dr, —a =ds.
Odtud adr + bds = 0, tedy ar + bs = 0. Vztahy
ap + bq =d,

ar+bs=0

lze zapsat struc¢néji v maticovém tvaru

p q||a| |d
r s||b| |[0]°
Jedna se ovSem o matice, jejichz prvky jsou polynomy. O takovych maticich bude

podrobnéji pojednano v nasledujici kapitole.

3.16. Definice. Polynom a € T'[z] se nazyva kauzdlni, jestlize je jednotkou oboru
integrity T{z}.

3.17. Poznamka. Protoze T[z] C T{z}, je kazdy polynom kauzalni forméalni
mocninnou fadou, nemusi vsak byt kauzalnim polynomem.

Jako dusledek tvrzeni 2.9 dostavame:
3.18. Tvrzeni. Polynom a € Tz] je kauzdlni, prdavé kdyz je nulového Tddu.

3.19. Definice. Polynom a € T'[z] se nazyva stabilni vzhledem k dané hodnoté v
T, jestlize je jednotkou oboru integrity 7 {z}.

3.20. Poznamka. Plati analogie Poznamky 3.17: Zatimco kazdy polynom je sta-
bilni formalni mocninou fadou, nemusi byt stabilnim polynomem. Kazdy stabilni
polynom je ovSem kauzalnim polynomem.
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3.21. Tvrzeni. (1) Nulovy polynom neni stabilni vzhledem k Zddné hodnoté v T'.
(2) Jednotky v T[z] (tj. polynomy nulového stupné) jsou stabilnimi polynomy
vzhledem k libovolné hodnote v T'.
(8) Jsou-li a,b € T[z] stabilni polynomy vzhledem k hodnoté H v T, pak také
ab je stabilni polynom vzhledem k H.

Dikaz. (1) Ztejmé Oa = 0 pro libovolny prvek a € T'[z].

(2) Je-li a € T[z] jednotka, pak a = a9 # 0. Pro b = % € T[z] C TH{z} je
ab = 1, tedy a je jednotka v T {z}.

(3) Necht a,b € T[z] jsou stabilni polynomy. Pak a,b jsou jednotky
v TT{z}, existuji tedy prvky ¢,d € T+{z} tak, ze ac = 1 a bd = 1. Odtud
(ab)(cd) = (ab)(dc) = a(bd)c = ac = 1, tedy ab je jednotka v T"{z} neboli
stabilni polynom.

3.22. Priklad. Je-li polynom a € T[z] stabilni vzhledem k dané hodnoté v T', pak
ma samoziejmé nulovy rad. Neplati vSak opacné tvrzeni, jak ukazuje nasledujici
priklad: Bud a = 1 — 2z € R[z]. Pak a ma nulovy fad, tedy je jednotkou v R{z}.
Snadno se ovéfi, ze inverznim prvkem k a v R{z} je formalni mocninna fada b =
14224422 +823+.... Aviak b ¢ RT{z} vzhledem absolutni hodnoté, tedy a neni
stabilni polynom.

Bez ditikazu nyni uvedeme kritérium pro urceni stability polynomt nad R vzhle-
dem k absolutni hodnoté.

3.23. Tvrzeni. Necht a = ag + a1z + ... + a,2™ € R[z]| je polynom stupné n.
PolozZme

G
)\O )
agp
i ai — An—10n J— ai1an
10 = Ao — 5, Q11 = A1 — T e Aln—1 = Gn—1 — T, 7,
2
) _ . i,m—1 i _ ) Ajn—i—10i n—i ) ) _ . .
@i+1,0 = Q0 — 4 7 G411 = G — o e Qifln—i—1 = Gin—i-1 —
A1 A4, n—q
a;o ’
Qi n—s
A= ——"
a0
proi=1,2..n—2a
Qn—1,1
Ap—1 = ——.
an—1,0

Pak polynom a je stabilni vzhledem k absolutni hodnoté, prave kdyzZ ag # 0, a;o # 0
pro vSechna i =1,2,...n—1 a |\;| < 1 pro vsechna i =0,1,...,n — 1.

3.24. Priklad. Uzitim kritéria 3.23 zjistéme, zda polynom a = 2 — 2224 23 — 2% €
R[z] je stabilni vzhledem k absolutni hodnoté. Mame

ay 1

)‘0:__:_7

a 2

2

ap=ap— 2L =3 g1 =a1—8% =1 g, =0y— 2% = _3 g3 =q3— UU =]
10 — @0 ap _ 2? 11 — Q1 ag 27 12 — W2 ao , W13 — U3 ag

)\ ais 2

11— — 73>

aio 3



_ 5 aioa _ 5 ai1a _ 10
a20 = A10 = oo = §, G21 = A11 — T2 = 5, G2 = a1p — 3
a22
Ny = — 222y
az0

Daéle jiz neni tfeba pokracovat, nebot |[A2| > 1. Polynom a tedy neni stabilni
vzhledem k absolutni hodnoté.

3.25. Definice. Polynomidlnim zlomkem nad télesem T rozumime vyraz
a2
R
a

kde aj,as € T[z], a; # 0.
Dva polynomialni zlomky Z—f, E—j povazujeme za sobé rovné, pravé kdyz a;by =
asb;. Soucet a soucin polynomialnich zlomkt definujeme takto:

az . E _ajbs +asb;
ap by B a;b;

az by asbs

aib; ab;

Mnozinu vSech t¥id sobé rovnych polynomialnich zlomk nad télesen T' oznac¢ime
symbolem T'(z)". Mnozinu vSech tfid polynomidlnich zlomk, které obsahuji zlomky
tvaru 52, kde O(ai1) = 0, oznacime symbolem T'{z}".

Nasledujici tvrzeni je ziejmé:

3.26. Tvrzeni. Mnozina T(z) s vyse definovanymi operacemi sc¢itani a ndsobeni

tvori teleso. Nulovym, resp. jednotkovym prvkem tohoto télesa je trida poly-
nomialnich zlomku tvaru a%, kde a; # 0, resp. tvaru Z—i, kde a; # 0. Opacnym
prvkem ke tridé obsahujici polynomidalni zlomek Z—f, a; # 0, je trida obsahujici poly-
nomaudlni zlomek ;—61‘2 Inverznim prvkem ke tride obsahujici polynomialni zlomek

Z—i, a; # 0 # as, je trida obsahujici polynomidlni zlomek 2—;

3.27. Tvrzeni. Mnozina T{z}' s vyse definovanymi operacemi séitani a ndsobeni
je obor integrity, ktery je izomorfni s oborem integrity T{z}.

Dikaz. T{z} je zfejmé podokruhem télesa T'(z)’, tedy je oborem integrity. Bud
Z‘—f libovolny polynomiélni zlomek, kde O(a;) = 0. Necht a; = ag+a1z+...+a, 2",
a, =by+biz+...+b,2". Ke tridé polynomialnich zlomki, ktera obsahuje zlomek

Z—i pritadme formalni mocninou fadu dg + d1z + dsz? + ... definovanou nasledovné:

b
dO - _07
ao
min{n,:}
bi — Z ajdi_j
— .
d; = J pro 1 <1i¢ < m,
ao
min{n,i}
>, ajdig
Jj=1 .
d; = — pro ¢ > m.
Qo
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Tato formalni mocninnd fada je ziejmé kauzalni, nebot oznacime-li

Qp—k
ao

cp = — prok=0,1,...n—1,

pak plati
d; = codij—n + Cldi7n+1 + ...+ cp_1di—1 proi>n, ¢ > m.

Lze snadno ovétit, ze vyse uvedené prifazeni definuje bijekci oboru integrity 7{z}’
na T'{z} zachovéavajici s¢itani i ndsobeni, takZe jsou oba obory integrity izomorfni.
Inverzni zobrazeni k této bijekci prifazuje libovolné kauzalni formalni mocninné
rade

do + diz + d22’2 =+ ...

tfidu polynomiélnich zlomki obsahujici zlomek Z—f, ktery je dan nasledovné:
Necht djy, = codj + c1djy1 + ... + ¢p—1djyr—1 pro kazdé j = s,s +1,... . Pak
polozime

aj=1—cr_12—... —coz",
as = dg + (dl — Cr_ldo)z + (d2 — Cp_1d1 — Cr_gdo)ZQ + ...+ (dr — Cr_1dp_1 —
e — Codo)zr + (dr+1 — cr—ldr — ... Codl)z(r+1) + ...+ (dr+3_1 — CT—ldT+S—2 — ...

Cods_l)z(r+s_1).

3.28. Priklad. Uréeme kauzalni formalni mocninnou fadu a, kterd je izomor-

fismem z 3.27 prifazena polynomialnimu zlomku % (takovato fada se casto
z+z

nazyva rozvojem daného zlomku). Podle konstrukce z dikazu tvrzeni 3.27 mame:

b
d0:_0:17
ao

by — aid
dy = 1 alOZO,

ao

2
ajdi_j
=1

di:—j—proizz
ao

_a1dy + azxdo
ap
d d
d3:—a1 2 + agdq _1
agp
d d
d4:—a1 3 + asds —0.

ag

tedy d2 = =1

Y

di + axd
dy = —Adataads g
ao

d d
dg = _ s + azdy 1, atd.
ag

Takzea=1— 22423 — 254+ 26 — 274 ..
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3.29. Piiklad. Urceme polynomialni zlomek pattici do t¥idy, které je pfi izomor-
fismu z 3.27 pfifazena kauzalni formalni mocninné fada a = z + 222 + 323 + 2% +
525 — 320 + 1327 — 1928 + 4529 — 83210 + 1732 — ... Zfejmé dji0 = 2d; — dj4q
pro 7 = 2,3, ... . Podle konstrukce z diikazu tvrzeni 3.26 polozime:

a; =14 2—222,

ay=2z+2—(-1)- D22+ B3 —(~1)-2—2-1)2% = 2+ 322 + 325
Tedy

z+ 322 + 323

142—222

je hledany polynomialni zlomek.

18



