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1 Reliability of Production

Abstrakt: Referat ma pirehledovy charakter a je obsahové zaméfen na nékteré metody
odhadu rozdéleni pravdépodobnosti pozorovanych ndhodnych veli¢in. Konkrétné jde o
empirické pristupy k odhadiim a zejména o vybrané inferen¢ni metody: Pearsonovy kiivky,
Gramovy-Charlierovy fady, Johnsonovy kiivky, odhady pomoci kvazinorem vychazejicich ze
vzdalenosti rozdéleni a jadrové odhady hustot. Metody jsou podany popisnym charakterem
s naznaCenim teoretickych zékladli a ziskané odhady jsou prezentovany na piikladech
s potfebnym grafickym doprovodem.

1 Nahodny vybér a odhady rozdéleni

Metodami matematické statistiky feSime v aplikacich dv¢ zékladni ulohy [1, 9]:
o odhady parametrit a rozdéleni,
e testovani statistickych hypotéz o parametrech a rozdélenich.

Matematickd (inferencni, indukcni) statistika vychazi z nasledujiciho pojeti:

e opakujeme n-krat nezavisle pokus, jehoz vysledkem je pozorovand hodnota nahodné
veli¢iny X s distribu¢ni funkci F (x, 3) , kde 4 je redlny parametr (pfipadné vektor para-
metrd anebo jejich funkce) daného rozdéleni pravdépodobnosti,

o tim ziskame statisticky soubor s rozsahem n, tj. Ciselny vektor

X =(X,00%, ),
kde x; je pozorovana hodnota slozky X;, i =1,...,n,

e statisticky soubor je pozorovand hodnota ndhodného vybéru (z nahodné veli¢iny X nebo
jejiho rozdéleni pravdépodobnosti) s rozsahem n, tj. ndhodného vektoru

X=(X,..X,),
jehoz slozky jsou nezavislé ndhodné veli¢iny X; se stejnou distribu¢ni funkci (pravdé-
podobnostni funkci anebo hustotou pravdépodobnosti) jako mé pozorovana ndhodna
veli€ina X.
Analogicky pak definujeme ndhodny vybér z ndhodného vektoru.
Néhodny vybér mé simultanni distribu¢ni funkci
F(x;9)=F(x,... HF x;9)

a simultanni pravdépodobnostni funkci

p(x9)=p(x,..x,;9 Hp x:9),
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resp. simultdnni hustotu pravdépodobnosti

7(x:9) = £ (3,05, ) :ljf(xi;g).

Mnozina vSech moznych hodnot ndhodného vybéru, tj. mnozina vSech statistickych
soubord, tvoti tzv. vybérovy prostor.

Funkce nahodného vybéru T(X,,...X,) je vpbérovd charakteristika nebo statistika.

Jeji hodnota na statistickém souboru t=T (xl,...,xn) je empirickd charakteristika nebo

pozorovand hodnota statistiky T.

Zakladni princip statistické indukce vyjadiuje schéma:

Nahodna veli¢ina

Teoreticka charakteristika

(X19eees Xn)

X 9
4
Nahodny vybér | > Vybérova charakteristika
(Xlr--a Xn) T(X],..., Xn)
N Statisticky soubor > Empiricka charakteristika

t=T(X150009 Xn)

Odhady (fitovdani) rozdéleni pravdépodobnosti pozorovanych nahodnych veli¢in a
nahodnych vektori maji zdsadni vyznam pro odhady parametrii i testovani statistickych
hypotéz. Podle zpisobu realizace odhadii rozdéleni je mizeme rozdélit na: empirické a

inferencni.

Empirické odhady rozdéleni pravdépodobnosti jsou zalozeny na:
= teoretickych a zkuSenostnich piedpokladech a informacich o tvaru rozdéleni,
= grafickych vyjadfeni statistickych souborti (histogramy, polygony aj.).

Mezi inferenéni (induk¢ni) metody odhadt rozdéleni pravdépodobnosti patii zejména:

= Pearsonovy kiivky,

=  Gramovy — Charlierovy tady,

= Johnsonovy kiivky,
= kvazinormy,
=  jadrové odhady.

Postup odhadovani a verifikace rozdéleni pravdépodobnosti na zdkladé ziskaného

statistického souboru probihd v krocich:
1. Grafické znazornéni statistického souboru.

2. Viastni odhad rozdéleni.

3. Testovani shody rozdéleni.
Pti empirickych odhadech (ale i pifi odhadech inferen¢nich) se musime vyrovnat

s fadou problémd, zejména:

e rozhodnout, zda se jednd spojitou anebo diskrétni nahodnou veli¢inu s ohledem na

piesnost pozorovani (méfeni) a mozny obor jejich hodnot,

posoudit Sikmost a Spicatost rozdéleni pozorované ndhodné veli¢iny,
posoudit vicemodalitu rozdéleni pozorované nahodné veli¢iny,

odfiltrovat extrémné odchylené pozorované hodnoty,

zvazit nutnost respektovani dimenze vicerozmérného statistického souboru.




2 Empirické odhady rozdéleni

Neroztfidény statisticky soubor (x, ,...,x,) nebo uspofadany statisticky soubor (x(l) ,...,x(n)) ,

n

Xy S Xy» 1= l,...,n, s rozsahem n prevedeme na roztfidény statisticky soubor (variacni

fadu):

* * *

X, X ...X

m

J Lo

Pfitom x} je stfed tfidy, f, je Cetnost hodnot x, vj-té tfid¢, j=1,...,m; tiidy jsou zleva

oteviené a zprava uzaviené intervaly tvaru. Grafické vyjadreni rozttidéni:

/i S S

I: o::l H—4—|—¢+H—¢—|— o II ° :I

WO ITE) Yoy X x
x; X; X,

Pocet tfid je m <na obvykle jej volime pfiblizné¢ 1+ 3,3logn pro soubory symetrického

charakteru nebo /n az 2+/n pro soubory nesymetrického charakteru [1, 9].

Priklad normalniho rozdéleni N(2;10)
Priklad ilustruje zakladni grafické zpracovani statistického souboru ziskaného generatorem

nédhodnych ¢&isel pro normélni rozdéleni se stiedni hodnotou =2 a rozptylem o’ =10,

odhady parametri a naslednou verifikaci pomoci testi shody. Grafy a vypolty byly
realizovany pomoci statistického softwaru Statgraphics.
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Uncensored Data - RAND1

Data variable: RAND1
100 values ranging from 4,25663 to 14,9898

Fitted normal distribution:
mean = 10,131
standard deviation = 2,15925

Tests for Normality for RAND1
Computed Chi-Square goodness-of-fit statistic = 19,52
P-Value = 0,55182

Shapiro-Wilks W statistic = 0,981384
P-Value = 0,600628

Z score for skewness = 0,837386
P-Value = 0,402374

Z score for kurtosis = -0,439584
P-Value = 0,660235

Goodness-of-Fit Tests for RAND1

Chi-Square Test

Lower Upper Observed Expected
Limit Limit Frequency Frequency Chi-Square
at or below 6,57937 4 5,00 0,20
6,57937 7,36383 8 5,00 1,80
7,36383 7,8931 4 5,00 0,20
7,8931 8,31375 3 5,00 0,80
8,31375 8,67463 9 5,00 3,20
8,67463 8,99871 2 5,00 1,80
8,99871 9,29902 3 5,00 0,80
9,29902 9,58398 3 5,00 0,80
9,58398 9,85968 6 5,00 0,20
9,85968 10,131 6 5,00 0,20
10,131 10,4024 4 5,00 0,20
10,4024 10,6781 4 5,00 0,20
10,6781 10,963 4 5,00 0,20
10,963 11,2633 10 5,00 5,00
11,2633 11,5874 4 5,00 0,20
11,5874 11,9483 6 5,00 0,20
11,9483 12,3689 5 5,00 0,00
12,3689 12,8982 5 5,00 0,00
12,8982 13,6827 7 5,00 0,80
above 13,6827 3 5,00 0,80

Chi-Square = 17,6 with 17 d.f. P-Value = 0,414482

Estimated Kolmogorov statistic DPLUS = 0,0348125
Estimated Kolmogorov statistic DMINUS = 0,0698938
Estimated overall statistic DN = 0,0698938
Approximate P-Value = 0,713002

EDF Statistic Value Modified Form P-Value
Kolmogorov-Smirnov D 0,0698938 0,70418 >=0.10%*
Kuiper V 0,104706 1,06088 >=0.10%*
Cramer-Von Mises W*2 0,0539431 0,0542128 0,4510%*
Watson U*2 0,0474934 0,0477309 0,5026%*
Anderson-Darling A*2 0,312734 0,315149 0,5434%*

*Indicates that the P-Value has been compared to tables of critical values
specially constructed for fitting the currently selected distribution. Other P-
values are based on general tables and may be very conservative.



Priklad Weibullova rozdéleni W(1,5;10)

Ptriklad ilustruje zékladni grafické zpracovani statistického souboru ziskaného generatorem
nahodnych cisel pro Weibullovo rozdéleni s parametrem tvaru 1,5 a parametrem méftitka 10,
odhady parametri a naslednou verifikaci pomoci testi shody. Grafy a vypolty byly
realizovany pomoci statistického softwaru Statgraphics.
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Uncensored Data — RAND2

Analysis Summary
Data variable: RAND2
100 values ranging from 0,523124 to 33,136

Fitted Weibull distribution:
shape = 1,53209
scale = 10,8573

Tests for Normality for RAND2

Computed Chi-Square goodness-of-fit statistic = 44,0
P-Value = 0,00233817

Shapiro-Wilks W statistic = 0,888196
P-Value = 2,73469E-10

Z score for skewness = 3,1973
P-Value = 0,00138734
Z score for kurtosis = 2,62291

P-Value = 0,00871837
Goodness-of-Fit Tests for RAND2

Chi-Square Test

Lower Upper Observed Expected
Limit Limit Frequency Frequency Chi-Square
at or below 1,56234 2 5,00 1,80
1,56234 2,49933 3 5,00 0,80



2,49933 3,31649 10 5,00 5,00
3,31649 4,0789 7 5,00 0,80
4,0789 4,81454 5 5,00 0,00
4,81454 5,53976 5 5,00 0,00
5,53976 6,26618 6 5,00 0,20
6,26618 7,00346 5 5,00 0,00
7,00346 7,76066 4 5,00 0,20
7,76066 8,54732 3 5,00 0,80
8,54732 9,37434 4 5,00 0,20
9,37434 10,2552 9 5,00 3,20
10,2552 11,2074 4 5,00 0,20
11,2074 12,2558 2 5,00 1,80
12,2558 13,4373 6 5,00 0,20
13,4373 14,8122 8 5,00 1,80
14,8122 16,4906 5 5,00 0,00
16,4906 18,713 2 5,00 1,80
18,713 22,2197 4 5,00 0,20

above 22,2197 6 5,00 0,20

Chi-Square = 19,2 with 17 d.f. P-Value = 0,317174

Estimated Kolmogorov statistic DPLUS = 0,0508244

Estimated Kolmogorov statistic DMINUS = 0,05203

Estimated overall statistic DN = 0,05203

Approximate P-Value = 0,949458

EDF Statistic Value Modified Form P-Value

Kolmogorov-Smirnov D 0,05203 0,5203 >=0.10%*

Kuiper V 0,102854 1,02854 >=0.10%*

Cramer-Von Mises W*2 0,0500082 0,0510084 >=0.10%*

Watson U*2 0,0441107 0,0449929 >=0.10%*

Anderson-Darling A*2 0,398667 0,406641 >=0.10%*

*Indicates that the P-Value has been compared to tables of critical values
specially constructed for fitting the currently selected distribution. Other P-
values are based on general tables and may be very conservative.

3 Inferenéni metody odhadu
3.1 Pearsonovy krivky

K. Pearson [2, 3] vysSel z diferencidlni rovnice pro hustotu pravdépodobnosti ve tvaru

d, x+d

/A =———dx.

[ ¢ tex+e,x
Podle toho, jakych hodnot nabyvaji parametry rovnice, dostdvaji hustoty pravdépodobnosti
f (x) ruzné vyrazy a v grafickém zobrazeni maji rizné geometrické tvary. K. Pearson zavedl
celkem 7 typl rozdéleni, znacenych I az VII, pficemZ nékteré znich maji jesté¢ vyrazné
odlisené podtypy znacené indexy. Celkem se tedy uvadi 12 typi a podtypt.
Obecné feseni diferencialni rovnice je

f =1,
kde

v(x)= _ x+d L

2
c, +Cx+c,x
a u(x) zna¢i vhodnou primitivni funkci k danému integrandu. Typové zévisi integral na

hodnotéach koeficientli ve jmenovateli, takze se vychdzi z feSeni rovnice
Cy+ex+e,x’=0.



Konstanty c¢,,c,,c,,d lze vyjadfit pomoci normovanych momentd 7#,r,7,7, hustoty

pravd&podobnosti f (x) ve tvaru

¢ =23 g _onsr2 1
s—2 2 s-2 s—2
kde
6(r—r’ 1)
§=——=
3 =21, +6

pficemz r, = 0,1, =1 a o7 je rozptyl rozdéleni s hustotou f(x).

Koteny R; a R, rovnice ¢, +¢,x +¢,x” =0 zavisi na diskriminantu

D=c’—4cyc,=c’ [1—420202]=012 (1—%),
1

2
G

kde x = . Jestlize ozna¢ime

4c,c,

t= > (s+2) +16(s +1),

pak kotfeny R; a R, jsou
o o
R =—(1-¢), R, =—(1+1¢).
=2 (1-0), R =2 (1+1)
Kazdé hodnoté veli¢iny x pak odpovidaji urcité hodnoty kofeni R;, R,. Pro urceni

konkrétniho typu kiivky pouzijeme za kritérium veliinu x; jejiz alternativni zapis pomoci
momentl 7,7, je

i (1 +3)
4(4r,-317)(2r, - 31 - 6)
Vyznam kritéria x vyjadiuje rozepsany kvadraticky trojclen

2 2
) ¢ 4c,
c, +ox+e,x —cz{(er—] -— K(K—l) .

2c, ¢

Nésledujici obrdzek popisuje rozdéleni Pearsonovych kiivek na grafu paraboly
y=K(k-1):

I I I
L. pro k<0
II. pro k=0 a <3
III. pro x==o0 g o g
IV. pro 0< k<1 i 0
V. prox=1 = K= K+ (>1) 4
VL. prox>1 Iy L/_'
VIL. prox=0 a ry>3 1L 1L

typ Il  typI typH typlV typ VI typ I
v typ V

Je-li k=0 a r4 =3, jedna se o normalni rozdéleni.



Ukazka typu I
Odhady cetnosti vyskytu v jednotlivych tfidach je mozno vypocitat ze vztahi (v tomto oddilu

znaCime Cetnosti 7, resp. jejich odhady 7, misto f;, resp. f‘j ):

Uil 92
ﬁj:ﬁo(l+%j [1—%) pro ¢, >0, ¢, >0,
—-q 92
ﬁj:ﬁo[1+l£J (1—%} pro ¢, <0, ¢, >0,
1 ~—q 2 4
ﬁj:ﬁo(l+%] (1—%] pro ¢, <0, ¢, <0,

. 2
kde pro odchylku od stfedni hodnoty x'—m, je x = x"—m, + On st

2 5-2
9,"4," F(S) ‘
(S _2)s_2 F(q1 +1)1"(q2 + l)

a konstanta

n
n, =—

0
/

Pro rozpéti / kiivek rozdéleni je /=20 (S+1)(1—K'), l=%t, [=1+1,, ll=q—112,
S_

I, = %12 , kde ¢, = %{(s —2)Fs(s+ 2)%} Grafy moznych Pearsonovych kfivek (hustot

rozdéleni typy I jsou nésledujici:
f,(z) f (z)

I

tlr ﬂ I? z -E’ 0 12

q,>1,q,>1 0<qg, <l q,>1
f(z) 1 (z)

7 0 L, T, 0 L,

! 2
q,>10<gq, <1 0<g, <L 0<gqg, <l

f,(z) f(z) £
e

T
1, 1, " 1, L, * T, 0 1,
—l<gq, <0, q,>1 —l<gq, <0, —l1<gqg, <0,

0<gqg, <1 —l<g, <0
fix) > fiz) 7

T 1, "

_lf E2
g >1-1<g, <0 0<g, <l —-1<gq,<0



Priklad
Hodnoty v nésledujici tabulce udavaji vék X védeckych pracovnikd v SSSR v roce 1928.
Relativni ¢etnosti #; jsou v %o a statisticky soubor je roztiidény [3, 5] .

Tridy n; Tridy n;
20 - 24 11 55-59 67
25-29 93 60 - 64 40
30 - 34 163 65 - 69 24
35-39 178 70 - 74 12
40 - 44 176 75 -79 3
45 - 49 132 80 - 84 1
50 - 54 100 ) 1000

Z tabulky se ziskaji vypoctem nésledujici statistiky:

m, =0,087, Xx=42,935, o=2,203,

m, =4,861, u, =4,853, 1,=0,605,

my,=7,737, 1, =6,469, 1l =0,366,

m, =72,385, u, =62,912, r, =2968.
Na zakladé téchto statistik vypocteme veli¢iny s, ¢ a kritérium « :

s=8,272, t=13,674, x=-0,26.
V tomto piipadé je x <0, takze pouzijeme Pearsonovu kiivku typu I. DalSim vypoctem
obdrzime modus X, rozpéti rozdéleni / s krajnimi hodnotami /; a /, , exponenty ¢, g2 pro
vypocet odhadi Cetnosti 7, a 7,
x=37,480, [=15,06, ¢, =1,256, ¢q,=5,016, [ =3,017, [, =12,043.

Konstanta 7, =179,43, takze odhadnuté ¢etnosti jsou

. 1,256 . 5,016
X . X .
171/.:179,43 1+ —2 1- ! .
: 3,017 12,043

Vypoctené Cetnosti jsou:

J Tridy x; 1 i

1 20 -24 22,5 11 12
2 25-29 27,5 93 99
3 30-34 32,5 163 161
4 35-39 37,5 178 179
5 40 - 44 42,5 176 166
6 45 - 49 47,5 132 136
7 50-54 52,5 100 101
8 55-59 57,5 67 68

9 60 - 64 62,5 40 41




10 65 - 69 57,5 24 22
11 70 - 74 72,5 12 10
12 75-79 77,5 3 4
13 80 - 84 82,5 1 1
) 1000 1000

Vykreslenim pivodnich Cetnosti 7, a kfivky prokladajici vypoctené Cetnosti 72, do grafu

dostavame vysledny tvar rozdéleni:

200 -

180
160
140

120 ~
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60 -
40 ~
20 -

0 T T T T T T T T T T T T T
20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85

Z tabulky i grafu je ziejma dobra aproximace ptivodniho neznamého rozd¢leni.
3.2 Gramovy - Charlierovy rady

Ttidy téchto rozdéleni vychazi z vyjadieni funkce Ing(#;n, p), kde

o(t;n, p) = i(ij P (1 _p)n—x o = |:p(eit 3 1) N l:|n

je charakteristickd funkce binomického rozdéleni Bi(n,p), pomoci ortogondlniho systému
funkci tvoriciho bazi zalozenou [3]:
e ve spojitém piipadé (vzhledem k 7) na hustoté normalniho rozdéleni (typ A),
e v diskrétnim ptipad¢ (vzhledem k p) na pravdépodobnostni funkci Poissonova rozd¢-
leni (typ B).
Jde o Fourierovu transformaci, takze zpétna transformace je

1 7 ity
p(x;n,p):EL[e o (t)dr.

Rozdéleni typu A
Hustota pravdépodobnosti ma tvar [3]

fA(x):f(x)+a1f(])(x)+a2f(2)(x)+ +anf(")(x)+ s
kde

10



je hustota normovaného normalniho rozdéleni a f () (x) je n-ta derivace f (x) podle x.

Pro Cebyseviiv-Hermitiv polynom
[2] [4] (6]

n n-2 n n—4 n n—6

X" X" X
2-1 272! 273!

H, (x):x” —

kde nl*! je variace k-té tfidy z » prvka bez opakovani, plati

S (x) = (1) H, (x) £ (%),
takZe
H, (x)=(-1)" 27z e pt) (x).
Obecné pak pro n-tou derivaci plati

(2] [4]

n n-2 n n—4 n

f(")(x):(—l)n(x”—z'“x +22.2!x —23.3!x”’6+ Jf(x)

Derivace ") (x) a mnohocleny H, (x) jsou ortogonalni, nebot

[ 7" () H, (x)dx ={

0 pro m # n,

(-1)"n! pro m=n.

Pak je
J‘:)ofA (X)Hn (x)dx = iam J:iof(m) (X)H,, (x)dx =a, j:f(n) (.X)Hn (x)dx :(—l)n ann! ,
odkud "

-1
a, z% f;fA (x)Hn (x)dx, n=0,1,2, ... .
Za pomoci obecného normovaného momentu

r= 'on”fA (x)dx,

je
(_l)n n n[2] n-2 n[4] n—4 n[6] n—6
an—TEfA(x) X —2.—1!96 +22—'2!X —23—'3!)6 + ... dx,
takze
(1) <
a, = nl = 2hh!Vn—2h .

Protoze r, =r, =1, r, = 0, pak prvnich Sest koeficienti je

a, =1, a=a,=0,
1 1
s _57"3» a4__4_!(”4_3)a
5=—%(f’5—10r3), a —%(%—15n+30)-
Odtud . |
r, r,—3 r. —10r, r. —15r, +30
£, (x)zf(x)—éfm (x)+ 424 YA (x)—= 0 3 10 (x)+-+—— 72‘6 7 (x) +....

Ve vétsing praktickych ptipadi postacuje zjednoduSeny tvar s pouze prvnimi tfemi
Cleny

11



Fo(6) = £ (6) =20 (x) # 22 1 ().

Prvni Clen pravé ¢asti ndm dava normalni rozdéleni, druhy Clen reflektuje Sikmost a tfeti clen
Spicatost hledaného rozdé€leni. Cetnost vyskytu v ptipadé rozttidéného souboru uréime pro

sttedy trid x; ze vztahu (v tomto oddilu znacime Cetnosti 7, resp. jejich odhady 7;, misto

S resp. fj):

~ n *
”jzng(xj)'

Priklad
M¢tenim mezi pevnosti X (kg / sz) pii stlaceni vzorku z borového dieva podél vlaken byly

po roztiidéni ziskany hodnoty v néasledujici tabulce [3, 5]:

Mez pevnosti x; (kg/cm®) | 215 | 255 | 295 | 335 | 375 | 415 | 455

Pocet zkousek 7, 7 22 102 | 260 | 386 | 461 356
Mez pevnosti x; (kg/cm®) | 495 | 535 | 575 | 615 | 655 ))
Pocet zkousek n; 239 108 40 15 4 2000

Pro vypocet potiebujeme nésledujici statistiky:

m, =0,041, g, =3,155, o=1,752,

m, =3,157, @, =3,072, r,=0,205,

m, =1,490, u,=1,102, 1, =3,021,

m, =30,271, u, =30,059,

X =416,64, pu, =28,510.
Statistiky f,, #, jsou odhady centrdlnich momentli pro pivodni netfidénd data pouzitim
Sheppardovych korekei pro tiidéni [1]:

- . 1
ﬂzzﬂz_ﬁhza
b=,

1 7
i, = u, —— wh*>+—h'.
Hy = Hy 2/12 240

Do vztahu s prvnimi tfemi ¢leny dosadime normované momenty 7, a 7, a obdrzime

£i(x) = 7(x)-0,034 £ (x)+0,001 £ (x).
Postupny vypocet Cetnosti z tohoto vzorce je v dale uvedené tabulce. Vykreslenim ptvodnich
Cetnosti n, a kiivky prokladajici vypoctené Cetnosti 7, do grafu dostdvame vysledny tvar

rozdéleni.
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X; n, x'—m, x=2 ;ml 7 (x) Yk (x) Jax (x) fi(x) | &, =§fA (x)
175 0 -6,041 -3,4480 0,0010 0,0320 0,0763 1,7E-05 0,01
215 7 -5,041 -2,8772 0,0063 0,0965 0,1389 0,0031 3,62
255 22 -4,041 -2,3065 0,0279 0,1493 -0,0172 0,0227 26,01
295 102 -3,041 -1,7357 0,0884 0,0019 -0,5306 0,0879 100,36
335 260 -2,041 -1,1649 0,2024 -0,3873 -0,6681 0,2150 245,49
375 386 -1,041 -0,5941 0,3343 -0,5259 0,3365 0,3526 402,56
415 461 -0,041 -0,0234 0,3988 -0,0280 1,1951 0,4008 457,57
455 356 0,959 0,5473 0,3434 0,5076 0,4437 0,3264 372,69
495 239 1,959 1,1181 0,2135 0,4177 -0,6273 0,1986 226,81
535 108 2,959 1,6889 0,0958 0,0238 -0,5729 0,0945 107,89
575 40 3,959 2,2597 0,0310 -0,1478 -0,0485 0,0360 41,16
615 15 4,959 2,8304 0,0072 -0,1030 0,1388 0,0109 12,45
655 4 5,959 3,4012 0,0012 -0,0357 0,0827 0,0025 2,87
695 0 6,959 3,9720 0,0001 -0,0075 0,0235 0,0004 0,49
> 2000 - - 1,7518 - - 1,7520 2000,04
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175 215 255 295 335 375 415 455 495 535 575 615 655 695

Z tabulky 1 grafu je zfejma velmi dobré aproximace ptivodniho nezndmého rozdélent.

Rozdéleni typu B
Pravdépodobnostni funkce ma tvar [3]

ps (x) =w () 20,6, ().

kde (x) je pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni

X

l//(x)z /jc! e’ x=0,1,2, ...,

a polynom G, (x) je analogie Ceby3evova — Hermitova polynomu H, (x). V polynomech

G, (x) se misto normalni funkce rozdéleni bere funkce t//(x) a misto n-té derivace n-ta
diference
nl!] e i
A”l//(x—n):w(x)—Tl//(x—l)+71//(x—2)— e+ (-1)"w(x-n),

kde A"l je variace k-té tfidy z n prvka bez opakovani.
Polynomy G, (x) , zavislé na proménné x, jsou pro hodnoty 0, 1, 2, ... , definované rovnosti

6, (x) (1 S5,
takze
n (_l)h An ]

G, (x):(_l)nz_nlz n o (n-h)V

h=0

Koeficienty b, najdeme pomoci polynomii G, (x) podobné jako byly nalezeny koeficienty

a, pomoci polynomt H, (x). Plati

1
b,=1, =0, b, za(yz—l),
1
by :_g(/h —3u, +2/1):
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1
_ED‘“_% +(11-62) 1, =32 (2- 1) ].

Pak je pravdépodobnostni funkce pro rozdéleni typu B

x x2 _ (3] 2 3
pB(_x):ﬂ_ef’1 1+/,12—2/1 __ﬂ 2’ M}z-’_zi ix[Z]_’_/l_x[l]_ﬂ‘_ +
x! A 2 2 A 6 2 2 6

o =6+ (11-64) g, =32(2-2) | & AL +/1_2 oA /1_4 + .
At 24 6 4 6 24
Cetnost v jednotlivych tiidach roztiidéného souboru je
n; =np, (x).

Priklad
Odhadnéte diskrétni rozdéleni z néasledujicich dat, kde Cetnosti udavaji pocty a-Castic emito-
vanych poloniem v konstantnich ¢asovych intervalech (1/8 minuty) [3, 5]:

Pocet a-Castic x; 0 1 2 3 4 5 6 7
Cetnost n, 57 | 203 | 383 | 525 | 532 | 408 | 273 | 139

Pocet a-Castic x; 8 9 10 11 12 13 14 z
Cetnost 7, 45 | 27 | 10 | 4 0 1 1| 2608

Pro vypocet potiebujeme statistiky
m, =—0,1285, A4=3,872,

m, =3,7113, u, = 3,695,
m, =1,9720, 1, = 3,398,
m, = 46,4889, u, = 47,869.

Pak je
g
i = 2608872 o5 1o 0118) 11 7,4962 |+
x;! 2 /
x Pl
+0,001) =~ P4 7,4962x 1 - 9,6751 |+
x
+0,0179| = 43,7481 1 - 9,6751x 1 49,3655 | =
3,872° o38N (1] [2] (3] [4]
= 2608 =——¢ " {1,0695- 0,12, +0,0593x [ = 0,0114x," +0,00075x [}
X ’ ’ ’

J
Vypocet ¢etnosti z tohoto vzorce je v nasledujici tabulce. Vykreslenim odhadnutych ¢etnosti
n; a puvodnich Cetnosti », obdrzime dale uvedeny sloupcovy graf .
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1,0695-0,12x " +0,0593x ! -

. n. ~
’ " E W —0,0114x 7 +0,00075x 2 x) "
0 57 0 0,020817 1,0695 0,0222 58,06
1 203 I 0,080602 0,9495 0,076 199,59
2 383 2 0,156046 0,9481 0,1479 385,84
3 525 3 0,201403 0,9969 0,2007 523,63
4 532 4 0,194958 1,0455 0,2038 531,58
5 408 5 0,150976 1,0615 0,1602 417,96
6 273 6 0,097430 1,0305 0,1004 261,84
7 139 7 0,053893 0,9561 0,0515 134,38
8 45 8 0,026084 0,8599 0,0224 58,49
9 27 9 0,011222 0,785 0,0087 22,78
10 10 10 0,004345 0,785 0,0033 8,82
1 4 ) 0,001529 0,9265 0,0014 3,69
12 0 12 0,000494 1,3191 0,0006 1,69
13 1 13 0,000147 2,0679 0,0003 0,79
14 1 14 4,07E-05 3,3025 0,0001 0,35
> 2608 1,000000 1,0005 2609,54
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&00

500
400 - i
300
200
100 -
, e o

0 2 3 5 & 8 9 11 12 | 14

Dvpodtens fetnosti | 58,0 | 385, | 523, | 418 | 261, | 585 | 227 | 3,69 | 1,69 | 0,35

Z tabulky 1 grafu je zfejma velmi dobra aproximace pivodniho neznamého rozd¢€leni.
3.3 Johnsonovy kfivky

Jinou soustavu odhadii spojitych rozdéleni pravdépodobnosti pomoci Ctyfparametrickych
distribu¢nich funkci navrhl N. L. Johnson [4, 5]. Tyto odhady vychézi z nelinearni transfor-
mace normalniho rozdéleni. V aplikacich se ukazuje, ze Casto vystaCime se tfemi jednodu-
chymi typy nelinearni transformace:
zZ, =exXpXx, zg =ﬂ, z, =sinhx.
I+expx

Tvarova rozmanitost rozdéleni se ve vSech tfech ptipadech dociluje dvéma parametry tvaru
k a m, k nimz ptistupuji jesté¢ parametr polohy a a parametr métitka b.

1. Transformace
)
z, =bexp +a

m
prevadi normalni hustotu pravdépodobnosti

f(x)= \/;—”eXp(—éj

na hustotu pravdépodobnosti

£, (2) :ﬁexp —%{mmlnt;“ﬂz :

kde z>a, m>0,b>0, keR, aeR. Jde vlastné¢ o tiiparametrické lognormalni rozdéleni

s prahovou hodnotou a, které se oznacuje jako Johnsonovo rozdéleni typu S, (L = lognormal).

exp
m
b
x—k
1+ exp
m

ziskdme Johnsonovo rozdéleni typu S, (B = bounded) s hustotou pravdépodobnosti

2. Transformaci

Zy = +a

17



15 (2)= JZ—E (z—a)(llj—z+a)exp{_%{k—i_mm(%ﬂz}’

kde ze(a,a+b),m>0,b>0,keR, aeR.

3. Transformaci
z, = bsinh(x_kj+a
m

dostavame Johnsonovo rozdéleni typu S,, (U = unbounded) s hustotou pravdépodobnosti

2

2
z—a z—a
z exps——|k+mln + +1 ,
fU V2 1/2a+b2 P [(bj (bJ J
kde zeR, m>0,b>0,kecR, acR.

Uvedena rozdéleni jsou cCtyfparametrickd a jejich parametry obvykle urcujeme
metodou maximalni vérohodnosti.

3.4 Fitovani rozdéleni pomoci kvazinorem

Odhadujeme diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti za vedlejSich momentovych podminek tak,

aby vzdalenost vypocteného rozdé€leni p=(p,,...,p,) od n&akého daného rozdéleni
q=(q,...,q,) byla minimalni. K odhadu mizeme pouzit Hellingerovu vzddlenost

owa=$r, -0

nebo Shannonovu pseudovzddlenost
S(p.q) =Y (p,Inp, —q,Ing,)
j=

rozdéleni p=(p,,...,p,) a q=(q,,-...q,,) [6,7, 8].
Pro odhad piedpokladame, Ze pozorovana diskrétni nahodna veli¢ina X nabyva
kone¢né mnoha navzdjem ruznych redlnych hodnot xj. s neznamymi pravdépodobnostmi

p,=P(X=x}),j=1 ..m, m>1.
Pozorovanim nahodné veli¢iny X ziskame statisticky soubor (x,,...,x,) a jeho roztfidénim

dostaneme roztiidény statisticky soubor

(4)-e5)

kde f; je absolutni Cetnost pozorované hodnoty x; .

Hellingerova kvazinorma
Rozdéleni pravdépodobnosti p =(p,,...,p, ) diskrétni ndhodné veli¢iny X ma na pravdépo-

dobnostnim prostoru (Q,p), kde Q= {xf ,...,x;} a m>1, tzv. minimalni Hellingerovu

kvazinormu za K pocdtecnich momentovych podminek
Yopxl=M, k=0,..K,
j=1

jestlize jeho Hellingerova Vzdélehost
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D(p.p,) = Z[f \F]

od rozdéleni pravdépodobnosti p, = (l, j je minimdlni pro
m I’I’l

M, :Zﬁx’;", k=0,...K.
O
Pak je
1

p; = - ) =1...,m,
m(l+z/1kx;kJ
k=0

kde 4., k=0,...,K, jsou Lagrangeovy multiplikatory pro Lagrangeovu funkci

A(p.»)=D(p,p,) Zi [Zp] X - j

ah=(Ayr Ay ).
Lagrangeovy multiplikatory 4, je moZno urcit pomoci nelinedrni soustavy rovnic
anebo pfimo aplikovat nelinedrni optimalizaci. Napf. proK =0 je 4,, =0, resp. 4, =-2,a

p; =i, j=1...,m,a D(p,p0)=0.Pr0 K =m jde o interpolaci p; =£, j=1....m
m m

Hellingerova vzdalenost umoziiuje zavést nepfili§ znamy tzv. Hellingeriv — Pitmantv
test shody, ktery spoc¢iva ve skutec¢nosti, Ze statistika

4nD(p,f) = 4ni{\/p7j— %J

j=1
ma pro n — oo asymptoticky rozdéleni chi-kvadrat s m —k —1 stupni volnosti. Postupnym

pridavanim momentovych podminek a opakovanym odhadem rozdéleni pravdépodobnosti
pomoci minimélni Hellingerovy kvazinormy lze urcit minimalni potfebny pocet K téchto

podminek tak, aby platilo z* < y7_,kde z;, je (1-a)- kvantil rozdéleni chi-kvadrat s da-
nym poctem stupiii volnosti pro hladinu vyznamnosti « [7, 8].

Shannonova kvazinorma

Rozdéleni pravdépodobnosti p =(p,,...,p, ) diskrétni ndhodné veli¢iny X, ma na pravde-
podobnostnim prostoru (€, p), kde Q= {x1 ,...,x;} a m>1, tzv. minimdlni Shannonovu

kvazinormu za K momentovych podminek
d.px) =M, k=0,..K
j=1

jestlize jeho Shannonova pseudovzdalenost

S(P.Py) = i(pj Inp, —%IH(LD

m

od rozdéleni pravdépodobnosti p, = (l,,lj je minimdlni pro
m m
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Pak je

—exp[ 1—2/1x j Lm,

kde 4., k=0,...,K, jsou Lagrangeovy multlphkatory pro Lagrangeovu funkci

A(p.2)=S(p.p,) Zﬂ (Zp, Xt - "J’

a kz(lo,...,/lK).

Lagrangeovy multiplikatory A, je mozno opét urcit pomoci nelinedrni soustavy rovnic
anebo pfimo aplikovat nelinearni optimalizaci. Navic jsou odhady parametrii 4, maximalné
veérohodné, nebot’ jde soucasné o odhady parametrii modifikovanou metodou minimalniho
chi—kvadrat. Dale pak mutzeme aplikovat chi-kvadrat test shody rozdé€leni. Postupnym

pridavanim momentovych podminek a opakovanym odhadem rozdéleni pravdépodobnosti
pomoci minimdalni Shannonovy kvazinormy lze ur¢it minimalni potfebny pocet K téchto

podminek tak, aby platilo y* <y’ , kdey;, je (1-a)- kvantil rozdgleni chi—kvadrat
s m—k—1 stupiii volnosti pro hladinu vyznamnosti « . Navic ma kazdé takto postupné
ziskané rozdéleni pravdépodobnosti p(l) vzdy maximdlni entropii pro dané¢ momentové

podminky [7, 8].

Piiklad
Sledovanim urcitého statistického znaku (diskrétni ndhodné veli€iny X ) jsme ziskali
statisticky soubor o rozsahu » =100. Po jeho roztfidéni jsme obdrzeli diskrétni empirické

rozdéleni nahodné veliCiny X dané nasledujici tabulkou, kde jsou xj. stfedy tfid a f;

pozorované absolutni Cetnosti [7]:

X 1 2 3 4 5 6 7

S 6 10 14 18 22 20 10

Hleddme minimum Hellingerovy, resp. Shannonovy kvazinormy, za vedlejSich podminek
, R L “ 1 1
danych prvnimi tfemi obecnymi momenty M, M,,M, od rozdéleni p, =(—,...,—).

m m
Z rovnosti mezi teoretickymi a empirickymi obecnymi momenty plyne, Ze

1, . .
M, =— Zf—IOOZf—l Mlz—ijxj—IOOZf.xj=4,4,

jl
ij 1002fo?=22,2.

Vypocty byly provedeny p0m001 specialniho softwaru s optimalizaénim jadrem z
programu GAMS. Vysledky za postupného pfiddvani momentovych podminek pro obé
kvazinormy jsou ilustrovany nésledujici tabulkou.
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Vzdalenost M, M, + M, M,+M +M,
D(p.p,) 0 0,0100505 0,0382016
S(p.p,) 0 0,0200841 0,0713272

V nasledujici tabulce jsou vysledky:

Cetnosti\Ttidy 1 2 3 4 5 6 7
/i 6 10 14 18 22 20 10
K=0 14 14 14 14 14 14 16
1 K=1]| 10 12 13 14 15 17 19
K=2 6 9 15 20 21 17 12
K=0 14 14 14 14 14 14 16
1 K=1] 10 11 13 14 16 17 19
K=2 5 10 16 20 20 17 12
Graficka ilustrace vysledk:
Hellingerova kvazinorma
25
20 A
Z 51 = - = ——fj
£ —m—K=0
© 10 * S A K =1
/ ——K=2
5 -
0 T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7
Stiedy tiid
Shannonova kvazinorma
25
20
g0 ——1j
g —®—K=0
10 7 A K= 1
—e—K=2
5 -
0
1 2 3 4 5 6 7
Stredy tiid

Z tabulky i grafi jsou zfejmé dobré aproximace puvodniho neznamého rozdéleni pomoci
obou kvazinorem pro K = 2.
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3.5 Jadrové odhady

Jadrové odhady hustoty spojitého rozdéleni pravdépodobnosti [10] vychazeji z tzv. jadrové
funkce K, coz je nezaporna funkce na R vyhovujici podmince

f K(x)dx=1.
Jddrovy odhad s jadrem K hustoty pravdépodobnosti f (x) pozorované spojité nahodné
veli¢iny X je pak funkce

~ I & X — X,
x)=—>» K =,
CE
kde parametr & je $iFka vyhlazovaciho okna (vyhlazovaci parametr) a x, je pozorovana

hodnota X, tj. prvek statistického souboru (x,,...,x, ), ktery netfidime.

NejcCastéji se uzivaji jadra:

3 (01,
—=1-Z <A/5
Epanechnikovo jidro K (x)= 45 ( 5 * j pro |x| 5
0 jinde

o I=[x|  profx|<1
o Trojuhelnikové jadro K (x) = 0 d
jinde

e Gaussovo jadro K (x)=

1 exp(—ij pro x € (—o0,0)
2z 2

E(l - x2)2 pro |x| <1
e Jddro s dvojndsobnou vahou K (x) =416

0 jinde
1
g = pro [x[<1
e Obdélnikové jadro K (x) =42
0 jinde

Vliv 8itky vyhlazovaciho okna na vyhlazeni je ilustrovan na nésledujicich obrazcich:

wyslednd kiivka

05
f(x)

04f

03

0.2+

0.1r

" 2 0 2 |
Sitka okna 0,4.
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051

0.5 )
Flx) f[xl'm_
04 -
0.3 0.3}
0.2 0.2}
0.1 01F
(a) o (b) 0 g o e
K -4 -2 0 2 K

Siika okna (a) 0,2; (b) 0,8.

Vliv §itky jadra také ilustruji simulovand data podle bimodalni hustoty:

04r
flx

02f

?3.0 =20 =10 0 10 20 P 30

Odpovidajici jadrové odhady s Gaussovym jadrem pro §itky okna (a) 0,1, (b) 0,3, (c¢) 0,6 jsou:

(=L J 1]
?Lrll fieh
ol arf
£l : : ; . (B, 4 , \ .
I::I'!m -2 BT ) T n‘_u{j‘-m =T =T ) ] FT T
o
Na
e

(c)e

Z predchézejicich obrazku je ziejmé, ze k zédkladnim problémiim aplikace jadrovych
odhadi patii volba jadra a §itka vyhlazovaciho okna. Déle pak jde o respektovani pozadavki
spojitosti, pfip. hladkosti ziskané hustoty pravdépodobnosti a dilezité je také vyjadreni
odpovidajici distribu¢ni funkce a snadnost vypoctu kvantilt, piip. pokryti celého rozsahu
hodnot ndhodné veli¢iny X, nebot jadrové odhady maji nékdy charakter Sumu na koncich
rozd¢leni.

L 28 18 L] L B ig

Priklad
Data v tabulce vyjadiuji délky erupci x, (v minutach), i=1,...,107, gejziru Old Faithful
v Yellowstonském narodnim parku (USA):
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4,37 | 3,87 | 4,00 | 4,03 | 3,50 | 4,08 | 2,25 [ 4,70 | 1,73 | 4,93 | 1,73 | 4,62 | 3,43 | 4,25

1,68 13,92 | 3,68 | 3,10 | 4,03 | 1,77 | 4,08 | 1,75 | 3,20 | 1,85 | 4,62 | 1,97 | 4,50 | 3,92

4,3512,33 (3,83 |1,88 (4,60 | 1,80 4,73 | 1,77 | 4,57 | 1,85 | 3,52 | 4,00 | 3,70 | 3,72

4,251 3,58 13,803,777 | 3,75 | 2,50 | 4,50 | 4,10 | 3,70 | 3,80 | 3,43 | 4,00 | 2,27 | 4,40

4,05 4,25 (3,33 12,00 {4,33]2,93(4,58|1,90 (3,58 (3,73 3,73 | 1,82 | 4,63 |3,50

4,00 | 3,67 | 1,67 | 4,60 | 1,67 | 4,00 | 1,80 | 4,42 | 1,90 | 4,63 | 2,93 | 3,50 | 1,97 | 4,28

1,83 14,13 | 1,83 | 4,65 | 4,20 | 3,93 | 4,33 | 1,83 | 4,53 | 2,03 | 4,18 | 4,43 | 4,07 | 4,13

3,95 14,10 | 2,72 | 4,58 | 1,90 | 4,50 | 1,95 | 4,83 | 4,12

Uvedena data jsou hodnoty ndhodné veli¢iny X s neznamym rozdélenim pravdépodobnosti a
typickad pro tuto ndhodnou veli¢inu je bimodalita jejiho rozdéleni. Pro modelovani jeji hustoty
pravdépodobnosti by bylo mozno uvazovat smés dvou rozdéleni, av§ak v tomto ptipadé by
bylo nutno expertné¢ odhadnout jejich tvar. Dokladaji to také nasledujici histogramy, které se
1i$i volbou pokryti tfidami:

H sl _
o
: &
ELER- T B QA
-\.FI "';[ |——
Z £
= [
PR H Eﬁ,gp
‘ J 0, ] ,
o 4 [ 1 L

3 5 4 i, e
delka erupet (min) délkea erupct (min)

Vypoctem pomoci WWW apletu [11] obdrzime nasledujici jadrové odhady:

0s 06p
E 04+ —g 04}
= =
[+] =]
0zr 0.2}
0 L 'l L 1 u |- A i A1 i J
0 1 2 3 4 s .6 0 1 2 3 4 5 6
delka erupei (mim) della erupel (min)
Odhad pomoci obdélnikového jadra. Odhad pomoci Gaussova jadra se Sitkou
okna 0,25.

Na nésledujicich obrazcich jsou znazornény jadrové odhady hustoty pro uvedena data
pomoci Gaussova jadra potizené demoverzi programu QCExpert pouze z prvnich deseti
hodnot délky erupci x; gejziru Old Faithful z vySe uvedené tabulky pro riizné Sitky jadra A

(hustota normalniho rozdéleni je pro porovnani riznych métitek). Za optimalni lze vzit Sitku
okna 4 1ze vzit hodnotu od 0,4 do 0,6.
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Hisoi Cdhad hustoty - Sheet! - A Hisoh Cdhad hustoty - Sheet! - A
164 1.0
144 0201
0204
1.24 0704
1.0 0
054 o504
0.5 0.40
04l 0.304
0204
024 0.104
oo 000
0.0 oo
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0504 0,70
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0304 0.30
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0104 0104
0.00 0.00
0.0 oo
Hysioia Qdhad hustoty - Sheet - A Hyioia
0604 060
0.504 0.504
0.404 0.404
0.304 0.30
0.204 0.20
0104 0104
0.00 0.o0
0.0 oo
Huoh Odhad hustoty - Sheet! - A Huioh Odhad hustoty - Sheet! - A
0.504 0.50
0.40 .40 h=0.8
0.304 0,304
0.204 0.204
0104 0104
0.00 0.00 : : : : : L
0.0 oo 1.0 20 2.0 4.0 5.0 E.0
Hiti Cdhad hustoty - Sheet! - A
0.504
0401 h=0.9
0.30
0.20
0,104
0.00 . : : : : S
0o 1.0 20 30 4.0 5.0 6.0




4 Zavér

Empiricky pfistup k odhadiim rozdé€leni pravdépodobnosti vyzaduje pii feSeni konkrétnich
uloh dostate¢nou davku zkuSenosti a nelze pfitom spoléhat na profesiondlni statistické softwa-
rové produkty, které navic obsahuji pouze nevelké mnozstvi riznych typl rozdéleni. Odhady
vyuzivajici inferencni piistup k pozorovanym nahodnym veli¢indm jsou rigor6znéjsi a byvaji
ucinnéjsi nez empirické odhady, avSak 1 pii jejich pouziti povétSinou ziistavaji problémy
s multimodalitou a eliminaci extrémné odchylenych hodnot. V soucasné dobé se stale vice
vyuzivaji v aplikacich jak ve vyzkumu, tak i vyrobé, financnictvi a ekonomickych modelech.
Napt. Pearsonovy i Johnsonovy kfivky naSly uplatnéni ve statistickém fizeni procest a jsou
implementovany do softwaru (Statistica aj.). Usp&né se také rozviji teorie jadrovych odhada,
které pfinesly nové postupy pro casové fady a regresni analyzu, a bézné se jiz uzivaji pro
graficky softwarovy fiting hustoty (QCExpert, Statgraphics). Odhadiim zalozenym na vzdale-
nostech rozdéleni pravdépodobnosti, resp. jejich kvazinormach, patti z divodu jejich flexibi-
lity a vhodnosti i pro vicerozmeérné statistické soubory blizkd budoucnost.

Ptedlozeny piehled inferencnich odhadli rozdéleni pravdépodobnosti neni zdaleka
uplny a v soucasné dob¢ se na fitovani rozdéleni pravdépodobnosti v matematické statistice
usilovné pracuje.
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