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Abstrakt: Referát má p ehledový charakter a je obsahov  zam en na n které metody
odhadu rozd lení pravd podobnosti pozorovaných náhodných veli in. Konkrétn  jde o 
empirické p ístupy k odhad m a zejména o vybrané inferen ní metody: Pearsonovy k ivky,
Gramovy-Charlierovy ady, Johnsonovy k ivky, odhady pomocí kvazinorem vycházejících ze 
vzdáleností rozd lení a jádrové odhady hustot. Metody jsou podány popisným charakterem
s nazna ením teoretických základ  a získané odhady jsou prezentovány na p íkladech
s pot ebným grafickým doprovodem.

1  Náhodný výb r a odhady rozd lení

Metodami matematické statistiky ešíme v aplikacích dv  základní úlohy [1, 9]: 
odhady parametr  a rozd lení,
testování statistických hypotéz o parametrech a rozd leních.

Matematická (inferen ní, induk ní) statistika vychází z následujícího pojetí: 
opakujeme n-krát nezávisle pokus, jehož výsledkem je pozorovaná hodnota náhodné 
veli iny X s distribu ní funkcí ,F x , kde  je reálný parametr (p ípadn  vektor para-

metr  anebo jejich funkce) daného rozd lení pravd podobnosti,
tím získáme statistický soubor s rozsahem n, tj. íselný vektor 

1,..., nx xx ,

 kde xi je pozorovaná hodnota složky Xi , i n1,..., ,
statistický soubor je pozorovaná hodnota náhodného výb ru (z náhodné veli iny X nebo 
jejího rozd lení pravd podobnosti) s rozsahem n, tj. náhodného vektoru

1,..., nX XX ,

jehož složky jsou nezávislé náhodné veli iny Xi se stejnou distribu ní funkcí (pravd -
podobnostní funkcí anebo hustotou pravd podobnosti) jako má pozorovaná náhodná 
veli ina X.

Analogicky pak definujeme náhodný výb r z náhodného vektoru. 

Náhodný výb r má simultánní distribu ní funkci 

1
1

; ,..., ; ;
n

n i

i

F F x x F xx

a simultánní pravd podobnostní funkci 

1
1

; ,..., ; ;
n

n i

i

p p x x p xx ,
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resp. simultánní hustotu pravd podobnosti

1
1

; ,..., ; ;
n

n i

i

f f x x f xx .

Množina všech možných hodnot náhodného výb ru, tj. množina všech statistických 
soubor , tvo í tzv. výb rový prostor.

Funkce náhodného výb ru 1,..., nT X X  je výb rová charakteristika nebo statistika.

Její hodnota na statistickém souboru 1,..., nx xt T  je empirická charakteristika nebo 

pozorovaná hodnota statistiky T.
Základní princip statistické indukce vyjad uje schéma:

Empirická charakteristika 

t = T(x1,…, xn)

Výb rová charakteristika 

T(X1,…, Xn)

Statistický soubor 

(x1,…, xn)

Teoretická charakteristika

Náhodný výb r

(X1,…, Xn)

Náhodná veli ina

X

Odhady (fitování) rozd lení pravd podobnosti pozorovaných náhodných veli in a 
náhodných vektor  mají zásadní význam pro odhady parametr  i testování statistických 
hypotéz. Podle zp sobu realizace odhad  rozd lení je m žeme rozd lit na: empirické a 
inferen ní.

Empirické odhady rozd lení pravd podobnosti jsou založeny na: 
teoretických a zkušenostních p edpokladech a informacích o tvaru rozd lení,
grafických vyjád ení statistických soubor  (histogramy, polygony aj.). 

Mezi inferen ní (induk ní) metody odhad  rozd lení pravd podobnosti pat í zejména:
Pearsonovy k ivky,
Gramovy – Charlierovy ady,
Johnsonovy k ivky,
kvazinormy,
jádrové odhady. 

Postup odhadování a verifikace rozd lení pravd podobnosti na základ  získaného 
statistického souboru probíhá v krocích: 

1. Grafické znázorn ní statistického souboru.
2. Vlastní odhad rozd lení.
3. Testování shody rozd lení.

P i empirických odhadech (ale i p i odhadech inferen ních) se musíme vyrovnat 
s adou problém , zejména:

rozhodnout, zda se jedná spojitou anebo diskrétní náhodnou veli inu s ohledem na 
p esnost pozorování (m ení) a možný obor jejích hodnot, 
posoudit šikmost a špi atost rozd lení pozorované náhodné veli iny,
posoudit vícemodalitu rozd lení pozorované náhodné veli iny,
odfiltrovat extrémn  odchýlené pozorované hodnoty, 
zvážit nutnost respektování dimenze vícerozm rného statistického souboru. 
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2  Empirické odhady rozd lení

Nerozt íd ný statistický soubor 1 , ..., nx x  nebo uspo ádaný statistický soubor 1 , ...,
n

x x ,

1i i
x x , , s rozsahem n p evedeme na rozt íd ný statistický soubor (varia ní

adu):

1,...,i n

jx 1x     . . . mx

jf 1f      . . . mf

x

x

1x 2x 1n
x

n
x

1x jx m

1f jf mf

P itom jx  je st ed t ídy, jf  je etnost hodnot ( )ix  v j-té t íd , 1,...,j m ; t ídy jsou zleva 

otev ené a zprava uzav ené intervaly tvaru. Grafické vyjád ení rozt íd ní:

Po et t íd je a obvykle jej volíme p ibližnm n 1 3,3log n  pro soubory symetrického

charakteru nebo n  až 2 n  pro soubory nesymetrického charakteru [1, 9]. 

P íklad normálního rozd lení N(2;10) 

P íklad ilustruje základní grafické zpracování statistického souboru získaného generátorem
náhodných ísel pro normální rozd lení se st ední hodnotou 2  a rozptylem 2 10 ,
odhady parametr  a následnou verifikaci pomocí test  shody. Grafy a výpo ty byly 
realizovány pomocí statistického softwaru Statgraphics. 
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Uncensored Data - RAND1

Data variable: RAND1 

100 values ranging from 4,25663 to 14,9898 

Fitted normal distribution: 

     mean = 10,131 

     standard deviation = 2,15925 

Tests for Normality for RAND1 

Computed Chi-Square goodness-of-fit statistic = 19,52 

P-Value = 0,55182 

Shapiro-Wilks W statistic = 0,981384 

P-Value = 0,600628 

Z score for skewness = 0,837386 

P-Value = 0,402374 

Z score for kurtosis = -0,439584 

P-Value = 0,660235 

Goodness-of-Fit Tests for RAND1 

                               Chi-Square Test 

----------------------------------------------------------------------------

               Lower         Upper      Observed      Expected 

               Limit         Limit     Frequency     Frequency    Chi-Square 

----------------------------------------------------------------------------

         at or below       6,57937             4          5,00          0,20 

             6,57937       7,36383             8          5,00          1,80 

             7,36383        7,8931             4          5,00          0,20 

              7,8931       8,31375             3          5,00          0,80 

             8,31375       8,67463             9          5,00          3,20 

             8,67463       8,99871             2          5,00          1,80 

             8,99871       9,29902             3          5,00          0,80 

             9,29902       9,58398             3          5,00          0,80 

             9,58398       9,85968             6          5,00          0,20 

             9,85968        10,131             6          5,00          0,20 

              10,131       10,4024             4          5,00          0,20 

             10,4024       10,6781             4          5,00          0,20 

             10,6781        10,963             4          5,00          0,20 

              10,963       11,2633            10          5,00          5,00 

             11,2633       11,5874             4          5,00          0,20 

             11,5874       11,9483             6          5,00          0,20 

             11,9483       12,3689             5          5,00          0,00 

             12,3689       12,8982             5          5,00          0,00 

             12,8982       13,6827             7          5,00          0,80 

above        13,6827                           3          5,00          0,80 

----------------------------------------------------------------------------

Chi-Square = 17,6 with 17 d.f.   P-Value = 0,414482 

Estimated Kolmogorov statistic DPLUS = 0,0348125 

Estimated Kolmogorov statistic DMINUS = 0,0698938 

Estimated overall statistic DN = 0,0698938 

Approximate P-Value = 0,713002 

EDF Statistic          Value           Modified Form   P-Value 

Kolmogorov-Smirnov D   0,0698938       0,70418         >=0.10* 

Kuiper V               0,104706        1,06088         >=0.10* 

Cramer-Von Mises W^2   0,0539431       0,0542128       0,4510* 

Watson U^2             0,0474934       0,0477309       0,5026* 

Anderson-Darling A^2   0,312734        0,315149        0,5434* 

*Indicates that the P-Value has been compared to tables of critical values 

specially constructed for fitting the currently selected distribution. Other P-

values are based on general tables and may be very conservative. 
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P íklad Weibullova rozd lení W(1,5;10) 

P íklad ilustruje základní grafické zpracování statistického souboru získaného generátorem
náhodných ísel pro Weibullovo rozd lení s parametrem tvaru 1,5 a parametrem m ítka 10, 
odhady parametr  a následnou verifikaci pomocí test  shody. Grafy a výpo ty byly 
realizovány pomocí statistického softwaru Statgraphics. 

Histogram for RAND2
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Uncensored Data – RAND2

Analysis Summary 

Data variable: RAND2 

100 values ranging from 0,523124 to 33,136 

Fitted Weibull distribution: 

     shape = 1,53209 

     scale = 10,8573 

Tests for Normality for RAND2 

Computed Chi-Square goodness-of-fit statistic = 44,0 

P-Value = 0,00233817 

Shapiro-Wilks W statistic = 0,888196 

P-Value = 2,73469E-10 

Z score for skewness = 3,1973 

P-Value = 0,00138734 

Z score for kurtosis = 2,62291 

P-Value = 0,00871837 

Goodness-of-Fit Tests for RAND2 

----------------------------------------------------------------------------

Chi-Square Test 

               Lower         Upper      Observed      Expected 

               Limit         Limit     Frequency     Frequency    Chi-Square 

----------------------------------------------------------------------------

         at or below       1,56234             2          5,00          1,80 

             1,56234       2,49933             3          5,00          0,80 

5



             2,49933       3,31649            10          5,00          5,00 

             3,31649        4,0789             7          5,00          0,80 

              4,0789       4,81454             5          5,00          0,00 

             4,81454       5,53976             5          5,00          0,00 

             5,53976       6,26618             6          5,00          0,20 

             6,26618       7,00346             5          5,00          0,00 

             7,00346       7,76066             4          5,00          0,20 

             7,76066       8,54732             3          5,00          0,80 

             8,54732       9,37434             4          5,00          0,20 

             9,37434       10,2552             9          5,00          3,20 

             10,2552       11,2074             4          5,00          0,20 

             11,2074       12,2558             2          5,00          1,80 

             12,2558       13,4373             6          5,00          0,20 

             13,4373       14,8122             8          5,00          1,80 

             14,8122       16,4906             5          5,00          0,00 

             16,4906        18,713             2          5,00          1,80 

              18,713       22,2197             4          5,00          0,20 

above        22,2197                           6          5,00          0,20 

----------------------------------------------------------------------------

Chi-Square = 19,2 with 17 d.f.   P-Value = 0,317174 

Estimated Kolmogorov statistic DPLUS = 0,0508244 

Estimated Kolmogorov statistic DMINUS = 0,05203 

Estimated overall statistic DN = 0,05203 

Approximate P-Value = 0,949458 

EDF Statistic          Value           Modified Form   P-Value 

--------------------------------------------------------------

Kolmogorov-Smirnov D   0,05203         0,5203          >=0.10* 

Kuiper V               0,102854        1,02854         >=0.10* 

Cramer-Von Mises W^2   0,0500082       0,0510084       >=0.10* 

Watson U^2             0,0441107       0,0449929       >=0.10* 

Anderson-Darling A^2   0,398667        0,406641        >=0.10* 

--------------------------------------------------------------

*Indicates that the P-Value has been compared to tables of critical values 

specially constructed for fitting the currently selected distribution. Other P-

values are based on general tables and may be very conservative. 

3  Inferen ní metody odhadu 

3.1  Pearsonovy k ivky

K. Pearson [2, 3] vyšel z diferenciální rovnice pro hustotu pravd podobnosti ve tvaru

2
0 1 2

df x d
dx

f c c x c x
.

Podle toho, jakých hodnot nabývají parametry rovnice, dostávají hustoty pravd podobnosti
f x  r zné výrazy a v grafickém zobrazení mají r zné geometrické tvary. K. Pearson zavedl 

celkem 7 typ  rozd lení, zna ených I až VII, p i emž n které z nich mají ješt  výrazn
odlišené podtypy zna ené indexy. Celkem se tedy uvádí 12 typ  a podtyp .
Obecné ešení diferenciální rovnice je 

0
x

f f e ,

kde

2
0 1 2

x d
x dx

c c x c x

a x  zna í vhodnou primitivní funkci k danému integrandu. Typov  závisí integrál na 

hodnotách koeficient  ve jmenovateli, takže se vychází z ešení rovnice 
2

0 1 2 0c c x c x .
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Konstanty  lze vyjád it pomocí normovaných moment  hustoty 

pravd podobnosti
0 1 2, , ,c c c d 1 2 3 4, , ,r r r r

f x  ve tvaru 

2
0

1

2

s
c

s
, 3

1

2

2 2

r s
c d

s
, 2

1

2
c

s
,

kde
2

4 3

2
3 4

6 1

3 2

r r
s

r r 6
,

p i emž  a1 20, 1r r 2  je rozptyl rozd lení s hustotou f x .

Ko eny R1 a R2 rovnice  závisí na diskriminantu2
0 1 2 0c c x c x

2 2 20 2
1 0 2 1 12

1

4 1
4 1 1

c c
D c c c c c

c
,

kde
2

1

0 24

c

c c
. Jestliže ozna íme

22
3 2 16 1t r s s ,

pak ko eny R1 a R2 jsou 

1 1
4

R t , 2 1
4

R t .

Každé hodnot  veli iny  pak odpovídají ur ité hodnoty ko en R1, R2. Pro ur ení
konkrétního typu k ivky použijeme za kritérium veli inu , jejíž alternativní zápis pomocí
moment r  je 3 4, r

22
3 4

2 2
4 3 4 3

3

4 4 3 2 3 6

r r

r r r r

Význam kritéria   vyjad uje rozepsaný kvadratický troj len
2 2

2 01
0 1 2 2 2

2 1

4
1

2

cc
c c x c x c x

c c
.

Následující obrázek popisuje rozd lení Pearsonových k ivek na grafu paraboly 
:1y

I. pro  < 0 
II. pro  = 0  a r4 < 3 
III. pro  = 
IV. pro  0 <  < 1 
V. pro  = 1 
VI. pro  > 1 
VII. pro  = 0  a r4 > 3 

Je-li  = 0  a r4 = 3, jedná se o normální rozd lení.
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Ukázka typu I 

Odhady etností výskytu v jednotlivých t ídách je možno vypo ítat ze vztah  (v tomto oddílu 

zna íme etnosti , resp. jejich odhady , místojn jn jf , resp. jf ):
1 2

0
1 2

1 1
q q

j

x x
n n

l l
              pro ,1 20, 0q q

1 2

0
1 2

1 1
q q

j

x x
n n

l l
             pro 1 20, 0q q ,

1 2

0
1 2

1 1
q q

j

x x
n n

l l
            pro 1 20, 0q q ,

kde pro odchylku od st ední hodnoty 1x m  je 3
1

2

2 2

r s
x x m

s
  a konstanta 

1 2
1 2

0 2
1 21 12

q q

s

sq qn
n

l qs q
.

Pro rozp tí l  k ivek rozd lení je 2 1 1l s ,
2

t
l , ,1 2l l l 1

1 2

q l
l

s
,

2
2 2

q l
l

s
, kde 3

1,2

1
2 2

2

r
s s

t
q s . Grafy možných Pearsonových k ivek (hustot 

rozd lení typy I jsou následující: 
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P íklad

Hodnoty v následující tabulce udávají v k X v deckých pracovník  v SSSR v roce 1928. 
Relativní etnosti nj jsou v ‰ a statistický soubor je rozt íd ný [3, 5] . 

T ídy nj T ídy nj

20 - 24 11 55 - 59 67

25 - 29 93 60 - 64 40

30 - 34 163 65 - 69 24

35 - 39 178 70 - 74 12

40 - 44 176 75 - 79 3

45 - 49 132 80 - 84 1

50 - 54 100 1000

Z tabulky se získají výpo tem následující statistiky: 

1

2

3

4

0,087 ,

4,861,

7,737 ,

72,385,

m

m

m

m

2

3

4

42,935,

4,853,

6, 469 ,

62,912 ,

x

3

2
3

4

2, 203,

0,605,

0,366 ,

2,968.

r

r

r

Na základ  t chto statistik vypo teme veli iny s, t a kritérium :
8, 272 , 13,674 , 0, 26.s t

V tomto p ípad  je , takže použijeme Pearsonovu k ivku typu I. Dalším výpo tem
obdržíme modus

0
x̂ , rozp tí rozd lení l s krajními hodnotami l1 a l2 , exponenty q1, q2 pro 

výpo et odhad etností  a n :jn 0

1 2 1 2ˆ 37, 480, 15,06 , 1, 256 , 5,016 , 3,017 , 12,043.x l q q l l

Konstanta , takže odhadnuté etnosti jsou 0 179, 43n

1,256 5,016* *

179, 43 1 1
3, 017 12, 043

j j

j

x x
n .

Vypo tené etnosti jsou: 

j T ídy *
jx jn jn

1 20 - 24 22,5 11 12

2 25 - 29 27,5 93 99

3 30 - 34 32,5 163 161

4 35 - 39 37,5 178 179

5 40 - 44 42,5 176 166

6 45 - 49 47,5 132 136

7 50 - 54 52,5 100 101

8 55 - 59 57,5 67 68

9 60 - 64 62,5 40 41
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10 65 - 69 57,5 24 22

11 70 - 74 72,5 12 10

12 75 - 79 77,5 3 4

13 80 - 84 82,5 1 1

--- 1000 1000

Vykreslením p vodních etností  a k ivky prokládající vypo tené etnosti  do grafu 

dostáváme výsledný tvar rozd lení:
jn jn

Z tabulky i grafu je z ejmá dobrá aproximace p vodního neznámého rozd lení.

3.2  Gramovy – Charlierovy ady

T ídy t chto rozd lení vychází z vyjád ení funkce ln ( ; , )t n p , kde 

0

( ; , ) 1 1 1
n nn xx itx it

x

n
t n p p p e p e

x

je charakteristická funkce binomického rozd lení Bi(n,p), pomocí ortogonálního systému
funkcí tvo ícího bázi založenou [3]: 

ve spojitém p ípad  (vzhledem k t) na hustot  normálního rozd lení (typ A),
v diskrétním p ípad  (vzhledem k p) na pravd podobnostní funkci Poissonova rozd -
lení (typ B).

Jde o Fourierovu transformaci, takže zp tná transformace je 
1

; ,
2

itxp x n p e t dt .

Rozd lení typu A 

Hustota pravd podobnosti má tvar [3] 
1 2

1 2 ... ...n

A nf x f x a f x a f x a f x  , 

kde
2 / 21

2
xf x e
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je hustota normovaného normálního rozd lení a n
f x  je n-tá derivace f x  podle x.

Pro ebyšev v-Hermit v polynom
2 4 6

2 4
2 3

...
2 1! 2 2! 2 3!

n n n n

n

n n n
H x x x x x 6 ,

kde k
n  je variace k-té t ídy z n prvk  bez opakování, platí 

1
nn

nf x H x f x ,

takže
2 / 21 2

n nx

nH x e f x .

Obecn  pak pro n-tou derivaci platí 
2 4 6

2 4 6
2 3

1 ...
2 1! 2 2! 2 3!

nn n n n nn n n
f x x x x x f x .

Derivace n
f x  a  mnoho leny nH x  jsou ortogonální, nebo

0 pro

1 ! pro

n

nm

m n
f x H x dx

n m

,

.n

Pak je 

0

1 !
nm n

A n m n n n n

m

f x H x dx a f x H x dx a f x H x dx a n ,

odkud

1
, 0,1, 2, ...

!

n

n A na f x H x dx n
n

 . 

Za pomocí obecného normovaného momentu
n

n Ar x f x dx ,

je
2 4 6

2 4 6
2 3

1
... ,

! 2 1! 2 2! 2 3!

n

n n n n

n A

n n n
a f x x x x x

n
dx

takže
2

2
0

1

! 2 !

n hn

n h
h

n
a

n h
n hr .

Protože , pak prvních šest koeficient  je 0 2 11, 0r r r

0 1a , 1 2 0a a ,

3

1

3!
a 3r , 4 4

1
3

4!
a r ,

5 5

1
10

5!
a r 3r , 6 6 4

1
15 30

6!
a r r .

Odtud
3 4 5 63 5 3 6 44 10 15 303

...
6 24 120 720A

r r r r rr
f x f x f x f x f x f x  . 

Ve v tšin  praktických p ípad  posta uje zjednodušený tvar s pouze prvními t emi
leny
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3 43 4 3
.

6 24A

r r
f x f x f x f x

První len pravé ásti nám dává normální rozd lení, druhý len reflektuje šikmost a t etí len
špi atost hledaného rozd lení. etnost výskytu v p ípad  rozt íd ného souboru ur íme pro 
st edy t íd *

jx  ze vztahu (v tomto oddílu zna íme etnosti , resp. jejich odhady , místojn jn

jf , resp. jf ):

*
j A

n
n f x j .

P íklad

M ením mezi pevnosti 2/X kg cm  p i stla ení vzorku z borového d eva podél vláken byly 

po rozt íd ní získány hodnoty v následující tabulce [3, 5]: 

Mez pevnosti *
jx  ( )2/kg cm 215 255 295 335 375 415 455

Po et zkoušek jn 7 22 102 260 386 461 356

Mez pevnosti *
jx  ( )2/kg cm 495 535 575 615 655

Po et zkoušek jn 239 108 40 15 4 2000

Pro výpo et pot ebujeme následující statistiky: 

1

2

3

4

0,041,

3,157 ,

1, 490,

30, 271,

416,64 ,

m

m

m

m

x

2

2

3

4

4

3,155,

3,072 ,

1,102 ,

30,059 ,

28,510.

3

4

1, 752 ,

0, 205,

3, 021,

r

r

Statistiky 2 , 4  jsou odhady centrálních moment  pro p vodní net íd ná data použitím

Sheppardových korekcí pro t íd ní [1]:
2

2 2

1
,

12
h

3 3

2 4
4 4 2

,

1 7
.

2 240
h h

Do vztahu s prvními t emi leny dosadíme normované momenty  a r  a obdržíme3r 4

3 40, 034 0,001Af x f x f x f x .

Postupný výpo et etností z tohoto vzorce je v dále uvedené tabulce. Vykreslením p vodních
etností  a k ivky prokládající vypo tené etnosti  do grafu dostáváme výsledný tvar 

rozd lení.
jn jn
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*
jx jn 1x m 1x m

x f x 3
f x

4
f x Af x

j A

n
n f x

175 0 -6,041 -3,4480 0,0010 0,0320 0,0763 1,7E-05 0,01

215 7 -5,041 -2,8772 0,0063 0,0965 0,1389 0,0031 3,62

255 22 -4,041 -2,3065 0,0279 0,1493 -0,0172 0,0227 26,01

295 102 -3,041 -1,7357 0,0884 0,0019 -0,5306 0,0879 100,36

335 260 -2,041 -1,1649 0,2024 -0,3873 -0,6681 0,2150 245,49

375 386 -1,041 -0,5941 0,3343 -0,5259 0,3365 0,3526 402,56

415 461 -0,041 -0,0234 0,3988 -0,0280 1,1951 0,4008 457,57

455 356 0,959 0,5473 0,3434 0,5076 0,4437 0,3264 372,69

495 239 1,959 1,1181 0,2135 0,4177 -0,6273 0,1986 226,81

535 108 2,959 1,6889 0,0958 0,0238 -0,5729 0,0945 107,89

575 40 3,959 2,2597 0,0310 -0,1478 -0,0485 0,0360 41,16

615 15 4,959 2,8304 0,0072 -0,1030 0,1388 0,0109 12,45

655 4 5,959 3,4012 0,0012 -0,0357 0,0827 0,0025 2,87

695 0 6,959 3,9720 0,0001 -0,0075 0,0235 0,0004 0,49

2000 --- ---      1,7518 --- --- 1,7520 2000,04

13



Z tabulky i grafu je z ejmá velmi dobrá aproximace p vodního neznámého rozd lení.

Rozd lení typu B 

Pravd podobnostní funkce má tvar [3] 

0
B m

m

mp x x b G x ,

kde x  je pravd podobnostní funkce Poissonova rozd lení

, 0, 1, 2, ...
!

x

x e x
x

 , 

a polynom  je analogie ebyševova – Hermitova polynomu . V polynomech

 se místo normální funkce rozd lení bere funkce 

mG x nH x

nG x x  a místo n-té derivace n-tá

diference
1 2

1 2 ... 1
1! 2!

nn n n
x n x x x x n ,

kde k
n  je variace k-té t ídy z n prvk  bez opakování. 

Polynomy G , závislé na prom nné x, jsou pro hodnoty 0, 1, 2, ... , definované rovností n x

1
n

n

n

x n
G x

x
,

takže

0

1!
1

! !

h h n hn
n

n n
h

n x
G x

h n h
.

Koeficienty  najdeme pomocí polynommb mG x  podobn  jako byly nalezeny koeficienty 

 pomocí polynom . Platí na nH x

0 1b , 1 0b , 2 2

1

2!
b ,

3 3 2

1
3 2

3!
b ,

14



4 4 3 2

1
6 11 6 3 2

4!
b .

Pak je pravd podobnostní funkce pro rozd lení typu B

2 32 2
1 23 22

2 3

3 2
1

! 2 2 6 2 2

x

B

x x
p x e x x x

x

3
1

6

4 2 3 4
3 2 14 3 2

4

6 11 6 3 2
...

24 6 4 6 24

x
x x x .

etnost v jednotlivých t ídách rozt íd ného souboru je

j Bn np x .

P íklad

Odhadn te diskrétní rozd lení z následujících dat, kde etnosti udávají po ty - ástic emito-
vaných poloniem v konstantních asových intervalech (1/8 minuty) [3, 5]:

Po et - ástic jx 0 1 2 3 4 5 6 7

etnost jn 57 203 383 525 532 408 273 139

Po et - ástic jx 8 9 10 11 12 13 14

etnost jn 45 27 10 4 0 1 1 2608

Pro výpo et pot ebujeme statistiky 

1

2

3

4

0,1285,

3,7113,

1,9720,

46, 4889 ,

m

m

m

m

2

3

4

3,872 ,

3,695,

3,398,

47,869.

Pak je 
2

13,8723,872
2608 1 0, 0118 3,872 7, 4962

! 2

jx

j

j j

j

x
n e x

x

3
2 10, 001 1,936 7, 4962 9,6751

6
j

j j

x
x x

4
3 2 10, 0179 0, 6353 3,7481 9, 6751 9,3655

24
j

j j j

x
x x x

1 2 33,8723,872
2608 1,0695 0,12 0,0593 0,0114 0,00075

!

x

j j j

j

e x x x
x

4
jx .

Výpo et etností z tohoto vzorce je v následující tabulce. Vykreslením odhadnutých etností
 a p vodních etností  obdržíme dále uvedený sloupcový graf . jn jn
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j jn jx jn

n

1 2

3 4

1, 0695 0,12 0, 0593

0, 0114 0,00075

j j

j j

x x

x x
B jp x jn

0 57 0 0,020817 1,0695 0,0222 58,06

1 203 1 0,080602 0,9495 0,0765 199,59

2 383 2 0,156046 0,9481 0,1479 385,84

3 525 3 0,201403 0,9969 0,2007 523,63

4 532 4 0,194958 1,0455 0,2038 531,58

5 408 5 0,150976 1,0615 0,1602 417,96

6 273 6 0,097430 1,0305 0,1004 261,84

7 139 7 0,053893 0,9561 0,0515 134,38

8 45 8 0,026084 0,8599 0,0224 58,49

9 27 9 0,011222 0,7785 0,0087 22,78

10 10 10 0,004345 0,7785 0,0033 8,82

11 4 11 0,001529 0,9265 0,0014 3,69

12 0 12 0,000494 1,3191 0,0006 1,69

13 1 13 0,000147 2,0679 0,0003 0,79

14 1 14 4,07E-05 3,3025 0,0001 0,35

2608 --- 1,000000 --- 1,0005 2609,54
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Z tabulky i grafu je z ejmá velmi dobrá aproximace p vodního neznámého rozd lení.

3.3  Johnsonovy k ivky

Jinou soustavu odhad  spojitých rozd lení pravd podobnosti pomocí ty parametrických
distribu ních funkcí navrhl N. L. Johnson [4, 5]. Tyto odhady vychází z nelineární transfor-
mace normálního rozd lení. V aplikacích se ukazuje, že asto vysta íme se t emi jednodu-
chými  typy nelineární transformace:

expLz x ,
exp

1 expB

x
z

x
, sinhUz x .

Tvarová rozmanitost rozd lení se ve všech t ech p ípadech dociluje dv ma parametry tvaru 
k a m, k nimž p istupují ješt  parametr polohy a a parametr m ítka b.

1. Transformace

expL

x k
z b

m
a

p evádí normální hustotu pravd podobnosti
21

exp
22

x
f x

na hustotu pravd podobnosti
2

1
exp ln ,

22
L

m z
f z k m

bz a

a

kde . Jde vlastn  o t íparametrické lognormální rozd lení

s prahovou hodnotou a, které se ozna uje jako Johnsonovo rozd lení typu (L = lognormal).

, 0, 0, ,z a m b k a

LS

2. Transformací

exp

1 exp
B

x k

m
z b

x k

m

a

získáme Johnsonovo rozd lení typu  (B = bounded) s hustotou pravd podobnostiBS
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2
1

exp ln ,
22

B

m b z a
f z k m

z a b z a b z a

kde , , 0, 0, ,z a a b m b k a .

3. Transformací

sinhU

x k
z b

m
a

dostáváme Johnsonovo rozd lení typu  (U = unbounded) s hustotou pravd podobnostiUS

2
2

2 2

1 1
exp ln 1 ,

22
U

m z a
f z k m

b bz a b

z a

kde ., 0, 0, ,z m b k a

Uvedená rozd lení jsou ty parametrická a jejich parametry obvykle ur ujeme
metodou maximální v rohodnosti.

3.4  Fitování rozd lení pomocí kvazinorem 

Odhadujeme diskrétní rozd lení pravd podobnosti za vedlejších momentových podmínek tak, 
aby vzdálenost vypo teného rozd lení 1( , , )mp pp  od n jakého daného rozd lení

 byla minimální. K odhadu m žeme použít Hellingerovu vzdálenost1( , , )mq qq

2

1

D( , )
m

j j

j

p qp q

nebo Shannonovu pseudovzdálenost

1

S( , ) ln ln
m

j j j

j

jp p q qp q

rozd lení 1( , , )mp pp  a q  [6, 7, 8]. 1( , , )mq q

Pro odhad p edpokládáme, že pozorovaná diskrétní náhodná veli ina X nabývá 
kone n  mnoha navzájem r zných reálných hodnot *

jx  s neznámými pravd podobnostmi
* , 1, ... ,j jp P X x j m , .1m

Pozorováním náhodné veli iny X získáme statistický soubor 1, , nx x  a jeho rozt íd ním

dostaneme rozt íd ný statistický soubor

* *1
1 , , , , m

m

ff
x x

n n
,

kde jf  je absolutní etnost pozorované hodnoty *
jx .

Hellingerova kvazinorma

Rozd lení pravd podobnosti 1( , , )mp pp  diskrétní náhodné veli iny X má na pravd po-

dobnostním prostoru , p , kde 1 , , mx x  a , tzv. minimální Hellingerovu 

kvazinormu za K po áte ních momentových podmínek 

1m

*

1

, 0, ,
m

k

j j k

j

p x M k K ,

jestliže jeho Hellingerova vzdálenost

18



2

0
1

1
D( , )

m

j

j

p
m

p p

od rozd lení pravd podobnosti 0

1 1
, ,

m m
p  je minimální pro 

*

1

, 0, ,
m

j k

k j

j

f
M x k

n
K .

Pak je

2

*

0

1
, 1, ,

1
j

K
k

k j

k

p j m

m x

,

kde ,k ,  jsou Lagrangeovy multiplikátory pro Lagrangeovu funkci 0, ,k K

k

*
0

0 1

, D ,
K m

k

k j j

k j

p x Mp p p

a 0 , , K .

Lagrangeovy multiplikátory k  je možno ur it pomocí nelineární soustavy rovnic 

anebo p ímo aplikovat nelineární optimalizaci. Nap . pro 0K  je 0,1 0 , resp. 0,2 2 , a 

1
jp

m
, 1, ,j m , a . Pro 0D ,p p 0 K m  jde o interpolaci j

j

f
p

m
, 1, ,j m .

Hellingerova vzdálenost umož uje zavést nep íliš známý tzv. Hellinger v – Pitman v
test shody, který spo ívá ve skute nosti, že statistika

2

1

4 D , 4
m

j

j

j

f
n n p

n
p f

má pro  asymptoticky rozd lení chí-kvadrát s m kn 1 stupni volnosti. Postupným
p idáváním momentových podmínek a opakovaným odhadem rozd lení pravd podobnosti
pomocí minimální Hellingerovy kvazinormy lze ur it minimální pot ebný po et K t chto
podmínek tak, aby platilo 2 2

1 , kde 2
1  je 1 - kvantil rozd lení chí kvadrát s da-

ným po tem stup  volnosti pro hladinu významnosti  [7, 8]. 

Shannonova kvazinorma

Rozd lení pravd podobnosti 1( , , )mp pp  diskrétní náhodné veli iny X, má na pravd -

podobnostním prostoru , kde , p 1 , , mx x  a , tzv. minimální Shannonovu 

kvazinormu za K momentových podmínek 

1m

*

1

, 0, ,
m

k

j j k

j

p x M k K ,

jestliže jeho Shannonova pseudovzdálenost

1

1 1
S( , ) ln ln

m

j j

j

p p
m m

0
p p

od rozd lení pravd podobnosti 0

1 1
, ,

m m
p  je minimální pro 
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*

1

, 0, ,
m

j k

k j

j

f
M x k

n
K .

Pak je 

*

0

exp 1 , 1, ,
K

k

j k j

k

p x j m ,

kde ,k ,  jsou Lagrangeovy multiplikátory pro Lagrangeovu funkci 0, ,k K

k

*
0

0 1

, S ,
K m

k

k j j

k j

p x Mp p p ,

a 0 , , K .

Lagrangeovy multiplikátory k  je možno op t ur it pomocí nelineární soustavy rovnic 

anebo p ímo aplikovat nelineární optimalizaci. Navíc jsou odhady parametr k  maximáln

v rohodné, nebo  jde sou asn  o odhady parametr  modifikovanou metodou minimálního
chí kvadrát. Dále pak m žeme aplikovat chí-kvadrát test shody rozd lení. Postupným
p idáváním momentových podmínek a opakovaným odhadem rozd lení pravd podobnosti
pomocí minimální Shannonovy kvazinormy lze ur it minimální pot ebný po et K t chto
podmínek tak, aby platilo 2 2

1 , kde 2
1  je 1 - kvantil rozd lení chí kvadrát

s  stup  volnosti pro hladinu významnosti1m k . Navíc má každé takto postupn
získané rozd lení pravd podobnosti p  vždy maximální entropii pro dané momentové

podmínky [7, 8].

P íklad

Sledováním ur itého statistického znaku (diskrétní náhodné veli iny X ) jsme získali 
statistický soubor o rozsahu n . Po  jeho  rozt íd ní  jsme obdrželi diskrétní empirické
rozd lení náhodné veli iny X dané následující tabulkou, kde jsou 

100
*
jx  st edy t íd a jf

pozorované absolutní etnosti [7]:

*
jx 1 2 3 4 5 6 7

jf 6 10 14 18 22 20 10

Hledáme minimum Hellingerovy, resp. Shannonovy kvazinormy, za vedlejších podmínek

daných prvními t emi obecnými momenty 0 1, , 2M M M  od rozd lení 0

1 1
, ,

m m
p .

Z rovnosti mezi teoretickými a empirickými obecnými momenty plyne, že 
7

0
1 1

1 1
1

100

m

j j

j j

M f f
n

,
7

* *
1

1 1

1 1
4,4

100

m

j j j j

j j

M f x f x
n

,

7
*2 *2

2
1 1

1 1
22, 2

100

m

j j j j

j j

M f x f x
n

.

Výpo ty byly provedeny pomocí speciálního softwaru s optimaliza ním jádrem z 
programu GAMS. Výsledky za postupného p idávání momentových podmínek pro ob
kvazinormy jsou ilustrovány následující tabulkou. 
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Vzdálenost 0M 0 1M M 0 1 2M M M

0D ,p p 0 0,0100505 0,0382016

0S ,p p 0 0,0200841 0,0713272

V následující tabulce jsou výsledky:

etnosti\T ídy 1 2 3 4 5 6 7

jf 6 10 14 18 22 20 10

K = 0 14 14 14 14 14 14 16

K = 1 10 12 13 14 15 17 19
H

jf

K = 2 6 9 15 20 21 17 12

K = 0 14 14 14 14 14 14 16

K = 1 10 11 13 14 16 17 19
S

jf

K = 2 5 10 16 20 20 17 12

Grafická ilustrace výsledk :

Shanno no va kvazino rm a

0

5

10

15

20

25

1 2 3 4 5 6 7
St edy t í d

et
n

o
st

i

fj

K =  0

K =  1

K =  2

H ellingero va kvazino rm a

0

5

1 0

1 5

2 0

2 5

1 2 3 4 5 6 7
St edy t í d

et
n

o
st

i

fj

K =  0

K =  1

K =  2

Z tabulky i graf  jsou z ejmé dobré aproximace p vodního neznámého rozd lení pomocí
obou kvazinorem pro K = 2. 
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3.5  Jádrové odhady

Jádrové odhady hustoty spojitého rozd lení pravd podobnosti [10] vycházejí z tzv. jádrové
funkce K, což je nezáporná funkce na  vyhovující podmínce

1K x dx .

Jádrový odhad s jádrem K  hustoty pravd podobnosti f x  pozorované spojité náhodné 

veli iny X je pak funkce 

1

1ˆ
n

i

i

x x
f x K

nh h
,

kde parametr h je ší ka vyhlazovacího okna (vyhlazovací parametr) a ix  je pozorovaná 

hodnota X , tj. prvek statistického souboru 1, , nx x , který net ídíme.

Nej ast ji se užívají jádra: 

Epanechnikovo jádro 
23 1

1 pro
54 5

0 jinde

x x
K x

5

Trojúhelníkové jádro 
1 pro

0 jinde

x x
K x

1

Gaussovo jádro 
21

exp     pro ,
22

x
K x x

Jádro s dvojnásobnou váhou

2215
1 pro x

16
0 jinde

x
K x

1

Obdélníkové jádro 
1

pro x 1
2
0 jinde

K x

Vliv ší ky vyhlazovacího okna na vyhlazení je ilustrován na následujících obrázcích: 

Ší ka okna 0,4. 
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Ší ka okna (a) 0,2; (b) 0,8. 

Vliv ší ky jádra také ilustrují simulovaná data podle bimodální hustoty: 

Odpovídající jádrové odhady s Gaussovým jádrem pro ší ky okna (a) 0,1, (b) 0,3, (c) 0,6 jsou:

Z p edcházejících obrázk  je z ejmé, že k základním problém m aplikace jádrových 
odhad  pat í volba jádra a ší ka vyhlazovacího okna. Dále pak jde o respektování požadavk
spojitosti, p íp. hladkosti získané hustoty pravd podobnosti a d ležité je také vyjád ení
odpovídající distribu ní funkce a snadnost výpo tu kvantil , p íp. pokrytí celého rozsahu 
hodnot náhodné veli iny X, nebo  jádrové odhady mají n kdy charakter šumu na koncích 
rozd lení.

P íklad

Data v tabulce vyjad ují délky erupcí ix  (v minutách), i 1, ... ,107 , gejzíru Old Faithful

v Yellowstonském národním parku (USA): 
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4,37 3,87 4,00 4,03 3,50 4,08 2,25 4,70 1,73 4,93 1,73 4,62 3,43 4,25

1,68 3,92 3,68 3,10 4,03 1,77 4,08 1,75 3,20 1,85 4,62 1,97 4,50 3,92

4,35 2,33 3,83 1,88 4,60 1,80 4,73 1,77 4,57 1,85 3,52 4,00 3,70 3,72

4,25 3,58 3,80 3,77 3,75 2,50 4,50 4,10 3,70 3,80 3,43 4,00 2,27 4,40

4,05 4,25 3,33 2,00 4,33 2,93 4,58 1,90 3,58 3,73 3,73 1,82 4,63 3,50

4,00 3,67 1,67 4,60 1,67 4,00 1,80 4,42 1,90 4,63 2,93 3,50 1,97 4,28

1,83 4,13 1,83 4,65 4,20 3,93 4,33 1,83 4,53 2,03 4,18 4,43 4,07 4,13

3,95 4,10 2,72 4,58 1,90 4,50 1,95 4,83 4,12

Uvedená data jsou hodnoty náhodné veli iny X s neznámým rozd lením pravd podobnosti a 
typická pro tuto náhodnou veli inu je bimodalita jejího rozd lení. Pro modelování její hustoty 
pravd podobnosti by bylo možno uvažovat sm s dvou rozd lení, avšak v tomto p ípad  by 
bylo nutno expertn  odhadnout jejich tvar. Dokládají to také následující histogramy, které se 
liší volbou pokrytí t ídami:

Výpo tem pomocí WWW apletu [11] obdržíme následující jádrové odhady:

       Odhad pomocí obdélníkového jádra. Odhad pomocí Gaussova jádra se ší kou
okna 0,25. 

Na následujících obrázcích jsou znázorn ny jádrové odhady hustoty pro uvedená data 
pomocí Gaussova jádra po ízené demoverzí programu QCExpert pouze z prvních deseti 
hodnot délky erupcí ix  gejzíru Old Faithful z výše uvedené tabulky pro r zné ší ky jádra h

(hustota normálního rozd lení je pro porovnání r zných m ítek). Za optimální lze vzít ší ku
okna h lze vzít hodnotu od 0,4 do 0,6. 
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Ší ka jádra 0,5. Ší ka jádra 0,6.

h = 0,7 h = 0,8

h = 0,9

h = 0,2

h = 0,3 h = 0,4

h = 0,5 h = 0,6

h = 0,1
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4  Záv r

Empirický p ístup k odhad m rozd lení pravd podobnosti vyžaduje p i ešení konkrétních 
úloh dostate nou dávku zkušeností a nelze p itom spoléhat na profesionální statistické softwa-
rové produkty, které navíc obsahují pouze nevelké množství r zných typ  rozd lení. Odhady 
využívající inferen ní p ístup k pozorovaným náhodným veli inám jsou rigorózn jší a bývají 
ú inn jší než empirické odhady, avšak i p i jejich použití pov tšinou z stávají problémy 
s multimodalitou a eliminací extrémn  odchýlených hodnot. V sou asné dob  se stále více 
využívají v aplikacích jak ve výzkumu, tak i výrob , finan nictví a ekonomických modelech. 
Nap . Pearsonovy i Johnsonovy k ivky našly uplatn ní ve statistickém ízení proces  a jsou 
implementovány do softwaru (Statistica aj.). Úsp šn  se také rozvíjí teorie jádrových odhad ,
které p inesly nové postupy pro asové ady a regresní analýzu, a b žn  se již užívají pro 
grafický softwarový fiting hustoty (QCExpert, Statgraphics). Odhad m založeným na vzdále-
nostech rozd lení pravd podobnosti, resp. jejich kvazinormách, pat í z d vodu jejich flexibi-
lity a vhodnosti i pro vícerozm rné statistické soubory blízká budoucnost.

P edložený p ehled inferen ních odhad  rozd lení pravd podobnosti není zdaleka 
úplný a v sou asné dob  se na fitování rozd lení pravd podobnosti v matematické statistice 
usilovn  pracuje.
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