Predikatova logika (cviceni)
Zakladni pojmy
(1) Necht L je jazyk, jen7 se skldd4 z rovnosti = a bindrniho predikatového symbolu p.
(a) Uvazujme realizaci M jazyka L na mnoziné N, kde
pm(isj) i+ 1l=].
Definujme formule
¢ = (Va)(Vy)((p(z,y) Ap(y, ) = = = y),
¥ = (p(x,y) Aply,2)) = p(z,2). Rozhodnéte, zda plati M = ¢, M = ¥. (tj. je
formule ¢ resp. ¥ splnéna v realizaci M?)
(b) Najdéte realizaci N jazyka L, kde N £ ¢ pro ¢ z predchoziho prikladu.
(c) Necht M je realizace jazyka L s univerzem Z, kde
Uvazujme teorii T = {(p(z,y) A p(y,z)) = = = y,p(z,z), (p(z,y) A ply, 2)) =
p(x, 2)}. Rozhodnéte, zda plati:
(i) M ET (Je M modelem teorie T7)
(i) M = x pro x = (V2)(Jy)(—y = = A p(x,y))
(i) T = x (Je x duasledkem teorie T'7)
(d) Necht N je realizace jazyka L na univerzu Z, kde

pm(i ) & 3Bk ek i =j.
(Piseme i | j, ¢teme 7i déli 57.) Rozhodnéte, zda plati:
(i) N =T, kde T je teorie z predch. piikl.
(i) NV = ¢ pro ¢ = (3z)(Yy)p(x,y)
(ii)) NV = x pro x = (32)(Vy)p(y, v))
(2) Necht K je jazyk s rovnosti, bindrnim predikédtovym symbolem p a bindrnim funkénim
symbolem f.
(a) Najdeéte realizace M jazyka K spliujici formuli ¢ = p(z, f(z,)), p2 = p(x, f (x, Y))
(b) Necht M je realizace jazyka K s nosnou mnozinou N, kde pa(i,j) < i | j a
fm(iy3) =i+ j. Rozhodnéte, zda plati:
(i) ME¢1, M= oo
(ii) M =T (T z predch. piikladu)
(iii) M |=A{p(z,y) = (V2)p(f(z,2), f(y,2))}
() M= (p(r.0) = (72l 10:2)
(v) S=TuU {¢2} z predch. ¢ésti, pak M = S
(i) S = {p(z,y) = (V2)p(z, £y, 2)))
(c) Nechf M je realizace jazyka K na univerzu P(3), kde pp(4,B) & A C B a
fm(A, B) = An B. Rozhodnéte, zda plati M =T
(d) Uvedte axiom ¢, ktery zaruéi, Ze kazdé 2 mmnoziny maji v univerzu M C P(3)
sjednoceni.
(e) Uved'te ngjaky dalsi model teorie T'U {¢} jako realizaci jazyka K.



Reseni
(1) (a) M [ ¢, nebot formule p(z,y) A p(y,x) v této realizaci nemuze byt splnéna (nenas-
tane i + 1 = j a soucasné j + 1 =i pro jakékoliv i, j € N)
M = ¢, nebot paq(i,5) A pa(d, k) je splnéno naptiklad trojici i = 1,5 = 2,k = 3,
pricemz neplati paq(i, k).
(b) Piikladu je mnoho, tieba N, kde prq(i,f) < i # ;.
(¢c) (i) M E T - M je usporddand mnozina a T je pfesné teorie usporadanych
mnozin.
(ii) M = x, x je podminka, ze nad kazdym prvkem je néjaky ostie vétsi, coz zde
plati.
(iii) T [~ x, nebot tato podimnka nenf splnéna napifklad na mnoziné {0, 1}, kde je
kazdy prvek srovnatelny pouze sam se sebou, pritom se jednd o model teorie
T.
(d) (i) N £ T, neni splnéna antisymetrie. Napf. 3| — 3 a soutasné —3|3, protoze
3-(-1)=-3a(-3)-(-1)=3a3#-3.
(ii) N [ ¢, nebot prvek 1 md pozadovanou vlastnost (V) 1|5 (ponévadz 1-j = 7).
(iii) N [ x, nebot prvek 0 md pozadovanou vlastnost (Vj) 7|0 (ponévadzj -0 = 0).
(2) (a) Napiiklad N, kde pap(i,5) < @ < j, a fam(i,5) = i+ j. Pak ziejmé Vi, j € N plati
i<idtiai<itj.
(b) (i) M | ¢1, nebot Vi € N, i-2 =i+ 14, tedy i|i +i. Naopak M £ ¢9, protoze
napft. 2 2+ 3.
(iil) M | T (T z predch. prikladu) plati, protozZe jsou splnény podminky usporddéni,
zejména: Vi € N plati ¢|¢, protoze i - 1 = 4;
i,j7 €N, i|j a j|i, pak Fk,l € N takové, ze i-k=jaj-l=14 Tedyi=14-k-I,
a protoze k,l e N k=1=1 a tedy i = j;
i,5,k € N, i|j a jlk, pak Jl,m € N takové, ze i -l = j a j-m = k. Tedy
k=i-1-m=1i-(l-m), tedy i|k.
(iii) M {p(z,y) = (V2)p(f(z,2), f(y,2))}, protoze napi. 2|4, ale 2+ 1 J4 + 1.
(iv) M I {p(z.y) = (¢2)p(z, £y, 2))}, protore 214, ale 2 f4+ 1
v) M S, protoze M = ¢o.
(vi) S E {p(z,y) = (V2)p(z, f(y,2))} - dokdzeme nésledovné. Oznatme x =
p(z,y) = (V2)p(x, f(y, 2)). Necht N je model teorie S s nosnou mnoZinou X.
Necht 4,5 € X a plati par(i, 7). Protoze na N je splnéna formule ¢, Vk € X
plati téz pa (4, far(4, k)). Plati tedy konjunkce pp(i,5) A par(d, far(d, %)) a z
tranzitivity (p(z,y) A p(y, z)) = p(x, z) dostavame par(Z, far(4, k)), tedy plati
pn(i,7) = (Vk € X)par(i, far(4, k)) a formule x je tedy splnéna v modelu N.
Je tedy dusledkem teorie S.
(¢) M = T. Plati, protoze A € P(3) & A C 3 a tedy VA C 3 plati A C A;
A,BC3, AC B aB C A, pak kazdy prvek mnoziny A je prvkem mnoziny B a
naopak, A a B maji tedy stejné prvky, tedy A = B;
A B,CC3,AC Ba B C(, tedy kazdy prvek mnoziny B je prvkem mnoziny C
a kazdy prvek mnoziny A je prvkem mnoziny B, tedy kazdy prvek mnoziny A je
prvkem mnoziny C, tj. A C C.
(d) (Vo)(Vy)(3z)(p(z, 2) A p(y, 2) A (Vu)((p(z,u) A p(y, u) = p(z,u)))
(e) Napt. N, kde p je definovano jako usporddani podle velikosti a f je libovolné - tieba
konstantni f(i,7) =1 Vi,j € N.



Prenexni tvary a dukazy

(1) Prenexnf tvary
(a) Pieved'te do prenexniho tvaru:
(i) (Vz)(By)(z,y) A Cx)(V2)((x) = ¢(z,y))
(ii) p(z,y) = (V2)p(=, f(y, 2))
(i) (Vy)((V2)dle.y) = B(z, 2)) = (Vo) (V)b (u, 2) A (B2)(z, )
(b) Vyjadrete formuli jazyka usp. mnozin v prenexnim tvaru, zZe
(i) kazdé 2 prvky maji suprémum.
(ii) mnozina m4 pravé 2 maximéln{ prvky.
(¢) Vyjédiete formuli jazyka elementdrni aritmetiky (=,S5,+,-,0) v prenexnim tvaru
nasledujici véty chapané ve standardnim modelu:
(i) Kazdy prvek je lichy nebo roven 2.
(ii) Prvek z je prvocislo.
(iii) Existuje prave jeden prvek takovy, ze pfic¢tenim ho k 1 dostaneme 2.
(2) Dukazy
(a) Prvedte diikaz formule o = —(3 = —y) z predpokladi o = 3, a = v. Pouiijte
pravidlo sklddan{ implikaci, dvoji negace a tautologii (x) b (—¢ = ¢) = ¢.
(b) Proved'te dukaz formule p(x,y) = (Vz)p(z, f(y,2)) z predpokladu
p(z,y) = (p(y, 2) = p(z, 2)) a (V) (Vy)p(2, f(z,y))-



Reseni

(1) Prenexni tvary
(@) (1) (Vo)(32)(Fu)é(z,2) A (Y(u) = ¢(u,y))
(i) (Vz)p(z,y) = p(, f(y,2))
(iii) Po pfejmenovani proménnych:
(V) ((V0)@(v,y) = P(x, 2)) = (Vw)((Vu)p(u, w) A (3r)P(w, r))).
Prenexn tvar: (3y) (Vo) (Y0) (Vu)(3r) (60, ) = (., ) = (&{un, w)Ab(w, 1))

(b) () (Vo)) B (a)(e < 2 Ay S Al Suny < u) = > < u))
(i) (F)(E) () F)(y <Az <y)VzimzVemp)
(¢) (i) = jelichy: (Vy)-(x =y +y), ¢islo 2 je realizace termu S(S(0))

hledand formule v pr. tv. (Va)(Vy)(—(z =y + y) Vx = S(5(0)).

() (Vo) (Vy)(x =y = = (y =V 2 = 2)))

(iit) (3z)(Vy)(z + 5(0) = S(5(0)) A (y + 5(0) = S(5(0)) = y = x))
(2) Dukazy

(a) Médme dokdzat @ = f,a=>vFa= (=)

(i) Vezmeme jako piedpoklady formule « = 8 a 8 = —y
(ii) Dle pravidla sklddan{ implikaci pak médme o« = 3,8 = v F a = -y
(iii) Axiom (3): F (v = —y) = (-7 = —a)
(iv) Pravidlo odlou¢eni (modus ponens) a pravidlo dvoji negace dava
a=vkFvy=a
) Celkem tedy mame z bodu (i) a (iv): a = 3,0 = v F vy = —«
i) Skldddn{ implikaci: @ = 7,7 = ~a b a = -«
) Modus ponens z kroku (v),(vi): a = 4,0 = o, a = vF o= -«
) PouZzijeme tautologii (x) a pravidlo dvoji negace: F (o = —a) = -«
)
)

(v
(v
(vii
(viii
(ix) Modus ponens na (vii)a (viii) dohromady dévé: o = 3,8 = —a,a = v+ -«

(x) Dusledek véty o dedukei dovoli presun formule doprava:

a=f,a=vF (8= —a)=
(xi) Obrécen{ implikace: @ = f,a = v+ a = (6 = —a)
(b) Mame dokézat:
p(x,y) = (p(y, 2) = p(x, 2)), (Vo) (Vy)p(z, f(z,9)) b p(2,y) = (V2)p(z, f(y, 2)).
(i) Vezmeme jako piedpoklady formule p(z,y) a p(z,y) = (p(y, z) = p(z, 2))
(ii) Pouzijeme m.p. na tyto formule
p(z,y),p(z,y) = (p(y, 2) = p(=,2)) = p(y, 2) = p(x, 2)

(iii) Pravidlo zobecnéni dava p(x,y) - (Vz)(p(y, z) = p(z, 2))

(iv) Axiom substituce: - (Vz)(p(y, 2) = p(z, 2)) = (p(y, f(y,2)) = p(z, f(y,2))

(v) Dvojim uzitim modus ponens dostaneme:

(V2)(p(y, 2) = p(x, 2)), p(y, f(y,2)) = p(=, f(y, 2))
(vi) Axiom substituce: - (Vz)(Vy)(p(z, f(z,y)) = Vy)p(x, f(z,y))
(vii) Znovu axiom substituce: = (Yy)(p(z, f(x,y)) = p(z, f(z, 2))
(viii) Dvojndsobnym uzitim modus ponens na piedchozich axiomech dostaneme:
(Vz)(Vy) (p(z, f(z, ) - p(z, f(z,2))
(ix) Pravidlo zobecnéni pouzité na piedchozi bod dava
(Vo) (Vy)p(z, f(z,y)) b (Vo)p(z, f(z, 2))

(x) Naposledy axiom substituce: - (Vy)(p(z, f(z, z)) =
(xi) Modus ponens pak dava: (Vy)(p(z, f(z, z)) p(y, f
(xii) Pomoci pravidlo zobecnéni dostaneme (Vy)(p(z,

(xiii) Dohromady méme

p(x,y) = (p(y, 2) = p(z, 2)), (Vo) (Vy)p(=, f(x,y)),p(x,y) F (V2)p(y, f(Y, 2))



(xiv) Dusledek véty o dedukei pak dé
p(z,y) = (p(y, 2) = p(z, 2)), Vo) (Vy)p(e, f (2, 9)) b p(z,y) = (V2)p(z, f(y, 2))-



