
Predikátová logika (cvičeńı)
Základńı pojmy

(1) Necht’ L je jazyk, jenž se skládá z rovnosti = a binárńıho predikátového symbolu p.
(a) Uvažujme realizaci M jazyka L na množině N, kde

pM(i, j) ⇔ i + 1 = j.

Definujme formule
φ ≡ (∀x)(∀y)((p(x, y) ∧ p(y, x)) ⇒ x = y),
ψ ≡ (p(x, y) ∧ p(y, z)) ⇒ p(x, z). Rozhodněte, zda plat́ı M |= φ, M |= ψ. (tj. je
formule φ resp. ψ splněna v realizaci M?)

(b) Najděte realizaci N jazyka L, kde N 6|= φ pro φ z předchoźıho př́ıkladu.
(c) Necht’ M je realizace jazyka L s univerzem Z, kde

pM(i, j) ⇔ i ≤ j.

Uvažujme teorii T = {(p(x, y) ∧ p(y, x)) ⇒ x = y, p(x, x), (p(x, y) ∧ p(y, z)) ⇒
p(x, z)}. Rozhodněte, zda plat́ı:

(i) M |= T (Je M modelem teorie T?)
(ii) M |= χ pro χ ≡ (∀x)(∃y)(¬y = x ∧ p(x, y))
(iii) T |= χ (Je χ d̊usledkem teorie T?)

(d) Necht’ N je realizace jazyka L na univerzu Z, kde

pM(i, j) ⇔ (∃k ∈ Z)k · i = j.

(Ṕı̌seme i | j, čteme ”i děĺı j”.) Rozhodněte, zda plat́ı:
(i) N |= T , kde T je teorie z předch. př́ıkl.
(ii) N |= φ pro φ ≡ (∃x)(∀y)p(x, y)
(iii) N |= χ pro χ ≡ (∃x)(∀y)p(y, x))

(2) Necht’ K je jazyk s rovnost́ı, binárńım predikátovým symbolem p a binárńım funkčńım
symbolem f .
(a) Najděte realizaceM jazyka K splňuj́ıćı formuli φ1 ≡ p(x, f(x, x)), φ2 ≡ p(x, f(x, y))
(b) Necht’ M je realizace jazyka K s nosnou množinou N, kde pM(i, j) ⇔ i | j a

fM(i, j) = i + j. Rozhodněte, zda plat́ı:
(i) M |= φ1, M |= φ2

(ii) M |= T (T z předch. př́ıkladu)
(iii) M |= {p(x, y) ⇒ (∀z)p(f(x, z), f(y, z))}
(iv) M |= {p(x, y) ⇒ (∀z)p(x, f(y, z))}
(v) S = T ∪ {φ2} z předch. části, pak M |= S
(vi) S |= {p(x, y) ⇒ (∀z)p(x, f(y, z))}

(c) Necht’ M je realizace jazyka K na univerzu P(3), kde pM(A, B) ⇔ A ⊆ B a
fM(A,B) = A ∩B. Rozhodněte, zda plat́ı M |= T .

(d) Uved’te axiom φ, který zaruč́ı, že každé 2 množiny maj́ı v univerzu M ⊆ P(3)
sjednoceńı.

(e) Uved’te nějaký daľśı model teorie T ∪ {φ} jako realizaci jazyka K.
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Řešeńı
(1) (a) M |= φ, nebot’ formule p(x, y)∧ p(y, x) v této realizaci nemůže být splněna (nenas-

tane i + 1 = j a současně j + 1 = i pro jakékoliv i, j ∈ N)
M 6|= φ, nebot’ pM(i, j) ∧ pM(j, k) je splněno např́ıklad trojićı i = 1, j = 2, k = 3,
přičemž neplat́ı pM(i, k).

(b) Př́ıklad̊u je mnoho, třeba N, kde pM(i, j) ⇔ i 6= j.
(c) (i) M |= T - M je uspořádaná množina a T je přesně teorie uspořádaných

množin.
(ii) M |= χ, χ je podmı́nka, že nad každým prvkem je nějaký ostře větš́ı, což zde

plat́ı.
(iii) T 6|= χ, nebot’ tato pod́ımnka neńı splněna např́ıklad na množině {0, 1}, kde je

každý prvek srovnatelný pouze sám se sebou, přitom se jedná o model teorie
T .

(d) (i) N 6|= T , neńı splněna antisymetrie. Např. 3| − 3 a současně −3|3, protože
3 · (−1) = −3 a (−3) · (−1) = 3 a 3 6= −3.

(ii) N |= φ, nebot’ prvek 1 má požadovanou vlastnost (∀j)1|j (poněvadž 1 ·j = j).
(iii) N |= χ, nebot’ prvek 0 má požadovanou vlastnost (∀j) j|0 (poněvadžj ·0 = 0).

(2) (a) Např́ıklad N, kde pM(i, j) ⇔ i ≤ j, a fM(i, j) = i + j. Pak zřejmě ∀i, j ∈ N plat́ı
i ≤ i + i a i ≤ i + j.

(b) (i) M |= φ1, nebot’ ∀i ∈ N, i · 2 = i + i, tedy i|i + i. Naopak M 6|= φ2, protože
např. 2 6 |2 + 3.

(ii) M |= T (T z předch. př́ıkladu) plat́ı, protože jsou splněny podmı́nky uspořádáńı,
zejména: ∀i ∈ N plat́ı i|i, protože i · 1 = i;
i, j ∈ N, i|j a j|i, pak ∃k, l ∈ N takové, že i · k = j a j · l = i. Tedy i = i · k · l,
a protože k, l ∈ N, k = l = 1 a tedy i = j;
i, j, k ∈ N, i|j a j|k, pak ∃l, m ∈ N takové, že i · l = j a j · m = k. Tedy
k = i · l ·m = i · (l ·m), tedy i|k.

(iii) M 6|= {p(x, y) ⇒ (∀z)p(f(x, z), f(y, z))}, protože např. 2|4, ale 2 + 1 6 |4 + 1.
(iv) M 6|= {p(x, y) ⇒ (∀z)p(x, f(y, z))}, protože 2|4, ale 2 6 |4 + 1
(v) M 6|= S, protože M 6|= φ2.
(vi) S |= {p(x, y) ⇒ (∀z)p(x, f(y, z))} - dokážeme následovně. Označme χ ≡

p(x, y) ⇒ (∀z)p(x, f(y, z)). Necht’ N je model teorie S s nosnou množinou X.
Necht’ i, j ∈ X a plat́ı pN (i, j). Protože na N je splněna formule φ2, ∀k ∈ X
plat́ı též pN (j, fN (j, k)). Plat́ı tedy konjunkce pN (i, j) ∧ pN (j, fN (j, k)) a z
tranzitivity (p(x, y) ∧ p(y, z)) ⇒ p(x, z) dostáváme pN (i, fN (j, k)), tedy plat́ı
pN (i, j) ⇒ (∀k ∈ X)pN (i, fN (j, k)) a formule χ je tedy splněna v modelu N .
Je tedy d̊usledkem teorie S.

(c) M |= T . Plat́ı, protože A ∈ P(3) ⇔ A ⊆ 3 a tedy ∀A ⊆ 3 plat́ı A ⊆ A;
A,B ⊆ 3, A ⊆ B a B ⊆ A, pak každý prvek množiny A je prvkem množiny B a
naopak, A a B maj́ı tedy stejné prvky, tedy A = B;
A,B, C ⊆ 3, A ⊆ B a B ⊆ C, tedy každý prvek množiny B je prvkem množiny C
a každý prvek množiny A je prvkem množiny B, tedy každý prvek množiny A je
prvkem množiny C, tj. A ⊆ C.

(d) (∀x)(∀y)(∃z)(p(x, z) ∧ p(y, z) ∧ (∀u)((p(x, u) ∧ p(y, u)) ⇒ p(z, u)))
(e) Např. N, kde p je definováno jako uspořádáńı podle velikosti a f je libovolné - třeba

konstantńı f(i, j) = 1 ∀i, j ∈ N.
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Prenexńı tvary a d̊ukazy
(1) Prenexńı tvary

(a) Převed’te do prenexńıho tvaru:
(i) (∀x)(∃y)φ(x, y) ∧ (∃x)(∀z)(ψ(x) ⇒ φ(x, y))
(ii) p(x, y) ⇒ (∀z)p(x, f(y, z))
(iii) (∀y)((∀x)φ(x, y) ⇒ ψ(x, z)) ⇒ (∀x)((∀u)φ(u, x) ∧ (∃z)ψ(x, z)))

(b) Vyjádřete formuĺı jazyka usp. množin v prenexńım tvaru, že
(i) každé 2 prvky maj́ı suprémum.
(ii) množina má právě 2 maximálńı prvky.

(c) Vyjádřete formuĺı jazyka elementárńı aritmetiky (=, S, +, ·, 0) v prenexńım tvaru
následuj́ıćı věty chápané ve standardńım modelu:

(i) Každý prvek je lichý nebo roven 2.
(ii) Prvek x je prvoč́ıslo.
(iii) Existuje právě jeden prvek takový, že přičteńım ho k 1 dostaneme 2.

(2) Důkazy
(a) Prved’te d̊ukaz formule α ⇒ ¬(β ⇒ ¬γ) z předpoklad̊u α ⇒ β, α ⇒ γ. Použijte

pravidlo skládáńı implikaćı, dvoj́ı negace a tautologii (∗) ` (¬φ ⇒ φ) ⇒ φ.
(b) Proved’te d̊ukaz formule p(x, y) ⇒ (∀z)p(x, f(y, z)) z předpoklad̊u

p(x, y) ⇒ (p(y, z) ⇒ p(x, z)) a (∀x)(∀y)p(x, f(x, y)).
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Řešeńı

(1) Prenexńı tvary
(a) (i) (∀x)(∃z)(∃u)φ(x, z) ∧ (ψ(u) ⇒ φ(u, y))

(ii) (∀z)p(x, y) ⇒ p(x, f(y, z))
(iii) Po přejmenováńı proměnných:

(∀y)((∀v)φ(v, y) ⇒ ψ(x, z)) ⇒ (∀w)((∀u)φ(u,w) ∧ (∃r)ψ(w, r))).
Prenexńı tvar: (∃y)(∀v)(∀w)(∀u)(∃r)((φ(v, y) ⇒ ψ(x, z)) ⇒ (φ(u,w)∧ψ(w, r)))

(b) (i) (∀x)(∀y)(∃z)(∀u)(x ≤ z ∧ y ≤ ∧((x ≤ u ∧ y ≤ u) ⇒ z ≤ u))
(ii) (∃x)(∃y)(∀z)(∃x)((y ≤ x ∧ ¬(x ≤ y)) ∨ z = x ∨ z = y)

(c) (i) x je lichý: (∀y)¬(x = y + y), č́ıslo 2 je realizace termu S(S(0))
hledaná formule v pr. tv. (∀x)(∀y)(¬(x = y + y) ∨ x = S(S(0)).

(ii) (∀x)(∀y)(x = y · z ⇒ (y = x ∨ z = x)))
(iii) (∃x)(∀y)(x + S(0) = S(S(0)) ∧ (y + S(0) = S(S(0)) ⇒ y = x))

(2) Důkazy
(a) Máme dokázat α ⇒ β, α ⇒ γ ` α ⇒ ¬(β ⇒ ¬γ)

(i) Vezmeme jako předpoklady formule α ⇒ β a β ⇒ ¬γ
(ii) Dle pravidla skládáńı implikaćı pak máme α ⇒ β, β ⇒ ¬γ ` α ⇒ ¬γ
(iii) Axiom (3): ` (α ⇒ ¬γ) ⇒ (¬¬γ ⇒ ¬α)
(iv) Pravidlo odloučeńı (modus ponens) a pravidlo dvoj́ı negace dává

α ⇒ ¬γ ` γ ⇒ ¬α
(v) Celkem tedy máme z bod̊u (ii) a (iv): α ⇒ β, β ⇒ ¬γ ` γ ⇒ ¬α
(vi) Skládáńı implikaćı: α ⇒ γ, γ ⇒ ¬α ` α ⇒ ¬α
(vii) Modus ponens z krok̊u (v),(vi): α ⇒ β, β ⇒ ¬α, α ⇒ γ ` α ⇒ ¬α
(viii) Použijeme tautologii (∗) a pravidlo dvoj́ı negace: ` (α ⇒ ¬α) ⇒ ¬α
(ix) Modus ponens na (vii)a (viii) dohromady dává: α ⇒ β, β ⇒ ¬α, α ⇒ γ ` ¬α
(x) Důsledek věty o dedukci dovoĺı přesun formule doprava:

α ⇒ β, α ⇒ γ ` (β ⇒ ¬α) ⇒ ¬α
(xi) Obráceńı implikace: α ⇒ β, α ⇒ γ ` α ⇒ ¬(β ⇒ ¬α)

(b) Máme dokázat:
p(x, y) ⇒ (p(y, z) ⇒ p(x, z)), (∀x)(∀y)p(x, f(x, y)) ` p(x, y) ⇒ (∀z)p(x, f(y, z)).

(i) Vezmeme jako předpoklady formule p(x, y) a p(x, y) ⇒ (p(y, z) ⇒ p(x, z))
(ii) Použijeme m.p. na tyto formule

p(x, y), p(x, y) ⇒ (p(y, z) ⇒ p(x, z)) ` p(y, z) ⇒ p(x, z)
(iii) Pravidlo zobecněńı dává p(x, y) ` (∀z)(p(y, z) ⇒ p(x, z))
(iv) Axiom substituce: ` (∀z)(p(y, z) ⇒ p(x, z)) ⇒ (p(y, f(y, z)) ⇒ p(x, f(y, z))
(v) Dvoj́ım užit́ım modus ponens dostaneme:

(∀z)(p(y, z) ⇒ p(x, z)), p(y, f(y, z)) ` p(x, f(y, z))
(vi) Axiom substituce: ` (∀x)(∀y)(p(x, f(x, y)) ⇒ (∀y)p(x, f(x, y))
(vii) Znovu axiom substituce: ` (∀y)(p(x, f(x, y)) ⇒ p(x, f(x, z))
(viii) Dvojnásobným užit́ım modus ponens na předchoźıch axiomech dostaneme:

(∀x)(∀y)(p(x, f(x, y)) ` p(x, f(x, z))
(ix) Pravidlo zobecněńı použité na předchoźı bod dává

(∀x)(∀y)p(x, f(x, y)) ` (∀x)p(x, f(x, z))
(x) Naposledy axiom substituce: ` (∀y)(p(x, f(x, z)) ⇒ p(y, f(y, z))
(xi) Modus ponens pak dává: (∀y)(p(x, f(x, z)) ` p(y, f(y, z))
(xii) Pomoćı pravidlo zobecněńı dostaneme (∀y)(p(x, f(x, z)) ` (∀z)p(y, f(y, z))
(xiii) Dohromady máme

p(x, y) ⇒ (p(y, z) ⇒ p(x, z)), (∀x)(∀y)p(x, f(x, y)), p(x, y) ` (∀z)p(y, f(y, z))
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(xiv) Důsledek věty o dedukci pak dá
p(x, y) ⇒ (p(y, z) ⇒ p(x, z)), (∀x)(∀y)p(x, f(x, y)) ` p(x, y) ⇒ (∀z)p(x, f(y, z)).


