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Abstrakt: Referat je zaméfen na popis zakladnich pojmd a vlastnosti Markovovych fetézcti a na
ukazky jejich moznych aplikaci v fizeni jakosti vyroby. Jednak jde o uziti kone¢nych homogennich

fetézcl pro popis jakosti vyrobniho procesu pro davku stejnych vyrobkt, jednak o modelovani jakosti
vyroby montaznich celkd v davce pomoci nehomogennich fetézci.

1. Markovovy retézce

1.1 Zakladni pojmy

Stochastickym dynamickym diskrétnim systémem (dale jen systémem) X rozumime

uspofadanou dvojici (& P(n)), kde

e Q= {a)l,...,a)j,...} je stavovy prostor,

* o, jsoustavy systému X, j=12,..,

o Pn)-= [ pi(n),....p, (n),...] je matice rozdéleni pravdépodobnosti (matice absolutnich
pravdépodobnosti) stavit systému X po n krocich (nebo také v ¢ase n), n =0,1,....

Piitom p,(n) je pravdépodobnost, Ze systém X je po n krocich ve stavu @, . Specidln€ P(0) je

matice pocdtecniho rozdéleni pravdépodobnosti stavii systému X (tj. pred prvnim krokem),

kde p;(0) je pravdeépodobnost toho, ze systém X je na pocatku ve stavu @;.

Pro jednoduchost a bez ujmy na obecnosti poloZime @, = j, takze Q= {1,2,...}. Stav
systétmu X po n krocich pak vyjadiuje diskrétni ndhodnd veli€ina X, srozdélenim
pravdépodobnosti P(n), ktera nabyva hodnot j =1,2,....

Posloupnost {X n} diskrétnich ndhodnych veli¢in X,, n=0,1,.., se nazyva
Markoviiv fetézec (Markovsky Fetézec), jestlize pro kazdy index k =1,2,... a pro vSechny
mozné hodnoty i, j, 4,... ndhodnych veli¢in X, je

P(X,=j/(X,,=i..,X,=h)=P(X, =j/X,, =i). (1.1)
Podminénd pravde€podobnost p,, = P(X, = j /X, =1i) je pravdépodobnost priechodu

systému X v k-tém kroku ze stavu i do stavu j.



Prechod syst¢tmu X v k-tém kroku ze stavu i do stavu j popisuje matice
pravdépodobnosti pFechodu pro k-ty krok

Pig> Puogs Pugo

P, = Pok> Prug> P> - ’ (1.2)

P> Pxngs P

kdeZpij’k =1 provSechna i=1,2,....
J
Jestlize pravdépodobnost piechodu p,, zavisi na hodnot¢ k, jde o nehomogenni

Markoviiy fetézec {X n}. V piipad¢, Ze pravdépodobnost pfechodu p;,, nezavisi na k, .
jestlize pro vSechny hodnoty i, j, k plati p,, = p,, jde o homogenni Markoviiv Fetézec
{X , } . Jeho matice pravdépodobnosti piechodu je konstantni a znac¢ime ji
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P= (1.3)

Pravdépodobnost p\” = P(X, = j/ X, =1i), ze systém X prejde ze stavu i do stavu j

if
pravé po n krocich, n=1,2.... , je pravdépodobnost piechodu za n krokii. Matice P

(n)

sprvky p;" je matice pravdépodobnosti pFechodu za n krokii. Polozime-li p

i

=1 pro

i=jap =0proi=j,pak pro nchomogenni Markoviv fetézec {X,},n=1,2,..., plati

p=>pv"p,.. . P =T]P.,
v k=1
p,(m)=>_p,(0)p", P(n)=POP", (1.4)

takze specialné pro homogenni Markoviv fetézec {X n} ,n=1,2,..., je

(n) _ (n=1) (n) _ pn
by _zpiv P> P =P,
14

p,(n)=2.p,(0)py;, P(n)=PO)P". (1.5)

1.2 Nékteré vlastnosti Markovovych Fetézci
K bliz§imu popisu vlastnosti Markovovych fetézct se pouzivaji zejména nasledujici pojmy:

a) Markovuv fetézec {X n} je konecny, jestlize ma konec¢ny pocet stavli. Vyse uvedené



matice tohoto fetézce jsou kone¢né.

. . ve oo Ceretialld = ()
b) Stav se nazyva dosafitelny ze stavu i, existuje-lin =1, 2,... takové, ze p;"’> 0.
¢) Markovlyv fetézec {X n} se nazyva nerozloZitelny (ireducibilni), je-1i kazdy jeho stav

dosazitelny z libovolného jiného stavu.

d) Stav Markovova fetézce {X n} se nazyva absorbujict, jestlize neni mozné piejit z ného
do jiného stavu. Markoviv fetézec {X n} se nazyva absorbujici, jestlize ma alespon

jeden absorbujici stav a z kazdého stavu lze prejit do absorbujiciho stavu (nikoliv nutné
jednim krokem). Kdyz fetézec dosahne nékterého absorbujiciho stavu, je absorbovdn.

e) Markoviv fetézec je periodicky, jestlize se navrat systému do libovolného stavu miize
uskutec€nit pouze v takovém poctu kroki, ktery je nasobkem vhodného piirozeného ¢isla.

f) Doba ndvratu homogenniho Markovova fetézce do stavu i z pocateCniho stavu i, tj.

Xo=1i, je ndhodnd veli¢ina Y =inf{n >0|Xn =i}. Néhodnd veli¢ina Y mé rozdéleni

pravdépodobnosti s pravdépodobnostmi g, (i) =0, ¢,(i) = p,, 4,()) = p> — ¢, p;»... -
g) Stav i homogenniho Markovova fetézce je rekurentni, jestlize Zq (@) =P <o) =1,
j=1
jinak jde o stav tranzientni. Jestlize pro rekurentni stav je stfedni doba navratu E(Y) = o,
jde o stav rekurentni nulovy.
Uvazujme kone¢ny homogenni Markoviv fetézec se stavovym prostorem {l,...,a + b},
kde je a absorbujicich a b neabsorbujicich stavi. Jestlize pferovname stavy fetézce tak, aby
prave prvnich a stavli bylo absorbujicich, dostaneme matici pravdépodobnosti pfechodu v tzv.

kanonickém tvaru

a b

all 0
P= ,
b{R Q}

kde I, je jednotkova matice typu (a, a), 0 je nulova matice typu (a, b), R je matice typu (b, a)

a Q je ¢tvercova matice typu (b, b). Plati, ze

a b

arinrd

kde matici typu (b, a) ozna¢enou symbolem * v levém dolnim rohu matice P” neni nutno

dale uvazovat. Z tvaru matice P" plyne, Ze prvky matice Q" udavaji pro kazdy neabsorbujici



stav pravdépodobnost toho, Zze dany fetézec je po n krocich v nékterém z moznych
neabsorbujicich stavll. Pravdépodobnost toho, ze fetézec bude po » krocich v neabsorbujicim
stavu, se blizi nule, takze kazdy prvek matice Q" se blizi nule pro n —> o a Q" — 0, kde 0 je

nulova ¢tvercova matice typu b. Z toho plyne, Ze k matici I, —Q existuje inverzni matice a
. : . 1Ok : -1 . o .
navic pro ni plati (I, Q)" =) Q". Matice (I,-Q) sc nazyva fundamentdlni matice
k=0

absorbujiciho (homogenniho) Markovova fetézce. Plati tato tvrzeni:
1. Prvek mj; fundamentalni matice M = (Ib —Q)_1 je roven stfedni hodnoté poctu piipadi,

kdy je fetézec v neabsorbujicim stavu j za predpokladu, ze pocateCnim stavem byl
neabsorbujici stav i.

2. Prvek #; matice t = Mec, kde ¢ je matice typu (b, 1), jejiz vSechny prvky jsou rovny 1, je
roven stfednimu poctu krokl pred absorbovéanim, tedy prechodu fetézce ze stavu i do
libovolného absorbujiciho stavu.

3. Prvek b; matice B= MR je roven pravdépodobnosti toho, ze absorbujici fetézec bude
absorbovan ve stavu j za ptedpokladu, ze zacal v neabsorbujicim stavu i.

Tvrzeni 1 umoznuje urcit, kolikrat primérmé bude homogenni fetézec v kazdém
neabsorbujicim stavu. Tvrzeni 2 fesi problém, za jak dlouho bude primérné proces
absorbovan. Z tvrzeni 3 miZeme urcit pravdépodobnost, Ze proces skonc¢i v daném
absorbujicim stavu.

Statistické ulohy pro Markoviv fetézec spocivaji predev$im ve stanoveni odhadii
pravdépodobnosti prechodu, ptipadné testovani statistickych hypotéz o nich, na zékladé
realizace posloupnosti pokust, pfi nichz ziskdme posloupnost pozorovanych stavii systému X.
Pro kone¢ny homogenni Markoviiv fetézec s g stavy jsou maximdlné vérohodné odhady

pravdépodobnosti prechodu

&

ﬁij :n— pro i, j=1,2,..,4q, (1.6)

ie

kde n; jsou pozorované Cetnosti pfechodu systému X ze stavu i do stavu j v posloupnosti n

q
pokusti a n, = Zny jsou pozorované marginalni ¢etnosti pfechodu systému X ze stavu i do
j=1

libovolného stavu. V ptipad¢ n, =0, kdy pozorovani neposkytuje podklad k odhadu

pravdépodobnosti ptechodu ze stavu i do stavu j, klademe p, =0.

2. Aplikace homogennich Markovovych retézci v jakosti



2.1 Vyrobni proces pro davku vyrobki

Predpokladame, ze davka N vyrobki stejného typu prochazi a vyrobnimi operacemi. Po kazdé
provedené operaci ziskdme bud’ shodny vyrobek anebo neshodny vyrobek. Shodny vyrobek
postupuje do dalsi vyrobni operace. Neshodny vyrobek muze byt bud’ opravitelny a vraci se
do dané vyrobni operace, anebo je neopravitelny (jde o zmetek) a je z dal§iho vyrobniho
procesu vyfazen. Predpokladdme, ze pravdépodobnost vyroby shodného vyrobku je
v libovolné vyrobni operaci konstantni (jde o staciondrni proces), obecné vSak v kazdé
operaci rtiznd od pravdépodobnosti vyroby shodného vyrobku v jiné operaci, a dale, ze
nahodné jevy odpovidajici vyrobé shodného vyrobku jsou ve vSech operacich vzijemné
nezéavislé. Dany vyrobni proces miizeme pak vyjadfit z hlediska jakosti (naptf. poctu
provedenych vyrobnich operaci na libovolném vyrobku) obecné jako nekone¢ny homogenni
Markoviiv fetézec spoctem stavi a+b, kde b=2. Mimo a vyrobnich operaci
odpovidajicich pozadovanym shodnym operacim jde jest¢ o dva stavy: stav F odpovida
findlnimu shodnému vyrobku a stav Z odpovidd zmetku. Uvedeny Markovsky model ma
zajisté fadu redlnych omezeni, nebot’ v nasem piipadé mize teoreticky vyrobek opakované
prochazet danou operaci bez omezeni, avSak pravdépodobnost takové posloupnosti je
zanedbatelnd. Naopak aplikaci homogennich Markovovych fetézcli na takovy vyrobni proces
ziskame detailni pohled na jakost procesu oproti klasickému pohledu vychazejicimu pouze
z pravdépodobnosti shodnosti jednotlivych nezavislych vyrobnich operaci. Aplikaci

ilustrujeme na nasledujicim konkrétnim ptikladu.

Aplikaéni priklad

Predpokladame, ze davka vyrobkl prochazi postupné 5 vzajemné nezavislymi vyrobnimi
operacemi s konstantnimi pravdépodobnostmi shodnosti jejich provedeni. Pohyb vyrobka
mezi jednotlivymi vyrobnimi operacemi, vyfazeni vzniklych neshodnych neopravitelnych
vyrobkll a vznik shodnych findlnich vyrobkl vyjadiuje schéma stavi na obr. 2.1. V tomto
piipadé je stavovy prostor Q= {1, ..., 7}, kde stavem pro vyrobek je 1. az 5. operace

vyrobniho postupu, shodny findlni vyrobek a zmetek. Konkrétné jde o stavy:

a) neabsorbujici: b) absorbujici:

1 ... vyrobek je podroben 1. operaci F=6 ... shodny findlni vyrobek

2 ... vyrobek je podroben 2. operaci Z =7 ... zmetek (neopravitelny kus)
3 vyrobek je podroben 3. operaci

4 vyrobek je podroben 4. operaci

5 vyrobek je podroben 5. operaci
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Sipka — znamena piechod z jednoho stavu do druhého (piechod do dalii operace, resp.

Obr. 2.1

vysledku, tj. vytvoieni finalniho vyrobku anebo zmetku) a smycka Q znamena piechod
do stejné operace, tedy jeji opakovani (oprava neshodného opravitelného kusu). Stavy 1, ..., 5
jsou neabsorbujici, protoze vyrobek podrobovany dané operaci uz nemuize byt podrobovan
operacim pifedchdzejicim. Uvedeny vyrobni proces lze z hlediska jakosti popsat pomoci
homogenniho Markovova fetézce, ktery je plné¢ urcen konstantni matici pravdépodobnosti

ptechodu P a maticemi pocatecnich rozdéleni pravdépodobnosti P(0).

Tabulka 2.1
l. I . 1 2 3 4 5 6 7
1 8000 | 125 | 7842 | 0 0 0 0 33
2 7842 | 0 9 | 7725 | 0 0 0 21
3 7725 | 0 0 102 | 7608 | 0 0 15
4 7608 | 0 0 0 73 | 7494 | 0 41
5 7494 | 0 0 0 0 | 42 [7443] o
N=>7. | 38669

V tabulce 2.1 jsou pozorované (smySlené) absolutni Cetnosti vyrobkil, kde n. je

celkovy pocet vyrobkil pred zahajenim i-té¢ operace, i =1, ..., 5, N =Zn,._ je celkovy pocet

vyrobk, které budou podrobovany 1. az 5. vyrobni operaci a n; pfedstavuje pocet vyrobkl
prechdzejicich ze stavu i do stavu j, tj. do j-té operace ¢i stavu po provedeni i-té¢ operace,
j=1..7. Ztabulky 2.1 vidime, Ze do prvni operace vstoupilo celkem 8000 vyrobku
(polotovartt). Do druhé operace vstoupilo 7842 vyrobkd, do tfeti 7725 vyrobkd, do &tvrté
7608 vyrobkli a do paté 7494 vyrobkd. Vzdy Slo o vyrobky, které proSly uspéSné
predchazejicimi operacemi, tj. byly z hlediska téchto operaci shodné. Vstup davek s pocty

vyrobki do jednotlivych operaci je zndzornén na obr. 2.2.
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8000 7842 | 7725 7608 7494
Obr. 2.2

Z absolutnich Cetnosti ze sloupcti j =1,...,7 z tabulky 2.1 vypocteme podle (1.6) maximalné

vérohodné odhady prvka matice pravdépodobnosti ptechodu P zaznamenané v tabulce 2.2.

Tabulka 2.2

l. J 1 2 3 4 5 6 7
1 0.0156 | 0.9803 | 0 0 0 0 |0.0041
2 0 10012209851 | o0 0 0 |0.0027
3 0 0 10013209849 | o0 0 00019
4 0 0 |0.009% | 09850 | 0 | 0,0054
5 0 0 0 0 |0.0056 | 0.9932 | 0,0012
6 0 0 0 0 0 1 0
7 0 0 0 0 0 0 1

Predchazejici 1 nasledujici vypoctené Ciselné vysledky jsou zaokrouhleny na 4, resp. 5

desetinnych mist. V dal$ich odstavcich je feSen uvedeny aplikacni ptiklad.

2.2 Vypocet absolutnich pravdépodobnosti
Rozd¢leni pravdépodobnosti stavil vyrobkil po prvni vyrobni operaci je
P(1) = P(0)P=[0,0156; 0,9803; 0; 0; 0; 0; 0,0041],
kde klademe P(0) = [1; 0; 0; 0; 0; 0; 0]. Interpretace vysledku je v tabulce 2.3.

Tabulka 2.3
Stav | Pravdépodobnost Po provedeni 1. operace:
1 0,0156 1,56 % bylo znovu podrobeno 1. operaci
2 0,9803 98,03 % postoupilo do 2. operace
3 0
4 0
5 0
6 0
7 0,0041 0,41 % bylo vytazeno

Rozd¢leni pravdépodobnosti stavil vSech vyrobki po absolvovani jedné dané vyrobni operace
kde kazda z davek vyrobkl je v daném okamziku podrobena dané jedné z péti vyrobnich
operaci, je

P(1) = P(0)P=[0,0032; 0,2053; 0,2024; 0,1986; 0,1949; 0,1925; 0,0031],



Interpretace vysledku je v tabulce 2.4.

kde klademe P(0) = [n1./n;...; nsJ/n; 0; 0] =[0,2069; 0,2028; 0,1998; 0,1967; 0,1938; 0; 0].

Tabulka 2.4
Stav | Pravdépodobnost Po absolvovani jedné vyr. operace je:

1 0,0032 0,32 % vyrobkil podrobovéno 1. operaci
2 0,2053 20,53 % vyrobkili podrobovano 2. operaci
3 0,2024 20,24 % vyrobkil podrobovéno 3. operaci
4 0,1986 19,86 % vyrobkill podrobovano 4. operaci
5 0,1949 19,49 % vyrobkil podrobovano 5. operaci
6 0,1925 19,25 % shodnych findlnich vyrobk

7 0,0031 0,31 % zmetkt

2.3 Vypocet absolutnich pravdépodobnosti piechodu po S krocich
V tabulce 2.5 je vypoétend matice pravdépodobnosti piechodu po 5 krocich P°.

Tabulka 2.5

; J 1 2 3 4 5 6 7
1 0 0 ]0,00002 ] 0,00153 | 0,05271 |0,93038 | 0,01535
2 0 0 0 |0,00002 | 0,00100 |0,98770]0,01128
3 0 0 0 0 0,00001 | 0,99139 | 0,00860
4 0 0 0 0 0 0,99336 | 0,00664
5 0 0 0 0 0 0,99879 | 0,00121
6 0 0 0 0 0 1 0
7 0 0 0 0 0 0 1

Rozdéleni pravdépodobnosti stavii vyrobkt v jednotlivych davkach vyrobki po projiti davek,
které vstoupily do vyrobniho procesu vzdy do ptislusné operace (tj. bez zapocitani vyrobkd,
které se zaCaly obrabét pozdéji), péti vyrobnimi operacemi je

P(5) = P(0)P’ = [0; 0; 0,00002; 0,00153; 0,05271; 0,93038; 0,01535],
kde klademe P(0) = [1; 0; 0; 0; 0; 0; 0]. Interpretace vysledku je v tabulce 2.6.

Tabulka 2.6
Stav | Pravdépodobnost |Po 5-ti krocich od vstupu do 1. operace je:

1 0 0 % vyrobki podrobovano 1.operaci

2 0 0 % vyrobkil podrobovano 2.operaci

3 0,00002 0,002 % vyrobkl podrobovano 3.operaci
4 0,00153 0,153 % vyrobkili podrobovano 4.operaci
5 0,05271 5,271 % vyrobkl podrobovano 5.operaci
6 0,93038 93,038 % shodnych finalnich vyrobki

7 0,01535 1,015 % zmetki




Rozdéleni pravdépodobnosti stavii vyrobkil vSech davek pro jednotlivé operace, které

vstoupily v dany okamzik do jedné z operaci (bez zapocitani vyrobk, které se zaCaly obrabét

pozdgéji), je

P(5) = P(0)P° = [0; 0; 0,0001; 0,00032; 0,01111; 0,97984; 0,00872],

kde klademe P(0) = [n,./n;...; nso/n; 0; 0] = [0,2069; 0,2028; 0,1998; 0,1967; 0,1938; 0; 0].

Interpretace vysledku je v tabulce 2.7.

Tabulka 2.7
Stav | Pravdpodobnost Po provedc?m' peti operaci Qd vstupu do
jedné z operaci je:

1 0 0 % vyrobki podrobovano 1.operaci

2 0 0 % vyrobkd podrobovano 2.operaci

3 0,00001 0,001 % vyrobkil podrobovano 3.operaci
4 0,00032 0,032 % vyrobkill podrobovano 4.operaci
5 0,01111 1,111 % vyrobkill podrobovano 5.operaci
6 0,97984 97,984 % shodnych findlnich vyrobki

7 0,00872 0,872 % zmetki

2.4 Stiedni hodnoty poctu jednotlivych operaci na jeden vyrobek

Pro vypocet stfedniho poctu operaci ptipadajicich na jeden vyrobek pierovndme tadky a

sloupce ptivodni matice P z tabulky 2.2. Obdrzime matici pravdépodobnosti piechodu

v kanonickém tvaru (pro jednoduchost opét oznacenou P, kde ¢isla na okrajich jsou ptivodni

Cisla stavil)

it

A W~

Zdejea=2a b=15.0dtud

6 7 i 2 3 4 5
[ 0 0 0 0 0 0o |
0 ] 0 0 0 0 0
0 0,00413 | 001563 0098025 0 0 0
0 0,00268 0 0,01224 0,98508 0 0
0  0,00194 0 0  0,01320 0,98485 0

0  0,00539 0 0 0  0.,00960 0,98502
| 0,99319 0,00120 0 0 0 00,0560 |
/N
a b
0,01563  0,98025 0 0 0
0 0,01224 098508 0 0
Q= o0 0 0,01320  0,98485 0o |,
0 0 0 0,00960  0,98502
) 0 0 0 0,00560




-0 0,004137
0 0,00268
R = 0 0,00194 |.
0 0,00539
10,99319 0,00120

Po vypoctu obdrzime fundamentalni matici

[1,01587 1,00815 1,00640 1,00076 0,99132]
0 1,01239 1,01063 1,00497 0,99549

1

M= (I5 -Q) = 0 0 1,01338 1,00770 0,99820 |,
0 0 0 1,00969 1,00016
0 0 0 0 1,00564 |

kterd obsahuje stfedni hodnoty poctu provedenych operaci pro jeden vyrobek. Jsou
zapocitany vSechny vyrobky: shodné findlni vyrobky, neshodné opravitelné kusy a zmetky
(neshodné neopravitelné kusy). Matice stfednich hodnot poctu jednotlivych provedenych
operaci, kterymi projde vyrobek, jenz vstoupil do prvni operace, je
P(0)M=[1,0159; 1,0082; 1,0064; 1,0008; 0,9913],

kde klademe P(0) = [1; 0; 0; 0; 0]. Stfedni hodnota poctu provedeni i-t¢ vyrobni operace
vztazend na jeden vyrobek vyjadiuje, kolikrat vyrobek, ktery vstoupil do 1. operace, i-tou
operaci projde, i = 1,..., 5. Tato stfedni hodnota je vlastn¢ index poctu provedeni i-t¢ operace.

Interpretace vysledku (po zaokrouhleni na 4 desetinna mista) je v tabulce 2.8.

Tabulka 2.8
Stav | Sttedni hodnota Stiedni pocet prqvedeni f'—té vyrobni
operace na jeden vyrobek
1 1,0159 1. operaci projde vyrobek 1,0159 krat
2 1,0082 2. operaci projde vyrobek 1,0082 krat
3 1,0064 3. operaci projde vyrobek 1,0064 krat
4 1,0008 4. operaci projde vyrobek 1,0008 krat
5 0,9913 5. operaci projde vyrobek 0,9913 krat

2.5 Stiedni hodnoty poc¢tu provedenych operaci na jeden vyrobek v celém vyrobnim
procesu
Matice stfednich hodnot poctu operaci na jeden vyrobek ve vyrobnim procesu (do vzniku
shodného finalniho vyrobku anebo neshodného neopravitelného vyrobku = zmetku), kdyz
vstupuje do i-té operace, i = 1,..., 5, je
t = Mec = [5,0225; 4,0235; 3,0193; 2,0099; 1,0056]",
kdec=1[1;1;1; 1; l]T. Interpretace vysledku je v tabulce 2.9 a na obr. 2.3.



Tabulka 2.9

Stav | Stiedni hodnota Stiedni pocet prO\Cedc?nych Vyrobnrlc’h.operam na J.eden vyrobek,
kdyz vyrobek prochazi i-tou operaci

1 5,0225 vyrobek projde 5,0225 operacemi, pokud vstupuje do 1. operace
2 4,0235 vyrobek projde 4,0235 operacemi, pokud vstupuje do 2. operace
3 3,0193 vyrobek projde 3,0193 operacemi, pokud vstupuje do 3. operace
4 2,0099 vyrobek projde 2,0099 operacemi, pokud vstupuje do 4. operace
5 1,0056 vyrobek projde 1,0056 operacemi, pokud vstupuje do 5. operace

6

5,0225
5_
4,0235
4
3,093
37
2,0099
2]
1,0056
14
0 T T T T
1.operace 2.operace 3.operace 4.operace S.operace
Obr. 2.3

2.6 Pravdépodobnosti piechodii z neabsorbujicich do absorbujicich stavi

Matice pravdépodobnosti piechodii vyrobkill z neabsorbujicich do absorbujicich stavi je

L A W N~

6
0,9846
0,9887
0,9914
0,9934
0,9988

7
0,0154
0,0113
0,0086
0,0066
0,0012

Rozdéleni pravdépodobnosti prechodii vyrobkl zneabsorbujicich stavli do absorbujicich

stavii, které vstoupily pouze do prvni operace, je

P(0)B=[0,9846; 0,0154],

kde klademe P(0) = [1; 0; 0; 0; 0]. Interpretace vysledku je v tabulce 2.10 a na obr. 2.4.



Tabulka 2.10

Absorbujici | Pravdépodobnos | Pravdépodobnost toho, ze vyrobek, ktery vstoupil do
stav t 1. operace piejde do jednoho z absorbujicich stavii
6 0,9846 98,46 %, ze vznikne shodny findlni vyrobek
7 0,0154 1,54 %, Ze vznikne nesh.vyrobek = zmetek
1 0,9846
0,9-/
0,81
0,74
0,61
0,54
0,41
0,31
0,21
0.14 / 0,0154
0 T 1
shodny finalni vyrobek zmetek
Obr. 2.4

3. Aplikace nehomogennich Markovovych retézci v jakosti

3.1 Vyrobni proces pro davku montaznich celku

Ptedpoklddame, Ze jde o vyrobu montdznich celkd stejného druhu, ptficemz se kazdy
montazni celek sklada z s riznych typl soucasti oznaCenych d|,d,,...,d . Kazda ze soucasti
daného typu miize byt obsazena v montaznim celku vicekrat. Konkrétné soucast typu d,, kde
r=1,...,s,je vmontaznim celku obsazena c, -krata c, =1, 2,... .

Schéma montazniho celku:

G ¢, c c

r N

d | 4, d

r s

Dale predpokladame, ze montazni celek ozna¢ime jako shodny, pravé kdyz vSechny
jeho soucasti vSech typti budou shodné.
3.2 Vyroba soucasti montazniho celku
Piedpokladame, ze soucast typu d, vstupuje do vyrobniho procesu jako polotovar a je

postupné podrobovana jednotlivym operacim. Celkovy pocet vyrobnich operaci, kterymi ma

tato soucast projit, je pro rtizné soucasti rizny. Konkrétné celkovy pocet operaci pro soucast



typu d, montazniho celku je n,,r =1, 2,..., s. Necht' o, znaci k-tou operaci na soucasti typu
d.,k=12,.,n,.

Schéma vyrobniho procesu pro soucdst typu d . :

Y
Q

0, > o [|----- » o, |---- »| O

2 k ran,-1 m,

Nas model vyroby montdznich celki je zaloZen na nasledujicich predpokladech:

1. Soucast typu d, bude shodnd, jestlize bude shodna po kazdé z jejich n, operaci
0,, k=12,..,n,. Pravdépodobnost toho, ze soucast typu d. bude shodna po k—té operaci
0, , oznacime p, . Naopak pravdépodobnost toho, ze po dané operaci bude soucast
neshodnd, je g, =1- p,, . Takové soucést bude po dané operaci z dal§iho vyrobniho procesu

vytazena.

2. Vysledek k-té operace je nezdvisly na vSech ostatnich operacich, takze se jedna o
posloupnost vzajemné nezavislych jevil, kdy pravdépodobnosti tspéchu v riznych operacich
jsou obecné rdzné.

3. Chceme vyrobit m shodnych montaznich celkli stejného typu, takze do vyrobniho

procesu soucasti typu d, vstupuje do prvni operace ¢, m polotovari téhoz typu, které prochazi
postupné n, operacemi jako davka. ProtoZe po kazdé operaci jsou vyfazovany z davky
neshodné soucasti, vstupuje do k-té operace z, =0, 1, ... ,c,m shodnych soucasti a na konci
tohoto procesu ziskame 0 az ¢, m shodnych soucasti téhoz typu.

Z té&chto predpokladl plyne, Ze pocet shodnych soucasti typu d, po provedeni i—té
operace, do niz vstoupilo z, shodnych soucasti téhoZ typu, je ndhodnd veli¢ina X

s binomickym rozdé&lenim pravdépodobnosti Bi( z, , p,, ) s pravdépodobnostni funkci

Zr x z,—X
prk (l_prk)r H
X

kde x =0,1,...,z, .
Vsechny mozné stavy vyjadiujici pocty shodnych soucasti, které mohou po provedeni
operace o,, nastat, miZeme vyjadiit pomoci nehomogenniho Markovova fetézce [1, 2]

s matici pravdépodobnosti prechodu P, pro k-tou operaci na soucasti typu d,. Obecny prvek

této matice je



i j i . .
(j]prk (l_prk) ! pI‘OZZ],

Pu(is ) = (3.1)

0 proi< j,
kde i je ¢islo fadku, i = 0, 1, ..., ¢,m a j je Cislo sloupce, j=0,1, ..., ¢, m. Cislo tadku i
odpovidéa poctu soucasti podrobenych r-té operaci a Cislo sloupce j odpovidéd poctu shodnych
soucasti po provedeni této operace. P, je dolni trojuhelnikova matice, protoze pied operaci
se nemize v ddvce nachdzet mén¢ shodnych kusii nez po provedeni této operace.

Vysledky postupné provadénych nezavislych operaci pro davku soucasti typu d, tak
tvoii vzhledem k poctu spravné provedenych operaci nehomogenni Markoviv fetézec
s konetné¢ mnoha stavy O, 1,..., ¢.m. Vzhledem k tomu, Ze tento fetézec je tvofen
trojuhelnikovymi maticemi pravdépodobnosti ptfechodu (jde o degradacni stochasticky
proces), neni tento fetézec nerozlozitelny (ireducibilni). Tento fetézec je vSak absorbujici,
nebot” stav 0 tohoto fetézce je stavem absorbujicim. Navic mé tento fetézec konecnou délku
n, , protoze pocet vyrobnich operaci pro kazdou soucast je kone¢ny.

Vysledek celého vyrobniho procesu soucasti typu o, montdzniho celku pro piipad, ze
soucasti postupuji od operace k operaci jako davka o z, kusech (z,=0, 1, ... ,¢,m), vyjadiuje
matice konecného rozdéleni stavi P (n.), kterou ziskdme vyndsobenim matic

pravdépodobnosti pfechodu pro jednotlivé operace P, a matice pocatecniho rozdéleni

pravdépodobnosti stavill (rozdéleni pravdépodobnosti stavii pred prvni operaci) P (0), tedy

P.(1)=PO][P,. (3.2)

Matice pocatecniho rozdé€leni pravdépodobnosti stavli vyjadiuje pravdépodobnostni

funkci poctu shodnych soucasti (polotovarti), které vstupuji do prvni operace. Tato matice je

jednotadkova s ¢.m + 1 sloupci a ma tvar

P.(0)=[p,6(0), p,o(D)s woes Pro()s s Do(cm=1), pole,m)], (3.3)
kde p,,(j) je pravdépodobnost, ze do prvni operace vstoupi j kusti shodnych soucasti typu
d. . a j=0,1,.., ¢ m. Vyslednym popisem jakosti celého vyrobniho procesu pro soucast
typu d. je matice konecného rozdéleni pravdépodobnosti stavi, kterd vyjadiuje

pravdépodobnostni funkci poctu shodnych soucasti na konci vyrobniho procesu. Tato

jednotadkova matice s ¢,m +1 sloupci ma tvar

P.(1n,)=[ P, 0), Py (s Py (D s 2,y (€m=1), p,, (c,m) ], (34)



Pfitom p, (/) je pravd€podobnost, Ze po projiti divky »n, operacemi vyrobime j shodnych
soucasti typu d, za predpokladu, Ze pfed prvni operaci bylo v déavce z.=0,1,...,c,m
shodnych polotovard.

Vzhledem k tomu, ze kazdy shodny montdzni celek obsahuje pravé c¢, shodnych
soucasti typu d,, je pro vyrobu y =0,1,....m—1 shodnych montaZnich celkii zapotiebi y.c,
az (y, +1) ¢, —1 shodnych soucasti typu d, . Pravdépodobnost tohoto jevu je vzhledem

k disjunktnosti stavli

(y,+De,—1
p:(yr): Z prn,(j)' (3'5)
J=y.e,

Pro vyrobu y =m shodnych montaZnich celkl je zapotiebi celkem mc, shodnych soucasti

typu d, a pravdépodobnost tohoto jevu je p, (¢,m). Matice kone¢ného rozdeleni

pravdépodobnosti stavil pro soucast typu d, po provedeni n,operaci z hlediska mozného
poctu shodnych montaznich celkt pak je
P =[ pl(0), p; (1), s pI(3,)s oo PL(m=1), pl(m) | =

2¢,—1 (y,+1)c,—1 mc,—1
veey

c.—1
=100 (1) 22w (U)oes 2 2o () e (Z) P (J)s P, (cm) |, (3.6)
j=0 Jj=c; J=(m-1)c,

J=yc,

za piedpokladu, Ze ptfed prvni operaci o, bylo v dadvce z. = 0, 1,..., ¢,m shodnych
polotovart. Jinak fec¢eno jde o pravdépodobnosti, ze budeme mit k dispozici pro montdz prave
v, =0,1,...,m skupin shodnych soucasti typu d., r=1,2,...,s, a nejvySe ¢, — 1 jich bude

piebyvat, napi. do zasoby.

3.3 Sestaveni montaznich celku
Pomoci matic P, kone¢nych rozdéleni pravdépodobnosti stavii po vyrobeni skupin sou&asti
typu d, montazniho celku, r=1, 2, ..., s, ur¢ime vysledné rozdéleni pravdépodobnosti poctu
shodnych montaznich celkid. Shodnych montaznich celkli mize byt sestaveno 0 az m, pficemz
kazdy shodny montazni celek obsahuje s skupin stejného typu shodnych soucasti.
Predpokladame, Ze montaz celku je vzdy provedena spravné a Ze montdzni operace jsou
vzajemn¢ nezavislé.

Minimalni pocet v§ech skupin soucasti shodnych soucasti ze vSech davek vyrobenych

soucasti typu d, ... d, je ndhodnd veli¢ina, kterou ozna¢ime 7. Dale necht Y, znali



nahodnou veli¢inu popisujici pocet skupin shodnych soucasti typu d., r = 1,2, ... ,s. Jeji

pravdépodobnostni funkce je dana matici P, ze vztahu (3.6) a ndhodné veli¢iny Y, jsou
ziejme vzajemné nezavislé. Pak je
T =min (¥, ... ,Y,)

a vzhledem k asociativité binarni operace minima ze dvou cisel plati, ze
T, =min(..min(min (Y},Y,).Y;), ... ,Y,).
Postupny vypocet minima pomoci ptedchézejiciho vztahu lze vyjadfit rekurentnim vztahem
T, =min(T,,.Y,). T, =Y,
kde r =2,..., 5. Ze vzajemné nezavislosti ndhodnych veli¢in Y, ...,Y, plyne nezavislost dvojic
ndhodnych wveli¢in 7. ,,Y pro r=2,..,s. Nahodny vektor (7 _,,Y.) ma proto
pravdépodobnostni funkci
P y) =7, )P (3,), 3.7)
kde =, (¢, ;) je pravdépodobnostni funkce ndhodné veli¢iny 7., a ¢, , je pocet shodnych

montaznich celkl po montaZzi skupin soucasti typu d,,...,d, ; a ¢, y,=0,1,...,m

Nahodna veli¢ina 7. ma pravdépodobnostni funkci

7()=3 b (b1 >+Zp, D= Y [P 614 1y (6D |+ P (1), (B8)

t=t,+1 t=t,+1
t.=0,1,...,m. Po postupném vypoctu obdrZime pro r=s vyslednou pravdépodobnostni

funkci minima shodnych montaznich celkit 7, v maticovém tvaru

N

w (t,)= [7[5 0),z,(1),..., 7 (2,),..., 7, (s)] .

Odtud pak ziskame stiedni pocet shodnych montaznich celkt
E(T) =) tx(t),
1,=0
rozptyl poctu shodnych montéznich celki

D(T) = Zm(z) [ET)]”,

ptipadn& smérodatnou odchylku o(7,) = \/D(T,) , median 7,, modus , apod.



3.4 Aplika¢ni priklad

Predpokladejme, Ze vyrdbime pét zidli, pticemz kazda zidle se skladd ze ctyf noh, dvou
podrucek, sedadla a opéradla. Oznacme nohu jako soucast typu d;, podrucku jako soucast
typu d», sedadlo jako soucést typu ds a opéradlo jako soucdst typu ds. Aby vznikla shodné
finalni soucast, musi projit soucasti typu d; péti operacemi, soucasti typu d, Sesti operacemi,
soucasti typu ds sedmi operacemi a soucasti typu ds osmi operacemi. Pravdépodobnosti

uspéchu kazdé z operaci p,, jsou uvedeny v tabulce 3.1, kde index » odpovida typu soucasti a

k ¢islu operace. Predpokladdme, Ze do prvni operace vyrobniho procesu vstoupi 20 shodnych
polotovari soucasti typu d;, 10 shodnych polotovarii souéésti typu d,, 5 shodnych

polotovarti soucasti typu d3 a 5 shodnych polotovari soucésti typu ds.

Tabulka 3.1

k 1 2 3 4 5 6 7 8
P 0,99 0,97 0,98 0,96 0,85 - - -
P 0,98 0,89 0,95 0,95 0,96 0,99 — —
Pk 0,93 0,99 0,99 0,96 0,99 0,89 0,98 -
Pk 0,97 0,96 0,99 0,95 0,98 0,96 | 0,95 0,98

V dal$im vyjadiime jakost:

1) jednotlivych operaci pro vechny typy soucasti pomoci matic pravdépodobnosti piechodu
pro vSechny mozné stavy, které mohou po kazdé operaci nastat,

2) celého vyrobniho postupu pro davky kazdého typu soucésti pomoci pravdépodobnosti
uspécht jednotlivych stavii na konci kazdého z vyrobnich procesi za predpokladu, ze do
prvni operace vstoupi uvedeny pocet polotovard,

3) procesu montaze celkli pomoci pravdépodobnosti jednotlivych stavli na konci procesu
montéze.

Vzhledem k piedpokladu o poctech shodnych polotovari jsou matice pocatecnich
rozdeleni pravdépodobnosti stavll pro soucasti typu d,, d», ds, da

012345678 91011121314151617181920
P, (0)=[0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0, 0, 0,0,0,0,0,0,0,0, 1],

P,(0)=[ 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,17,

P;(0)=[0,0,0,0,0, 1],

P,0)=[0,0, 0,0, 0, 1].

Vyhodnoceni jakosti procesu vyroby téchto montaznich celkli bylo provedeno na PC

pomoci specialniho vypoctového programu [7] - viz obr 3.1. Po zadani vstupnich dat s = 4,



m=35, p, a p,(j) byly nejprve vypocteny dolni trojuhelnikové matice pravdépodobnosti

piechodu pro kazdou vyrobni operaci pomoci vztahu (3.1), kde » =1, ..., 4 a pro soucast typu
dyjeci=4a nm=5,takze i,j=0,...,20a k=1,..., 5;
dr jeca=2a m=6,takze i,j=0,..,10a k=1,..., 6;

dy jecs=1a m=7,takze i,j=0,...,5a k=1,...,7;
dy jeca=1a ny=8,takze i,j=0,..,5a k=1,..., 8.

Dale po vynasobeni matic odpovidajicich jednotlivym vyrobnim operacim maticemi

pocate¢nich rozdéleni pravdépodobnosti stavii podle vztahu (3.2) ziskdme matice konecnych

rozdeleni pravdépodobnosti stavll pro soucasti typu d, d», ds, da
5
Pi(5)=Pi(0) P = PI(O)HPlk =[0,000000; 0,000000; 0,000000; 0,000000; 0,000000;
k=1

0,000001; 0,000010; 0,000069; 0,000372; 0,001640;
0,005970; 0,017959; 0,044571; 0,090764; 0,150173;
0,198775; 0,205551; 0,160044; 0,088267; 0,030745;
0,005087],
6
P(6) = P5(0) P{”= P»(0) [ [ P, = [0,000001; 0,000030; 0,000408; 0,003231; 0,016798;
k=1
0,059873; 0,148194; 0,251514; 0,280134; 0,184895;
0,054916],
,
P3(7) = P3(0) P” = P3(0) [ [ P, = [0,000872; 0,013485; 0,083370; 0,257708; 0,398312;
k=1
0,246252],
8
P4(8) = P4(0) PV = P4(0) [ [ P, = [0,000394; 0,007504; 0,056906; 0,215786; 0,409129;
k=1

0,310283].
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Obr. 3.1

Z téchto matic pak dostaneme pomoci vztahu (3.6) matice kone¢nych rozdéleni
pravdépodobnosti stavli pro soucasti typu d), dh, d3, ds z hlediska mozného poctu shodnych
montaznich celki

0 1 2 3 4 5
P =[0,000000; 0,000089; 0,025941; 0,484283; 0,484607; 0,005087],

P, =[0,000031; 0,003639; 0,076671; 0,399708; 0,465029; 0,054916],

P; =[0,000872; 0,013485; 0,083370; 0,257708; 0,398312; 0,246252],

P, =[0,000394; 0,007504; 0,056906; 0,215786; 0,409129; 0,310283].
Grafické zndzornéni matic koneénych rozdéleni pravdépodobnosti stavi P pro

soucdsti typu d\, d», ds_ ds je na obr. 3.2.
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Pomoci uvedeného programu pak byla aplikaci vztahu (3.8) ziskana matice
zavéreCného rozdéleni pravdépodobnosti stavii pro montdzni celky, které se skladaji ze
soucasti typu di, d», ds, ds. Tato matice udava pravdépodobnosti, se kterymi po montazi
ziskdme 0 az 5 shodnych montaZznich celki. Vypoctené zéavérecné rozdéleni
pravdépodobnosti stavli pro montazni celky je

0 1 2 3 4 5
m(ts) =1[0,000135; 0,024990; 0,221936; 0,651261; 0,163102; 0,000021].

Rozdéleni pravdépodobnosti m(4) stavii pro montdzni celky je zndzornéno na obr. 3.3 a jeho

zékladni ¢iselné charakteristiky jsou v tabulce 3.2.
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2 0,71 =)
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+ 0,61
8 0,5+
S 8
2 0.4 > 8
g 031 3 3 _
> AN
& 0.2 5 % = %
o014 8 3 I =
O = < T T T T T 1
0 1 2 3 4 5
stav
Obr. 3.3
Tabulka 3.2
Stfedni hodnota| Medidn | Modus | Rozptyl |[Smérodatna odchylka
E(Ty) i 3 D(T,) o(Ty)
2,897143 3 3 0,990802 0,995390

Zaveérem muzeme fict, Ze s nejvetsi pravdépodobnosti (vEétsi nez 0,95) smontujeme ze

soucasti typu d\, ds, ds, ds dva az Ctyti shodné montazni celky.

4. Zavér
Modely popsané v odstavei 2 a 3 naznacuji moznosti aplikace jak homogennich, tak i
nehomogennich Markovovych fetézcli v oblasti popisu jakosti davek vyrobkil ve vyrobnim

procesu i po jeho ukonceni. Pomoci téchto modelt mtizeme provést analyzu jakosti vyrobniho



procesu takovym zplisobem, ze na zaklad¢ pravdépodobnosti uspésnosti jednotlivych operaci
uréime pravdépodobnosti uspéchu vyroby v jednotlivych krocich, na konci procesu vyroby,
ptip. i po procesu montaze celkil. Tento pfistup mlize poslouzit zejména:

¢ Kk podchyceni nejméné tispéSnych operaci vyrobnich procesu,

¢ Kk planovani potfebného pocate¢niho poc¢tu polotovarii,

e jako simula¢ni model pro analyzu nové navrhovaného vyrobniho procesu.

Aplikace homogenniho Markovova fetézce z odstavce 2 byla pivodné pouzita pro
modelovani migrace studentll na vysoké Skole [6], avSak vyukovy proces z hlediska vysledku
(stavu) studenta v jednotlivych rocnicich a celého studia se z hlediska stochastického
modelovani od vyrobniho procesu v zasad¢ neli§i. Jednodu$si varianta aplikace
nehomogenniho Markovova fetézce popsaného v odstavcei 3 byla ptivodné vyvinuta pro oblast
obrabéni [3], ale byla aplikovana i ve slévarenstvi [4], a také v oblasti tepelného zpracovani
[5]. Ve vSech uvedenych ptipadech byla modelovana jakost posloupnosti vyrobnich operaci
pomoci expertnich odhadii pravdépodobnosti shodnosti vysledkil, nebot’ nebylo mozno ziskat
u oslovenych firem vérohodnéd data statistického charakteru. Popsand varianta modelu [2]
z odstavce 3 je obecnéjsi nezli pivodni [3, 4, 5], nebot’ umozituje popsat jakost vyroby davky
montaznich celkll sestavajicich ze soucasti o rtiznych poctech. Pro aplikace homogennich
Markovovych fetézcl z odstavce 2 bylo vytvofeno makro ve VBA v Excelu [8].

Oba modely jakosti vychdzejici homogennich 1 nehomogennich Markovovych fetézcl
1ze aplikovat bez ohledu na sériovost vyroby a to 1 v ptfipad¢, ze pravdépodobnosti uspechu
operaci jsou statisticky odhadnuty anebo urceny expertné na zakladé zkusenosti. Vzdy se vSak
ptedpokladd nezavislost jednotlivych operaci a stacionarita procesu vyroby v Case, nebot’
piipadny vzdjemny vliv vyrobnich operaci a ¢asova proménlivost jejich tspéSnosti mohou
natolik vyznamné ovlivnit vysledky, Ze aplikace uvedenych modeld by byla mirn¢ feceno
znacn¢ neadekvatni. Seriozni aplikace naopak mohou poskytnout dosti uceleny a prehledny
popis realné situace v jakosti vyrobniho procesu a umoziit interpretovat ziskané vysledky

z ekonomického hlediska 1 z hlediska efektivnosti vyroby.
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