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Abstrakt: Referát je zam en na popis základních pojm  a vlastností Markovových et zc  a na 
ukázky jejich možných aplikací v ízení jakosti výroby. Jednak jde o užití kone ných homogenních
et zc  pro popis jakosti výrobního procesu pro dávku stejných výrobk , jednak o modelovaní jakosti

výroby montážních celk  v dávce pomocí nehomogenních et zc .

1. Markovovy et zce

1.1  Základní pojmy

Stochastickým dynamickým diskrétním systémem (dále jen systémem) X rozumíme

uspo ádanou dvojici , kde ; ( )nP

1, ..., , ...j  je stavový prostor,

j  jsou stavy systému X,  , 1,2,...j

 je matice rozd lení pravd podobnosti (matice absolutních 

pravd podobností) stav  systému X po  n krocích (nebo také v ase n), n .

1( ) ( ), , ( ),jn p n p nP

0,1,...

P itom ( )jp n  je pravd podobnost, že systém X je po n krocích ve stavu j . Speciáln P(0) je 

matice po áte ního rozd lení pravd podobnosti stav  systému X (tj. p ed prvním krokem),

kde  je pravd podobnost toho, že systém X  je na po átku ve stavu (0)jp j .

Pro jednoduchost a bez újmy na obecnosti položíme j j , takže 1,2,...

X n

. Stav 

systému X po n krocích pak vyjad uje diskrétní náhodná veli ina  s rozd lením

pravd podobnosti P(n), která nabývá hodnot 1,2,...j .

Posloupnost n  diskrétních náhodných veli in , , se nazývá 

Markov v et zec (Markovský et zec), jestliže pro každý index

X X n 0,1,...n

1,2,...k  a pro všechny 

možné hodnoty i, j, h,... náhodných veli in  je X n

1 0 1( ( ,..., )) ( )k k k kP X j X i X h P X j X i . (1.1)

Podmín ná pravd podobnost , (ij k k k 1 )p P X j X i  je pravd podobnost p echodu

systému X v  k-tém kroku ze stavu  i do stavu  j.



P echod systému X v k-tém kroku ze stavu i do stavu j popisuje matice

pravd podobností p echodu pro k-tý krok

Pk = ,    (1.2) 

11, 12, 13,

21, 22, 23,

31, 32, 33,

, , , ...

, , , ...

, , , ...

... ... ... ...

k k k

k k k

k k k

p p p

p p p

p p p

p

kde  pro všechna i = 1, 2,... . pij k

j

, 1

Jestliže pravd podobnost p echodu  závisí na hodnot k, jde o nehomogenní

Markov v et zec . V p ípad , že pravd podobnost p echodu  nezávisí na k, tj. 

jestliže pro všechny hodnoty i, j, k platí

pij k,

pij k,

X n pij k,

ij , jde o homogenní Markov v et zec

. Jeho matice pravd podobností p echodu je konstantní a zna íme ji X n

P = .     (1.3)

11 12 13

21 22 23

31 32 33

, , , ...

, , , ...

, , , ...

... ... ... ...

p p p

p p p

p p p

Pravd podobnost ( )
0(n

ij n )p P X j X i , že systém X p ejde ze stavu i do stavu j

práv  po n krocích, n = 1, 2,... , je pravd podobnost p echodu za n krok . Matice ( )nP

s prvky ( )n
ijp  je matice pravd podobností p echodu za n krok . Položíme-li  pro 

 a 

(0) 1ijp

i j (0)
ij 0 prop i j , pak pro nehomogenní Markov v et zec X n , n = 1, 2,... , platí 

( ) ( 1)
,

n n
ij i j np p p , ( )

1

n
n

k
k

P P ,

( )( ) (0) n
j jp n p p , P P ,    (1.4) ( )( ) (0) nn P

takže speciáln  pro homogenní Markov v et zec X n , n = 1, 2,... ,  je 

( ) ( 1)n n
ij i jp p p , ( )n nP P ,

( )( ) (0) n
j jp n p p , P P .    (1.5) ( ) (0) nn P

1.2  N které vlastnosti Markovových et zc

K bližšímu popisu vlastností Markovových et zc  se používají zejména následující pojmy:

a) Markov v et zec X n  je kone ný, jestliže má kone ný po et stav . Výše uvedené 



matice tohoto et zce jsou kone né.

b) Stav j se nazývá dosažitelný ze stavu i, existuje-li n = 1, 2,… takové, že ( )n
ijp  0. 

c) Markov v et zec  se nazývá nerozložitelný (ireducibilní), je-li každý jeho stav 

dosažitelný z libovolného jiného stavu. 

X n

d) Stav Markovova et zce  se nazývá absorbující, jestliže není možné p ejít z n ho

do jiného stavu. Markov v et zec

X n

X n  se nazývá absorbující, jestliže má alespo

jeden absorbující stav a z každého stavu lze p ejít do absorbujícího stavu (nikoliv nutn

jedním krokem). Když et zec dosáhne n kterého absorbujícího stavu, je absorbován.

e) Markov v et zec je periodický, jestliže se návrat systému do libovolného stavu m že

uskute nit pouze v takovém po tu krok , který je násobkem vhodného p irozeného ísla.

f) Doba návratu homogenního Markovova et zce do stavu i z po áte ního stavu i, tj. 

X0 = i, je náhodná veli ina inf{ 0 }nY n X i

0 1( ) 0,q i q

. Náhodná veli ina Y má rozd lení

pravd podobnosti s pravd podobnostmi (2)
2 1( ) , ( ) ( ) ,ii ii iii p q i p q i p  . 

g) Stav i homogenního Markovova et zce je rekurentní, jestliže ,
1

( ) ( ) 1j
j

q i P Y

jinak jde o stav tranzientní. Jestliže pro rekurentní stav je st ední doba návratu E(Y) = ,

jde o stav rekurentní nulový.

 Uvažujme kone ný homogenní Markov v et zec se stavovým prostorem ba,...,1 ,

kde je a absorbujících a b neabsorbujících stav . Jestliže p erovnáme stavy et zce tak, aby 

práv  prvních a stav  bylo absorbujících, dostaneme matici pravd podobností p echodu v tzv. 

kanonickém tvaru 

,

a b

a

b

0
P

aI

R Q

kde  je jednotková matice typu (a, a), 0 je nulová matice typu (a, b), R je matice typu (b, a)

a Q je tvercová matice typu (b, b). Platí, že 

aI

,n

a b

a

b
P

a

n

I 0

Q

kde matici typu (b, a) ozna enou symbolem  v levém dolním rohu matice  není nutno 

dále uvažovat. Z tvaru matice  plyne, že prvky matice Q  udávají pro každý neabsorbující 

nP

nP n



stav pravd podobnost toho, že daný et zec je po n krocích v n kterém z možných

neabsorbujících stav . Pravd podobnost toho, že et zec bude po n krocích v neabsorbujícím

stavu, se blíží nule, takže každý prvek matice Q  se blíží nule pro n  a , kde 0 je 

nulová tvercová matice typu b. Z toho plyne, že k matici

n nQ 0

bI Q  existuje inverzní matice a 

navíc pro ni platí . Matice 
1

0

k
b

k

I Q Q
1

bI Q

1

se nazývá fundamentální matice

absorbujícího (homogenního) Markovova et zce. Platí tato tvrzení: 

Q

Mc

B MR

ˆ ij
ij

i

n
p

n

ijn

in

ˆ 0ijp

1. Prvek mij fundamentální matice bM I  je roven st ední hodnot  po tu p ípad ,

kdy je et zec v neabsorbujícím stavu j za p edpokladu, že po áte ním stavem byl 

neabsorbující stav i.

2. Prvek ti1 matice t , kde c je matice typu (b, 1), jejíž všechny prvky jsou rovny 1, je 

roven st ednímu po tu krok  p ed absorbováním, tedy p echodu et zce ze stavu i do

libovolného absorbujícího stavu. 

3. Prvek bij matice  je roven pravd podobnosti toho, že absorbující et zec bude 

absorbován ve stavu j za p edpokladu, že za al v neabsorbujícím stavu i.

Tvrzení 1 umož uje ur it, kolikrát pr m rn  bude homogenní et zec v každém

neabsorbujícím stavu. Tvrzení 2 eší problém, za jak dlouho bude pr m rn  proces 

absorbován. Z tvrzení 3 m žeme ur it pravd podobnost, že proces skon í v daném

absorbujícím stavu. 

Statistické úlohy pro Markov v et zec spo ívají p edevším ve stanovení odhad

pravd podobností p echodu, p ípadn testování statistických hypotéz o nich, na základ

realizace posloupnosti pokus , p i nichž získáme posloupnost pozorovaných stav  systému X.

Pro kone ný homogenní Markov v et zec s q stavy jsou maximáln  v rohodné odhady

pravd podobností p echodu

  pro i, j = 1, 2,..., q,    (1.6) 

kde n  jsou pozorované etnosti p echodu systému X  ze stavu i do stavu j v posloupnosti nij

pokus  a n jsou pozorované marginální etnosti p echodu systému X ze stavu i do

libovolného stavu. V p ípad  0 , kdy pozorování neposkytuje podklad k odhadu

1

q

i
j

pravd podobností p echodu ze stavu i do stavu j, klademe .

2. Aplikace homogenních Markovových et zc  v jakosti



2.1 Výrobní proces pro dávku výrobk

P edpokládáme, že dávka N výrobk  stejného typu prochází a výrobními operacemi. Po každé 

provedené operaci získáme bu  shodný výrobek anebo neshodný výrobek. Shodný výrobek 

postupuje do další výrobní operace. Neshodný výrobek m že být bu  opravitelný a vrací se 

do dané výrobní operace, anebo je neopravitelný (jde o zmetek) a je z dalšího výrobního 

procesu vy azen. P edpokládáme, že pravd podobnost výroby shodného výrobku je 

v libovolné výrobní operaci konstantní (jde o stacionární proces), obecn  však v každé

operaci r zná od pravd podobností výroby shodného výrobku v jiné operaci, a dále, že 

náhodné jevy odpovídající výrob  shodného výrobku jsou ve všech operacích vzájemn

nezávislé. Daný výrobní proces m žeme pak vyjád it z hlediska jakosti (nap . po tu

provedených výrobních operací na libovolném výrobku) obecn  jako nekone ný homogenní

Markov v et zec s po tem stav a b , kde 2b .  Mimo a výrobních operací 

odpovídajících požadovaným shodným operacím jde ješt  o dva stavy: stav F odpovídá 

finálnímu shodnému výrobku a stav Z odpovídá zmetku. Uvedený Markovský model má

zajisté adu reálných omezení, nebo  v našem p ípad  m že teoreticky výrobek opakovan

procházet danou operací bez omezení, avšak pravd podobnost takové posloupnosti je 

zanedbatelná. Naopak aplikací homogenních Markovových et zc  na takový výrobní proces 

získáme detailní pohled na jakost procesu oproti klasickému pohledu vycházejícímu pouze 

z pravd podobnosti shodnosti jednotlivých nezávislých výrobních operací. Aplikaci 

ilustrujeme na následujícím konkrétním p íkladu.

Aplika ní p íklad

P edpokládáme, že dávka výrobk  prochází postupn  5 vzájemn  nezávislými výrobními

operacemi  s konstantními pravd podobnostmi shodnosti jejich provedení. Pohyb výrobk

mezi jednotlivými výrobními operacemi, vy azení vzniklých neshodných neopravitelných 

výrobk  a vznik shodných finálních výrobk  vyjad uje schéma stav  na obr. 2.1. V tomto

p ípad  je stavový prostor 1, …, 7 , kde stavem pro výrobek je 1. až 5. operace 

výrobního postupu, shodný finální výrobek a zmetek. Konkrétn  jde o stavy: 

a) neabsorbující: b) absorbující:

1   …   výrobek je podroben 1. operaci    F = 6  …  shodný finální výrobek
2   …   výrobek je podroben 2. operaci    Z = 7  …  zmetek (neopravitelný kus) 
3   …   výrobek je podroben 3. operaci
4   …   výrobek je podroben 4. operaci 
5   …   výrobek je podroben 5. operaci



Obr. 2.1 

Šipka                znamená p echod z jednoho stavu do druhého (p echod do další operace, resp.

výsledku, tj. vytvo ení finálního výrobku anebo zmetku) a smy ka               znamená p echod

do stejné operace, tedy její opakování (oprava neshodného opravitelného kusu). Stavy 1, …, 5 

jsou neabsorbující, protože výrobek podrobovaný dané operaci už nem že být podrobován 

operacím p edcházejícím. Uvedený výrobní proces lze z hlediska jakosti popsat pomocí

homogenního Markovova et zce, který je pln  ur en konstantní maticí pravd podobností

p echodu P a maticemi po áte ních rozd lení pravd podobnosti P(0).

Tabulka 2.1

            j
       i ni 1 2 3 4 5 6 7

1 8000 125 7842 0 0 0 0 33

2 7842 0 96 7725 0 0 0 21

3 7725 0 0 102 7608 0 0 15

4 7608 0 0 0 73 7494 0 41

5 7494 0 0 0 0 42 7443 9

i
i

N n 38669

V tabulce 2.1 jsou pozorované (smyšlené) absolutní etnosti výrobk , kde ni je

celkový po et výrobk  p ed zahájením i-té operace, i = 1, …, 5, i
i

N n  je celkový po et

výrobk , které budou podrobovány 1. až 5. výrobní operaci a nij p edstavuje po et výrobk

p echázejících ze stavu i do stavu j, tj. do j-té operace i stavu po provedení i-té operace, 

. Z tabulky 2.1 vidíme, že do první operace vstoupilo celkem 8000 výrobk

(polotovar ). Do druhé operace vstoupilo 7842 výrobk , do t etí 7725 výrobk , do tvrté

7608 výrobk  a do páté 7494 výrobk . Vždy šlo o výrobky, které prošly úsp šn

p edcházejícími operacemi, tj. byly z hlediska t chto operací shodné. Vstup dávek s po ty

výrobk  do jednotlivých operací je znázorn n na obr. 2.2.

1,..., 7j



Obr. 2.2 

Z absolutních etností ze sloupc 1,...,7j  z tabulky 2.1 vypo teme podle (1.6) maximáln

v rohodné odhady  prvk  matice pravd podobností p echodu P zaznamenané v tabulce 2.2. 

 Tabulka 2.2 

           j
  i 

1 2 3 4 5 6 7

1 0,0156 0,9803 0 0 0 0 0,0041

2 0 0,0122 0,9851 0 0 0 0,0027

3 0 0 0,0132 0,9849 0 0 0,0019

4 0 0 0 0,0096 0,9850 0 0,0054

5 0 0 0 0 0,0056 0,9932 0,0012

6 0 0 0 0 0 1 0

7 0 0 0 0 0 0 1

P edcházející i následující vypo tené íselné výsledky jsou zaokrouhleny na 4, resp. 5 

desetinných míst. V dalších odstavcích je ešen uvedený aplika ní p íklad.

2.2  Výpo et absolutních pravd podobností

Rozd lení pravd podobnosti stav  výrobk  po první výrobní operaci je

(1) (0)P P P = [0,0156; 0,9803; 0; 0; 0; 0; 0,0041], 

kde klademe P(0) = [1; 0; 0; 0; 0; 0; 0]. Interpretace výsledku je v tabulce 2.3.

    Tabulka 2.3 

Stav Pravd podobnost Po provedení 1. operace: 
1 0,0156   1,56 %  bylo znovu podrobeno 1. operaci
2 0,9803    98,03 %  postoupilo do 2. operace 
3 0
4 0
5 0
6 0
7 0,0041    0,41 %  bylo vy azeno

Rozd lení pravd podobnosti stav  všech výrobk  po absolvování jedné dané výrobní operace 

kde každá z dávek výrobk  je v daném okamžiku podrobena dané jedné z p ti výrobních 

operací, je 

(1) (0)P P P = [0,0032; 0,2053; 0,2024; 0,1986; 0,1949; 0,1925; 0,0031], 



kde klademe P(0) = [n1 /n;…; n5 /n; 0; 0] = [0,2069; 0,2028; 0,1998; 0,1967; 0,1938; 0; 0]. 

Interpretace výsledku je v tabulce 2.4. 

    Tabulka 2.4 

 Stav Pravd podobnost Po absolvování jedné výr. operace je: 
1 0,0032     0,32 %  výrobk  podrobováno 1. operaci 
2 0,2053   20,53 %  výrobk  podrobováno 2. operaci 
3 0,2024   20,24 %  výrobk  podrobováno 3. operaci 
4 0,1986   19,86 %  výrobk  podrobováno 4. operaci 
5 0,1949   19,49 %  výrobk  podrobováno 5. operaci 
6 0,1925   19,25 %  shodných finálních výrobk
7 0,0031     0,31 %  zmetk

2.3  Výpo et absolutních pravd podobností p echodu po 5 krocích 

V tabulce 2.5 je vypo tená matice pravd podobností p echodu po 5 krocích P5.

       Tabulka 2.5

           j
 i 

1 2 3 4 5 6 7

1 0 0 0,00002 0,00153 0,05271 0,93038 0,01535
2 0 0 0 0,00002 0,00100 0,98770 0,01128
3 0 0 0 0 0,00001 0,99139 0,00860
4 0 0 0 0 0 0,99336 0,00664
5 0 0 0 0 0 0,99879 0,00121
6 0 0 0 0 0 1 0
7 0 0 0 0 0 0 1

Rozd lení pravd podobností stav  výrobk  v jednotlivých dávkách výrobk  po projití dávek, 

které vstoupily do výrobního procesu vždy do p íslušné operace (tj. bez zapo ítání výrobk ,

které se za aly obráb t  pozd ji), p ti výrobními operacemi je 

5(5) (0)P P P = [0; 0; 0,00002; 0,00153; 0,05271; 0,93038; 0,01535], 

kde klademe P(0) = [1; 0; 0; 0; 0; 0; 0]. Interpretace výsledku je v tabulce 2.6. 

   Tabulka 2.6 

 Stav Pravd podobnost Po 5-ti krocích od vstupu do 1. operace je: 
1 0     0 %  výrobk  podrobováno 1.operaci 
2 0     0 %  výrobk  podrobováno 2.operaci 
3 0,00002     0,002 %  výrobk  podrobováno 3.operaci 
4 0,00153     0,153 %  výrobk  podrobováno 4.operaci 
5 0,05271     5,271 %  výrobk  podrobováno 5.operaci 
6 0,93038   93,038 %  shodných finálních výrobk
7 0,01535     1,015 %  zmetk



Rozd lení pravd podobnosti stav  výrobk  všech dávek pro jednotlivé operace, které

vstoupily v daný okamžik do jedné z operací (bez zapo ítání výrobk , které se za aly obráb t

pozd ji), je 

5(5) (0)P P P  = [0; 0; 0,0001; 0,00032; 0,01111; 0,97984; 0,00872], 

kde klademe P(0) = [n1 /n;…; n5 /n; 0; 0] = [0,2069; 0,2028; 0,1998; 0,1967; 0,1938; 0; 0]. 

Interpretace výsledku je v tabulce 2.7.

    Tabulka 2.7 

 Stav Pravd podobnost
Po provedení p ti operací od vstupu do 

jedné z operací je: 
1 0    0 %  výrobk  podrobováno 1.operaci 
2 0    0 %  výrobk  podrobováno 2.operaci 
3 0,00001    0,001 %  výrobk  podrobováno 3.operaci 
4 0,00032    0,032 %  výrobk  podrobováno 4.operaci 
5 0,01111    1,111 %  výrobk  podrobováno 5.operaci 
6 0,97984  97,984 %  shodných finálních výrobk
7 0,00872    0,872 %  zmetk

2.4  St ední hodnoty po tu jednotlivých operací na jeden výrobek 

Pro výpo et st edního po tu operací p ipadajících na jeden výrobek p erovnáme ádky a 

sloupce p vodní matice P z tabulky 2.2. Obdržíme matici pravd podobností p echodu

v kanonickém tvaru (pro jednoduchost op t ozna enou P, kde ísla na okrajích jsou p vodní

ísla stav )

2I 0
P

R Q
 = 

6          7         1      2   3       4    5

6  1        0         0      0  0        0    0    a
7  0        1         0      0  0        0    0
1  0   0,00413    0,01563 0,98025  0        0    0
2  0   0,00268         0 0,01224  0,98508       0   0
3  0   0,00194          0      0       0,01320  0,98485   0 b
4  0   0,00539          0      0  0   0,00960  0,98502
5      0,99319   0,00120          0      0  0        0        0,00560

a b

Zde je a = 2 a b = 5. Odtud 

00560,00000

98502,000960,0000

098485,001320,000

0098508,001224,00

00098025,001563,0

Q ,



00120,099319,0

00539,00

00194,00

00268,00

00413,00

R .

Po výpo tu obdržíme fundamentální matici

1

5M I Q

1,01587 1,00815 1,00640 1,00076 0,99132

0 1,01239 1,01063 1,00497 0,99549

0 0 1,01338 1,00770 0,99820

0 0 0 1,00969 1,00016

0 0 0 0 1,00564

,

která obsahuje st ední hodnoty po tu provedených operací pro jeden výrobek. Jsou 

zapo ítány všechny výrobky: shodné finální výrobky, neshodné opravitelné kusy a zmetky

(neshodné neopravitelné kusy). Matice st edních hodnot po tu jednotlivých provedených 

operací, kterými projde výrobek, jenž vstoupil do první operace, je

(0)P M = [1,0159; 1,0082; 1,0064; 1,0008; 0,9913], 

kde klademe P(0) = [1; 0; 0; 0; 0]. St ední hodnota po tu provedení i-té výrobní operace 

vztažená na jeden výrobek vyjad uje, kolikrát výrobek, který vstoupil do 1. operace, i-tou

operací projde, i = 1,…, 5. Tato st ední hodnota je vlastn  index po tu provedení i-té operace.

Interpretace výsledku (po zaokrouhlení na 4 desetinná místa) je v tabulce 2.8. 

        Tabulka 2.8 

Stav St ední hodnota 
St ední po et provedení i-té výrobní 

operace na jeden výrobek 
1 1,0159 1. operací projde výrobek 1,0159 krát 
2 1,0082 2. operací projde výrobek 1,0082 krát 
3 1,0064 3. operací projde výrobek 1,0064 krát 
4 1,0008 4. operací projde výrobek 1,0008 krát 
5 0,9913 5. operací projde výrobek 0,9913 krát 

2.5 St ední hodnoty po tu provedených operací na jeden výrobek v celém výrobním 

procesu

Matice st edních hodnot po tu operací na jeden výrobek ve výrobním procesu (do vzniku 

shodného finálního výrobku anebo neshodného neopravitelného výrobku = zmetku), když 

vstupuje do i-té operace, i = 1,…, 5, je

t = Mc = [5,0225; 4,0235;  3,0193;  2,0099;  1,0056]T,

kde c = [1; 1; 1; 1; 1]T. Interpretace výsledku je v tabulce 2.9 a na obr. 2.3. 



Tabulka 2.9 

Stav St ední hodnota 
St ední po et provedených výrobních operací na jeden výrobek, 

když výrobek prochází i-tou operaci 
1 5,0225 výrobek projde 5,0225 operacemi, pokud vstupuje do 1. operace
2 4,0235 výrobek projde 4,0235 operacemi, pokud vstupuje do 2. operace
3 3,0193 výrobek projde 3,0193 operacemi, pokud vstupuje do 3. operace
4 2,0099 výrobek projde 2,0099 operacemi, pokud vstupuje do 4. operace
5 1,0056 výrobek projde 1,0056 operacemi, pokud vstupuje do 5. operace

5,0225

4,0235

3,093

2,0099

1,0056

0

1

2

3

4

5

6

1.operace 2.operace 3.operace 4.operace 5.operace

Obr. 2.3 

2.6  Pravd podobnosti p echod  z neabsorbujících do absorbujících stav

Matice pravd podobnosti p ec  z neabsorbujících do absorbujících stav  je hod  výrobk

R =

6              7
1      0,9846   0,0154
2      0,9887   0,0113
3      0,9914   0,0086
4      0,9934   0,0066
5      0,9988   0,0012

B = M .

Rozd lení pravd podobnosti p echod  výrobk  z neabsorbujících stav  do absorbujících 

stav , které vstoupily pouze do první operace, je

(0)P = [0,9846;  0,0154], 

kde klademe P(0) = [1; 0; 0; 0; 0]. Interpretace výsledku je v tabulce 2.10 a na obr. 2.4. 



     Tabulka 2.10 

Absorbující
stav

Pravd podobnos
t

Pravd podobnost toho, že výrobek, který vstoupil do 
1. operace p ejde do jednoho z absorbujících stav

6 0,9846 98,46 %, že vznikne shodný finální výrobek 
7 0,0154   1,54 %, že vznikne nesh.výrobek = zmetek

0,9846

0,0154

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1

shodný finální výrobek zmetek

Obr. 2.4 

3. Aplikace nehomogenních Markovových et zc  v jakosti

3.1  Výrobní proces pro dávku montážních celk

P edpokládáme, že jde o výrobu montážních celk  stejného druhu, p i emž se každý 

montážní celek skládá z s r zných typ  sou ástí ozna ených . Každá ze sou ástí

daného typu m že být obsažena v montážním celku vícekrát. Konkrétn  sou ást typu , kde 

, je v montážním celku obsažena -krát a  = 1, 2,… . 

sddd ,...,, 21

rd

1,...,r s rc rc

Schéma montážního celku:

1

1

c

d
2

2

c

d
... r

r

c

d
... s

s

c

d

Dále p edpokládáme, že montážní celek ozna íme jako shodný, práv  když všechny 

jeho sou ásti všech typ  budou shodné. 

3.2  Výroba sou ásti montážního celku 

P edpokládáme, že sou ást typu d  vstupuje do výrobního procesu jako polotovar a je 

postupn  podrobována jednotlivým operacím. Celkový po et výrobních operací, kterými má

tato sou ást projít, je pro r zné sou ásti r zný. Konkrétn  celkový po et operací pro sou ást

r



typu  montážního celku je n , r = 1, 2,…, s. Nech  zna í k-tou operaci na sou ásti typu 

, .

rd r

2r

ork

r

rd 1,2,..., rk n

1ro

ork

ork

1,2,..., rk

rk

nr

m

mcr

rz

rz xp

0,1,..., rx z

ork

Schéma výrobního procesu pro sou ást typu d :

o rko , 1rr no
rrno

Náš model výroby montážních celk  je založen na následujících p edpokladech:

1. Sou ást typu  bude shodná, jestliže bude shodná po každé z jejích n  operací 

, . Pravd podobnost toho, že sou ást typu d  bude shodná po k té operaci 

, ozna íme

rd r

r

rkp . Naopak pravd podobnost toho, že po dané operaci bude sou ást

neshodná, je . Taková sou ást bude po dané operaci z dalšího výrobního procesu 

vy azena.

q prk1

n

2. Výsledek k-té operace je nezávislý na všech ostatních operacích, takže se jedná o 

posloupnost vzájemn  nezávislých jev , kdy pravd podobnosti úsp chu v r zných operacích 

jsou obecn  r zné.

3. Chceme vyrobit m shodných montážních celk  stejného typu, takže do výrobního 

procesu sou ásti typu vstupuje do první operace c  polotovar  téhož typu, které prochází 

postupn  operacemi jako dávka. Protože po každé operaci jsou vy azovány z dávky

neshodné sou ásti, vstupuje do k-té operace = 0, 1, ... ,  shodných sou ástí a na konci 

tohoto procesu získáme 0 až  shodných sou ástí téhož typu. 

rd r

rz mcr

Z t chto p edpoklad  plyne, že po et shodných sou ástí typu  po provedení k té

operace, do níž vstoupilo  shodných sou ástí téhož typu, je náhodná veli ina X

s binomickým rozd lením pravd podobnosti Bi( ,

rd

rz rkp ) s pravd podobnostní funkcí 

(1 )xr
rk rk

z
p

x
,

kde .

Všechny možné stavy vyjad ující po ty shodných sou ástí, které mohou po provedení 

operace  nastat, m žeme vyjád it pomocí nehomogenního Markovova et zce [1, 2]

s maticí pravd podobností p echodu  pro k-tou operaci na sou ásti typu d . Obecný prvek 

této matice je

rkP r



(1 )    pro ,
( , )

0 pro ,

j i j
rk rk

rk

i
p p i

p i j j

i j

j
(3.1)

kde i je íslo ádku, i = 0, 1, ... , c  a  j je íslo sloupce, j = 0, 1, ... , c . íslo ádku i

odpovídá po tu sou ástí podrobených r-té operaci a íslo sloupce j odpovídá po tu shodných 

sou ástí po provedení  této operace.  je dolní trojúhelníková matice, protože p ed operací 

se nem že v dávce nacházet mén  shodných kus  než po provedení této operace. 

mr

P

mr

rk

Výsledky postupn  provád ných nezávislých operací pro dávku sou ástí typu  tak 

tvo í vzhledem k po tu správn  provedených operací nehomogenní Markov v et zec

s kone n  mnoha stavy 0, 1,…, c . Vzhledem k tomu, že tento et zec je tvo en

trojúhelníkovými maticemi pravd podobností p echodu (jde o degrada ní stochastický 

proces), není tento et zec nerozložitelný (ireducibilní). Tento et zec je však absorbující, 

nebo  stav 0 tohoto et zce je stavem absorbujícím. Navíc má tento et zec kone nou délku 

, protože po et výrobních operací pro každou sou ást je kone ný.

rd

mr

nr

Výsledek celého výrobního procesu sou ásti typu  montážního celku pro p ípad, že 

sou ásti postupují od operace k operaci jako dávka o  kusech ( = 0, 1, ... , c ), vyjad uje

matice kone ného rozd lení stav , kterou získáme vynásobením matic

pravd podobností p echodu pro jednotlivé operace a matice po áte ního rozd lení

pravd podobností stav  (rozd lení pravd podobností stav  p ed první operací) , tedy

rd

rk

rz

P

rz mr

(0rP

( )r rnP

)

1

( ) (0)
rn

r r r rk
k

nP P P . (3.2)

Matice po áte ního rozd lení pravd podobností stav  vyjad uje pravd podobnostní

funkci po tu shodných sou ástí (polotovar ), které vstupují do první operace. Tato matice je 

jedno ádková s + 1 sloupci a má tvar mcr

0 0 0 0 0(0) (0),  (1), ... ,  ( ), ... ,  ( 1),  ( )r r r r r r r rp p p j p c m p cP m , (3.3)

kde  je pravd podobnost, že do první operace vstoupí j kus  shodných sou ástí typu 

 a j = 0, 1, ... , . Výsledným popisem jakosti celého výrobního procesu pro sou ást

typu  je matice kone ného rozd lení pravd podobností stav , která vyjad uje

pravd podobnostní funkci po tu shodných sou ástí na konci výrobního procesu. Tato 

jedno ádková matice s  sloupci má tvar 

p jr0 ( )

rd

rd mcr

1rc m

( ) (0), (1), ... , ( ), ... , ( 1), ( )
r r r r rr r rn rn rn rn r rn rn p p p j p c m p c mP , (3.4)



P itom  je pravd podobnost, že po projití dávky n  operacemi vyrobíme j shodných 

sou ástí typu d  za p edpokladu, že p ed první operací bylo v dávce z

p jrnr
( ) r

r r = 0, 1, ... ,

shodných polotovar .

mcr

Vzhledem k tomu, že každý shodný montážní celek obsahuje práv shodných

sou ástí typu , je pro výrobu  shodných montážních celk  zapot ebí

až  shodných sou ástí typu . Pravd podobnost tohoto jevu je vzhledem

rc

rd

rc

0,1,..., 1ry

rd

m

1

)

r ry c

( 1)ry

k disjunktnosti stav

( 1) 1

( ) (
r r

r

r r

y c

r r rn
j y c

p y p j . (3.5)

Pro výrobu = m shodných montážních celk  je zapot ebí celkem shodných sou ástí

typu  a pravd podobnost tohoto jevu je 

ry rmc

rd ( )
rrn rp c m . Matice kone ného rozd lení

pravd podobnosti stav  pro sou ást typu d  po provedení n operací z hlediska možného

po tu shodných montážních celk  pak je 

r r

(0), (1), , ( ), , ( 1), ( )r r r r r r rp p p y p m p mP ... ...

r

1 11 2 1 1

0 1

,  , ... , , ... , , ( )
r rr r r

r r r r r

r r r

y cc c mc

rn rn rn rn rn r
j j c j y c j m c

p j p j p j p j p c m ,    (3.6) 

za p edpokladu, že p ed první operací o  bylo v dávce z1r r = 0, 1,…, crm shodných

polotovar . Jinak e eno jde o pravd podobnosti, že budeme mít k dispozici pro montáž práv

skupin shodných sou ástí typu , r = 1, 2, ... , s, a nejvýše c0,1,...,ry m

d

rd r  1 jich bude 

p ebývat, nap . do zásoby. 

3.3  Sestavení montážních celk

Pomocí matic  kone ných rozd lení pravd podobnosti stav po vyrobení skupin sou ásti

typu  montážního celku, r = 1, 2, ... , s, ur íme výsledné rozd lení pravd podobnosti po tu

shodných montážních celk . Shodných montážních celk  m že být sestaveno 0 až m, p i emž

každý shodný montážní celek obsahuje s skupin stejného typu shodných sou ástí.

P edpokládáme, že montáž celku je vždy provedena správn  a že montážní operace jsou 

vzájemn  nezávislé. 

rP

rd

Minimální po et všech skupin sou ástí shodných sou ástí ze všech dávek vyrobených 

sou ástí typu  je náhodná veli ina, kterou ozna íme . Dále nech  zna íd s1 ... Ts rY



náhodnou veli inu popisující po et skupin shodných sou ástí typu d , r = 1, 2, ... , s. Její 

pravd podobnostní funkce je dána maticí

r

rP  ze vztahu (3.6) a náhodné veli iny  jsou 

z ejm  vzájemn  nezávislé. Pak je 

rY

in (T Y

 (min

1rT

(

)

r

ry

, )t
1 1t t

t

s

)t t

(1),s

s

s

t

2
s st

( sD ŝt

1m ,  ... , )s sY

a vzhledem k asociativit  binární operace minima ze dvou ísel platí, že

1 2 3min ( ... min  ( , ), ), ... , ).s sT Y Y Y Y

Postupný výpo et minima pomocí p edcházejícího vztahu lze vyjád it rekurentním vztahem

),(min rr YT , T 11 Y ,

kde r = 2,..., s. Ze vzájemné nezávislosti náhodných veli in Y  plyne nezávislost dvojic 

náhodných veli in  pro r = 2, ... , s. Náhodný vektor má proto 

pravd podobnostní funkci 

sY,...,1

rr YT ,1 ),1 rr YT

)()(,( 111,1 rrrrrrrr yptytp , (3.7)

kde r rt1 1( )  je pravd podobnostní funkce náhodné veli iny  a t  je po et shodných 

montážních celk  po montáži skupin sou ástí typu 

Tr 1 1

1 1, ..., rd d  a , = 0, 1, ... , m.tr 1

Náhodná veli ina  má pravd podobnostní funkciTr

,  (3.8) 1, 1, 1, 1, 1,( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ( ,
r r r

m m m

r r r r r r r r r r r r r r r r r r
t t t t

t p t t p t p t t p t p

rt = 0, 1, … , m. Po postupném výpo tu obdržíme pro r = s výslednou pravd podobnostní

funkci minima shodných montážních celk T  v maticovém tvaru 

( ) (0), ..., ( ), ..., ( )s s s s s st t .s

Odtud pak získáme st ední po et shodných montážních celk

0

( ) ( )s s s sE T t t ,

rozptyl po tu shodných montážních celk

2

0

( ) ( ) ( )
s

s

s s s
t

D T t E T ,

p ípadn  sm rodatnou odchylku ( ) )sT T , medián st , modus  apod.



3.4  Aplika ní p íklad

P edpokládejme, že vyrábíme p t židlí, p i emž každá židle se skládá ze ty  noh, dvou 

podru ek, sedadla a op radla. Ozna me nohu jako sou ást typu d1, podru ku jako sou ást

typu d2, sedadlo jako sou ást typu d3 a op radlo jako sou ást typu d4. Aby vznikla shodná 

finální sou ást, musí projít sou ásti typu d1 p ti operacemi, sou ásti typu d2 šesti operacemi,

sou ásti typu d3 sedmi operacemi a sou ásti typu d4 osmi operacemi. Pravd podobnosti

úsp chu každé z operací rkp  jsou uvedeny v tabulce 3.1, kde index r odpovídá typu sou ásti a 

k íslu operace. P edpokládáme, že do první operace výrobního procesu vstoupí 20 shodných 

polotovar  sou ásti typu d1, 10 shodných polotovar  sou ásti typu d2, 5 shodných

polotovar  sou ásti typu d3 a  5 shodných polotovar  sou ásti typu d4 .

Tabulka 3.1

k 1 2 3 4 5 6 7 8

1kp 0,99 0,97 0,98 0,96 0,85

2kp 0,98 0,89 0,95 0,95 0,96 0,99

3kp 0,93 0,99 0,99 0,96 0,99 0,89 0,98

4kp 0,97 0,96 0,99 0,95 0,98 0,96 0,95 0,98

V dalším vyjád íme jakost: 

1) jednotlivých operací pro všechny typy sou ástí pomocí matic pravd podobností p echodu

pro všechny možné stavy, které mohou po každé operaci nastat, 

2) celého výrobního postupu pro dávky každého typu sou ásti pomocí pravd podobností

úsp ch  jednotlivých stav  na konci každého z výrobních proces  za p edpokladu, že do 

první operace vstoupí uvedený po et polotovar ,

3) procesu montáže celk  pomocí pravd podobností jednotlivých stav  na konci procesu 

montáže.

Vzhledem k p edpokladu o po tech shodných polotovar  jsou matice po áte ních

rozd lení pravd podobností stav  pro sou ásti typu d1, d2, d3, d4

 0   1   2   3   4   5   6   7   8   9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
P1(0) = 0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0, 0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  1  , 

P2(0) = 0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0,  0, 1  , 

P3(0) = 0,  0,  0,  0,  0,  1  ,

P4(0) = 0,  0,  0,  0,  0,  1  . 

Vyhodnocení jakosti procesu výroby t chto montážních celk  bylo provedeno na PC 

pomocí speciálního výpo tového programu 7  - viz obr 3.1. Po zadání vstupních dat s = 4, 



m = 5, rkp  a byly nejprve vypo teny dolní trojúhelníkové matice pravd podobností

p echodu pro každou výrobní operaci pomocí vztahu (3.1), kde r = 1, ..., 4 a pro sou ást typu 

p jr0 ( )

d1  je c1 = 4 a n1 = 5, takže i, j = 0,…, 20 a k = 1,…, 5;

d2  je c2 = 2 a n2 = 6, takže i, j = 0, ..., 10 a k = 1,…, 6;

d3  je c3 = 1 a n3 = 7, takže i, j = 0, ..., 5 a k = 1,…, 7;

d4  je c4 = 1 a n4 = 8, takže i, j = 0, ..., 5 a k = 1,…, 8. 

Dále po vynásobení matic odpovídajících jednotlivým výrobním operacím maticemi

po áte ních rozd lení pravd podobností stav  podle vztahu (3.2) získáme matice kone ných

rozd lení pravd podobností stav  pro sou ásti typu d1, d2, d3, d4

P1(5) = P1(0) = P)5(
1P 1(0) = 0,000000; 0,000000; 0,000000; 0,000000; 0,000000;

5

P
1

1
k

k

  0,000001; 0,000010; 0,000069; 0,000372; 0,001640; 

  0,005970; 0,017959; 0,044571; 0,090764; 0,150173;

  0,198775; 0,205551; 0,160044; 0,088267; 0,030745; 

  0,005087 ,

P2(6) = P2(0) = P)6(
2P 2(0) = 0,000001; 0,000030; 0,000408; 0,003231; 0,016798;

6

P
1

2
k

k

  0,059873; 0,148194; 0,251514; 0,280134; 0,184895; 

  0,054916 ,

P3(7) = P3(0) = P)7(
3P 3(0) = 0,000872; 0,013485; 0,083370; 0,257708; 0,398312; 

7

P
1

3
k

k

  0,246252 ,

P4(8) = P4(0) = P)8(
4P 4(0) = 0,000394; 0,007504; 0,056906; 0,215786; 0,409129;

  0,310283 .

8

P
1

4
k

k



Obr. 3.1

Z t chto matic pak dostaneme pomocí vztahu (3.6) matice kone ných rozd lení

pravd podobnosti stav  pro sou ásti typu d1, d2, d3, d4 z hlediska možného po tu shodných 

montážních celk

     0               1               2               3               4               5 
 = 0,000000; 0,000089; 0,025941; 0,484283; 0,484607; 0,005087 ,1P

2P  = 0,000031; 0,003639; 0,076671; 0,399708; 0,465029; 0,054916 ,

3P  = 0,000872; 0,013485; 0,083370; 0,257708; 0,398312; 0,246252 ,

4P  = 0,000394; 0,007504; 0,056906; 0,215786; 0,409129; 0,310283 .

 Grafické znázorn ní matic kone ných rozd lení pravd podobnosti stav rP  pro

sou ásti typu d1, d2, d3, d4 je na obr. 3.2.
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Pomocí uvedeného programu pak byla aplikací vztahu (3.8) získána matice

záv re ného rozd lení pravd podobností stav  pro montážní celky, které se skládají ze 

sou ástí typu d1, d2, d3, d4. Tato matice udává pravd podobnosti, se kterými po montáži

získáme 0 až 5 shodných montážních celk . Vypo tené záv re né rozd lení

pravd podobností stav  pro montážní celky je 

   0               1               2               3               4               5 
4(t4)  = 0,000135; 0,024990; 0,221936; 0,651261; 0,163102; 0,000021 .

Rozd lení pravd podobností 4(t4) stav  pro montážní celky je znázorn no na obr. 3.3 a jeho 

základní íselné charakteristiky jsou v tabulce 3.2. 
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Tabulka 3.2 

St ední hodnota 

5( )E T
Medián

5t
Modus

5̂t
Rozptyl

5( )D T
Sm rodatná odchylka 

5( )T

2,897143 3 3 0,990802 0,995390

 Záv rem m žeme íct, že s nejv tší pravd podobností (v tší než 0,95) smontujeme ze 

sou ástí typu d1, d2, d3, d4 dva až ty i shodné montážní celky. 

4. Záv r

Modely popsané v odstavci 2 a 3 nazna ují možnosti aplikace jak homogenních, tak i 

nehomogenních Markovových et zc  v oblasti popisu jakosti dávek výrobk  ve výrobním

procesu i po jeho ukon ení. Pomocí t chto model  m žeme provést analýzu jakosti výrobního 



procesu takovým zp sobem, že na základ  pravd podobnosti úsp šnosti jednotlivých operací 

ur íme pravd podobnosti úsp chu výroby v jednotlivých krocích, na konci procesu výroby, 

p íp. i po procesu montáže celk . Tento p ístup m že posloužit zejména:

k podchycení nejmén  úsp šných operací výrobních proces ,

k plánování pot ebného po áte ního po tu polotovar ,

jako simula ní model pro analýzu nov  navrhovaného výrobního procesu.

Aplikace homogenního Markovova et zce z odstavce 2 byla p vodn  použita pro 

modelování migrace student  na vysoké škole [6], avšak výukový proces z hlediska výsledku 

(stavu) studenta v jednotlivých ro nících a celého studia se z hlediska stochastického 

modelování od výrobního procesu v zásad  neliší. Jednodušší varianta aplikace 

nehomogenního Markovova et zce popsaného v odstavci 3 byla p vodn  vyvinuta pro oblast 

obráb ní [3], ale byla aplikována i ve slévárenství [4], a také v oblasti tepelného zpracování 

[5]. Ve všech uvedených p ípadech byla modelována jakost posloupností výrobních operací 

pomocí expertních odhad  pravd podobnosti shodnosti výsledk , nebo  nebylo možno získat 

u oslovených firem v rohodná data statistického charakteru. Popsaná varianta modelu [2] 

z odstavce 3 je obecn jší nežli p vodní [3, 4, 5], nebo  umož uje popsat jakost výroby dávky 

montážních celk  sestávajících ze sou ástí o r zných po tech. Pro aplikace homogenních

Markovových et zc  z odstavce 2 bylo vytvo eno makro ve VBA v Excelu [8]. 

Oba modely jakosti vycházející homogenních i nehomogenních Markovových et zc

lze aplikovat bez ohledu na sériovost výroby a to i v p ípad , že pravd podobnosti úsp chu

operací jsou statisticky odhadnuty anebo ur eny expertn  na základ  zkušeností. Vždy se však 

p edpokládá nezávislost jednotlivých operací a stacionarita procesu výroby v ase, nebo

p ípadný vzájemný vliv výrobních operací a asová prom nlivost jejich úsp šnosti mohou

natolik významn  ovlivnit výsledky, že aplikace uvedených model  by byla mírn e eno

zna n  neadekvátní. Seriozní aplikace naopak mohou poskytnout dosti ucelený a p ehledný

popis reálné situace v jakosti výrobního procesu a umož it interpretovat získané výsledky 

z ekonomického hlediska i z hlediska efektivnosti výroby. 
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