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1 Relace mezi mnoZinami a na mnoziné

Piiklad 1.1: Necht A = {1, 2, 3}. Urcete piesny pocet vSech relaci na mnoziné A, které jsou soucasné
symetrické a reflexivni. VSechny tyto relace explicitné vypiste jako mnoziny uspofadanych dvojic.

Priklad 1.2: Na mnoziné pfirozenych ¢isel N definujeme relace R a S takto: Ry < x4y je sudé,
xSy & x -y je sudé. Urcete slozené relace Ro S a S o R. Jsou si tyto slozené relace rovny?

Priklad 1.3: Necht R je relace na mnoziné R definovana vztahem xRy < x — y € Q. DokaZte, ze
R je relace ekvivalence, a popiste tiidu ekvivalence prvku 7.

Priklad 1.4: VySetfete vlastnosti relace R (reflexivita, antireflexivita, symetrie, antisymetrie, tran-
zitivita) definované na poten¢ni mnoziné P(X) libovolné neprazdné mnoziny X predpisem: ARb <
ANB=0.

Priklad 1.5: Necht R je bindrni relace na mnoziné A. DokaZte, Ze R je antisymetrické pravé tehdy,
kdyz RN R~ Cidy, kde id4 je identicka relace na A.

Priklad 1.6: Necht R a S jsou dvé relace na mnoziné M. Dokazte nebo vyvratte: Pokud jsou R i
S tranzitivni, pak je tranzitivni i jejich sjednoceni RU S.

Priklad 1.7: UrCete tranzitivni obal (uzavér) relace R = {(1,2),(2,3),(3,1),(4,5)} na mnoziné
M =1{1,2,3,4,5}.

Priklad 1.8: Necht f : P — @Q je zobrazeni. Na mnoziné P definujeme relace Ry takto: xRy <
f(xz) = f(y). Dokazte, ze R; je relace ekvivalence pro libovolnou funkci f.

» ,

2 Tolerance, ekvivalence, predusporadani a usporadani

Piiklad 2.1: Necht T je relace tolerance (tj. reflexivni a symetrické relace) na mnoziné M. Rozhodnéte,
zda slozen4 relace T2 = T'oT musi byt rovnéz toleranci. Své tvrzeni dokazte, nebo uvedte protipiiklad.

Priklad 2.2: Relace R na mnoziné celych ¢&isel Z je definovana: xRy < 4|(x? — y?). Dokaite, 7e R
je ekvivalence. Ur¢ete rozklad Z/R a ukazte reprezentanty jednotlivych t¥id.

Priklad 2.3: Na mnoziné komplexnich ¢isel C definujeme relace z C y < |z| < |y|. Rozhodnéte,
zda se jedné o preduspofadani, usporadani, nebo ekvivalenci. Zdtvodnéte.

Piiklad 2.4: Definujte na mnoziné R? relaci <j, (lexikografické uspotradani) takto: (a,b) <jes
(¢,d) < (a <)V (a=cANb<d). Dokaite, 7e se jedna o linearni usporadani.

Priklad 2.5: Mé&jme relaci délitelnosti | na mnoziné celych &sel Z. Rozhodnéte, pro¢ tato relace
neni uspofadanim na Z, a jak musime modifikovat nosnou mnozinu, aby se o usporadani jednalo.

Ptiklad 2.6: Necht R je predusporadani (kvaziuspofadani) na mnoziné M. Definujme relaci F na
M jako zEy < (xRy A yRz). Dokazte, 7ze E je relace ekvivalence.

Ptriklad 2.7: Na mnoziné funkci f : N — R definujme relaci f < g < f = O(g) (asymptoticka
velkd O notace). Rozhodnéte, které z vlastnosti usporadani tato relace spliuje.

Piiklad 2.8: Dokazte, Ze prunik libovolného systému uspofadani na mnoziné M je opét usporadani
na mnoziné M. Plat{ toto tvrzeni i pro linedrni usporadani?

3 Usporadané mnozZiny

P#iklad 3.1: Nakreslete Hassetiv diagram uspofadané mnoziny (Drg,|), kde D79 je mnozina vSech
kladnych délitelt ¢isla 72 a | je relace délitelnosti.

Ptriklad 3.2: Mé&jme uspofddanou mnozinu M = {2,3,4,5,6,10,12,15,20,30} s relaci délitelnosti.
Urcete vSechny maximéaln{, minimalni, nejvétsi a nejmensi prvky.

P#iklad 3.3: Pro mnozinu M z predchoziho p¥ikladu uvazujme jeji podmnozinu A = {4,6,10}.
Naleznéte mnozinu v8ech hornich zavor U(A), dolnich zavor L£L(A), a pokud existuji, uréete sup(A) a
inf(A).

Priklad 3.4: DokaZte, ze v libovolné usporadané mnoziné (M, <) existuje nejvyse jeden nejvétsi
prvek a nejvyse jeden nejmensi prvek.

Piiklad 3.5: Uvazujme potencni mnozinu P ({1, 2, 3}) usporadanou inkluzi C. Urcete délku a sifku
této uspoifadané mnoziny (maximalni velikost fetézce a antifetézce).



Ptriklad 3.6: Necht (A, <4) a (B, <p) jsou uspoiddané mnoziny. Definujte direktni (kardinalni)
soufin téchto uspofadani na mnoziné A x B a dokazte jeho reflexivitu a antisymetrii.

Priklad 3.7: Uvedte piiklad ¢astetné usporadané mnoziny, ve které mé kazda dvouprvkova pod-
mnozina horni zavoru, ale mnoZina nema nejvétsi prvek.

Ptriklad 3.8: Rozhodnéte, zda je uspofadana mnozina (Q, <) izomorfni s uspofiddanou mnozinou
(Z,<). Své tvrzeni formalné dokazte.

4 Axiom vybéru a véty s nim ekvivalentni

Priklad 4.1: Formulujte precizné Zornovo lemma a popiSte vyznam pojmi Fetézec a horni zavora
fetézce v tomto kontextu.

Ptiklad 4.2: Pomoci Zornova lemmatu dokazte, ze kazdy netrividlni vektorovy prostor (i nekone¢né
dimenze) mé bézi (tzv. Hamelovu bézi).

Ptiklad 4.3: Formulujte princip dobrého uspofadani (Zermelova véta). Uvedte, jak lze mnozinu
realnych ¢isel R dobfe uspofadat (vysvétlete existencni charakter tohoto tvrzeni).

Priiklad 4.4: Ukazte, jak z Axiomu vybéru pfimo plyne existence netrivialni selekéni funkce pro
systém disjunktnich neprazdnych mnozin.

Piiklad 4.5: Dokazte pomoci Zornova lemmatu, Ze kazdé usporadani na kone¢né ¢ nekonecné
mnoziné M lze rozsifit do linearniho usporadani (Szpilrajnova véta).

Piiklad 4.6: Vysvétlete, pro¢ nelze na mnoziné vSech konefnych podmnozin pfirozenych cisel
Ptin(N) aplikovat Zornovo lemma k nalezeni ,maximalni koneéné podmnoziny“. Ktery pfedpoklad
lemmatu selhava?

Piiklad 4.7: Dokazte, Ze v kazdém komutativnim okruhu s jednotkou existuje alespon jeden ma-
ximalni ideal. Pouzijte Zornovo lemma na inkluzi idedlt.

Priklad 4.8: Nadrtnéte logické schéma ekvivalenci mezi Axiomem vybéru, Zornovym lemmatem,
Principem dobrého uspoiadani a Banachovym-Tarského paradoxem (konceptuélni rozbor).

5 Ordinalni a kardinalni ¢isla

Pt#iklad 5.1: Pomoci Cantorovy-Bernsteinovy véty dokazte, Ze otevfeny interval (0,1) a uzavieny
interval [0, 1] maji stejnou mohutnost (kardinalitu). Explicitné zkonstruujte pifslusné injektivni zob-
razeni.

Priiklad 5.2: Urcete kardinalitu mnoziny vSech polynomy s racionalnimi koeficienty. Je tato mno-
Zina spocetnd, nebo méa mohutnost kontinua?

Priklad 5.3: Dokazte Cantorovou diagonéalni metodou, Ze poten¢éni mnozina p¥irozenych ¢isel P(N)
je nespocetna.

Priklad 5.4: Serad’te nasledujici kardinalni ¢isla vzestupné podle jejich velikosti: Rg, 280, Xy, 22%,
@ xQl, [R\ Q.

Piiklad 5.5: Vypoctéte nasledujici kardinalni kardinalni operace: (a) Ro+Ro, (b) Rg-Rg, (c) 2%0-Ry.
Vysledky zdivodnéte.

Priklad 5.6: Uvazujme ordinélni ¢isla. Jaky je rozdil mezi ordindlnim souctem w + 1 a 1 + w?
Vysledky geometricky ¢ stru¢né mnozinové ilustrujte.

Priklad 5.7: Dokazte, Ze mnozina vech kone¢nych posloupnosti prvka ze spocetné mnoziny A je
opét spocetna.

Priklad 5.8: Urcete mohutnost mnoziny v8ech spojitych funkei f : R — R. (Navod: Uvédomte si,
7e spojita funkce je jednozna¢né urfena svymi hodnotami na racionélnich &slech).

6 Svazy, ireducibilita, idealy a filtry

P#iklad 6.1: Rozhodnéte, zda uspofadana mnozina zadana Hasseovym diagramem ve tvaru "pentagonu'(Nj)
je svaz. Je tento svaz modularni? Je distributivni?

Priklad 6.2: Necht L je svaz. Dokazte, Ze pro libovolné a, b, ¢ € L plati tzv. modulérni nerovnost:
a<c=aV((bAc)<(aVb)Ac



Priklad 6.3: V konetném svazu kladnych déliteld ¢isla 30 (Dsg, A, V) urlete vSechny spojové
ireducibilnf prvky a vSechny prtsekové ireducibilni prvky.

Piiklad 6.4: Definujte pojem hlavni idedl a hlavni filtr generovany prvkem a ve svazu L. Vypiste
hlavni ideal | 6 a hlavni filtr 1 6 ve svazu (Dego, |)-

Piiklad 6.5: Dokaizte, Zze podmozina I svazu L je idedl pravé tehdy, kdyz s kazdymi dvéma prvky
obsahuje i jejich spojenf a s kazdym prvkem i vSechny prvky mensi.

Piiklad 6.6: Necht L je distributivni svaz. DokaZte, Ze prinik libovolného idealu a libovolného
filtru v L je bud prazdna mnoZina, nebo konvexni podsvaz L.

Piiklad 6.7: Rozhodnéte, zda mnozina vSech podprostori pevné zvoleného vektorového prostoru
V usporadand inkluzi tvofi svaz. Pokud ano, definujte operace spojeni a priseku.

Priklad 6.8: Dokazte, Ze svaz L je distributivni pravé tehdy, kdyZ neobsahuje podsvaz izomorfni
s N5 ani s M3 (diamant).

7 Booleovy svazy a funkce, aplikace

Piiklad 7.1: Minimalizujte Booleovu funkei f(z,y,z) = >_m(0,2,4,5,6) pomoci Karnaughovy mapy.
Zapiste vyslednou minimalni disjunktivni normalni formu (MDNF).

Piiklad 7.2: Prevedte Booleovsky vyraz f(a,b,c) = (a A =b) V (¢ A a) do uplné konjunktivni
normalni formy (UKNF).

Priklad 7.3: Vyjadrete operaci z @ y (XOR) pouze pomoci logickych ¢lentt NAND (Shefferova
funkce). Nakreslete odpovidajici schématické zapojeni.

Priklad 7.4: Dokazte algebraici cestou (pomoci axiomii Booleovy algebry), ze v kazdé Booleové
algebie plati De Morganovy zakony: =(x V y) = -z A —y.

Priklad 7.5: Urcete pocet vSech riznych Booleovych funkei n proménnych. Kolik z nich je self-
duélnich (funkei, které se rovnaji své dualni formé)?

Priklad 7.6: Najdéte minimalni formu logického obvodu, ktery ¥idi semafor na zakladé 4 senzori
A, B,C, D, pficemz vystup je 1 pravé tehdy, kdyZz sviti nadpolovi¢ni vétsina senzorii.

Priklad 7.7: Rozhodnéte, zda svaz (D, |) délitelu ¢isla n je Booleovou algebrou pro: (a) n = 30,
(b) n = 36. Obecné charakterizujte ¢isla n, pro néz je D,, Booleova algebra.

Priklad 7.8: Pomoci Quine-McCluskeyho metody minimalizujte funkei f(z1, x2, x3,24) = >_m(1,3,7,11,15)
s neur¢itymi podminkami (don’t cares) v bodech d(0,2,5).

8 Uplné svazy, uzavérové operatory

Pi#iklad 8.1: Dokazte, Ze poten¢ni mnozina (P(M),C) je uplny svaz. Co je supremem a infimem
libovolného (i nekoneéného) systému podmnozin?

Priklad 8.2: Zobrazeni C' : P(M) — P(M) je definovano jako uzavérovy operator. Uved'te piesné
axiomy, které musi C' splitovat (monotonie, extenzivita, idempotence).

Ptiklad 8.3: Necht V je vektorovy prostor a C'(A) = (A) je linearni obal mnoziny vektora A C V.
Dokazte, ze linearni obal je uzavérovym operatorem na P (V).

Piiklad 8.4: Podmnozina X C M se nazyva uzaviend vzhledem k uzavérovému operatoru C, po-
kud C(X) = X. Dokazte, ze prunik libovolného systému uzavienych mnozin je opét uzaviena mnozina.

Piiklad 8.5: Formulujte Tarského vétu o pevném bodu pro Gplné svazy. Vysvétlete jeji vyznam
pro vypocet nejmensiho pevného bodu monotonniho zobrazeni.

Priklad 8.6: Rozhodnéte, zda je otevieny interval (0, 1) s klasickym uspofadanim Gplnym svazem.
Pokud ne, které podmnoziny nemaji supremum /infimum v rameci této mnoziny?

Priklad 8.7: Mé&jme uzavérovy operator na grafu G = (V, E) definovany tak, ze k mnoziné vrcholt
A C V pfida v8echny vrcholy, které maji v A alespon dva sousedy. Ovéfte, zda jde o validni uzavérovy
operator.

Piiklad 8.8: Dokazte, Ze systém vSech uzavienych elementi tplného svazu tvoii opét uplny svaz
vzhledem k indukovanému uspoiadani.



9 (Galoisova konexe, Dedekind-MacNeillovo ztiplnéni

Priklad 9.1: Definujte Galoisovu konexi mezi dvéma uspofadanymi mnozinami (P, <p) a (Q,<g)
jako dvojici antitonnich zobrazeni (f,g). Jaka zakladni ekvivalence musi platit pro libovolné x € P
and y € Q7

Priklad 9.2: Necht (f,g) je Galoisova konexe. Dokazte, ze sloZené zobrazeni go f : P — P je
uzaveérovy operator na mnoziné P.

Piiklad 9.3: Mé&jme binarni relaci R C X x Y. Definujme zobrazeni f : P(X) — P(Y) a g :
P(Y) — P(X) standardnim zpusobem pro formalni konceptualni analyzu. DokaZte, Ze tato dvojice
tvori Galoisovu konexi.

Piiklad 9.4: Popiste princip a cil Dedekind-MacNeillova ztaplnéni usporadané mnoziny. K jakému
rozgifeni ¢iselnych obort tato konstrukce historicky vedla?

Ptiklad 9.5: Provedte Dedekind-MacNeillovo zaplnéni pro &tyiprvkovy antifetézec A = {a, b, ¢, d}.
Jak vypadé vysledny uplny svaz? Nakreslete jeho Hassetv diagram.

Piiklad 9.6: Necht M = {2,3,6} s relaci délitelnosti. Sestrojte Dedekind-MacNeillovo ztuplnéni
této mnoziny pomoci systému fezi (dolnich a hornich zavor).

Piiklad 9.7: Dokazte, ze pokud je usporadand mnozina K jiz tplnym svazem, pak je jeji Dedekind-
MacNeillovo zuplnéni izomorfni s ptivodni mnozinou K.

Piiklad 9.8: Uvazujme zobrazeni f : R —+ R a g : R — R. Diskutujte aplikaci Galoisovy konexe v
matematické morfologii (operace eroze a dilata¢niho uzavéru obrazu).

10 FormAlni jazyky

Piiklad 10.1: Je dana abeceda ¥ = {a, b}. Urcete mnozinu v8ech slov z jazyka L = {w € ¥* | |w| <
3 A |lwl, > 1}, kde |w]|, znaci pocet vyskyti symbolu a ve slové w.

Piiklad 10.2: Mé&jme jazyky L; = {a"0" | n > 0} a Ly = {0™c™ | m > 0}. Popiste zietézeni
téchto jazykd L; - Lo a rozhodnéte, zda plati Ly - Ly = Lo - Ly.

Piiklad 10.3: Definujte operaci Kleeneho hvézdicky (iterace jazyka) L*. Pro jazyk L = {01,10}
rozhodnéte, zda slovo 01101001 pat¥i do L*.

Priklad 10.4: Formulujte Pumping Lemma (lemma o nadouvéani) pro regularni jazyky a vysvétlete
strukturu jeho matematického zapisu (kvantifikatory).

Priklad 10.5: Pomoci Pumping Lemmatu dokazte, 7e jazyk L = {aP | p je prvoéislo} nad jedno-
prvkovou abecedou neni regularni.

Priklad 10.6: Rozhodnéte, zda je t¥ida regularnich jazykii uzaviena vzhledem k operacim: (a)
pruniku, (b) komplementu, (c) symetrické diference. Odpovédi zdivodnéte.

Priklad 10.7: Zapiste regularni vyraz nad abecedou ¥ = {0, 1} popisujici jazyk vSech slov, ktera
neobsahuji dvé po sobé jdouci nuly.

Priklad 10.8: Je dan regularni vyraz r = (a + b)*abb. Popiste slovné tento jazyk a uvedte 3
piiklady slov, kterda do né&j patii, a 3 ptiklady slov, kterd do néj nepatii.

11 Konec¢né automaty

Pi#iklad 11.1: Sestrojte deterministicky kone¢ny automat (DFA), ktery pfijimé jazyk slov nad ¥ =
{0, 1} predstavujici bindrni ¢isla délitelna 3. Automat zapiste tabulkou i pfechodovym grafem.

Priklad 11.2: Mé&me nedeterministicky koneény automat (NFA) zadany tabulkou pfechodti. Pre-
ved'te tento automat na ekvivalentni DFA pomoci algoritmu podmnozinové konstrukce (determinizace).

Piiklad 11.3: Provedte minimalizaci (redukei) zadaného plné uréeného DFA pomoci metody roz-
kladu stavi na tfidy ekvivalence.

Priklad 11.4: Sestrojte DFA detekujici v textovém fetézci nad abecedou {a, b, ¢} vyskyt klicového
slova (podslova) abac.

Piiklad 11.5: Definujte formalné pojem konfigurace kone¢ného automatu a pfechod mezi konfi-
guracemi. Jak je definovan jazyk pfijimany automatem M?7



Ptriklad 11.6: Navrhnéte konetny automat s vystupem (automat typu Mealy nebo Moore), ktery
realizuje sériovou binarni s¢itacku dvou ¢isel (pficita bit po bitu veetné pienosu).

Piiklad 11.7: Naleznéte regularni vyraz, ktery odpovidd jazyku pfijimanému tiistavovym auto-
matem, pomoci Kleeneho algoritmu (metody eliminace stavii).

Piiklad 11.8: Vysvétlete rozdil mezi koneénym automatem a zasobnikovym automatem. Ktery
typ jazykt vyzaduje pouziti zasobniku a pro¢ koneény automat na tyto jazyky nestaci (uved'te priklad
jazyka)?

12 Gramatiky

Piiklad 12.1: Klasifikujte gramatiku G = ({S, A, B}, {a, b}, P, S) v Chomského hierarchii. P¥episovaci
pravidla jsou P = {S — aB,B — bA, A — aS | ¢}. Jaky jazyk gramatika generuje?

Priklad 12.2: Sestrojte bezkontextovou gramatiku (typ 2) generujici jazyk spravné uzavorkovanych
vyrazi slozenych z kulatych zavorek (a ).

Priklad 12.3: Mé&jme gramatiku s pravidly S — aSbh | ab. DokaZte matematickou indukci podle
deélky derivace, Ze tato gramatika generuje pravé jazyk L = {a"d" | n > 1}.

Priklad 12.4: Definujte pojem jednoznacna gramatika. Ukaze na piikladu gramatiky s pravidly
E - EF+ E | E x E|id, 7e je nejednoznacna (najdéte jedno slovo se dvéma riznymi derivaénimi
stromy).

Priklad 12.5: Pievedte bezkontextovou gramatiku s pravidly S — AB | a, A — b do Chomského
normalni formy (CNF).

Priklad 12.6: Sestrojte kontextovou gramatiku (typ 1) pro znamy nebezkontextovy jazyk L =
{a""c" | n > 1},

Priklad 12.7: Odstraiite z bezkontextové gramatiky nedostupné a nepouzitelné symboly (zbyte¢né
symboly) podle standardniho algoritmu ¢isténi gramatiky.

Priklad 12.8: Navrhnéte regularni gramatiku (typ 3) generujici identifikdtory v programovacim
jazyce (Fetézce za¢inajici pismenem, po kterém nasleduje libovolna kombinace pismen a ¢islic).

13 Samoopravné kody

Priiklad 13.1: Binarni linearnf kéd je zadan generujici matici:
10 011
G=(01 010
00101

Vypiste viechna kédova slova tohoto kédu.

Piiklad 13.2: Pro kéd z predchoziho pfikladu uréete jeho minimalni Hammingovu vzdélenost d.
Na zakladé d stanovte, kolik chyb kéd dokéze bezpetné detekovat a kolik chyb dokéze opravit.

Piiklad 13.3: Sestrojte paritn{ kontrolni matici H pro linedrni ko6d s generujici matici G z piikladu
13.1. Ovéite platnost vztahu G- HT = 0.

Priklad 13.4: Méjme piijaté slovo v = (1,1,0,1,1). Vypoditejte syndrom tohoto slova vzhledem
k paritnf matici H zkonstruované v piikladu 13.3. Rozhodnéte, zda doslo k chybé.

Priklad 13.5: Urcete parametry (n, k, d) pro Hamminguv kod Hs. Vysvétlete, jakym zpisobem se
z paritni matice tohoto kédu urcuje pozice jedné chyby.

Priklad 13.6: Definujte pojem Hammingova sféra (koule) o poloméru ¢ nad bindrni abecedou.
Formulujte Hammingovu mez (Sphere-packing bound) pro existenci kodu.

Priklad 13.7: Zakédujte zpravu m = (1,0, 1, 1) pomoci systematického Hammingova kédu (7,4, 3),
jehoz generujici matice G mé tvar:

1000110
01 00101
G_0010011
0001111



Priklad 13.8: Vysvétlete rozdil mezi linearnimi blokovymi kédy a cyklickymi kédy. Co je to gene-
rujici polynom cyklického kédu a jaké vlastnosti musi spliiovat vzhledem k polynomu z" — 17



