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Abstrakt

Tato diplomovéa prace mé za cil najit kiivky, které by mohly slouzit k popisuje trajektorie
vozidla po vozovce. Ukazuje se, ze takové kiivky by mély mit spojitou kfivost, a z toho
divodu jsou blize predstaveny tii typy kiivek. Klotoidy, pomoci kterych lze plynule spo-
jit rovinku s kruhovym obloukem, uzlové interpolac¢ni spline kiivky 5. stupné, ty maji
spojitou druhou derivaci, ¢imz je zajiSténa i spojita kiivost a n-spline kfivky, coz jsou
také interpolacni polynomialni kiivky 5. stupné, avsak jejich tvar je navic urcen vektorem
parametri 7. Soucasti této diplomové prace je i aplikace umoznujici manualni vytvoreni
trajektorie slozené ze spline krivek. .

Summary

The goal of this thesis is to find types of curves which would allow for the construction of
a path that could be traversed by a vehicle. It seems that a minimal constraint for such a
path is the continuity of curve’s curvature. This leads to a closer look at the three types
of curves: Clothoids, which are able to smoothly connect straights with arcs of a constant
curvature, interpolation quintic splines, which are C? smooth in the interpolation nodes
and 7-splines, these belong to the family of quintic polynomial curves too, however, they
are characterised by the vector of parameters 77 which modifies the shape of the curve.
The thesis is accompanied by an application allowing for manual construction of the path
composed of spline curves.

Klicova slova
Trajektorie vozidla, B-spliny, NURBS, interpola¢ni krivky, klotoida, Dubinsovy kiivky,
n-spline
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1. Uvod

Nalezeni vhodné trajektorie, kterou by mohlo nasledovat pro vozidlo popt. robota je
problematika, ktera v poslednich letech nabyva na popularité, hlavné diky rozvoji auto-
nomnich aut a navysovani pocetniho vykonu stroji tak, Ze jsou schopné zpracovavat a
vyhodnocovat senzorické informace v realném. Kromé tohoto oboru se o tuto disciplinu
zajimaji samoziejmé také zavodni inzenyti. Témeér vSechna odvétvi motorsportu jsou mi-
moradné nakladna a o tuspéchu a pofazce casto rozhoduji pouhé setiny, ne-li tisiciny
vtefiny, jako tomu bylo pfi kvalifikaci na (mezi fanousky Formule 1) nechvalné proslu-
lou velkou cenu Evropy roku 1997, kdy byl prvnim tfem jezdciim naméfen totozny cas
a o poradi na startu tak rozhodlo, kdo dokoncil ono kvalifika¢ni kolo na draze v Jerezu
jako prvni. Ironii vSak bylo, Ze na nejvyssi stupinek se v nedé€lnim zavodé nepostavil ani
jeden z téchto tii jezdcl. Z takovychto divodu jsou postupy, jak mize pilot zlepsSit sviij
¢as, byt 1 o nepatrny rozdil, velice zadané.

Existuje nékolik metod, jak vypocist optimalni trajektorii vozidla. A jsou zfejmé dva
sméry, kterymi se lze pri feSeni tohoto problému vydat. Prvnim je, Ze se nejdiive vyge-
neruje trajektorie a poté se provede simulace, kdy model vozidla tuto krivku nasleduje,
druhy smér se na tuto problematiku diva tak, ze jsou to vlastnosti vozidla samotného,
které ovlivnuji tvar takové krivky.

Jedna ze stéZejnich praci, kterd vyuziva pravé druhy pohled na dané téma je [5]. Autor
v ni vyuzil teorii optimélniho fizeni pro manévrovani v minimalnim case a aplikoval
ji k obdrzeni vSech hodnot fidicich ¢lenti v c¢ase, coz mu dovolilo zkonstruovat casove
optiméalni trajektorii.

Prvnim smérem se vydali napfiklad autofi [17] nebo [4]. V [17] bylo vyuzito ke kon-
strukci vysledné trajektorie spojeni rovinek, klotoid a kruhovych oblouki, tato metoda
je blize popsana v kapitole [2| Zatimco autofi [4] vyuzili segmentaci okruhu a za pouziti
genetického algoritmu nasly hodnoty bodt trajektorie, tak aby kfivka byla vysledkem
minimalizace vii¢i vhodné kombinaci minimalni primeérné kiivosti a délky.

Tato prace se vSsak nebude pfimo zabyvat ¢asovou optimalizaci vymodelované trajekto-
rie. Pouze shrne poznatky o riiznych typek kiivek vhodnych k jejimu modelovani a seznami
¢tenare s aplikaci vyvinutou za tcelem manualniho vytvoreni validni trajektorie na da-
ném okruhu. Podrobnéji se bude zabyvat Klotoidami, jejichz kfivost je linearné zavisla na
jejich délce, snadno modelovatelnymi B-spline kfivkami a n-spliny, coz jsou polynomické
interpolac¢ni kiivky patého stupné, které umoznuji interpolovat body se zadanou kfivosti.



2. Popis trajektorie pomoci krivek

2.1. Rovinky, c¢asti kruznic a klotoidy

2.1.1. Dubinsovy krivky

Jedna ziejmé z prvnich praci zabyvajici se problematikou nalezeni trajektorie vozidla
pomoci usekt danych kfivek byl ¢lanek L.E. Dubinse vydany v roce 1957 v American
Journal of Mathematics [T], ve kterém pomoci Pontrjaginova principu maxima ukazal,
ze pro vozidlo pohybujici se pouze vpred jednotkovou rychlosti se zadanym minimalnim
polomérem zatéceni (tedy maximalni kfivosti) mezi dvéma body zadanymi polohou a
prislusnym vektorem prvni derivace jsou kiivky s nejkrat$i drahou splnujici tato ome-
zeni slozeny ze segmentii pfimek a kruznic. Vozidlo by se po takové kiivce tedy pohybo-
valo pouze ve tfech rezimech, rovné, maximalni zatoceni vpravo a maximalni zatoceni a
vSechny trajektorie opsany pohybem takového vozidla by vznikly kombinaci téchto rezimi.

Dubins ve svém ¢lanku dale dokazal, ze vSechny nejkratsi drahy by se skladaly pouze
z 6 moznych kombinaci téchto rezimt. Pokud bychom oznacili zatoceni vpravo pismenem
R, zatoceni vlevo L a pfimocarou jizdu jako S, potom by se jednalo o tyto kombinace:
RSR, LSL, RSL, LSR, RLR, LRL. Postup, jak tyto kiivky konstruovat, je popsan v [9].
Tento model byl déle zkoumdn a rozsifovan, napt. o moznost zpétného chodu vozidla [15].

(a) RLR Dubinsova kfivka (b) RSR Dubisnova kfivka
Obrazek 2.1: Ptiklad Dubinsovych kfivek. Zdroj [9].

P1i konstrukcei trajektorie pouze za pouziti rovinek a kruznic vsak nedochézi k napo-
jeni se spojitou kfivosti (pfimka ma k¥ivost rovnu nule a kruznice nenulové konstanté), coz
znamenad, ze vozidlo, které by pfesné nasledovalo takovouto trajektorii, by muselo v ka-
zdém bodé nespojitosti kiivosti zastavit, upravit své fizeni, a az potom se znovu rozjet

[8].

2.1.2. Klotoidy

Z toho dtvodu, napt. Theodosis [I7] obohatil tuto skupinu kiivek o dalsi - klotoidu.
Klotoida je kiivka, jejiz fundamentalni vlastnosti je, Ze jeji krivost roste linearné s jeji
délkou. Diky tomu je z klotoidy idealni prechodnicova kfivka, umoznuje totiz propojit



2.1. ROVINKY, CASTI KRUZNIC A KLOTOIDY

primku s kruznici a to tak, ze vysledna kifivka ma spojitou kiivost bez néjakych vychylek.

Modelovanim trajektorie pomoci napojovani segmentti rovinek, klotoid a kruznic tedy lze

vytvotit G? spojitou kfivku. Diky tomu si klotoidy nasly uplatnéni i v praxi. Vyuzivaji
se zejména pii napojovani silnic nebo Zeleznic [12].

Analyticky normovanou klotoidu popisuji Fresnelovy integraly:

x(s) = / cos t2dt
0, (2.1)
y(s) = / sin t2dt
0

Ty lze odvodit z véty dosazenim k(t) = 2t.
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Obrézek 2.2: Cast klotoidy a jeji kiivost.

Ve své préci [17] autor nahlizi na problém modelovani trajektorie vozidla z pohledu
zavodniho jezdce, konkrétné se opira o knihu italského zavodnika a inzenyra Piera Taruf-
fiho ,,The Technique of Motor Racing [16].¢ Na zakladé jeho poznatkii potom vypracoval
metodu, jak najit zavodni stopu pomoci vyse zminénych kiivek, tu ovéroval na okruhu
ve Willows v Kalifornii. Vychazi z toho, Ze na rovinkach pilot maximalné akceleruje, jesté
na rovince pred zatackou maximalné brzdi, pfi najezdu do zatacky potom zaroven za-
taci a brzdi na limitu trakce pneumatik, ve vrcholu zatacky, potom maximalné zataci
a na vyjezdu ze zatacky opét akceleruje na limitu trakce a zaroven zataci, dokud na ro-
vince pilot nevyrovna fizeni a znovu maximéalné akceleruje. Tyto 4 faze zhruba odpovidaji
geometrickému rozkladu na tsecky, klotoidy a kruznice.

Jeho metoda spociva v tom, ze jako pocatecni odhad vysledné trajektorie uvazuje tzv.
stfedovou kfivku okruhu, tedy kiivku, kterda ma od obou okraji traté stejnou vzdalenost.
Poté zanalyzuje profil kiivosti okruhu a identifikuje oblasti s rovinkami a oblasti se zatac-
kami. Rovinky jsou samoziejmé na tisecich s nulovou kfivosti a zatacky tam, kde je kiivost
nenulova. U rovinek pak zjisti jejich natoceni vii¢i souradnému systému a jejich pocatek
a konec. Poté pomoci kombinace bisekce a Newtonovy metody minimalizuje maximalni
krivost a délku trajektorie tak, aby v krajnich bodech byla kfivka tecna k rovinkdm a
v zatacce se dotykala vrcholu.

Trajektorie jednotlivych segmentti navazujicich na sebe jsou potom popsany nasledu-
jicimi rovnicemi:



2.1. ROVINKY, CASTI KRUZNIC A KLOTOIDY

Rovinka

x(s) = xo + scos (1(s))
y(s) = yo + ssin (¥(s)) (2.2)
¢(3) = 2pOa

kde zy a yo je poloha pocatecniho bodu a 1)y oznacuje smér rovinky. Segment konci
dosazenim konce rovinky, tedy s = Ly, x(L1) = x1,y(L1) = y1 a ¥(L1) = 1o = 9y

Vstup do zatacky

Tato faze zac¢ina koncem té predchozi a je tvorena klotoidou.

x(s) =z + /LS cos ((t))dt

1
s

m¢=m+éﬁmwmw (2.3)

k(s — L1)?

’(/)(S) = ?/)1 + 2L01 )

kde 1,1y, a 9 je pocatecni pozice a smér klotoidy, « je kfivost kruznice, na kterou se
bude klotoida dale napojovat a Lo je délka oblouku klotoidy. Konec tohoto segmentu a
zacatek dalsiho nastane pro s = Ly = Ly + L.

Kruhovy oblouk

Na klotoidu se nyni napoji kruhovy oblouk s konstantni kfivosti .

x(s) = xg + /LS cos (¢(t))dt

2
s

y(s) = y2 +/L sin (1(t))dt (2.4)

2

U(s) =2 + k(s — La),

Pokud oznac¢ime délku kruhového oblouku jako L,, potom konec tohoto tiseku nastane
pros=Ls=Ly+ Lc1 + L.

Vyjezd ze zatacky

Po projeti oblouku s konstantni kiivosti nasleduje vyjezd ze zatacky po klotoidé, ktera
se rozvira a hladce se napoji na nasledujici rovinku.

2(s) = ch—i-/: cos ((t))dt

3
s

M@:m+éﬂﬂwmﬁ (2.5)
kLcy  K(Ly — 8)?

@D(S) = w?) + 9 - 2L02 ’




2.2. INTERPOLACNI UZLOVE B-SPLINY
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(a) Trajektorie s brzkym apexem. Podle po- (b) Kfivost trajektorie slozené z klotoid a
stupu v kapitole 2.1.2 rovinek s brzkym apexem
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(c) Trajektorie s pozdnim apexem. Podle (d) Kfivost trajektorie slozené z klotoid a
postupu v kapitole 2.1.2 rovinek s pozdnim apex.

Obrazek 2.3: Trajektorie zkonstruovana z tsekt rovinek a klotoid s nulovou délkou kru-
hového oblouku.

kde L¢o je délka této klotoidy, konec celého tiseku nastava, pokud plati s = Ly = Ly +
Ley + Ly + Les.

Z vyse uvedenych rovnic tedy autor [17] obdrzel parametry: xo,yo, Yo, L1, Loty Lay Lo
a k, které urcuji vysledny tvar trajektorie. V kterém okamziku dojde k dotyku s vrcholem
zatacky, potom ovliviiuje vztahy mezi relativnimi délkami oblouku segmenti. Tato volba
ma velky vliv pii simulaci prijezdu zatacky vozidlem, jelikoz ovliviiuje momenty, kdy
vozidlo brzdi a kdy jiz akceleruje pod plynem. Ktivost kruhového oblouku urcuje z rozdilu
smeért mezi rovinkami

o — 2(¢p4 — o)

Lo+ Lo+ Leo

Poté jiz nasleduje optimalizacni ¢ast, ve které vyuziva metodu bisekce a Newtonovu
metodu k urcéeni hodnot zbylych parametri tak, aby doslo k te¢nému dotyku mezi koncem
klotoidy na vyjezdu ze zatacky a nasledujici rovinkou. Nevyhodou této metody je, ze
pokud chceme pfesné urcit vrchol zatacky, kterého se ma trajektorie dotknout, potom
jeden ze vstupnich parametri takové optimalizacni tlohy je délka pocatecni rovinky a
vystupem je bod napojeni klotoidy a néasledujici rovinky, coz znamena, ze nelze kontrolovat
pozici téchto dvou okrajovych bodi. To potom ztézuje konstrukci trajektorie v tisecich,
mezi kterymi je pouze kratka rovinka, popft. inflexni bod.

2.2. Interpolac¢ni uzlové B-spliny

Toto jsou krivky, které jsou nakonec vyuzity v aplikaci. Konkrétné jsou v ni pouzity
po Castech napojované Beziérovy kiivky 3. a 5. stupné. Z toho diivodu je kapitola [3]
vénovana zakladim teorie B-splinovych kiivek a vzorctim k jejich vypoctim.

6



2.3. n-SPLINY
2.3. n-spliny

Dalsi skupina krivek, kterda se nabizi k vyuziti pro modelovani trajektorie vozidla,
jsou tzv. n kvitnické spliny. Ty umoznuji nalézt takovou kiivku, pro kterou budou platit
nasledujici okrajové podminky:

C(0) = Qa,
C(1)=Qs
w01 (22
sin 6 4 (2.6)
e(1) = cos g '
o sin 6‘3
k(0) = Ka,
k(1) = kp
Kde e(t) je jednotkovy te¢ny vektor, uréeny vztahem % To znamena, Ze pfi interpo-

laci lze zajistit spojitost krivosti napojované krivky v interpolac¢nich bodech. Kvinticka
polynomialni kiivka, kterd splituje podminky je vyjadfena néasledujicimi rovnicemi
odvozenymi v [14]:

2 3 4 5
x(u) = zo + T1u + Tou” + T3Uu° + TYU” + THU,

2.7
y(u) = yo + you + you® + ysu® + yau’ + ysu®, 27
kde
To=TA
x1 =11 cosfy
1
To = 5(773 cosf, — nikasinfy)
3 1
x3 =10(xg — x4) — (61 + 5773) cosfy — (4ny — 5774) cosfp
3 5 . L, .
+ —nrasinfy — —m5kpsin 6
2771 A A 2772 B B (2.8)

3
xy=—15(xg —xa) + (81 + 5773) cos O + (Tny — m4) cosOp
3
— 577%/@4 sinf, + 773#&3 sin fp
1 1
x5 =6(xp —xa)— (3m + 5773) cosfa — (3my — 5774) cosfp

1 1
+ 577%/@; sinf, — 5773/@9 sin 0p



2.3. 1-SPLINY

Yo = YA
Y1 = m1sinfy

1 .
Y2 = 5(773 sinfa + 17 kacosfa)

3 . 1
ys = 10(yp — ya) — (6my + 5773) sinfy4 — (4ng — 5774) cosfOp

- ;77%/@4 cos 4 + %USFLB cosOp

s = ~15(ym — ya) + (S + ) sin 0 + (T — my) sin
+ ;nf/@; cosf, — n5kp cosfp

ys = 6(ys —ya) — (3m + %773) sinda — (32 — %774) sin s
- %H%I{A cos B4 + %773/13 cos 0p,

kde parametry 7, 72,73 a 14 lze usporadat do vektoru 77. Potom kfivku zadanou rovnicemi
amﬁéeme parametrizovat pomoci parametrti v a 77, tedy C(¢,7) = (z(u,7), y(u, eta)
a nazyvame ji n-spline.

Autoti [14] dale dokazali tvrzeni, Ze pro libovolné interpola¢ni data bude parame-
trickd kiivka C(t,77) spliiovat tyto okrajové podminky a to pro vSechny
7 € RT x RT x R x R. A naopak pro libovolnou kvintickou polynomialni kfivku C(u),
ktera spliiuje okrajové podminky [2.6/a (C))'(0) # 0, (C)'(1) # 0, existuje vektor parametri
7€ RT x RT x R x R takovy, ze kiivku C(u) lze vyjadfit jako C(u, 7).

15 - 1561

60 80 100 0 10 20 30 40 50
(a) Linearni zmény parametra nl a n2. (b) Linearni zmény parametrt 73 a n4.

Obréazek 2.4: Vliv zmény hodnot parametri na tvar kiivky.

Autoti ve svém clanku ukazali, Ze parametry 7, a 1, souvisi s velikosti rychlosti v in-
terpolac¢nich bodech a parametry 73 a 7, se zakfivenim kfivky, avSak blizsi informace
o vlivu téchto parametrt na tvar k¥ivky, popi. néjaka doporuceni ¢i tabulkové hodnoty se
mi dohledat nepodatilo. Samotni autofi byli ve svém ¢lanku udiveni, Ze pro stejnou sadu
parametri 77 se jim podarilo aproximovat kruznici i klotoidu. Zda se tedy, ze kiivka zis-
kéna timto zptsobem by musela byt podrobena bud optimalizaci, nebo by byly parametry
volitelné manualné, popt. by byly zadany pevné. Tento typ kiivek by si ziejmé zaslouzil
podrobnéjsi prozkouméni, avsak to by jiz bylo zfejmé nad rdmec této prace. V piiloze [B]
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1201
100

80

S

60

407

201

20 40 60 80 100 120 140

(a) 4 interpola¢ni n-spline kiivky

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

(b) Kfivost uvedenych n-spline kiivek.
Obréazek 2.5: Interpolaéni n-spliny podle dat z [14]

alespon uvadim skript, ktery na zdkladé dat poskytnutych v [14] vygeneroval grafy a
ktery by mohl slouzit jako maly odrazovy mistek pro dalsi vyzkum.



3. B-spline a NURBS krivky

NURBS a B-spline ktivky jsou po c¢astech definované kiivky, kde na jednotlivych seg-
mentech jsou tyto kiivky zkonstruovany pomoci linearni kombinace bazovych funkci. Tyto
segmenty jsou na sebe napojeny s CP~! spojitosti, kde p je stupeti kiivky. Pismeno B v
nazvu téchto kiivek je tedy zkratkou pro ony bazové funkce. NURBS kiivky jsou zobec-
nénim B-spline kiivek a to ve dvou ohledech. Prvnim zobecnénim je, ze délka intervali,
na kterych jsou definovany B-spline kiivky, je pro vSechny segmenty stejna, tyto kiivky
jsou tedy uniformni, u krivek NURBS tato vlastnost nemusi byt nutné splnéna, proto
jsou neuniformni. Druhé zobecnéni se pak tyka tvaru bazovych funkci, B-spline kiivky
obdrzime jako linedrni kombinaci polynomi, kdezto NURBS jsou konstruovany linearni
kombinaci racionalnich funkci, ty obdrzime tak, ze kazdému fidicimu bodu kfivky piifa-
dime jistou vahu, pomoci které udavame vyznamnost danych ridicich bodi na tvar kiivky
ve srovnani s vlivem ostatnich bod.

Podle typt zadanych dat rozlisujeme dva pristupy ke konstrukei kiivky zadané pomoci
posloupnosti bodl a to aproximaci a interpolaci.

Pri aproximaci kiivka zadana fidicimi body Fp,P,..., P, nemusi témito body pro-
chéazet, zatimco interpolacni kiivka zadana defini¢nimi body Qy,Q1, ..., Q, témito body
prochazet musi.

Nejdrive si ukédzeme konstrukci aproximacnich krivek a pozdéji s jejich pomoci i kon-
strukei kiivek interpolac¢nich.

Nésledujici definice jsou pfevzaty z [10] a [11]

3.1. Vlastnosti aproximac¢nich B-spline krivek
Jednotlivé segmenty B-spline resp. NURBS kiivky usporadavame do tzv. uzlového
vektoru.
Definice 3.1 (Uzlovy vektor). Necht U je neklesajici posloupnost (m + 1) redlngch cisel
ug S up S Uz <o < Uy,

Potom ¢isla w;, i = 0,...,m nazgvame uzly, mnoZinu U = (u;)"y = (ug, u1,ug, ... Un
nazgvame uzlovym vektorem a interval [u;, u; 1) nazveme i-tou uzlovou rozteci (uzlovym
intervalem,).

K-nasobnym uzlem nazveme uzel, pro ktery platt

U; = Ujg] = ... = Ujpk—1, k>1.
Jednoduchy uzel je uzel, pro ktery plati
u; # ug, pro i # k.

Jednoduchy nebo k-ndsobny uzel na zacatku a na konci uzlového vektoru nazveme krajni,
ostatni uzly se nazyvaji vnitrni.
Pokud maji vsechny uzlové intervaly stejnou délku,

Uir1 —u; = Au = konst.,;i =0,...,m—1

Y

pak tekneme, Ze uzlovy vektor je uniformni, v ostatnich pripadech je uzlovy vektor neuni-
formni. Vyjimkou jsou krajni uzly, které mohou byt ndsobné.

10



3.1. VLASTNOSTI APROXIMACNICH B-SPLINE KRIVEK

Definice 3.2 (B-spline bazové funkce). Necht je ddn uzlovy vektor U = (u;)y, ug =
a,u, = b, ab € R, potom bdzové funkce N;,(u), i = 0,...,n, u € [a,b], stupné p
definujeme rekurentnim vzorcem

N — 1, wé€ uj,ui+1),
“0 0, u ¢ [uui+ 1) nebo na intervalu nulové délky, (3.1)
u U; U; —Uu
Nij = ————N;p—1(u) + —H€+—1Ni+1,k—l(u)v k=1,...,p.
Uik — Uy Ujt+k+1 — Uit

Vyrazy %, které obdrZime pro uzlové intervaly nulove délky, se poloZi rovny nule.

Definice 3.3 (B-spline kiivka). Necht je ddn 7idici polygon uréeny tidicimi body (P)I, =
(Po,Pr, ..., P,), uzlovy vektor U = (u;)"g,up = a, Uy, = b, a,b € R a stupen kFivky p.
Potom je B-spline krivka C(u) stupné p ddna ndsledujici vektorovou rovnici

C(u) = ZNi7p(u)Pi, u € [ab], (3.2)

kde N;,(u), i =0,...,n jsou B-spline bdzové funkce (3.1)).

Definice 3.4 (Vahy fidicich bodt). Necht je dan Fidici polygon (P;)P_, a posloupnost
nezapornych redlngch cisel W = (wo,wy, ..., w,) = (w;)l, pritazenych odpovidajicim
ridicim bodi, Py,Pq, ..., P,. Potom cisla wg,w1, ... ,w, nazveme vahami tidicich bodu.

Definice 3.5 (Racionalni bazové funkce). Necht jsou ddny vdhy Fidicich bodd (w;)},.
Potom raciondini bdzové funkce R;,(u), i = 0,1,...,n, u € [a,b] stupné p definujeme
jako
B N p(w)w;

> im0 Njp(ww;’

kde N;,(u),i=0,1,...,n jsou B-spline bazové funkce (3.1)).

Definice 3.6 (NURBS kiivka). Nechl je dan 7idici polygon (P;)!,, vdhy odpovidagicich
ridicich bodi (w;)?_,, uzlovy vektor U = (u;)™,, up = a,u, =b, a,b € R a stupen kiivky
p. Potom je NURBS krivka C(u) stupné p ddna ndsledujici vektorovou rovnici

C(u) = Z R, (u)P;, u € [ab], (3.4)

kde R;,, i=0,1,...,n jsou raciondlni bdzové funkce (3.3).

Véta 3.1 (Pocet uzlovych rozteci uzlového vektoru). Pro n + 1 fidicich bodi a stuper p
je pocet m uzlovych rozteci uzlového vektoru roven

m=n-+p+ 1 (3.5)
Diikaz viz [10)].

Nyni si uvedeme nékteré vyznamné vlastnosti bazovych funkci a B-spline resp. NURBS
ktivek.

11
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10 10

o o o o

8 s— ktivni Cast B-spline kfiviy sl s ktivni Sast NURBS kfivky

7 7

B B

5 51

4 4r Q

3 ar

2 o 2r o [«]

1 1

% 1 2 3 4 s e 7 8 9 1 % 1 2 3 4+ s e 7 8 o 1
(a) Aproximacni B-Spline kfivka (b) Aproxima¢ni NURBS kfivka

Obrazek 3.1: Aproximacni B-spline a NURBS ktivky, aktivni ¢asti kiivek jsou vyznaceny
cervene.

Vlastnost 3.1 (Lokalni podpora). B-spline bazova funkce NV; ,(u), resp. racionalni bazova
funkce R;,(u) je nenulova na intervalu [u;,u;;p41). Tato vlastnost vyplyva z definice ba-
zovych funkci, kde se na konstrukci bazové funkce stupné p vyuziva linearni kombinace
dvou bazovych funkci stupné p — 1.

Tato vlastnost vyjadiuje fakt, ze pokud zménime polohu fidiciho bodu P;, zméni se
tvar kiivky pouze na segmentu odpovidajicimu intervalu [u;,u;1 1), mimo tento interval
se tvar kiivky zachova.

Viastnost 3.2. Na libovolné uzlové rozteéi [u;,u;+1] je nejvyse p + 1 B-spline, resp. racio-
nalnich bazovych funkci p-tého stupné nenulovych.
Tuto vlastnost ziskame z faktu, ze pro B-spline bazové funkce nultého stupné plati

N, o(u) 1, w€ [ujui+1),
i,0\u) =
o 0, jinde

Tyto dvé vlastnosti vyjadiuji tzv. plnou podporu kiivky bazovymi funkcemi na uz-
lovych roztecich, na kterych je pravé p + 1 bazovych funkci nenulovych. Tu ¢ast kiivky,
ktera je plné podporovana bazovymi funkcemi, tj. je zde p+ 1 bazovych funkci nenulovych,
nazveme aktivni ¢ast kiivky. P¥islusné segmenty (resp. uzlové roztece, resp. uzly )kiivky
nazyvame aktivni segmenty (resp. uzlové roztece, resp. uzly). Segmenty kiivky, na jejichz
uzlovych roztecich je méné nez p+ 1 bazovych funkci nenulovych, nejsou svymi bazovymi
funkcemi plné podporovany. Tuto ¢ast kiivky tedy budeme ignorovat a nazveme ji stejné
jako odpovidajici segmenty, uzlové roztece a uzly pasivni. [10]

Vlastnost 3.3. V pripadé, zZe jsou vSechny véhy rovny stejné kladné konstanté, budou
racionalni bazové funkce na aktivnich uzlovych roztecich totozné s B-spline bazovymi
funkcemi, B-spline bazové funkce jsou tedy specidlnim pfipadem racionalnich bazovych
funkci a B-spline kfivka je na aktivnich uzlovych roztecich totozna s NURBS kfivkou.
Na pasivnich c¢astech se vSak B-spline a NURBS ktivky lisi.

Vlastnost 3.4. Pro vsechna ¢ = 0,1,...,n, p, n plati, Ze
NLP(“) >0, Vue [a>b]7
R;,(u) >0, Yu € [a,b].

12



3.1. VLASTNOSTI APROXIMACNICH B-SPLINE KRIVEK

B-spline resp. racionalni bazové funkce jsou tedy totalné pozitivni.

Viastnost 3.5. Pokud je uzlova rozteé¢ [u;,u;,1) aktivni, potom pro B-spline bazové funkce

stupné p plati
p
Z ij - 1
Jj=i=p
Na pasivnich uzlovych roztecich pak soucet B-spline bazovych funkci neni roven jedné.
Soucet racionalnich bazovych funkci je diky vaham roven jedné jak na aktivnich, tak
na pasivnich segmentech kfivky.

Vlastnost 3.6. B-spline kiivka lezi celd v konvexnim obalu svého fidiciho polygonu. Bod

B-spline kiivky C(ug), wuo € [u;, uiy1), lezi v konvexnim obalu dilé¢iho fidiciho polygonu
p

(P)j:i—p'

Vlastnost 3.7. B-spline kfivka je invariantni vii¢i afinnim transformacim.

Posledni vlastnost znamen4, Ze at jiz transformujeme vyslednou kiivku, nebo nejdiive
fidici body a az poté kiivku vygenerujeme, bude vysledek stejny, tato vlastnost je velice
prakticka, jelikoz Setii vypocetni cas.

Vlastnost 3.8. Uvniti kazdé uzlové roztece existuji vsechny derivace B-spline i racionalnich
bazovych funkci. V uzlech jsou potom bazové funkce p — k spojité diferencovatelné, kde
k je nasobnost uzlu.

Vlastnost 3.9. K-tou derivaci B-spline bazové funkce vypocteme vztahem

N ) = L | L2 N® Mitprt 7Yy ®) k=0,...p—1
<u) p— k Uirp — Uj %P*l(u) + 1+1,p71(u) ) ) » P

(3.6)

Viastnost 3.10 (k-té derivace B-spline kiivky). Ozna¢me fidici bod P; = P\” a B-spline
krivku jako

Uiqp+1 — Uit

C(u) = C(u) = Z N, (w)P,

potom lze vyjadiit k-tou derivaci B-spline kiivky C™* (u) jako

E

n—

CHw) =S Ny (w)PP, (3.7)

-
I
o

kde

P _ P;, prok=0,
| AL <P§{:l) - ng_l)) , pro k>0,

Uidp+1— Uitk

N p—k(u) jsou pak B-spline bazové funkce stupné p — k definované na uzlovém vektoru
U*, coz je pivodni uzlovy vektor U zkracen o k pocateénich a koncovych uzli.

Viastnost 3.11 (k-ta derivace NURBS kfivky). Nurbs kfivka C(u) je zadana jako

_ Z?:O Ni,p(u)wiPi
Z?:o Ni,p(u)wi

C(u)

13
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S(u) = Z N, (u)w;P;
w(u) = Z N p(u)w;,
tedy Stu)
C(u) W

k-tou derivaci C*)(u) Ize potom vyjadiit rekurentnim vzorcem

CW(y) = —— [sU@ -3 (f) w® ()G (u)] | (3.9)

w(u) pars

kde S®(u) a w(u) spocteme podle (3.7).

K odvozeni téchto vlastnosti viz [13].

3.2. Otevrena, uzavrena a ukotvena krivka

B-spline a NURBS kfivky miizeme podle vztahu mezi tvarem uzlového vektoru a
fidictho polygonu rozdélit na tii typy: otevienou, uzavienou a ukotvenou.

3.2.1. Otevrena kfivka

Pro otevienou kfivku neni podminka plné podpory bazovych funkci zajisténa v celém
rozsahu parametru u € [a,b], ale pouze na intervalu [u,,u,,_,]. Pasivni segmenty kiivky
z pasivnich roztedi [a,up] a [um,—p,b] se ignoruji. Oborem parametrizace je pak interval
[Up,Um—p]. KFivka zadana takovym uzlovym vektorem

U=(a=uy<u <..<u,=0>) (3.9)

se pak nazyva oteviena (anglicky open), nebot neprochazi zadnym svym fidicim bodem.
Konkrétnim ptikladem oteviené kiivky je napiiklad Coonsova kubika.

Definice 3.7. Coonsova kubika

Necht jsou ddny 7idici body Pg, Py, Py a P3 a k nim pFislusné vihy wy = w; = wy =
wz = C > 0, uzlovy vektor U = (=3,—-2,—1,0,1,2,3,4) a stuperi p = 3. Aktivni cdst
NURBS kiivky potom leZi na intervalu u € [0,1] a je popsdna vektorovou rovnict

Cu) =) Ci(uw)P;, uel01], (3.10)

1=0
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3.2. OTEVRENA, UZAVRENA A UKOTVENA KRIVKA

kde .
Colu) = (1w’

Ci(u) = ~(3u® — 6u? + 4),

6 (3.11)
Co(u) = 6(—3u3 +3u® + 3u + 1),

1
Cs(u) = 6u3.

Krivku (3.10) nazgvdme Coonsovou kubikou a funkce (3.11) Coonsovgmi polynomy.

Coonsova kubika je otevienda NURBS kiivka tvofena jedinym aktivnim segmentem,
lze vSak sestrojit NURBS resp. B-spline kiivku tvorenou vice aktivnimi segmenty. Takova
kiivka se pak nazyva segmentovana. P¥ikladem oteviené segmentované NURBS kiivky je
Coonstiv kubicky B-spline.

Definice 3.8. Coonsiv kubicky B-spline Necht je ddn fidici polygon {P;}! ,,n > 3,
stupen p=3, vahy w; = C,C' > 0, pro Vi = 0,1,...,n a uniformni uzlovy vektor

U= (w)"y = (~3,—2,...,m—3).

Aktivni ¢ast NURBS krivky (3.4) potom lezi na intervalu u € [uz,um—3] a nazjvd se
Coonstv kubicky B-spline.

3.2.2. Ukotvena krivka

Ukotvenou kiivku obdrzime, pokud bychom na NURBS resp. B-spline kiivku vznesli
prirozeny pozadavek, aby se aktivni segment uzlového vektoru, kde je kfivka plné podpo-
rovana, rovnal celému intervalu, na kterém je uzlovy vektor definovan. Toho dosahneme
jednoduse tim, ze polozime prvnich p + 1 uzli rovnych pocatku intervalu a poslednich
p + 1 uzld rovnych konci intervalu. Dostaneme tak uzlovy vektor ve tvaru

U=(a=uw=u1=...=Uy <tUpp1 < ... <Up_p1 < Upp=...=uy =0). (3.12)

Pasivni segmenty kiivky se tak zredukovaly pouze na body P, a P,,, bazové funkce se pro
tyto body rovnaji jedné, a proto je kiivka interpoluje, ostatni body fidiciho polynomu vsak
pouze aproximuje, odtud nazev pro tento typ kiivky (v angli¢tiné clamped). Nejznamé&jsim
prikladem ukotvené ktivky je Bézierova kiivka.

Véta 3.2. Necht je dan ridici polygon (P;)q,n > 0, vdhy w; = C,C > 0, pro Vi =
0,1,2,....n, uzlovy vektor

U= (U, UpUm—p, - Uy) = (0,...,0,1,....1)

a stuperi p = n. Potom NURBS kiivku (3.4)) na intervalu u € [0,1] nazveme Bézierovou
kriwkou. Ta je popsana vektorovou rovnict

C(u) = z": B;n(w)P;,  we [0,1], (3.13)
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Obrazek 3.2: Grafy bazovych funkci otevienych B-spline a NURBS kiivek, vlevo cely
interval parametru, vpravo aktivni ¢ast bazovych funkci

Oteviena B-spline kfivka

©  Ridici body
7k —— Otevrena B-spline krivka

Obrazek 3.3: Oteviena B-spline kiivka.

,kde

Bin=(")u(l—w"", i=01,...n, (3.14)

’ 1

jsou Bernsteinovy polynomy n-tého stupné.
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Obrazek 3.4: Ukotvené B-spline a NURBS krivky
Stejné jako Coonsovu kubiku, l1ze i Bézierovu kiivku rozsitit na segmentovanou ukot-

venou B-spline (resp. NURBS) kiivku tim, Ze zvy$ime pocet ramen fidicitho polygonu a
zaroven zachovame stupen ktivky, pficemz nalezité upravime uniformni uzlovy vektor.

3.2.3. Uzavrena kf¥ivka

Uzaviena krivka je takova, ze se jeji pocateéni bod rovna koncovému bodu kiivky,
pricemz zde ztstava zachovana spojitost, kterou pozadujeme podél celé kiivky. Takové
napojeni lze docilit tim, Ze na konci fidiciho polygonu zopakujeme tolik ridicich bodi,
jaky je stupen krivky, véetné vah, které jim jsou pridruzeny.

P07Pn7p+2:P17---

= Wo, Wn—pt+2 = W1, - -

7Pn:Pp71

y Wn = Wp—1

Popir =
prt (3.15)

Wp—p+1

Ridici polygon musi za¢inat nejméné p+ 1 riiznymi fidicimi body a uzlovy vektor je stejny
jako u oteviené kiivky (3.9)), stejné tak aktivni segmenty uzaviené kiivky lezi na intervalu

[UpyUm—p)-
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Uzavrena B-spline kiivka

107
O Ridici body
ar pasivni &ast B-spline krivky
aktivni cast B-spline kfivky
sl
ir C
6 C
5|
at
3 -
2t o c
1F
D 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 1 2 3 4 5 5] 7 8 9 10

Obrazek 3.5: Uzaviena B-spline kiivka.
3.3. Interpolacni NURBS a B-spline kiivky

V predchozi sekci jsme se vénovali aproximacnim kiivkam, které nemusely prochazet
zadanymi body. Nyni nasi pozornost pfesuneme ke kiivkam interpolac¢nim, které prochéazi
tzv. defini¢nimi prochézi. Zname tedy polohu bodti, které na kiivce lezi, avsak nezname
polohu rtidicich bodi, které jeji tvar urcuji. Jedna se tedy o inverzni problém k nalezeni
aproximacni kfivky, vyresime jej tak, Ze nalezneme feseni soustavy rovnic, se zadanou
znédmou polohou (pop¥. navic derivacemi v nich) bod, kterymi kiivka prochézi, obdrzime
tak polohu fidicich bodi a pak jiz mtizeme napsat vektorovou rovnici interpolac¢ni kiivky.

Ke konstrukei interpola¢ni NURBS resp. B-spline kiivky pristupujeme dvéma zptisoby.
Prvnim je prosta interpolace, kdy je pocet fidicich bodu stejny jako pocet defini¢nich bodu
a druhym zptisobem je uzlova interpolace, kdy je stejny pocet aktivnich segment a ramen
defini¢niho polygonu. Pti tomto zptisobu interpolace, je vice Tidicich bodt nez defini¢nich,
a proto je tfeba zavést dodatecné podminky k jednoznac¢nému urceni tvaru kiivky.

3.3.1. Prosta interpolace

K vyfteseni interpolacni tlohy musime nejdiive zavést tzv. vektor parametrizace, ktery
nam fika, které hodnoté parametru kiivky odpovida defini¢ni bod, ktery na ni lezi.

Definice 3.9. Necht H je neklesajici posloupnost n + 1 redlnyjch cisel hg < hy < hg,
ty nazveme hodnoty parametru, mnoZinu H = (h;)"_, nazveme vektor parametrizace a
interval [hi,hi 1) nazveme i-tou rozteci vektoru parametrizace.

Uniformni vektor parametrizace je takovy, jehoZ roztece maji stejnou délku. Pokud je
délka rozteci ruznd, hovorime o neuniformnim vektoru parametrizace.

Definice 3.10. Prostd interpolacéni B-spline krivka. Necht je ddn definiéni polygon
(Qi)y, vektor parametrizace H = hg, uzlovy vektor U = (u;)", a stupent krivky p. Potom
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3.3. INTERPOLACNI NURBS A B-SPLINE KRIVKY

ridici body P;,1 = 0,1,...,n prosté interpolacni B-spline krivky Cy obdrZime jako Tesent
soustavy rovnic

NO,p(hO) Nl,p(h(J) cee Nmp(ho) P Qo
N()’p:(hl) Nl,p(hl) RN Nn,p:(hl) P:)l _ 62:1 7 (316)
NOJJ(hﬁ) Nl,p(hﬁ) <. Nn,p(hﬁ) Py Qﬁ

kde N;,(h;) jsou B-spline bdzové funkce pro hodnotu parametru h;. Rovnice B-spline
krivky C(u) stupné p md potom tvar

C(u) = ZNLp(u)Pi,u € [ug, Up). (3.17)

0r

©  Definiéni body
Prosta interpolacni krivka

Obrazek 3.6: Interpolacni B-spline ktivka.

Definice 3.11. Nechf je ddn definicni polygon (Qi)i,, vektor parametrizace H = hz,
uzlovy vektor U = (u;)™,, stuperi kFivky p a vahy W = (w;)™,. Potom ¥idici body R;,i =

0,1,...,n prosté interpolacni NURBS krivky Cy obdrzZime jako Teseni soustavy rovnic
Rop(ho)  Bip(ho) oo Rnp(ng) I Qo
Rovp'(hl) Ry ,(hy) ... Rmp:(hl) le _ Q:1 | (3.18)
Rop(hi) Rip(ha) ... Rup(ha) P; Qi

kde R;,(h;) jsou raciondlni bdzové funkce pro hodnotu parametru h;. Rovnice NURBS
krivky C(u) stupné p md potom tvar

C(u) = Z Ri ()P, 1 € [ug, Uy). (3.19)
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3.3.2. Uzlova interpolace

P1i uzlové interpolaci chceme docilit toho, aby byl pocet aktivnich uzlovych rozteci
shodny s poctem ramen defini¢niho polygonu a aby k napojovani segmentii dochéazelo
pravé v defini¢nich bodech, tim padem je vektor parametrizace H aktivni ¢asti uzlového
vektoru U.

V této interpolacni tloze se tedy pocet fidicich bodi lisi od poc¢tu defini¢nich bod.
Celkovy pocet uzlovych rozte¢i m obdrzime jako soucet aktivnich a pasivnich uzlovych
rozteci

m =n+2p.

Ze vzorce pro pocet uzlovych roztec¢i mizeme vyjadiit pocet ramen n fidiciho polygonu
n=m-—p—1.

Dosadime za m a obdrzime
n=n-+p-—1. (3.20)

Pro n defini¢nich bodu je tedy tieba piidat p — 1 dodatecnych podminek. Nejcastéji
zadavame vektory derivaci v krajnich bodech. Odtud lze také vidét, ze pokud bychom
chtéli zadat stejny pocet podminek na kazdém okraji, musime pouzit interpolac¢ni k¥ivku
lichého stupné. Abychom déle zajistili pfi napojovani kiivek C? spojitost a zaroveii lokalitu
ktivky, je tfeba pouzit kiivku 5. stupné.

Definice 3.12. Uzlovd interpolacni B-spline krivka 5. stupné. Necht je ddn definiéni
polygon (Qs)™,, stuperi krivky p = 5, vektor parametrizace H = (h;)T_, a v poédtecnim
bodée Qq, resp. v koncovém bodé Qj definicniho polygonu, vektor pruni a druhé derivace

0, Qq, resp. QL, QY. Potom soutadnice Tidicich bodi P;,i = 0,...,n, obdrZime jako
reseni soustavy rovnic
Nos(ho) Nis(ho) ... Nags(ho) P Qo
Nos(h1) Nis(hi) Ny 5(h1) Py 1
Nos(ha) Nis(hi) Ny s(hi) Py = al (3.21)
No5(ho)  Ni5(ho) Ny, 5(ho) Pos 0
Ni's(ho)  Ni5(ho) Ny 5(ho) Py Q0
Nos(ha) Nis(ha) N, 5(ha) Py i
Nos(ha) Ni5(ha) Ny 5(ha) by g
Interpolacni B-spline krivka je potom ddna vektorovou rovnici
C(u) =Y Nip(u)P;, u € [ab] (3.22)
i=0

Pokud nebudeme pti napojovani kiivek pozadovat tak silnou spojitost, mizeme vyuzit
i kfivku tretiho stupné, ta je definovana obdobné jako predchozi.

Definice 3.13. Uzlovd interpolacéni B-spline krivka 3. stupné. Necht je ddn definiéni
polygon (Qs)™,, stuperi krivky p = 3, vektor parametrizace H = (h;)T_, a v poédtecnim
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3.3. INTERPOLACNI NURBS A B-SPLINE KRIVKY

bodé Qq, resp. v koncovém bodé Qy, defini¢niho polygonu, vektor proni derivace Qg, resp.

Q... Potom soutadnice Tidicich bodi P;,i = 0,...,n, obdrZime jako feseni soustavy rovnic
Nos(ho) Nig(ho) ... Nps(ho) R Qo
: : = (3.23)
Nog(ha) Nis(ha) ... Nps(ha) Py s Qn
Nosg(ho) Nig(ho) ... Ny s(ho) P Qo
Nis(ha) Nig(ha) ... Nps(ha) P, Qr

Interpolacni B-spline krivka je potom ddna vektorovou rovnici

C(u) = Z Nip(w)Py,u € [a,b].

08r

e

06

0471

021 /—\

oF o) T~

-0.2

-04

-06

_0-8 1 L 1 1 1
-0.5 0 05 1 1.5 2

25

(3.24)

Obréazek 3.7: Uzlova interpolaéni kiivka 3. stupné. Ridici body P fialové. Pozn. prvni a
posledni bod fidiciho polygonu (Cerchovana ¢ara) jsou totozné s definiénimi body Q.
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21 ../"-’----_H\
PN
e /
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gt
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Fas
i
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-2 0 2 4 5 8 10 12 14

16

Obrazek 3.8: Uzlova interpolacni kiivka 5. stupné.
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4. Aplikace pro modelovani
trajektorie

Aplikace vytvorend pro tuto diplomovou praci by méla umoznovat manualné navrh-
nout trajektorii sloZzenou ze segmenti riznych typt kfivek. Vybrat si Ize mezi primkou,
bézierovou kubikou a uzlovou interpolacni B-spline kiivkou 5. stupné. Tyto kiivky byly
k modelaci zvoleny z diivodu nizké naroc¢nosti jejich implementace a jednoduché obsluze
vstupnich parametrii definujicich vysledny tvar kfivky na tseku urc¢eném interpola¢nimi
body. Napf¥. pti vyuziti klotoid, nelze pevné zvolit koncovy bod segmentu. Ten je urcen vy-
sledkem Newtonovy minimaliza¢ni metody pro vzdalenost mezi koncovym bodem klotoidy
a primkou, na kterou se mé klotoida napojit. Tento fakt komplikuje modelaci trajektorie
napt. v tzv. "esicku”, kde miize nastat takova situace, ve které nebude minimalizac¢ni pro-
ces mit dostatecné dlouhou piimku k nalezeni vhodného mista k napojeni. Tento problém
lze vyftesit [17], avSak mné se bohuzel implementace nezdafila.

4.1. Popis aplikace

4.1.1. Uzivatelsky manual

Hlavni okno programu lze rozdélit na dvé hlavni ¢asti. Prava ¢ast je vyhrazena pro ovla-
daci prvky a zbytek okna pro graficky vystup. Ovladaci prvky jsou uskupeny do ¢tyt
paneld.

e Nacteni
e Segmentace
e Vystup
e Upravit uzel

Pti zapnuti aplikace je aktivni pouze panel Nacteni, ktery slouzi k zadani vstupu
- csv soubor se soutadnicemi stfedové c¢ary okruhu a jeji pfipadnou parametrizaci. Je
vSak potreba dodrzet dany forméat. Soubor musi mit na prvnim fadku hlavicku tvofenou
stringy. X-ové soutadnice musi byt ve 4. sloupci, Y-ové souradnice v 6. a parametrizace,
ktera je nepovinné, v 5. sloupci. Hodnoty X-ovych, Y-ovych souradnic a parametru musi
byt pouze ¢isla, at uz integery, floaty nebo doubly. Po nacteni dat se zada do textového
policka sitka traté, ktera bude po celou dobu konstantni a po kliknuti na tlacitko Vykreslit
se v grafickém poli vykresli trat a odemkne panel Segmentace.

22



4.1. POPIS APLIKACE

1- Nakteni

Natist stfedovou kfivku traté

Segmentace Vystup
Segmentoval manuaing

07 Profil Kivasti

Cox metri 1

Natist ze souboru

UloZit segmentaci

Exportovat kiivku
Upravit uzel
Typ Kfivky | Pfimka 37
Vykreslit segment Dalsi uzel Predchozi uzel
Vykreslit celou kfiviu Casiranit uzel Cislouzlu | 1

Pozice | Derivace  Drund derivace +

= Longitudinaini 0.00

Laterdini 0.00

0 I I I I I I | I I |
0 01 02 03 04 05 06 07 038 09 1

Obrazek 4.1: Hlavni okno aplikace

Navic, k zajisténi spravné funkcnosti aplikace, je tfeba zajistit, aby trat byla regulérni
krivka a jeji sitka byla zadana tak, aby se okraje traté nekrizily.

Macteni

Madist stredovou kiivku traté

Sitka traté

E Wk?eslit §

Obréazek 4.2: Panel Nacteni

Panel Segmentace slouzi k zadavani uzld, které budou definovat vyslednou kiivku. Pro-
gram nabizi tTi zptisoby, jak uzel pridat. Manualné, co = jednotek vzdalenosti a nactenim
ze souboru. Pfi ru¢nim zadavani se automaticky vytvori prvni uzel v prvnim bodé traté
a nasledné se voli umisténi dalsich uzld levym kliknutim mysi na stfedovou ¢aru, pravym
kliknutim na stfedovou c¢aru pak lze vzdy posledni uzel smazat. Misto manualniho za-
davani uzlu lze také traf segmentovat ekvidistantnim délenim, zadanim vzdalenosti mezi
jednotlivymi uzly do textového pole vedle popisku Co x metri, poté se staci jen vyklik-
nout z textového pole a uzly se vytvori. Treti moznost je nahrat ze souboru jiz uloZenou
konfiguraci, opét se nacita soubor ve forméatu csv.
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Segmentace
Segmentovat manualné
Co x metrd i

Macist ze souboru

Obrazek 4.3: Panel Segmentace

Po ukonceni segmentacni faze se tyto tfi moznosti uzamknou a v panelu Segmentace
se odemknou tlacitka Vybrat uzel a Vlozit uzel, zaroven se zpristupni panely Vystup a
Upravit uzel a automaticky se vybere prvni uzel. Tlacitko Vybrat uzel umozni zvolit si
uzel kliknutim na jiz vykresleny uzlovy bod. Zvoleny uzel je déale zvyraznén zelenym
k¥izkem. Tlacitkem VloZit uzel 1ze vlozit novy uzel mezi dva jiz vytvorené uzly. Spravna
funkc¢nost tohoto tlacitka je zajisténa splnénim dvou nasledujicich podminek:

e Trajektorie jiz musi byt vykreslena

e Novy uzel nesmi byt vlozen za posledni

Upravit uzel
Typ kiivky | Piimka -
Vykreslit segment Dalsi uzel Fredchozi uzel
Vykreslit celou kiiviu Odstranit uzel Cislouziu | 1
Pozice Derivace Druha derivace +
Longitudinalni 0.00

Laterdini 0.00

Obrazek 4.4: Panel Upravit uzel

Parametry zvoleného uzlu lze editovat v panelu Upravit uzel. Pravé zde se vybira typ
kiivky v tseku mezi nasledujicim a zvolenym uzlem, jeho pozice a pripadné derivace.
Pomoci tlacitek Dalsi uzel a Predchozi uzel, popi. zadanim poradového cisla uzlu lze
navic mezi uzly prepinat. Vykreslit segment vypocte souradnice kiivky od pfedchézejiciho
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uzlu po nasledujici. Vykreslit celou krivku postupné propocita hodnoty pro danou kiivku
segment po segmentu, avsak ne vzdy se tato funkce chova spravné a nékdy zpiisobi chybu.
Aplikace umoznuje generaci t¥i typi kiivek:

e Piimka
e Uzlovy interpolacni spline 3. stupné
e Uzlovy interpolacni spline 5. stupné

Typ kiivky je definovan vzdy na segmentu zacinajicim zvolenym uzlem a konc¢icim né-
sledujicim uzlem. Tzn., pro zvoleny uzel n vybereme typ kfivky na segmentu [n,n + 1],
ale pokud zméackneme Vykreslit segment, dojde k prepoctu kiivky a vykresleni na uzlech
[n—1,n,n+1].

Vysledna vykreslena kiivka je pfed vykreslenim a ulozenim interpolované z vypocte-
nych hodnot tak, aby byla namapovana na body stfedové ¢ary traté, mapovani tak vytvori
z kiivky funkci stfedové cary

C=rf (57n>7

kde s je vzdalenost od pocatku stfedové cary, az do mista, kde by se na ni bod kolmo
promitl a n je délka kolmice vedené ze stiedové cary k danému bodu. Znaménko n po-
tom udava, na kterou stranu od stfedové cary bod pripadé, nalevo je n kladné, napravo
zZaporné.

Avsak takové zobrazeni miize vést ke ztraté informaci, pokud by na vypoctené kiivce
vznikla napt. smycka, potom mapovani nebude brat v potaz vzdalenéjsi body, popt. dojde
k padu programu. Na druhou stranu tato reprezentace umoznuje detekci toho, jestli se
krivka naléza uvnitt okruhu. Pokud ano, vykresli se zelené, pokud ne, bude vykreslena

cervene.
-~ o,
.,
207
15\ S
.". '

10 F

10 15 20 25 30 35 40

Obrazek 4.5: Mapovani bodu kiivky (¢ervend plna ¢ara) vuci stfedové ¢afe (modré Cer-
chovand). Interpolované v modrém kolecku.
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Obrazek 4.6: Priklad validni a nevalidni kfivky, na pravém obrazku prochéazi kiivka mimo
trat

Vici stredové Cafe je urcovand i pozice uzlového bodu. Nezadavaji se tedy kartézské
soufadnice bodu. Hodnota derivace, popt. druhé derivace je reprezentovana pomoci veli-
kosti a sméru vektoru. Uhel vektoru je relativni vici sméru stiedové Gary traté, kladny
smér otaceni je levotocivy, bohuzel je to opacny smér, nez pii pojizdéni koném, kterym
1ze hodnoty ménit. Navic rozpéti thlu pro prvni derivaci je interval [—pi/2, pi/2], nelze se
tedy "vracet”a pro druhou derivaci [—pi, pi], 1ze tedy ”zpomalovat”. Zmény v nastaveni
hodnot pozice a derivaci uzlového bodu by se mély projevit v grafickém poli témér oka-
mzité, avsak k prepocteni kiivky dojde az po kliknuti na jedno z vykreslujicich tlacitek. V
grafickém poli jsou derivace reprezentovany Sipkami vychazejicimi ze zvoleného uzlového
bodu, prvni derivace je magentova, druhéd azurova.

4.1.2. Technickid dokumentace

Aplikace je navrzena v Matlabu s vyuzitim toolu App Designer, ktery je dostupny
od verze 2016 a vyuziva nékteré dalsi funkcionality dostupné az od verze 2019, ale nevy-
uziva zadné dalsi nadstandardni balicky. Spousti se ze souboru Main_app.mlapp.

Srdcem programu jsou tii tiidy:

e SectionClass
e TrackClass
e CurveClass

SectionClass reprezentuje tsek mezi dvéma uzly. Objekty této tfidy nesou informace
o soufadnicich a derivacich krajnich bodu a typu krivky, ktera ma byt na takto zadaném
segmentu vypoctena. Coz tedy znamend, ze jsou zde uloZeny vSechny potfebné informace
ke zkonstruovani ktivky. Z toho divodu je v této tiidé také definovand metoda Construct-
Clurve pro provedeni spravného vypoctu v zavislosti na typu kiivky.

Ttida TrackClass nese informace o souradnicich sttedové cary traté, jeji sifce a délce
v kazdém jejim definovaném bodé. Déle obsahuje mj. tyto dilezité metody:
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SetBorders pro vypocet soufadnic levého a pravého okraje okruhu v zavislosti na Sitce
traté v daném bodé.

GetCurvilinearCoordsForPoint, ktera vraci k poloze bodu zadané v kartézském souiad-
ném systém jeho pozici vzhledem ke stfedové carte.

GetAbsolute PointPosition, ktera naopak vraci kartézské soutadnice pro bod zadany polo-
hou vici trati.

Ttida CurveClass potom slouzi k ulozeni souradnic vysledné kiivky a to jak kartéz-
skych, tak vztazenych ke stiedové care.

Konstrukce krivek

Soutradnice tsecky se vypocitaji standardné pomoci parametrické rovnice primky, kte-
rou lze ziskat z koncovych bodt tseku P, a P;.

P, — Py, v aplikaci P5,P; € R”
C(t) =Py +ti, tel0,1]

U

K vypoctu interpolacnich kiivek se vyuzivaji definice m (implementovéno v souboru
bsplineinterpolace3stupen a (implementovéano v souboru bsplineinterpolacedstupen).

V obou vysSe zminénych souborech je definovana prislusna funkce pro vypocet sourad-
nic interpola¢ni kfivky na uniformné déleném intervalu. Obé maji jako vstup matici a
skalar, ten udava jemnost déleni.

Pro interpola¢ni kfivku tfetiho stupné je potom matice slozena z n interpolac¢nich
bodi. Matice ma n+2 radkt, kde az na posledni dva fadky odpovida kazdy radek jednomu
interpola¢nimu bodu, v predposlednim radku je derivace v prvnim bodé a v poslednim
rfadku matice je zadana derivace v poslednim bodé. Tzn. napft.

0 O
7 10
A=115 10
10 0
0 —10

bude prochézet body Q1 = (0,0), Q2 = (7,10) a Q3 = (15, 10), derivace v bodé Q1 bude
mit hodnotu Q1" = (10,0), v bodé Q)3 zase Q3" = (0, —10).

Obdobné vypada vstupni matice pro interpolac¢ni kiivku patého stupné, avsak s tim
rozdilem, Ze jsou pro derivace vyhrazeny posledni ¢tyti radky, jelikoz se musi v okrajo-
vych interpolacnich bodech zadat navic druhé derivace.Nejdiive se zadaji prvni derivace
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pro prvni a posledni interpola¢ni bod a nakonec druhé derivace pro tyto body. Obdobné
jako u matice A vyse nazorny piiklad:

0 0
7 10
15 10
B = 10 0
0 -10
0 10
—10 -0
12 - 14
e \\\ 12 —
10 AN
/ . -
8 /
8t y
6l /
/ 6 /
4r / |
/ 4r /
2+ /
/ 2r /
ot of oL
0 2 4 6 8 10 12 14 16 2 0 2 4 6 8 10 12 14 16

(a) Uzlova interpolacni kiivka 3. stupné
zadana matici A.

(b) Uzlova interpolac¢ni kiivka 5. stupné
zadand matici B.

Obrazek 4.7: Priklad interpola¢nich kiivek.

V samotné aplikaci se vSak jako interpolac¢ni body berou pouze dva uzly. Toto je urcité
jedno z potencialnich vylepseni aplikace. Na druhou stranu v téchto vnitinich bodech nelze
kontrolovat hodnoty derivaci, je v nich vSak zajisténo hladké napojeni stupné o jeden nizsi,
nez je stupen spline kiivky [10].

7 vyse uvedeného vyplyva, ze k vypoctu kiivky se na vstupu vypoctu podili pouze
relevantni data. Tedy pfimka je definovana pouze dvéma body a neuvazuji se zadné deri-
vace, interpolac¢ni kiivka tfetiho stupné je urcena pozici dvou bodi a prvnimi derivacemi
a nakonec interpolac¢ni kiivka patého stupné oba vyse zminéné vstupy, a navic druhé deri-
vace. Také tedy neni nutné zajisténa vyssi spojitost kiivek nez C° pro pifmku s libovolnou
jinou kfivkou a C' pro interpola¢ni kiivku 3. stupné s interpola¢ni kiivkou 5. stupné.

v 2w

Parametrizace kiivky vuci stfredové care

Po vypocteni krivky probéhne transformace vysledku z kartézského souradnicového
systému do kurvilinarniho systému vztazeného vuci sttedové care trati. Tato transformace
se provadi pomoci metody MapCurveRelativeToCenterLine, ktera nejdiive volanim funkce
MapMinDotProducts najde pro kazdy bod stfedové ¢ary jeden bod na vypoctené krivce
algoritmem zjednodusené popsanym v tak, aby byl co nejblize ke kolmici vedené z
bodu na stfedové Cafe, a poté linearné interpoluje hodnoty kiivky tak, aby skutecné
lezely na této kolmici lezely viz obrazek [4.5]
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(a) Bod na stfedové ¢afe (zndzornén kolec-
kem), vi¢i kterému se pocita skalarni soucin
z bodt modré kiivky

(b) Absolutni hodnota skalarniho sou¢inu da-
ného bodu vici bodtim kfivky.

Obrazek 4.8: Priklad nekonvexniho prubéhu skalarniho soucinu

Jak je z algoritmu patrno, k detekci nulového skalarniho soucinu je vyuzita Bolzanova
véta a algoritmus prochazi vSsechny body kiivky, je to tedy bohuzel brute force metoda.
Obecné totiz neni zajisténo, ze pribéh absolutni hodnoty skaldrniho souc¢inu na daném
intervalu bude konvexni funkce. Pfesto v kédu aplikace je pii volani téchto funkci snaha
o co nejuspornéjsi prubéh vypoctu a to napt. na vstupu do druhého for cyklu uvazovat
jiz pouze dosud nezpracované body vstupni kiivky nebo ukoncit vypocet po prekroceni
jisté dostatecné maximalni vzdalenosti.

Algorithm 4.1 Nalezeni odpovidajicich bodi

1: Vstupy: vypoctena_kiivka, stfedova_cara, parametrizace_stiedové_cary

2: minimum = 5000;

3: for all bod_st in stfedova_cara do

4: index = 1;

5: vektor_derivace = Derivace(parametrizace_stiedové_cary[bod_st], stie-
dova_caralbod st));

6: for all bod k in vypoctena kiivka-1 do

7 soucinl = Skalarni_soucin(vektor_derivace, [bod_k-bod_st]);

8: soucin2 = Skaldrni_soucin(vektor_derivace, [nasledujici-bod_k - bod_st])

9: dist = Norma(bod_st - bod k)

10: if soucinl x soucin2 < 0 && minimum then

11: minimum = dist;

12: min_bod = bod_k

13: end if

14: end for

15: Nalezené bodylindex] = min_bod;

16: index = index+1;

17: end for

18: Vystup: Nalezené_body;
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Obrazek 4.9: Priklad trajektorie na testovaci trati.



4.2. MOZNA VYLEPSENI APLIKACE A JEJI NEDOSTATKY
4.2. MozZna vylepseni aplikace a jeji nedostatky

MozZna vylepseni

Néavrhu k vylepsSeni aplikace je hned nékolik, pomineme-li nyni optimalizaci kédu a
zameétfime-li se pouze na pridani novych funkcionalit. Potom existuji t¥i hlavni funkciona-
lity, o které by program mohl byt v budoucnu obohacen. Jsou to:

e Pridani vice typu kiivek
e Vypocet rychlostniho profilu pro vozidlo
e Automatickéd optimalizace trajektorie

Prvni bod z tohoto seznamu zni pfimocaie. Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze by
stacilo pridat typ kfivky do seznamu a do t¥idy SectionClass.m pridat vypocetni metodu.
Avsak v zavislosti na typu kfivky a vstupnich parametrech existuje moznost, ze by bylo
tfeba upravit celou logiku pro vstupy vypoctu kiivky na daném segmentu, zménit vyznam
vstupnich parametr, napi. z druhé derivace prejit na kiivost, nebo zavést jako parametr
smér primky a jejich délku, a v neposledni fadé zohlednit typ segmentu viici svému okoli.
Nynéjsi feseni tato kritéria nemusi zohlednovat.

Implementace vypoctu rychlostniho profilu pro dané vozidlo, by na druhou stranu méla
byt jednodussi. Jako vstupni parametry primo z aplikace postacuji soutadnice, popt. kii-
vost, dané krivky, poté by bylo potfeba dodat potfebné parametry definujici model vozi-
dla. Tyto parametry jsou zavislé na slozitosti modelu, ktery se uvazuje. Pro nejjednodussi
mozny pripad, tj. reprezentace vozidla pomoci hmotného bodu s kontinualni prevodovkou
a konstantnim vykonem, jsou témito parametry hmotnost, maximalni dopfedné zrychleni
a maximalni lateralni zrychleni. Z teorie optimalniho fizeni potom vyplyva algoritmus [4.2
potfebny k vypoctu rychlostniho profilu [I8].

Algorithm 4.2 Vypocet rychlostniho profilu

1: Vstupy: Ktivka, hmotnost vozidla, maximéalni lateralni zrychleni, maximalni dopiedné
zrychleni

2: Vrcholy = Najdi_vrcholy(vypocti_kfivost(Ktivka));

3: for all vrchol in vrcholy do

4: v_krit = Vypo¢ti_maximalni rychlost_ve_vrcholu(maximalni laterdlni zrychleni,
Kfivost, Vrcholy);

5: v_dopfednd[vrchol : vrchol+1] = Rychlost_v_dopfedném sméru(v krit, Kfivost,
maximalni lateralni zrychleni, maximalni dopfedné zrychleni);

6: v_zpétna[vrchol : -1 : vrchol-1] = Rychlost_ve_zpétném sméru(v_krit, Kfivost, ma-
ximalni laterdlni zrychleni, maximélni dopfedné zrychleni);

7: end for

8: for all bod in Krivka do

9: v_vysledni[bod] = min(v_dopfedné[bod], v_zpétna[bod]);
10: end for

11: Vystup: v_vysledna
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Obrazek 4.10: Priklad vystupu z algoritmu . V tomto ptikladu je chyba ve vypoctu
rychlosti z maximalniho zrychleni. Znazornény princip je vSak spravny.

Automaticka optimalizace by spocivala v uréeni takovych parametrii, které by minimali-
zovaly cas, po ktery by vozidlo projelo danou kiivkou. Problém nalezeni takové trajektorie
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se v tomto pripadé vétsinou resi jako minimalizace kiivosti a délky kiivky v poméru urce-
ném vahovymi koeficienty, minimalizuje se tedy nasledujici funkcional:

F? = (1 —e)I'? + €52,

kde e vahovy koeficient, I je kiivost a S je délka drahy. Viz napf. Cardamone [4], kde tuto
minimalizaci provadi pomoci genetickych algoritmi nebo Brahin, aj. [3], ktefi generuji tra-
jektorii pomoci prirozenych kubickych splinti a funkcional minimalizuji jako kvadratickou
formu.

Dalsi drobné rozsiteni, které by ale mohlo mit velky pfinos by mohla byt validace
ktivky v zavislosti na maximalni kiivosti, ta totiz implikuje jisty polomér zataceni a pfi
prilis vysokém poloméru, by vozidlo nemuselo byt schopné po dané kiivce projet.

Nedostatky

V prvni fadé je potieba zminit, Ze se v programu chybné pritazuje velikost a smér
derivaci, kdyz se preklikava mezi nakonfigurovanymi uzly. Myslel jsem, Ze to je zptisobeno
preklepem pfi prifazovani sméri, ale bohuzel v kédu zistala jesté nékde chyba, kterou
se mi nedaii objevit. Také nékdy dojde k padu aplikace pii kliknuti na tlacitko vykreslit
celou kiivku. Zejména se to stava, pokud jesté nejsou nakonfigurovany vsechny uzly, coz
zpusobi, Ze se mezi nimi vytvori primky, které vedou klidné mimo okruh a v nékterych
situacich toto miize vést ke Spatné detekci nulovych skalarnich soucinii a tedy nemoznosti
prifadit body vici stifedové ¢are. Velky nedostatek z hlediska kédu spatiuji v reprezentaci
uzlovych bodt. Uzly jsou v kédu chapany spise jako segmenty s pocatkem a koncem. Konec
daného uzlu je vsak v kone¢ném dtisledku stejny jako pocatek nasledujiciho. K této volbé
jsem se uchylil v rané fazi navrhu aplikace a drzel jsem se ji po celou dobu vyvoje. Avsak
ve finiSovaci fazi vyvoje se tato volba ukazala, jako redundantni, ne-li vylozené nevhodna.
Vyhodou této reprezentace je, ze jeden objekt nezavisle na ostatnich miize definovat cely
tvar kiivky. Nevyhodou je duplikace pii pfitazovani hodnot koncovym bodim segmentii,
napt. pfi vkladdani novych uzl mezi dva jiz existujici nebo pii jakékoli zméné vlastnosti
uzlového bodu. Tato duplikace zvysuje Sanci na chybu v kédu a vede ke komplikacim
v logice jistych funkci, jako je naptiklad pfidélovani hodnot derivaci pro jednotlivé uzly
pii obnovovani grafickych prvkii.

Dalsi slabinou aplikace je zvolena tribodova metoda numerické derivace ve funkci
Derivace, kterd hlavné v krajnich bodech kiivky vraci hodnoty derivace s velkou chybou,
to zptisobuje problémy pri hledani nulového skalarniho souc¢inu mezi stfedovou ¢arou trati
a zvolenym bodem, nebof je tak vychylen smér vektoru derivace v okrajovych bodech
na zkoumanych tsecich, coz miize mit za nasledek chybnou detekci mapovaného bodu.
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5. Zaveér
5.1. Reserse typu krivek

Jednim z primarnich kol této prace bylo prozkoumat riazné typy kiivek, které lze vy-
uzit k popisu trajektorie vozidla. Ze zpracovanych zdroji vyplynulo, Ze v idealnim ptipadé
by takové kiivky, popt. kombinace rtiznych ktivek, mély splnovat pozadavek na geomet-
rickou spojitost druhého stupné, tzn. tyto kiivky by mély mit spojitou kiivost. Je to tak
z toho duvodu, Ze pokud by vozidlo nasledovalo trajektorii s nespojitou kiivosti, bud by
muselo v bodé nespojitosti zastavit, nebo pokud by se vozidlu podarilo tuto trajektorii
nasledovat, musela by v jeho Tizeni byt také nespojitost.

Vzhledem k tomuto poznatku se jevi, jako vhodné k popisu trajektorie vozidla nasle-
dujici typy kftivek:

e Klotoidy

e 7n-spliny
e Uzlové interpolacni spliny 5. stupné

Vsemi témito kiivkami lze zajistit, spojitou kiivost trajektorie.

Klotoidy

Klotoidy jsou krivky charakterizovany linearnim priibéhem kiivosti v zavislosti na své
délce. Popisuji je Fresnelovy integraly [2.1] Pti tvorfeni trajektorie se vyuzivaji jako pte-
chodnicové ktivky mezi rovinkami a kruhovymi oblouky, diky svému linearnimu pribéhu
ktivosti zajisti spojitost krivosti vysledné krivky. Priijezd zatackou pomoci tohoto modelu
by se pak podle [I7] sklddal ze 4 po sobé jdoucich fazi: po¢ateéni rovinka, utahujici se
klotoida, kruhovy oblouk, zde by byla maximalni kiivost, otevirajici se klotoida napoju-
jici se na nasledujici rovinku. Aby se dalo tuto trajektorii zhotovit, je potfeba na okruhu
identifikovat zatacky a rovinky a poté zbyva urcit délky jednotlivych tsekt tak, aby byl
zajistén tecny dotek mezi klotoidou na vyjezdu a rovinkou. Nevyhodou této metody je,
ze pokud chceme presné urcit vrchol zatacky, kterého se ma trajektorie dotknout, potom
jeden ze vstupnich parametri takové optimalizac¢ni tlohy je délka pocatecni rovinky a
vystupem je bod napojeni klotoidy a nasledujici rovinky, coz znamena, Ze nelze kontrolo-
vat presnou pozici téchto dvou okrajovych bodt. To potom ztézuje konstrukei trajektorie
v Usecich, mezi kterymi je pouze kratka rovinka, popf. inflexni bod.

n-spliny

Tato skupina kiivek umoznuje interpolaci pro zadané pocatecni a koncové body, thel
sméru derivace v nich a krivost. n v nazvu kiivky odkazuje na fakt, ze tyto kiivky jsou
parametrizovany vektorem parametrt 77 € RT x RT x R x R. Parametry 7; a 1, jsou podle
[14] spjaty s velikosti ,rychlosti a parametry n3 a n4 se zakfivenim kiivky. Bohuzel, kromé
nékolika zakladnich poznatkil se mi nepodarilo vypatrat o téchto krivkach podrobnéjsi
informace, proto by mohly byt vhodnym kandidatem pro dalsi vyzkum. V ptiloze [B] je
uveden skript v Matlabu, ktery tyto kiivky vypocte.
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Uzlové interpolac¢ni spliny 5.stupné

Tyto interpolacni kiivky zajistuji spojitost v druhé derivaci, ¢imz je automaticky za-
jisténa spojitost kiivosti krivky. Relativné lehce se s témito spliny manipuluje, a proto
byly zvoleny jako vhodné pro aplikaci, ktera je také vystupem této prace. AvSak nejsou
uplné idealni, protoze v nékterych pripadech u nich mize dochazet k nechténému vinéni.
Definice splinovych kiivek jsou popsany v kapitole |3| spolecné s jejich zakladnimi vlast-
nostmi. Spole¢né s B-spline kiivkami jsou zde popsany i NURBS kiivky, které byvaji
casto vyuzivany k modelovani povrchli na pocitaci, avsak mné se nepodarilo nalézt jejich
vhodné vyjadfeni, prestoze v praxi byvaji ke generovani trajektorie vozidla pouzivany,
napf. [2]

5.2. Aplikace pro manualni modelovani drahy

Soucasti vystupu této diplomové préace je i program, ktery by mél umoznit rucéni vy-
tvofeni modelu trajektorie. Aplikace je podrobné popséna v kapitole [d Byla vytvofena
v Matlabu ve verzi 2020 se studenskou licenci a vyuziva tool App Designer, ktery umoznuje
v Matlabu vytvorit relativné responzivni aplikace, navic v ném lze vyuzivat lokalni a
globalni parametry a funkce, diky ¢emu se v ném pracuje s objekty mnohem lépe, nez
pii tvofeni obycejnych matlabovskych figure, navic je zde oproti normalnimu prostredi
Matlabu vylepsené naseptavani, které snizuje pravdépodobnost hloupych pieklepti.

Na druhou stranu z néj byly odebrany nékteré callbacky, které ulehc¢ovaly manipulaci
s grafy.

Aplikace se spousti ze souboru Main_app.mlapp. Po jejim spusténi je potieba zadat
jako vstup csv soubor se souradnicemi traté a do textového pole zadat sitku okruhu. Poté
se muze v grafickém panelu tato trat vykreslit.

Dalsim krokem je rozdéleni traté na tseky, na kterych se posléze definuje typ kiivky
k vykresleni. Toto rozdéleni se mize provést tfemi riiznymi zptisoby a to: Ruc¢né, uni-
formné, nac¢tenim ze souboru. Uniformni rozdéleni probihéa tak, Zze se zada vzdalenost,
ktera bude jednotlivé body oddélovat. Ze souboru lze nacist jiz ulozenou konfiguraci uzli
a to nejen jejich polohu, ale také derivace. A nakonec ruéni zadavani probiha klikdnim
levého tlacitka mysi na stfedovou kfivku traté.

Po této segmentaci si lze volit jednotlivé uzly a zadavat v nich polohu v zavislosti
na pozici viuci stfedové care a velikost a smér prvni nebo druhé derivace. Také si lze
vybrat mezi tfemi rtiznymi typy kiivek: Pifimkou, kubickym interpola¢nim splinem a in-
terpolacnim splinem 5. stupné. Jak bylo popsano vyse z téchto t¥i kiivek je spojitost
ktivosti zajisSténa vzdy jen mezi kiivkami 5. stupné, avsak vhodnym nasmérovanim deri-
vaci 1ze teoreticky dosdhnout i spojitosti mezi jinymi typy kfivky. Vysledna vykreslena
kiivka je vSak interpolovana takovym zptisobem, aby byl kazdému bodu stiedové cary
pridélen bod, ktery by byl priisecikem kolmice vedené z tohoto bodu vici stiredové care a
vypoctené kiivky.

Vystupy z této aplikace, tedy jak konfiguraci uzlovych bodi, tak vyslednou kiivku,
lze ulozit do csv souboru exportovacimi tlacitky.
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Nedostatky aplikace

Aplikace ma nékolik nedostatkt, nékdy se stava, ze dojde k chybé béhem zminéné
interpolace a spadne. Také zde neni zddna kontrola miry kfivosti vysledné kiivky, coz
urcité rozsiteni, které by se hodilo, bohuzel z ¢asovych divodi jiz nebylo implementovano.
Dalsim nedostatkem se ukéazala byt Spatné promyslend reprezentace uzlovych bodt, ve
skutec¢nosti jsou chapany jako segmenty s pocatkem a koncem, avsSak takovyto objekt
se v konecném diusledku ukazal byt zbytecné slozity. Dalsi slabinou aplikace je funkce
Derwace, ve které jsem implementoval tiibodovou metodu numerické derivace, avsak
v krajnich bodech pocita nepfesné vysledky.

Mozna vylepseni
Mozna rozsiteni aplikace by se daly shrnout do tii hlavnich bodi:
e Dalsi typy kiivek
e Rychlostni profil pro vozidlo
e Optimalizace trajektorie

Prvni bod v sobé skryva potiz s pfeprogramovanim funkci v rozhrani. Naptiklad 7n-spliny
by totiz mély jako vstupni parametr kromé pozice interpolac¢nich bodl a sméru derivace
také kiivost a pravé vektor parametri 77, ktery by také ovliviioval jejich tvar. AvSak na
tyto moznosti neni ovladaci panel viibec pfizpisoben.

Rychlostni profil se mi témér podafilo implementovat, narazil jsem vsak na chybu
ve vypoctu pfi vyjadreni zavislosti rychlosti na ¢ase pii feseni diferencialni rovnice pomoci
Runge-Kuttovy metody.

Optimalizace trajektorie by pak jiz zfejmé byla nad ramec této prace. Spocivala by
vsak v nalezeni takové konfigurace parametrii, aby se nasel vhodny kompromis p¥i mini-
malizaci kfivosti a délky trateé.
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A. Parametrické krivky
A.1. Definice krivky

Na kiivku mizeme nahlizet bud z fyzikalniho hlediska, kdy ji chdpeme jako dréahu po-
hybujiciho se bodu v roviné ¢i prostoru v zavislosti na ¢ase, nebo z geometrického hlediska,
pak se na kfivku divame jako na jednoparametrickou mnozinu bodt v prostoru, které ob-
drzime jako funkéni hodnoty bodové funkce jedné proménné. Casto je vsak vyhodnéjsi
namisto bodu kiivky uvazovat jejich polohové vektory, které jsou funkénimi hodnotami
vektorové funkce. Definice v nésledujici kapitole jsou pfejaty z [6] a [10].

Definice A.1 (Vektorova funkce). Necht V,, je vektorové zaméreni n-rozmérného eukli-
dovského prostoru E,, tj. V,, = Z(E,) = {XY; XY, € E,} al je otevieny interval (a,b),
ktery se nazyva oborem parametrizace vektorové funkce. Potom zobrazeni ¥: I — 'V, se
nazyva vektorova funkce na intervalu I.

Poznamka. Volbou pocatku P € E mizeme v n-rozmérném euklidovském prostoru F
kazdy bod X € E ztotoznit s vektorem PX. Muzeme tedy euklidovsky prostor £, i jeho
zameéfeni pomoci soutadnic ztotoznit s R”™.

Kazdému t € I je tedy vektorovou funkci ptitazen vektor. Realné funkce
ry =x1(t), T2 =2a(t), ..., T, =1z,(t), tE€I,
se nazyvaji souradnicové funkce vektorové funkce jedné proménné.

Definice A.2. Rekneme, Ze vektorovd funkce F: I — V,, md v bodé ty € I limitu a piseme
Fy = lim;_,, F(t), jestlize ke kazdému € > 0 existuje § > 0 tak, Ze

|t —to] <9, t#ty, potom |F(t)—F(t| <e

Vektorova funkce F: I — V,, je spojita v bodé ty, jestlize lim;_,,F(t) = F(to).
Rekneme, ze vektorova funkce F: I — V,, je spojitd na intervalu I, pravé kdyz je
spojita ve vsech bodech intervalu 1.

F(t)—F(to)

Definice A.3. Derivaci vektorové funkce v bodé ty nazveme limitu lim;_,q, r—

zZnacime ji % nebo F'(ty).

Vektorova funkce F(t) je spojita v bodé tg € I, pravé kdyz jsou v tomto bodé spojité
vsSechny jeji slozky, navic fekneme, zZe je spojita na intervalu I, pokud jsou na [ spojité
vsechny jeji slozky. Stejné tak méa derivaci v bodé ty € I, pravé tehdy kdyz maji vsechny

jeji slozky xq(t), wo(t), ..., x,(t) derivaci v tomto bodé, pricemz plati
dF(to) _ d$1<t0) deQ (to) dlL’n(to)
dt a7 odt 77 dt '

Iteraci mizeme zavést derivace vyssiho fadu a jejich spojitosti. [6]

Definice A.4. Rekneme, Ze vektorovd funkce F: I — V,, je tiidy C* na intervalu I, pravé
tehdy kdyzZ ma F na I spojité vsechny derivace do k-tého rddu vietné.
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Definice A.5 (Kiivka). Kvivka je kaZdd souvisld podmnoZina prostoru k C R, kterd je
spojitym obrazem intervalu 1. V pripadé, Ze n=2, nazyvame krivku rovinnou, pro n=3
prostorovou. Je-li analytickou reprezentaci rovinné krivky vektorovd funkce, kterd je defi-
novand, spojitd a minimdiné tridy O na intervalu I, pak Fikdme, Ze rovinnd krivka ddna
vektorovou rovnici

C(t) = (z(t),y(t), tel, (A1)

obdobné pro n=3
C(t) = (z(t),y(t), 2(t)), t €. (A.2)

Rozepiseme-li soutadnicové funkce kiivky (A1), obdrZime obdrZime parametrické rovnice
rovinné krivky

x = x(t), (A.3)
y=y(t), tel.

Analogicky pro pro prostorovou krivku

r = x(t), (A.4)
y=y(t),
z=2z(t), tel.

Je-li interval I = [a,b] uzavieny, hovoiime o oblouku kfivky. [10] V dalsim vykladu
budeme pod pojmem kiivka chapat oblouk kiivky.

Definice A.6 (Bod kfivky). Hodnotu polohového vektoru vektorové funkce F pro a €
I = a,b]

F(a) = (z(a)y(a), z(a)) = C(a)
nazveme bod krivky. Hodnota parametru t = o € I = [a,b] se nazgvd parametrickd sou-
radnice bodu krivky. Orientace krivky je urcena vektorovou funkci, pocdtecni bod md pa-
rametrickou souradnici a, koncovy bod mda parametrickou souradnici b. Tyto body pak
nazveme krajnimi body krivky.

A.2. Vlastnosti krivek

Definice A.7 (Regularni a singularni bod kfivky). Bod krivky C(ty), to € I = [a,b]
nazveme requldrnim, jestlize pro prvni derivace rovnice kiivky je vektor C'(ty) # 0 a
odpovidd-li mu prdvé jedna hodnota parametru t = ty € (a,b). Ostatni body nazveme
singuldrnimi.

Definice A.8 (Inflexni bod k¥ivky). Bod krivky C(tg), to € I = [a,b] nazveme inflexnim,
plati-li pro vektory C'(ty a C"(ty, Ze jsou linedrné zdvislé.

Definice A.9 (Tecny vektor). Tecny vektor kiivky C(t), t € I obdrzime jako derivaci
jeji vektorové funkce

o' = (G2 22 - o o.20) (A5)

dt = dt  dt
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Jednotkovy tecny vektor t(ty) v requldrnim bodé C(t) krivky C(ty) obdrzime jako

tl) = ik (A6)

Primka uréena bodem C(to) a smérovgm vektorem (A.6) se nazyvd tecna kiivky v bodé
C(to).

Definice A.10 (Vektor binormaly). Vektorovy soucin pruni a druhé derivace vektorové
funkce krivky C(t), t eI
b(t) = C'(t) x C"(t)

nazveme vektorem binormdly, jeji jednotkovy vektor v bodé C(ty), to € I opét obdrzime
znormovanim vektoru binormdly a dosazenim bodu t,
C/(to) X C”(to)

b(ty) = i) % C(to)] (A.7)

Primka uréena bodem C(ty) a smérovym vektorem b(ty) se nazgvd binormdla kiivky v

bodé Clto).

Definice A.11. Vektor normadly je definovan jako vektorovy soucin vektoru binormdly a
tecného vektoru krivky C(t), t € I v bodé C(ty). Jednotkovy vektor normdly n(ty) v bodé
C(ty) potom obdrzime jako

n(ty) = b(ty) x t(to) (A.8)

Primka urcena bodem C(ty) a smérovym vektorem n(ty) se nazyvd normdla krivky v bodé
C(to).

Definice A.12. Normovany pravouhly a kladné orientovany (pravotocivy) trojhran tvoreni
v requldrnim bode C(ty), to € I krivky C(t), t € I jednotkovym tecngm vektorem t(t),
jednotkovgm vektorem normdaly n(ty) a jednotkovgm vektorem binormdly b(ty) se nazgvd
Frenetuv pravodni troghran krivky.

Definice A.13. Necht C(ty), to € I je requldrni bod kiivky C(t), t € I. Rovina, kterd je
kolmd k tecné, urcend normdlou a binormdlou v bodé C(ty) se nazgvd normdalovd rovina
v, ddna rovnict

vi (N = C(to)) - t(to) = 0, (A.9)

kde N je polohovy vektor bodu normdlové roviny v.
Rovina, kolmd k normdle, urcéend binormdlou a tecnou v bodé C(ty) se nazgvd rektifi-
kacni rovina p, ddna rovnici

p: (R = C(to)) - n(ty) =0, (A.10)

kde R je polohovy vektor bodu rektifikacni roviny p.
Rovina, kolmd k normdle, urcend tecnou a normdlou v bodé C(ty) se nazgvd rektifikacni
rovina w, ddna rovnici

w: (W —=C(ty)) -n(ty) =0, (A.11)
kde W je polohovy vektor bodu rektifikacni roviny w.
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A.2. VLASTNOSTI KRIVEK

Pomoci Frenetova privodniho trojhranu kiivky mtzeme vyjadiit prvni kiivost (flexi),
ktera v regularnim bodé C(t) charakterizuje odchylku k¥ivky & od te¢ny t;,, a druhou kii-
vost (torzi), kterd v regularnim bodé C(ty) charakterizuje odchylku kiivky & od oskulaéni
roviny wy,. [11]

Definice A.14 (Prvni kiivost kiivky). Necht C(ty), t € I je requldrni bod krivky
C(t), t €I, potom ¢islo
|C'(to) x C"(to)]
to) = A12
N O]E (412

nazveme proni krivosti k(ty) v bode C(ty).

Obrdcenou hodnotu proni kiivosti r(ty) = Wlto
Bod S(ty) = C(to) + r(to)n(ty) leZici v oskulacni roviné wy, na poloptimce uréené bodem
C(to) a vektorem n(ty) ve vzdalenosti r(ty) od bodu C(ty) se nazgvd stred kiivosti v bodé
Cl(to). Stred krivosti S(ty) a polomer kiivosti r(to) urcuje oskulacni kruznici v bodé C(ty).
(

nazgvame polomérem krivosti v bodé C(ty).

Pokud je kiivost k(t), t € I na intervalu I = [a,b] identicky rovna nule, tedy
k(t) =0, Vtel,
potom je kiivka C(¢) pfimka. [11]

Definice A.15 (Druhé kiivost kiivky, torze). Necht C(ty) je neinflexni bod kiivky C(t).
Potom cislo

C'(to) - (C"(t) x C" (1))
C/(t) x C'(to)]
nazgvdme druhou krivosti T(ty) kiivky C(t) v bodé C(to)

T(ty) = (A.13)

Pokud je torze 7(t), t € I na intervalu I = [a,b] identicky rovna nule,
T(t) =0, Vtel,

potom je kiivka C(t) rovinna. [I1]
Pro rovinné kiivky je prvni kiivost jedna z jejich nejzakladnéjsich vlastnosti. V roviné

se (A.12)) zredukuje na rovnici

(to) = |#"(t0) * y" (to) — y'(to) * 2" (to)|
(«'(t0)? + ' (to)?)?

Bez absolutni hodnoty v ¢itateli dostaneme orientovanou kiivost a ta urcuje tvar kiivky

jednoznacné az na posunuti, coz je znéni zakladni véty o krivkach v roviné.

(A.14)

Véta A.1 (Zékladni véta o rovinnych kiivkach). Meéjme rovinnou krivku C(s) s € (a,b),
parametrizovanou obloukem, tzn. velikost tecného vektoru krivky se v kazdém bode rovnd
jedné, jejiz kiivost je po céastech spojita funkce k(a,b) — R, potom je kiivka parametrizo-
vana:

C(s) = (/Os cos (6(t))dt + ¢, /Os sin (0(t))dt + d)
0(s) = /S k(t)dt + 6o,

kde c,d, 8y jsou integracni konstanty a s je draha krivky.

(A.15)
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Definice A.16 (Spojitost kiivky). Krivka C(t), t € I md spojitost k-tého Tddu v bodé
to € I, prave kdyz md jeji vektorovd funkce v bodé to spojitost k-tého radu, potom Tekneme,
Ze je krivka C* spojitd v bodé ty € I.

Krivka C(t), t € I ma spojitost k-tého Tadu na intervalu I, pravé kdyz ma jeji vek-
torovd funkce na I spojitost k-tého Tddu a Tekneme, Ze takovd kiivka je C* spojitd na
intervalu 1.

Definice A.17 (Spojitost napojeni dvou kfivek). Necht jsou ddny krivky C(t), t € I =
[a,b], D(u), v € J = [c,d], které jsou na I, resp. J spojité a k-krdt diferencovatelné.
Rekneme, Ze krivka D(u) je napojena svym pocdtecnim bodem c na koncovy bod b k¥ivky
C(t) s C* spojitosti, pokud plati

CY(b) =D%(c), i=0,1,--- k. (A.16)

Toto napojeni dvou krivek oznacujeme jako parametrickou spojitost.
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B. Skript pro vypocet n-spline
krivky

Pl = [5 47;
P2 = [10 87;
alfa = pi/4;

beta = 4/3xpi;
kappal = 0;
kappa2 = 0;

eta= [50 50 0 01];

P=[0 0 0 0;
50 15 0 0;
98.76 23.19 0.5 1/50;
124.67 63.53 1.5 1/50;
104.72 107.12 2.50 1/501;

[Cl,ul] = etaSplineInterpolation(P(1,1:2), P(2,1:2),P(1,3), P(2,3),
P(1,4), P(2,4), eta);

[C2,u2] = etaSplinelInterpolation(P(2,1:2), P(3,1:2), P(2,3), P(3,3),
P(2,4), P(3,4), eta);

[C3,u3] = etaSplinelInterpolation(P(3,1:2), P(4,1:2), P(3,3), P(4,3),
P(3,4), P(4,4), eta);

[C4,ud] = etaSplineInterpolation(P(4,1:2), P(5,1:2), P(4,3), P(5,3),
P(4,4), P(5,4), eta);

C = [Cl; C2(2:end,:); C3(2:end,:); C4(2:end, :)];
[ul,ul (end) + u2(2:end),ul (end)+u2(end) + u3(2:end), ul (end) +
u2 (end) + u3(end) + ud(2:end)];
indeces = [1,length(Cl), length(Cl)=*2-1, length(Cl)=*3-2, length(Cl)=*4-3];
kappa = Krivost2DKrivky (C,u);

c
Il

figure

hold on

plot(P(:,1), P(:,2), 'o', 'color', 'red');
plot(Cl(:,1), Cl1(:,2));

plot(C2(:,1), C2(:,2));

plot (C3(:,1), C3(:,2));

plot (C4(:,1), Cl4(:,2));

figure

hold on

plot (u, kappa);
plot (u(indeces), kappa(indeces), 'o');

figure

eta=[10, 10, 1, -11;

hold on

for ii = 1:15

C=etaSplinelnterpolation(P(1,1:2), P(2,1:2), P(1,3), P(2,3), P(1,4),
P(2,4), eta);

plot(C(:,1),C(:,2))

eta(3) = eta(3)+sign(eta(3))*50;
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eta(4) = eta(4) + sign(eta(4))*50;
end

figure

eta=[1, 1, 1, -1];

hold on

for ii = 1:15

C=etaSplinelInterpolation(P(1,1:2), P(2,1:2), P(1,3), P(2,3), P(1,4),
P(2,4), eta);

plot(C(:,1),C(:,2))

eta(l) = eta(l)+sign(eta(l))*50;

eta(2) = eta(2) + sign(eta(2))*50;

eta(3) = eta(3)+sign(eta(3))*50;

eta(4) = eta(4) + sign(eta(4))=*50;

end

function [C,t] = etaSplinelInterpolation (PO,
P1l,thetaA, thetaB, kappaA, kappaB, eta)

%P0 = [x0, yO0]

$P1 = [x1, yl1]

x0 = PO(1);

y0 = P0(2);

x1l = P1(1);

yl = P1(2);
x= etasplinexkoeficients (x0,x1, thetaA, thetaB, kappal, kappaB,eta);
y= etasplineykoeficients(y0,yl, thetaA, thetaB, kappah, kappaB,eta);

cx = @Q(t) x(1) + x(2)*t+x(3)*t. " 2+x(4)+t. " 3+x(5)+t. " 4+x(6)*t."5;

cy = Q@Q(t) y(l) + yv(2)*t+y(3)*t. 2+y(4)*t. 3+y(5)*t. 4+y (6)*t."5;
t=linspace (0,1);
C = [cx(t)'", cy(t)']l;
end
function [x] = etasplinexkoeficients(x0,x1,thetah, thetaB,
kappah, kappaB, eta)
if (length(eta) # 4 || eta(1)<0 || eta(2) <0)

ME = MException('eta:Cannotbenegative',
'Eta must have four components, and first two have to be positive');

throw (ME) ;
end
etal = eta(l);
eta2 = eta(2);
eta3 = eta(3);
etad = eta(4);
x(1l) = x0;
x(2) = etalxcos (thetald);
x(3) = 1/2x(eta3xcos (thetaA) - etal”2xkappaAxsin(thetald));
x(4) = 10x (x1-x0) - (6xetal+3/2+eta3) *xcos (thetad) -

(4xeta2 — 1/2 % etad)x*cos(thetaB) + 3/2 x etal”2 =«
kappaA*sin (thetad) ...
- 1/2% eta2”2xkappaB*sin (thetaB);
x(5) = —-15%(x1-x0) + (8xetal +
3/2xetal3) xcos (thetal) + (7+eta2-etad) xcos (thetaB) —. ..
3/2xetal”2+kappalA+sin (thetald)+eta2”2+kappaB*sin (thetaB) ;
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x(6) = 6% (x1-x0) — (3%xetal +
1/2xeta3) xcos (thetalA) - (3*xeta2-1/2xetad) xcos (thetaB)+...
1/2xetal " 2+kappalA*sin(thetald)-1/2+eta2”2+xkappaB+sin (thetaB) ;
end

function [y] = etasplineykoeficients(y0,yl,thetaA,thetaB,
kappah, kappaB, eta)
if (length(eta) = 4 || eta(1)<0 || eta(2) <0)

ME = MException('eta:Cannotbenegative',
'Eta must have four components, and first two have to be positive');

throw (ME) ;

end

etal = etal(l);

eta2 = eta(2);

etal3 = eta(3);

etad = eta(4);

y (1) = y0;

v (2) = etalxsin(thetald);

v(3) = 1/2%(eta3+sin(thetah) + etal”2x+kappaA*cos (thetald));

yv(4) = 10*(yl-y0) — (6xetal+3/2+eta3)+sin(thetald) -
(4xeta2 - 1/2 % etad)*sin(thetaB) - 3/2 » etal”2 =

kappaAxcos (thetad) ...

+ 1/2% eta2”2xkappaB*cos (thetaB) ;
y(5) = —-15x(yl-y0) + (8xetal +

3/2xetal3) *sin (thetal)+ (7+eta2-etad) *sin (thetaB)+...

3/2xetal”~2+xkappalA+cos (thetald) —eta2”2+kappaB*cos (thetaB) ;
y(6) = 6%x(yl-y0) — (3xetal +

1/2xeta3) xsin(thetalA) - (3*xeta2-1/2xetad) xsin(thetaB)—-...

1/2xetal”2+kappalA*cos (thetadA)+1/2+eta2”2+xkappaBrcos (thetaB) ;
end
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