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ABSTRAKT

V této praci je vytvoren funkéni Casticovy systém, ktery na rozdil od klasickych im-
plementaci Casticovych systémi vyuzivd k vypoctiim moderni bezsouradnicovy jazyk —
projektivni geometrickou algebru (PGA). Vyuziti tohoto jazyka umoZiuje efektivné na-
hradit body v Casticovém systému tuhymi télesy, snizit pamétové naroky na pocitac
a v idedlnich pripadech i urychlit vypocet. V teoretické Casti této prace je predstavena
projektivni geometrickd algebra a popsan zplisob, jak v ni reprezentovat Euklidovské
transformace a zformulovat rovnice pohybu tuhého télesa, které tvori zaklad vypocetni
Casti systému.

KLICOVA SLOVA

Euklidovské transformace, kvaterniony, dualni kvaterniony, projektivni geometricka alge-
bra, pohyb tuhého télesa, Casticovy systém

ABSTRACT

The main goal of this thesis is creation of a particle engine. Unlike classical implemen-
tations of particle engines this one uses a modern coordinate-free language — Projective
Geometric Algebra (PGA). PGA allows us to replace points in the engine with rigid
bodies. Furthermore usage of geometric algebra could reduce both space complexity
and computational complexity. In theoretical part of the thesis is presented PGA, a rep-
resentation of Euclidean transformations in PGA and formulation of equations of rigid
body motion in PGA which are basis of the computational part of the engine.

KEYWORDS

Rigid transformations, Euclidean transformations, quaternions, dual quaternions, Pro-
jective Geometric Algebra, Rigid body motion, Particle system, Particle engine
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Uvod

Hlavni naplni této prace je vytvoreni tzv. casticového systému. To je nastroj pro
sledovani pohybu jakychsi elementérnich prvku (bézné bodu) v prostoru se silovym
pusobenim. Miij systém vyuziva k popisu pohybu misto klasické maticové repre-
zentace reprezentaci v projektivni geometrické algebie (PGA). Ta umoziuje tento
casticovy systém zdokonalit, ve smyslu uziti téles s momentem setrvacnosti a hmot-
nosti jako ¢astic.

Nejprve ukazeme reprezentaci rotaci pomoci kvaterniontt a Euklidovskych trans-
formaci uzitim dualnich kvaterniont, protoze ty jsou izomorfni motortim, které re-
prezentuji transformace v PGA. K tomu zminim komplexni a dudlni ¢isla, protoze
kvaterniony a dualni kvaterniony jsou jejich zobecnénim do prostoru.

Déle se budu vénovat reprezentaci v samotné projektivni geometrické algebre.
Uvedu definice zakladnich operaci a reprezentaci objekti, které PGA umoznuje.
Nakonec pridam popis transformaci pomoci PGA.

Ve treti kapitole popisuji pohyb tuhého télesa. Uvadime klasickou notaci, stejné
jako notaci v PGA, a ukazeme, ze rovnice pohybu tuhého télesa v reprezentaci PGA
jsou ekvivalentni zapisu, ktery zname z lekci fyziky.

Nasledné uvadim par slov k ¢asticovym systémim jako takovym a v posledni

kapitole prikladam dokumentaci k mému programu a vysledky, které jsem ziskal.
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1 Rzné zplisoby popisu rotaci a translaci

V literature se muzeme setkavat s popisem Euklidovskych transformaci pomoci ty-
picky komplexnich ¢isel pro popis rotaci v roviné, dualnich ¢isel pro popis translaci
po primce, kvaternionti pro rotace v prostoru a dualnich kvaternionii pro obecné ro-
tace a translace v prostoru. Nyni se budu postupné vénovat kazdé z téchto algeber.

V rdmci této kapitoly budu vice ¢i méné parafrazovat [1].

N &d

1.1 Komplexni cisla

Definice 1. Necht a,b € R, 4 ¢ R, 1> = —1, pak ¢islo z = a+1 b nazveme komplexnt

cislo, © nazyvame komplexni jednotka. Mnozinu vSech komplexnich ¢isel znac¢ime C.

Popis rotaci v komplexni mnoziné je znamy fenomén. Pro dalsi pouziti a také pro
vytvoreni spojitosti predevsim s PGA je uziteény popis rotaci pomoci nasobeni ex-
ponencidlni funkei. Dalsi analogii s PGA je reprezentace vektoru (a, b) € R? prvkem

algebry — zde komplexnim ¢islem a + 2b € C.

Véta 1. Necht ¢ € (0;2n) , pak €'¥ wyjadruje rotaci o thel @ kolem pocdtku
v ndsledujicim smyslu. Komplexni ¢islo zet¥ € C je obrazem rotace libovolného
z=ua+1tb € C o tento thel.

Diikaz. Nejprve vyjadiime operator ¥ pomoci sou¢tu mocninné fady a nasledné
tuto mocninnou rfadu upravime a vyuzijeme vlastnosti komplexni jednotky pro pre-

vod do znamého goniometrického tvaru komplexniho ¢isla:

eisa:ni;;(' _ i:o: +Z i 1))! = cos(p) + 1 sin(y).

Druhou ¢ast dikazu ukazeme prepsanim operatoru do ziskané formy a roznasobe-
nim: ' '
ze'¥ = (a+1b)e'? = (a+1b) (cos(p) + 2 sin(yp))

(1.1)
= (a cos(p) — b sin(p)) + 1 (a sin(p) + b cos(p)) .

]

V této formé jde jasné vidét, Ze tento operator je ve skutecnosti také pouze
jen dalsi komplexni ¢islo, jehoz koeficienty jsou zavislé na parametru ¢. V ziskaném
vysledku rotovani libovolného bodu je mozno rozeznat, co bychom dostali z nasobeni
dvourozmérného vektoru matici rotace. Je tedy vidét analogie s touto operaci. Jako
posledni by se dalo ukazat, ze skladani rotaci je postupné nasobeni exponencial

a tedy s¢itani thlt v argumentu, coz je to, co bychom cekali.
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1.2 Duadlni cisla

Definice 2. Necht a,b € R,e ¢ R, &? = 0, pak ¢&slo z = a + €b nazveme dudlni

cislo, € nazyvame dualni jednotkou. Mnozinu vsech duélnich ¢isel znac¢ime D.

Ze stejnych duvodi, které jsem uvedl u komplexnich cisel, by bylo dobré najit
néjakou reprezentaci translace pomoci dualnich ¢isel ve formé nasobeni exponen-
cidlni funkci. Analogicky ke komplexnim ¢islim ztotoznime cislo b € R s dudlnim
¢islem 1+ eb € D.

Véta 2. Nechtt € R, pak et vyjadruje translaci o t ve sméru imagindrni osy bodu
2z =14 eb € D v ndsledujicim smyslu. Bod z et € D v dudini roviné, ktery ziskdme

posunutim bodu z ve sméru osy € o vzddlenost t.

Diikaz. Opét se vyuziva rozvoj do mocninné rady a naslednéd dprava pomoci vlast-

nosti duélni jednotky.

o tn
e = Z(e‘) =1+et.
n—0 n:

ze®' = (1+eb)(1+et)=1+¢e(b+1t)
[

Co se tyka skladani posunuti je opét jednoduché ukazat, ze je ekvivalentni po-

stupnému nasobeni exponencial. Skutecné,

(1+et)(l+es)=1+e(t+s)+e’ts=1+e(s+1).

1.3 Kvaterniony

Definice 3. Necht a,b,c,d € R,i,5,k ¢ R, 3> = j° = k* = ijk = —1,ij = —ji,
potom ¢islo p = a + bt + ¢j + dk nazveme kvaternion a cisla ¢, 7,k nazyvame

komplexni jednotky. Mnozinu vsech kvaterniont znac¢ime H.

Soucinem na mnoziné komplexnich a dudlnich ¢isel bylo standardni komutativni
nasobeni, jaké zname z redlnych ¢isel. To jiz u kvaterniont nefunguje, komplexni
jednotky jsou navzajem antikomutativni. To je v poradku, jelikoz jimi budeme chtit
reprezentovat rotace v R3, které také nejsou komutativni.

Konjugovanym kvaternionem pak nazyvame p = a—bt—cj —dk. Pro popis rotace
se vyuzivd norma kvaternionu ||p|| = \/;ﬁ = \/ a? +b? 4 2 4 d?. V kvaternionech
ztotoznujeme n = (b,c,d) € R3 s tzv. ryzim kvaternionem n = bi + cj + dk.

Kvaterniony, které spliuji ||p|| = 1, se nazyvaji jednotkové, lze je zapsat ve tvaru
p =cos(a) + nsin(a) =e*™, kden € R3, ||n|| =1, a € (-7, 7).
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Véta 3. Necht p = cos(§) + m sin(5) je jednotkovy kvaternion, & = (x1,72,73) €
R3, pak ' = pxp, ' € H je obraz rotace bodu x kolem osy se smérovym vektorem

n o thel o.

Diikaz. Tato véta je zobecnénim Véty [1] do prostoru R3. Lze ji dokdzat opét pifmym
vypoctem, analogicky dikazu zminéné Véty . Kompletni diukaz lze najit v [2]. O

Dalsim, pro geometrické algebry typickym, je tzv. sandwich soucin, tedy nasobeni
prvku zleva a zprava, jako to vidime pravé zde. To je disledkem antikomutativity
komplexnich jednotek. Kvaterniony je mozné zapsat v exponencialnim tvaru jako
|p|le™. Vychazi to pravé z moznosti zapisu jednotkového kvaternionu pomoci sinu

a kosinu, libovolny kvaternion pak dostaneme jako nasobek néjakého jednotkového.

1.4 Dualni kvaterniony

Duélni kvaterniony jsou dalsim logickym zobecnénim. Pokud vezmeme v tvahu, ze
jsme ,,vybaveni® dualnimi ¢isly, reprezentujicimi translaci, a kvaterniony reprezentu-
jicimi rotace, ale pouze kolem os prochézejicich pocatkem. Bylo by zahodno je zkom-
binovat, abychom ziskali algebru, ktera bude schopna reprezentovat jak translace
v prostoru, tak rotace. A to rotace kolem libovolné osy. V ramci této podkapitoly

také Cerpam z [4].

Definice 4. Necht q,q. € H, a4, by, cq,dg € D, 4,5, ke ¢ R, €2 =0, i> = j* =
k* = ijk = —1, ij = —ji, potom p = q + €q. = aq + bgi + cq4j + dgk nazveme

dudlnim kvaternionem, mnozinu vSech dudlnich kvaterniont znacime Hp.

Duélni jednotka e je komutativni s komplexnimi jednotkami. Dudlne konjugo-
vany dudlni kvaternion definujeme jako p* = q — eq.. OvSsem budeme potiebovat
i ,ryze kvaternionovou* konjugaci, tu znacime p = ag — byt — cq3 — dgk. Zavadime

normu duélniho kvaternionu

Ipll = \/pp = \/(a +€a)? + (b+ eb)? + (c + ec.)? + (d + ed.)?.

Podobné jako v pripadé kvaterniont, pokud nebude fec¢eno jinak, s prostorovym
vektorem n = (ny,ng,ng) ztotoznujeme také kvaternion m = ny 4 + nyj + nz k.
Oproti kvaterniontim se zméni reprezentace bodt. Nyni bod s vektorem souradnic
x = (11,22, 73) € R3 reprezentujeme jako X = 1+ex=1+¢e(x1t+ 127 + 23k).

Popis translaci je primocary, jde o pifimé zobecnéni dudlnich cisel. Transldator
T vyjadiime jako:

t t
T:1+s2:exp(62>,
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kde vektor t je vektor posuvu. Rotorem je tzv. jednotkovy kvaternion, totiz jednot-

kovy dualni kvaternion s nulovou dudlni ¢asti
! « n
R = COS(§) + nsin(g) = exp (a2> :

Tedy kvaterniony, jak je zndme z Podsekce [1.3] Rotovat tedy umime stéle pouze
kolem os prochazejicich poc¢atkem. Pro rotaci kolem osy, ktera poc¢atkem neprochazi,
pouzijeme slozeni s translaci. Nejprve preneseme soustavu bodu a osy tak, aby osa
prochéazela pocatkem, nasledné provedeme pozadovanou rotaci, a poté vse preneseme

zpét.

Véta 4. Necht T je translator, R je rotor, X = 1+ ex je reprezentace bodu v du-
alnich kvaternionech. Potom
a) TX T je vyjadrenim translace bodu X v prostoru,
b) RXR je vyjadrenim rotace bodu X v prostoru,
c¢) rotaci pomoci rotoru R kolem obecné osy, prochazejici bodem A = 1 + ea,
ziskame jako T 4 RTA, kde To =1+ e€7.

Diikaz.  a) Dikaz je analogicky dikazu Véty [2| u duélnich ¢isel. Nicméné neni
nijak zvlast dlouhy, proto ho zde vypisi. Kombinaci dualni konjugace a ,ryze

kvaternionové® konjugace lze prepsat

1 1
T*:1—€§t:1—|—s§t: 1+§(t1i+t2j+t3k):T.

Cely vztah z véty vyjadiime jako

T(1+ea)T = (1+s;)(1+ew)(1+€;) _ (1+€;+ew)(1+s;) R

b) Viz Vétu 3
c¢) Posledni ¢ast véty lze dokdzat primym vypoctem. Jak jiz bylo zminéno v tivodu
k této veté, jde o slozeni translace soustavy do poc¢atku souradného systému,
nasledné provedeni rotace a preneseni soustavy zpét. Pro kompletni dikaz
mohu odkazat na [3].
O

Piiklad 1. Vypoctéte, do jakého bodu se posune bod X = [0, 0, 1], kdyz provedeme
rotaci kolem osy zadané smérovym vektorem m = (0,1,1) a bodem A = [0,1,0]

o thel o = 1 a nasledné translaci, ve sméru vektoru ¢t = (1,0, 0) o vzdalenost d = 3.

Reseni 1. Nejdrive prepiseme bod X do reprezentace pomoci dualnich kvaternionta

a vyjadrime vSechny operatory.
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j 3
X=1+sk,TA:1~|—s% T=1+e5i

R = cos <;>+sm (2) <\g_ —l—\/_k) ?(j—l—k)

X, :TAx(;FA)* =T\ XT, = (1 - e;> (1+ k) <1 - s;>
= (1—3%—1—:—:1@) (1—5'; =1—¢e(—J+k)

XZZRXE*:RXlR*:(\f +\é§k>< —e(—j + k) <\é§1 ?)
R e (L Py g )| (2
2 2 2 2 27773
(é_ \/_k+s\/_ k:) (—\/_ _\é_k>

1_2 1 . 1, 1 . . o7 2
= % —kj— —jk+ - +e(—jkj— jk
S3° = gki = gik+ 5 +e(~gki - jk°)

=1+e(j—k)

Xy =TyXT, = TsXoTp = <1 + s;> 1+e(j—k) <1 + sJ>

2
= [1+s(;j—k>} <1+s‘;> =1+e(2— k)

X'=TXT =TX,T = (1 +€2i> 1 +e(2) — k)] (1+s§i)

_ [1+e(;i+2j—k)] (1+e§i) — 14 e(3i42j — k)
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2 Projektivni geometricka algebra

Geometrické algebry vyuzivaji objektovy pristup. To znamend, Ze prvky prostoru
a transformace jsou reprezentovany primo pomoci prvki této algebry. Geometricka
algebra jsou dudlni kvaterniony spolu s reprezentacemi objekti. Podle typu objektii
a samoziejmé dimenze prostoru, ktery uvazujeme, rozlisujeme jednotlivé typy geo-
metrickych algeber.

Pro modelovani vektorového prostoru nam staci samotny vektorovy prostor. My
ovsem potfebujeme reprezentovat dalsi objekty, ty ziskdavame zvysenim dimenze vek-
torového prostoru, ktery geometrickou algebru generuje (viz nize). Pokud nebude
receno jinak, pfi zminéni PGA bude myslena PGA pro modelovani 3D prostoru ge-
nerovand 4-rozmérnym vektorovym prostorem. Dalsim z bézné pouzivanych typi je
tzv. konformni geometrickd algebra (CGA) s reprezentaci kruznic, resp. sfér. Pro
vice informaci k CGA je mozno nahlédnout do [5].

Kompletni zavedeni geometrickych algeber jako takovych spolu se vSemi prislus-
nymi operacemi lze najit v uéebnich textech opét napiiklad v [5]. Nejdiive okomen-
tuji vytvoreni gradovaného prostoru, prestoze v ném budu zminovat nékteré operace,
i kdyz jejich prehled uvedu az posléze. A to proto, ze tyto dvé oblasti jsou spolu tizce

spojeny a povazuji za prehlednéjsi mit vycet operaci kompletni v jedné podsekci.

Ve

2.1 Gradovany prostor vnéjsich soucini

Gradovanym prostorem vnéjsich soucini (nebo také vnéjsi algebrou) obecné rozu-
mime prostor generovany vektorovym prostorem pomoci tzv. vnéjsiho soucinu. To je
asociativni, antisymetrickd a bilinedrni operace (viz . Vektorovy prostor generu-
jici vnéjsi algebru budeme zde znacit V, uvazujeme dimenzi dim V' = n a jeho bazové
vektory budeme znacit ey, es, . .., e,. Vnéjsim souc¢inem k riznych bazovych vektort
generujiciho vektorového prostoru V' ziskdme tzv. k-blade (fikdme také, ze blade je
stupné k, angl. grade). Vektorovy prostor linearnich kombinaci k-bladi oznacujeme
AF(V), je dimenze dim (/\k(V)) = (Z) a jeho prvky nazyvame k-vektor. Pro né pak

z antisymetrie plyne
e,Ne,=0ae; Ne; =e;, proi#j. (2.1)
Zéapis k-bladl se také pomoci bazovych vektori V' bézné zkracuje
eiNeyN---Nep= e

Existuje tedy blade maximalniho fadu n, oznac¢ujeme ho I a nazyvame pseudoskaldr.

Vnéjsi algebrou pak myslime

AV)I= NI+ N+ + N'(V),
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jeji dimenze je dim (A(V)) = 27. Kde A°(V) jsou skalary, A'(V) jsou vektory, ...,
A" (V) jsou pseudoskalary. Z tohoto zapisu je vidét, pro¢ se také oznacuje gradova-
nym prostorem. Pod pojmem multivektor rozumime libovolnou linedrni kombinaci

k-vektorn.

Vektorovym prostorem generujicim PGA je vektorovy prostor dimenze 4. M&
tedy Ctyri bazové ortogonalni vektory, které znacime: eg, e1, e, es. Je zde tedy nutné
uvazovat obecné k-vektory. Rozdil je v tom, ze napriklad obecny bivektor se sklada
ze souctt 2-bladi, ale nemusi byt nutné mozno ho zapsat pomoci vnéjsiho souc¢inu
dvou vektoru (napt. bivektor ey A e; + ez A e3). Analogicky to plati pro trivektory.
Cely gradovany prostor PGA je v Tabulce [2.1]

2.2 Operace v PGA

Nyni zavedu riizné operace v PGA. U binarnich operaci nejdiive uvedu definici na
vektorech a nasledné zobecnéni pro obecné blady. U kazdé operace uvedu v pripadé

odlisnosti notaci pouzitou v implementaci mého programu v zavorce.

Vnéjsi soucin a A\ b

Vnéjsi soucin (angl. wedge) vektoru a,b,c € V, 3 € R je asociativni operace, ktera
splnuje tyto tii vlastnosti:

l.anb=-bAa,

2. aN(pb)=p(and),

3.aN(b+e)=(anb)+ (aAc).

Posledni dvé vlastnosti se nazyvaji linearita, dohromady s prvni vlastnosti (an-
tisymetri{) mame bilinearitu. Vnéjsi soucin je, jak jsem jiz fekl, zpisob pirechodu do
vyssi dimenze a wedge dvou vektort splnuje vlastnost Pokud bychom uvazovali

obecny k-blade e, kde A je mnozina indext takova, ze |A| = k, pak

e, jestlizei ¢ A

eiNey= (2.2)

0, jestlize i € A '

Zobecnéni na vnéjsi soucin dvou obecnych blada plyne primo z asociativity vnéj-
stho sou¢inu. Tedy pokud e, a ep sdileji néjaky vektor, pak je roven nule, jinak
provedeme vnéjsi soucin vsech obsazenych vektorii. Vlastnost zaruci, ze stupen
vytvoreného bladu neptrekro¢i dimenzi prostoru V. Geometricka interpretace vnéj-

stho soucinu v PGA je priinik.
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Vnitini soucin a - b (a|b)

Vnittni soucin pro vektory, tj. prvky stupné 1 v PGA, je bézny euklidovsky, jak ho

zname z linearni algebry, fidi se nésledujicimi pravidly:

0, jestlizei=j=0, neboi #j

e e =
"1, estlize i = j € {1,2,3)

Je potfebné ovsem zminit, Ze zde dochéazi ke kombinaci dvou skutecnosti. Vektory
e, es, e3 tvorl ortonormalni bazi a vektor ey je nulovy vektor kolmy k ostatnim
vektorim. Pravé dle druhé mocniny bazovych vektorti ve vnitinim soucinu (pozdéji
ukazi, ze to plati i pro geometricky soucin) se urcuje typ geometrické algebry. Kupfi-
kladu CGA maé ¢tyti vektory, které jsou v druhé mocniné rovny 1, a jeden vektor,
ktery se umocni na -1.

Zobecnénim vnitiniho souc¢inu vektoru a bladu je tzv. levd a pravd kontrakce.
Uvedu zde rekurentni vzorec pro obecny vektor a a blade e4 = eg A e¢, ze kterého

lze vyjadrit, ale detailni odvozeni uvddét nebudu. Nicméné jej lze najit napt. v [5].
a-eys=a-(eghec)=(a-ep)Nec+ (—1)PlegA(a-ec)

Zobecnéni levé kontrakce na operaci na bladech e4 = e A ec a ep uvedu opét

v implicitni formeé:

es-ep=(egNec)-ep=ep-(ec-ep).

Geometricky soucin a b (a * b)

Geometricky soucin je oznacovan jako fundamentalni soucin geometrické algebry.
Pomoci geometrického souc¢inu mtzeme definovat vsechny ostatni operace, ale i na-

opak geometricky souc¢in miizeme pro vektory definovat pomoci vztahu
ab=a -b+aAnbd.

Vysledek je tedy ze své podstaty multivektor, protoze skalarni soucin vektorii je
skalar a vnéjsi soucin vektori je bivektor. Protoze plati aAa = 0, musi platit rovnost
a’ = a - a. Pokud se setkdme v literatufe s mocninou obecného multivektoru, je
toto mocnéni mysleno pomoci geometrického soucinu.

Pti zobecnovani geometrického souc¢inu na obecné blady vyuzijeme vlastnosti aso-
citativity geometrického soucinu a jiz odvozenych operaci. Pro vektory a, b a blade

ep plati

aep=a/Nep+a-ep,

(ab)eg =a(bep).
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Poincaréhd| dualita e*, (le,)

Poincarého dualita je unarni linearni operace. Diky linearité je mozné ji definovat na
bazovych bladech vztahem ey A e’ = 1. To umoznuje identifikovat PGA*, kterym
znac¢ime dudlni vektorovy prostor prostoru PGA, tedy vSechna zobrazeni z PGA do

redlnych éisel, s vlastnim prostorem PGA pomoci bazovych bladi e

— e}, kde
e je bazovy blade PGA* dany tak, 7e e(e4) = 1, jinak 0. Naptiklad pro bazovy
2-blade plati "' > e}, = e3. Pro multivektor s koeficienty a,...,p, je vyjadieni

Poincarého duality v Tabulce

Regresivni soucin ey V ep (es&ep)

Regresivni sou¢in definujeme vztahem e4 V ep = (€% A e})”, je to tedy dudl vndj-
stho soucinu duali. Tuto definici nAm umoznuje pravé ztotoznéni PGA* s PGA, diky
kterému mizeme pouzit vnéjsi soucin na prvcich duélniho prostoru. Jeho geometric-
kym vyznamem je konstrukce objekt. Naptiklad regresivnim souc¢inem dvou bodii
ziskdme v PGA piimku, kterda témito body prochazi. Regresivni soucin, na rozdil
od vnéjsiho soucinu, snizuje stupen bladt, to také plyne z definice Poincarého dua-
lity, protoze pokud roste stupen prvku v PGA*, musi klesat stupen prvku k nému
dualnimu v PGA.

Reverze € 4 (~ €e,)

Uvazujme blade e4 = e; A ey A --- A ex_1 A e, tvoreny ortogondlnimi vektory
e, e, ..., ep_1,e,. Pakjeho reverze € 4 vznikne prevracenim poradi vektort ve vnéj-
sim soucinu

es=e,Ne,_1N---Ney A ey.

Protoze vnéjsi soucin je antikomutativni, mizeme reverzi vyjadrit jako
_ Lk
€p = (—1)2k(k 1)eA.

Reverze bladi obecného multivektoru lze najit v Tabulce 2.1}

Stupiiové projekce (A);

Stupiiovou projekei multivektoru (A)y je projekce A na AF(V).

Shrnutim tedy PGA je 16D prostor pro modelovani 3D prostoru. Bézné znaceni
tohoto prostoru je Rjj,, hvézdicka znaci, Ze reprezentace bodu je duélni k homo-
genni reprezentaci vzhledem k Poincarého dualité, viz nize. Cast v dolnim indexu

dava informaci o druhych mocninach jednotlivych bazovych vektort v geometrickém

1 Jules Henri Poincaré, 1854-1912
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soucinu (3 kladné, Zaddny zdporny, 1 nulovy). CGA pro 3D prostor se zase znaci R0,

Muzeme tedy vystavét cely gradovany prostor, ktery zapsan v Tabulce 2.1} Protoze
jsme v dualnim prostoru, vektory reprezentuji roviny, bivektory primky a trivektory
body.

Skalary Vektory Bivektory Trivektory Ps.skalary
1 € | € | €2 | €3 | €1 | €2 | €03 | €12 | €31 | €23 | €021 | €013 | €032 | €123 €0123
A a blcl|dl|lel| f | g h i J k l m n ) p
A* D oln|m| 1l | k| j i h| g | f e d c b a
A a blc|d|e|—=f|—-g|—-h|—i|—F|-Fk| -l |—-m]| —-n]| —o P
Roviny Piimky Body

Tab. 2.1: Struktura gradovaného prostoru a nékteré operace (prevzato z [6])

2.3 Objekty v PGA

Na rozdil od klasické notace, kde hlavnim objektem je vektor, v PGA jim je bod.

Bod A o soufadnicich [z, v, z] je v PGA reprezentovan trivektorem
A = wegzn + yeos + 2€01 + €123.

Lze si vSimnout, ze jde o dudlni reprezentaci k homogenni reprezentaci (A* = e +
re; + yey + zez). Reprezentaci dalsich objekti, konkrétné v PGA se jedna o piimky

a roviny, definujeme pomoci vztahu:
Ae X < AV X =0, kde A je bod a X je pfimka nebo rovina. (2.3)

Zde ztotoznujeme dvé ruzné reprezentace, na levé strané ekvivalence se nachézi
geometrické objekty, zatimco vpravo je reprezentace v PGA.

Pro ucely néasledujici véty se nyni budu vénovat Pliickerovym souradnicim (pa-
rafrdzuji [9]). Pifmku [ lze definovat pomoci dvou vektort d,m € R3. Vektor
d je smérovym vektorem primky a vektor m = d X x je tzv. momentovy vek-
tor, ziskdme ho vektorovym souc¢inem smérového vektoru d a vektoru @, ktery vede
z pocatku do libovolného bodu na primce. Pliickerovymi souradnicemi pak myslime

(d:m) = (dy:dy:ds:mq:my:ms).

Véta 5. Reprezentace primek a rovin v PGA se ridi ndsledujicimi vztahy.
a) Primku l, definovanou jejimi Plickerovimi souradnicemi (d : m), reprezentu-
jeme v PGA pomoct bivektoru I = myey +moega+mzeps+dseis+dses;+diess.
b) Rovinu p, definovanou rovnici p : ax + by + cz+d = 0, reprezentujeme v PGA

pomoci vektoru p = dey + re; + yes + zes.
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Diikaz. Dtikaz obou ¢asti lze provést pfimym vypoctem.
a) Usporadani Pliickerovych souradnic je ve vyjadreni bivektoru prehdzené, pro-

toze PGA je dudlnim prostorem. PHimym vypoctem

+z - dz y~d3+1-m1)61+
AR dl +x- dg +1- m2)€2+
+y d1 — X - d2 —+ 1- m3)63

=(-

(

(=

(

ziskdme 4 rovnice a srovnanim s [9] zjistime, ze jsme dosli ke stejnému vysledku.

b) Pfimym vypoctem lze ziskat AV p = z¢+ yb+ xa + d. Toto je rovnice roviny
presné, jak ji zname. Rovnice je opravdu rovna nule pravé tehdy, kdyz A € p.

O

Jak jsem zminil v Sekei [2.2] regresni soucin slouzi ke konstrukei objekti a vnéjsi
soucin reprezentuje jejich prinik. Regresnim soucinem dvou rtznych bodi vznikne
primka, tti rizné body daji rovinu a pomoci ¢tyt ruznych bodi ziskame cely prostor.
Naopak vnéjsim soucinem dvou rovin s rtuznymi normalovymi vektory je primka.
Dalsi piiklady lze najit v [5].

2.4 Transformace v PGA

Transformace v PGA zajistuji tzv. motory, ty ziskdme souc¢inem rotoru a transla-
toru, které se na objekt X aplikuji tzv. sandwich soucinem. Novy objekt vyjadiime
jako X1 = m X m. Motory jsou izomorfni dudlnim kvaterniontim, transformace
tedy musi fungovat stejnym zpusobem. Izomorfismus Hp — PGA muzeme vypsat

zobrazenim bazovych prvki:

1—1 i|—>623 j'—>631 k'-)elg

eI 1€ — € JE— € ke — eg3

Véta 6. Translace o vzddlenost d ve sméru jednotkového vektoru m = (ny, no,n3)’
vyjadrime translatorem t = 1 + g(nlem + noegs + nzep3). Rotaci o thel ¢ kolem
jednotkové osy, prochdzejici pocdtkem, se sméroviym vektorem m = (ny, no,n3)t, vy-
jadrime rotorem r = cos(%) + sin(%)(niezs + nyes + ngeiz). Rotory a transldtory

muzeme skladat pomoci geometrického soucinu.

Diikaz. Jak jsem jiz Tekl, motory jsou izomorfni dudlnim kvaterniontim. Dikaz je
tedy analogicky dikazu Véty ]
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Priklad 2. Vypoctéte, do jakého bodu se posune bod X = [0, 0, 1], kdyz provedeme
rotaci kolem osy zadané smérovym vektorem m = (0,1,1) a bodem A = [0,1,0]

o uhel @ = 1, a nésledné translaci ve sméru vektoru ¢t = (1,0,0) o vzdalenost d = 3.

Reseni 2. Prepiseme vSe do reprezentace PGA:

X =ep + e

V2 V2 V2

Rot = —— - — —
otor r 5 €o1 5 e + 2 €13

3
Translator t = 1 + 5601

Za povsimnut{ stoji, Ze rotor r neni ve tvaru, jaky jsem uvedl ve vété[6 Obsahuje
clen eq;. To je dusledek toho, ze jde o rotaci kolem osy neprochazejici pocatkem
souradného systému. Je to tedy slozeni rotace a translace.

Vysledny bod X, pak vypocteme nasledovné:

X,=trX#)(t)
V2 V2 V2 V2 V2 V2 oo

=t (7601 + 5 e + 7631) (eg21 + €123) (—7601 BT the 7631) (t)

3 3
=(1- 5801) (2€013 — €p21 + €123) (1 + 5601)
= 3ep32 + 2€013 — €p21 + €123.
Je to stejny vysledek, ktery vysel v Piikladu [I] v Kapitole [I] Tento piiklad lze
jednoduse vyftesit v ramci mého programu, ktery popisuji v Kapitole [l Spoustéci

kéd a vysledek jsou na Obrézcich a [2.2] Ve vysledku na Obr. se objevuji

numerické chyby, které je potfeba zanedbavat.
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PGAP

salranslace 1€ nt{l, @, @) & ne
PGATranslator| aTranslace.Mormaliz .Ideal(})};

osaRotace = ne ' ¥, 2, 1) & ne nt(@, 1, @);
* r = PGARotor( ace.Normalized(}};
WritelLine "+ X.ToPGA().ToString());
Mriteline("t: " + t.ToPGA()}.ToString());
MriteLine(" + r.ToPGA().ToString());
WriteLine("r Ji "+ X.Move(r).ToPGA().ToString());

[

"+ X.Move(t * r).ToPGA().ToString());

WriteLine("t*r

Obr. 2.1: Spoustéci kod Pitkladu 2

1e021 + 1el23

1+ -1.5e01
-4.371139E-08 + ©.70710677e01l + 0.70710677el2 + ©.70710677e31

(~r): -1e021 + 2e013 + 1.2363449E-07e¢032 + 1el23
X*(~r)*(~t): -1e021 + 2013 + 3.0000005e032 + 1lel23

ress any key to continue

Obr. 2.2: Vysledky Pifkladu 2
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3 Pohyb tuhého télesa

Pohyb tuhého télesa je téma velmi obsahlé a ve fyzice dobfe rozvedené a popsané
pomoci maticové-vektorového zapisu. V fec¢i PGA neexistuje témér zadny material.
Jednim z méla je naptiklad [7]. Nicméné tento text jde svou preciznosti na tkor
srozumitelnosti. Pokusim se tedy vybrat ¢asti dilezité pro cil moji prace, kterym je
casticovy systém zalozeny na PGA, a ukazat, ze se vypocty v PGA shoduji s po-
znatky z ,ucebnicové® fyziky.

Jednou z vyhod popisu pohybu pomoci PGA je fakt, ze vypocet probiha v sou-
radném systému pevné svazanym s télesem (angl. body frame). Oproti néjakému
obecnému souradnému systému (angl. space frame). V oznac¢ovani veli¢in se budu dr-
zet konvence v Tabulce[3.1] Dale budu pouzivat hornf index s (space frame) a b (body
frame) pro upfesnéni souradného systému, ve kterém se objekt uvazuje (napt. v*).

Dalsi vyhodou je snizeni pamétové narocnosti pro pocitac. Matice polohy a ro-
tace G € RY* zatimco motor v PGA g € R8. Tedy sniZime pamétové naroky na
polovinu, a tim padem zdvojnasobime mozny pocet ¢astic uvazovanych ve vypoctu.
P1i pouziti vypocetni techniky optimalizované pro PGA by mél byt vypocet zaro-
ven i rychlejsi nez pouziti maticové-vektorové notace, na kterou je dnesni hardware

optimalizovan.

Vlastnosti télesa

Potiebujeme definovat hmotnost a inercialni tenzor télesa, které vystupuji v Newto-
novych — FEulerovych dynamickych rovnicich. Zde se budu drzet klasické konvence,

hmotnost budu znacit m a inercialni tenzor

Iy Lis I
I'= Iy Iy I
I I3p Is3

Napriklad I = m%]l je inercidlni tenzor pro krychli o hmotnosti m a délce strany
s ([1I7]). Pti sjednocenti linearnich a ihlovych slozek do jednoho objektu, jak je tomu

napiiklad i v PGA, je vhodné vyuzit symetrické zobrazeni A : R — RRS.

I 0
A=|"
0 I
Kde I € R**? je jednotkova matice. P¥i takovém sjednoceni je t¥eba uvazovat hyb-

nosti, sily a momenty v dualnim prostoru. V PGA popisu je A zobrazeni z bivektori

do duélnich bivektoru.
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3.1 Klasicky zapis

Pozici a orientaci ¢astice v maticové-vektorové notaci reprezentujeme vektorem ro-
tace R a vektorem translace r. Tato transformace predstavuje transformaci z obec-
ného souradného systému do souradného systému télesa. Zde se prirozené objevuje
otazka, jestli bychom nebyli schopni sestrojit zobrazeni mezi témito dvéma systémy
s pomoci této transformace. Toto zobrazeni existuje, je jim tzv. adjungovand akce.

Jeji kompletni odvozeni lze najit v [I0]. Casto se u klasické reprezentace vyuziva

zobrazeni
w1 0 —Ws3 W9
wy | w3 0 —w1
w3 —W9 w1 0

Vektorové veli¢iny jsou v b&zném zdpisu sloupcovych vektori z R®. Napiiklad

w = (w1, ws,ws)T je tihlova rychlost. Vztah mezi rychlostmi ve space framu a body

v\ R #R vt B Rv® + PRw
w] \o E Wbl ﬁwb '

Silu i to¢ivy moment reprezentujeme opét vektory v R3. Protoze se oviem nachézi

framu urcuje

v dudlnim prostoru, transformuji se pomoci tzv. koadjungované akce. Tedy

F*\ (R" o) (F"\ R"F"
] \R# RT)\v*) \R#F'+RT+%)°

Rovnice popisujici pohyb tuhého télesa maji, s pouzitim klasického zapisu, tvar
(viz [10]):

7 = Rv’ (3.1)

R = R&" (3.2)
b

ot = T by (3.3)
m

W =T - & Iw) (3.4)

3.2 Zapis pomoci PGA

V zéapisu, vyuzivajicim PGA, je na prvni pohled vidét zjednoduseni v sjednoceni
linearnich a thlovych ¢asti objekt. Pozici a orientaci reprezentuje motor g. Vyja-
diuje vlastné prenos obecného souradného systému do systému soutradnic vlastniho
télesu. Pokud uvazujeme linearni a tthlovou rychlost ve slozkach v;, w;, je bivektor

rychlosti tvaru

1
vV = 5(211801 + v2€02 + Vsep3 + Wies + woesy + wiess).
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Transformaci mezi space a body framem vyjadiime jako v* = gv®g. Zde je vidét,
jak se v PGA reprezentuje adjungovana akce, kterou jsem zminil vyse.

Hybnost lze jednoduse ziskat jako

3 3 3
AV = 2(muzeis + muses + muiess + Z I jw;eqr + Z I ;wieqr + Z I3 jwi€q3),
i=1 i=1 i=1

proto ji nebudu oznacovat dalsim symbolem. Jak bylo zminéno, uvazujeme hybnost
v PGA*, ale diky Poincarého dualité (viz Podsekce ji mizeme ztotoznit s prvky
PGA. Napifklad blade 1eg <> 2e” = 2e,3. Koeficient 3 se zméni ve 2, aby se
vzajemné vyrusily ve vnéjsim soucinu v definici duality a 2-blady obsahujici ey nyni
obsahuji ¢leny momentu hybnosti, zatimco u rychlosti obsahuji linearni slozku. Silu
budeme stejné jako hybnost uvazovat v dualnim prostoru, coz je jen logické, jelikoz
2. Newtonuv zdkon 1ika, ze sila je derivaci hybnosti podle ¢asu. Bivektor silovych

pusobeni vyjadiime jako
f=2(rien + Tep + €03 + f3e12 + fae31 + fiess).

Slozky sily v prislusSném smeéru jsou f;, 7; jsou slozky toc¢ivého momentu v dané
roviné. Opét vidime, Ze toCivy moment je reprezentovan 2-blady obsahujicimi e,
tedy 2-blady, ve kterych je v bivektoru rychlosti linearni slozka. Dalsim dusledkem
toho, ze uvazujeme silu v PGA*, je, ze transformace mezi space a body framem
je tvaru ff = g f*g. Poznamenam, 7e zde vidime reprezentaci koadjungované akce
v PGA.

Nézev Klasicky zapis|PGA

!
|

Pozice / orientace : r/R g

Rychlost (linedrni / tthlovd) i v/ w i \%

Silové d¢inky (linedrni / tocivé)l  F /7 1 f

Tab. 3.1: Oznaceni veli¢in ve vypoctech

3.3 Rovnice pohybu tuhého télesa

Pohyb tuhého télesa v PGA lze popsat dvéma obycejnymi diferencidlnimi rovni-
cemi 1. fadu. Infinitesimalni verzi adjungované akce ad, v nazyvame komutdtor. Je

definovana vztahem
1
ng:§(gv—vg). (3.5)

Jak je vidét v tomto vztahu, budu komutator znacit x.
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Véta 7. Necht g je motor prendsejici z obecného souradného systému do souradného
systému télesa, v je rychlost télesa, A je inercidlni matice télesa a f° je silové

pusobeni na téleso. Pak rovnice

g=gVv’, (3.6)
VP = AT — AT (vP x AVY) (3.7)

popisuji pohyb tuhého télesa v prostoru.

Driikaz. Dikaz lze najit v [7] a [10]. V [I0] je ovSem rovnice [3.7| rozdélena do dvou —
pro linearni a thlové zrychleni tak, jak jsem to uvedl v predchozi ¢asti.

Rovnice vychézi pifmo z definice rychlosti v’ = gg. Ukazi, jak bychom pie-
vedli rovnici na rovnice a [3.4l Vyuziji k tomu Tabulku nize. Vyjadieni

komutatoru v rovnici vyjde jako:

3 3
VO X AV =(—mwag + musvs +wz Y I —wa Y I3 i) eor+
i=1 i=1
3 3
(murvs — mews —ws > T w; +wi Y s w;)ep+
i=1 i=1
3 3
(—mwrvy + mervs +wy Y 1w —wi Y I w;)eps+
i=1 i=1
m(wet) — wiv2)e12+
m(—wsv; + wivs)es;+

m(w;g?)g — (J.JQU3)€23.

Odsud je jiz vidét, ze pokud vezmeme dudlni bivektor a vynasobime ho inverzi k A,

dostaneme presné vztahy [3.3], 3.4l O
| | | | |
X | €o1 : €02 : €03 : €12 : €31 : €23
[ | | | |
et | 0 1 0 1 O | ey i—ep O
T T o T 0 e Ty e
€n2 0 i 0 | 0 |—€01| 0 | €03
—— =A== ——————-
€03 0 : 0 : 0 : 0 : €01 :—602
I R N P e
€12 [—€p2! €p1 | 0 1 0 1 €23 |—E€3
e e e T
e [ e | 0 j—eg—ezs; 0 | ep
—_—— = ————
€23 0 :_603: €02 : €31 :—812: 0

Tab. 3.2: Komutator na 2-bladech
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4 Casticovy systém

Hlavni vysledkem této bakalarské prace je vytvoreni tzv. ,c¢asticového systému*
(angl. Particle engine/system). Rozdil proti drtivé vétsiné pouzivanych systému
(i komercéné vyuzivanych) bude spocivat v implementaci geometrické algebry PGA
pro vSechny vypocty v systému. Nejprve obecnéji k c¢asticovym systémtum. Budu
parafrazovat z [§].

Césticovy systém je technika pro simulace vypocetné slozitych situaci, pripadné
jejich modelovani. Pod témito si mizeme predstavit rizné vybuchy, kde se c¢astice
rozlétaji do vsech moznych stran. Dale simulace pohybu tekutin, tvoreni virt, pla-
mene ohné atp. Animace téchto jevi se bézné vyuzivaji ve filmech, pocitacovych
hrach a jinde. Pro vytvoreni téchto simulaci sledujeme pohyb nami urcenych ele-
mentarnich prvku (¢astic) v ¢ase, ten zaznamendvame, a nakonec jej vykreslime.
Tim docilime toho, Ze neni treba jev pocitat pokazdé, kdyz k nému dojde, jen pre-
hrajeme predem vypocitanou animaci.

Pro zajimavost, ¢asticové systémy se uzivaji i pro vypocet pohybu tuhého télesa
slozitého tvaru (nelze ho nahradit jednoduchymi geometrickymi tvary). To muzeme
aproximovat siti uzli, napt. ziskané triangularizaci 3D modelu, kterym se pridéli

cast vahy télesa.

Prostredi vypoctu

V prostredi se pochopitelné vyskytuji castice, jejich pocateéni poloha se bézné uva-
zuje na tzv. ,emitoru®“. Tim se bézné mysli ¢ast roviny, ale lze jej pochopitelné
uvazovat jako libovolnou plochu v prostoru, pripadné primku, nebo jeji ¢ast, nebo
i bod. Ja ve svém prikladu budu uvazovat ¢ast roviny y = 0.

Déle uvazujeme, ze ¢astice se pohybuji v néjakém vnéjsim silovém poli, typicky
v gravitacnim poli Zemé. Na zavér je mozno zahrnout do prostredi prekazky, pres
které castice nemohou prostupovat. Ty uvazovat nebudu, nicméné by se daly im-
plementovat pomoci detektoru kolizi a nasledné korekci sméru pohybu a rychlosti

castice.

Vlastnosti Castic

Tim se dostavam k tomu, jaké vlastnosti u kazdé castice sledujeme. Zejména, jak

jsem jiz uvedl, nas zajimé poloha a orientace v prostoru v néjakych casovych oka-

mzicich.
K urceni zmény polohy a orientace potfebujeme i rychlost ¢astice. Dale mtizeme
uvazovat rizné délky zivotnosti pro jednotlivé castice, tedy jak dlouho budeme po-

¢itat jejich pohyb, nez zaniknou. Prikladem, proc¢ toto uvazovat, mohou byt jiskry
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(a) Vykresleni castic (b) Vykresleni vlaken

Obr. 4.1: Metody vykreslovani (prevzato z [11])

vylétajici z ohné, které se po urcité dobé ochladi, takze v noci ,zmizi“. Nebudu

uvazovat kolize ¢astic navzajem.

Pribéh vypoctu

Vypocet se sklada ze dvou krokt. Faze vlastniho vypoctu pohybu a nasledné faze
vykresleni, nebo animace. Obéma fazim se budu vice vénovat pozdéji v dokumentaci

mé vlastni implementace.

Vykresleni

Césticové systémy se vétsinou pouzivaji k vipoctu tzv. snimki (angl. frames). Tim
dostavame dvé moznosti — vykreslenim jednotlivych snimkt postupné ziskdme ani-
maci (Obr. , nebo muzeme jednotlivé polohy c¢astic prolozit kiivkou a ziskat
jakési vldkno (Obr. . V prvnim pripadé se pak bézné voli frekvence 24 snimku

za sekundu — frames per second (FPS).
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5 GArticle Engine

Nazev této kapitoly, a i celé prace, je upozornénim na fakt, ze vypocty budou pro-
bihat v geometrické algebie (GA — Geometric Algebra).

Jde o, v jistém smyslu, dokonalejsi systém. Vétsina ¢asticovych systému uvazuje
jako castici bod. To je jednodussi, ale u bodu je bezpredmétné uvazovat jeho ori-
entaci. M1j systém umi pocitat pohyb pri ,rozhozeni“ téles do prostoru, u kterych
uvazujeme moment setrvacnosti a orientaci v prostoru. Tento scénar je pochopitelné

vvvvvv

je PGA velmi vhodnym néstrojem.

Jako télesa reprezentujici castice jsem vybral krychle pro jednoduchost jejich
inercialniho tenzoru a vykreslovani. Nicméné implementace umoznuje pouzit libo-
volny tvar, u kterého budeme znat hmotnost a inercialni tenzor.

Vybral jsem si pro reseni jazyk C# a projekt je ve formatu Visual Studio Solu-
tion. Snazil jsem se program psat ve filosofii objektové orientovaného programovani
(OOP). Je tedy ¢lenén do nékolika soubort a jmennych prostort.

Také bych chtél zminit, ze vlastni implementace se od odvozenych rovnic vyse
list v jistych znaménkovych konvencich, které jsou dany reprezentaci rovnice
a zobrazeni A. U linearnich slozek sil a rychlosti je potfebné otocit znaménko a u sil
nefiguruje koeficient 2, ale 3.

5.1 Program

Nejprve tedy popisi soubory, ze kterych se miij program sklada.

pga3d.cs

Tento soubor jsem puvodné ziskal z [12]. Nachdzela se v ném ti¥ida PGA3D spolu
s ukazkovym pouzitim. Tato tfida by sama o sobé stacila pro spravné vypocty.
Nicméné cilem bylo zaroven pouzité operace optimalizovat pro jednotlivé prvky
PGA. Reprezentace celého gradovaného prostoru méa 16 bladta. Pokud bych pouzival
PGA3D pro vSechny objekty, paméfova narocnost by se, v zavislosti na konkrétni
klasické implementaci, se kterou bychom PGA implementaci srovnavali, v lepSim
pripadé nezvysila. To proto, ze bych pouzival reprezentaci pomoci 16 koeficientti
pro objekty, stejné jako tomu je u klasické reprezentace.

Vytvoril jsem tedy dalsi ¢tyri tiidy PGAPlane, PGALine, PGAPoint, PGAMo-

tor. Jde o optimalizovanou reprezentaci vektoru, bivektort, trivektorti a motoru.
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d Main(string[] args)

)*ad+b2*a6-b4*a
b4*al+b5*a2+b@*a5-bl*a6-b3*a7)ed3 +
(+b3*a@+b5*a5-b4*a6 )el:
(+b4*a@-b5*ad+b3?
(+b5*a@+b4*a4-b3
(+b5*al+b4*a2+b3*a3+b2*ad+b1*a5+b0*a6)e0123

Press any key to continue .

(b) Vysledek symbolického vypoctu

Obr. 5.1: Program pro symbolické vypocty

Obsahuji pole pouze tak dlouhé, z kolika bladi se sklddaji. Z toho plyne, ze mu-
sim také optimalizovat jednotlivé operace. V prvni fadé je tfeba zminit, ze jsem

optimalizoval jen urcity vycet operaci v kazdé tridé.

Pozn. Po ruéni optimalizaci nékolika operaci, jsem vytvoril verzi pga3D.cs pracu-
jici se znakovymi fetézci plné délky. To jsem nésledné pouzil k optimalizaci dalSich
operaci, véetné sendwich soucinu pro pohyb. Na Obr. je ukazkové pouziti pro
vypocet nasobeni motoru a a bivektoru b. Tento program jsem pouzival i pti hledani
spravného tvaru rovnice [3.7] Prikldddm tedy i tento program v piiloze [B] pro volné
uziti a modifikaci.

Kromé optimalizace operaci jsem také pridal metodu ToPGA(). Je to v pod-
staté pretypovani do obecné tridy PGA3D, které pouzivam predevsim pro vypis na
konzoli, ktery byl v této tridé jiz vytvoren.

Mohla by vyvstat otazka, pro¢ jsem zde nepouzil dédi¢nost, kdyz jde o jasnou
hierarchii — objekt PGA obsahuje vSechny podmnoziny svych bladt. To predevsim

z praktického divodu. Kazdy objekt v mnou definovanymi ttidami by totiz impli-

citné zdédil pole koeficientti rodice, ¢emuz je zadouci se vyhnout.
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Environment.cs

Zde se zatim vyskytuje jen jedna metoda Forces(), ktera vraci bivektor reprezentu-
jici sily f° v obecném souradnicovém systému. Pokud bychom uvazovali prekazky,

definovali bychom je v tomto souboru.

Particles.cs

Soubor Particles.cs obsahuje jedinou tridu Particles. Z nazvu je oc¢ividné, zZe se jedna
o tridu ¢astic. Zac¢nu popisem atributi.

Statické atributy m, I, det, IInv, A a Alnv definuji, jaké téleso uvazujeme za
castici. Snazil jsem se drzet notace z Kapitoly [3| [ reprezentuje inercidlni tenzor
a m hmotnost télesa. Tyto dva atributy pak vyuzivim k sestaveni matice A a jeji
inverze Alnv. Ve skutecnosti tuto 6 x 6 matici reprezentuji jako vektor a pomoci
specialné definovaného nasobeni v tiidé PGALine dosdhnu stejného vysledku, jako
pii vypoétu y = Az, kde A € R*6 z ¢y € RS.

Pole cube obsahuje vrcholy krychle s jednotkovou stranou, prusec¢ikem télesovych
uhlopricek v pocatku obecného souradného systému a normalovymi vektory stén
mificimi ve sméru jedné ze souradnicovych os.

Déle kazda ¢éastice obsahuje svoje jedinecné ID, motor position pozice a orientace
v prostoru a bivektor rychlosti velocity. Posledni dva atributy lifetime a framesA-
lzve jsou pripravou pro rozdilné zivotnosti kazdé castice. Tento scénar v prikladech
uvazovat nebudu, nicméné v programu je tato moznost.

Metoda vDot() je reprezentace rovnice [3.7 Symbol % je znacen{ pro komutdtor
(viz vztah . Tuto rovnici pouzivam v numerickém feseni, k tomu se dostanu v na-
sledujici podsekci. Protoze sily v souboru Environment.cs jsou vyjadiené v obecném
systému, musime je pfesunout do systému télesa f* = gf°g.

Metoda ToPoint() vraci bod O = [0, 0, 0] transformovany pomoci motoru ¢astice

a ToPlane() vraci transformovanou rovinu p : z = 1.

ODESolver.cs

V tomto souboru se nachazi metoda pro numerické feseni rovnic [3.6|3.7] Rovnici
fesim Runge Kuttovou metodou 4. fadu (RK4, [I3]). ReSeni rovnice muzeme

napsat nasledujicim zptsobem:
t
g=gv' = g(t) = el VO, (5.1)
Exponencidlu aproximuji souc¢tem nékolika cClent jeji nekonecné rady. K apro-

ximaci integralu v argumentu exponencialy jsem vyuzil to, ze v RK4 pouzivam
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iterace. V ramci kazdé iterace vypocitam aproximaci tohoto integralu levobodovou
obdélnikovou formuli ([I4]) a nasledné vypocitdm aproximaci celé exponencily.
Navratovym typem této metody je dynamické pole motorti vypocitanych v ite-

racich.

ColourGenerator.cs

V souboru ColourGenerator.cs se nachazi generator dobte rozlisitelnych barev v he-
xadecimalnim formatu. Prevzal jsem ho z [15], vyuzivdm jej v rdmci samotného

casticového systému, kde pro kazdou ¢éstici je vygenerovana barva pro vykresleni.

GarticleEngine.cs

Zde se nachazi trida GarticleEngine. Obsahuje definici vlastni implementace mého
¢asticového systému.

Atribut particles obsahuje ¢astice systému, positions jsou vypocitané motory me-
todou Solve() pro kazdou ¢astici. Parametry framesToCalculate a numOfParticles
se zadavaji v konstruktoru. Nesou informaci, kolik ¢astic bude engine obsahovat

Metoda Initialize(PGALine initVelocity) generuje ¢astice. Zde preddavam vsem
casticim stejnou pocatecni rychlost, zadanou jako parametr této metody, a stejny po-
¢et krokt ve vypoctu. Mohli bychom vygenerovat nahodné hodnoty, nebo i hodnoty
normalné rozdélené se stredni hodnotou v téchto uzivatelem zadanych hodnotach,
ale pro jednoduchost uvazuji, jak jsem jiz tekl, stejné hodnoty pocatecni rychlosti
a kroku pro vSechny ¢éstice. Metoda Run(float[] tRange, float eps) poCitd aproximaci
pohybu ¢astic.

Metody ToCube(PGAMotor g, string col) a ToString(int N) slouzi k vykres-
leni vypocteného pohybu ¢astic v rdmci experimentalni platformy Stevena de Ke-
nicka([16]). Vystupem ToString(int N) je vypis pohybu barevnych krychli, ktery je
mozno zkopirovat do skriptu v priloze [C] a spustit na této strance. Vysledkem je

interaktivni prostfedi, ve kterém je scéna vykreslena.

5.2 Vysledky programu

Nejprve ukazi, jak program pocita na prikladech s jednou c¢astici. Abych eliminoval
vzajemnou interakeci linearnich a rotac¢nich ptisobeni, rozdélim zvlast tyto dva pri-

pady. Dtvod, pro¢ budu eliminovat interakci téchto dvou druhtt ptisobeni, je, ze pak
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1ze velmi jednoduse zkontrolovat vysledky pri feseni na intervalu ¢ € (0,1). Poca-
teéni pozice je stejnd, jak ji vyjadiuje pole cube popsané v [5.1} Vysledky okomentuji
pomoci metod ToPoint() a ToPlane() (opét viz [5.1)).

Linearni puasobeni

Jak jsem jiz piedeslal, zde budu uvaZovat toc¢ivy moment 7 = (0,0,0)” Nm a tihlo-
vou rychlost w(0) = (0,0,0)” rad - s~L.

P¥iklad 3. F = (—1,0,0)7 N, v(0) = (1,0,0)"m - s~ ..

Reseni 3. V PGA bychom silu a po¢étecni rychlost vyjadiili f* = Jes; N a v*(0) =
—%em m-s—!. Océekdvany vysledek je posunuti bodu X = ej93 do X = %6032 +ej93.
Rovina p = e3 — ey by se pohybem neméla zménit, protoze pohyb je ve sméru vek-
toru, ktery je kolmy k jeji norméle. Ptikladné spusténi je na Obrazku [5.2a], vysledek
na Obrazku [5.2b] AZ na zaokrouhlovaci chyby vyslo presné to, co jsme oc¢ekavali.

Piiklad 4. F = (—1,—1,0)" N, v(0) = (0,0, 1)Tm - s~1.

Reseni 4. V PGA bychom silu a po¢dtecni rychlost vyjadiili £* = less + 1es N
a Vb<0> = —%eog m-s~!. Océekdvany vysledek je posunuti bodu X = ejp3 do X; =
—%e(m — %emg + ego1 + e123. Rovina p = e3 — ey by se pohybem méla posunout.
Vysledna rovina je p; = es — 2e(. Piikladné spusténi je na Obrazku [5.3a] vysledek
je na Obr. [5.3bl Opét pii zanedbédni zaokrouhlovacich chyb vychdzi pozadované
hodnoty.

Rotacni pusobeni

Nyn{ budu uvazovat F = (0,0,0)” N a v(0) = (0,0,0)” m -s~!. Bod X by se nynf

pohybovat nemél, protoze jde o rotace kolem os prochazejicich pocatkem.
T
Priklad 5. 7 = (37,0,0)7 Nm, w(0) = (g,o,o) rad - s~ 1.

Reseni 5. V PGA bychom silu a po¢atecni rychlost vyjadrili f* = 2eq Nma v*(0) =
j€23 rad-s~1. Ocekdvany vysledek je rotace roviny p = ez — eg do p; = —e3 — eq.
Prikladné spusténi a vysledek jsou na Obr. [5.4a] [5.4D] Zde je vidét, ze rotace jsou
nachylnéjsi na numerické chyby, ale stale je chyba v motoru v radu setin.

P¥iklad 6. 7 = (0,0,0)7 Nm, w(0) = (7,7, 0) rad - s71.

Reseni 6. V PGA bychom silu a pocatecni rychlost vyjadiili £ = 0 Nm a v®(0) =
Zeip+Zes rad-s!. Prikladné spusténti je na Obrézku Vysledek je na Obr. [5.5b]
Pri této kombinaci rotaci uz neni tak jednoduché zjistit, jak presné by méla vypadat
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rovnice otoc¢ené roviny. Miizeme ovsem vyuzit znalosti rotaci kolem jednotlivych os
a spocitat vyslednou rotaci jako jejich slozeni. Timto zptisobem jsem dostal presnou
hodnotu otocené roviny py jiecs = —€0 + %el + %62 + geg. Rovina vypoctena
numericky je p; = —1.0000033e, + 0.68158484e; + 0.63312835e, + 0.36687496€3.

Zde uz se presné a numerické feseni rozchazi v radu desetin.

Vysledky GArticle Enginu

Na zavér pridam priklady vypoctené pro vétsi pocet krychli najednou. Budu uva-
zovat silové plisobeni F = (0,0,—1)T N, jelikoz si jej lze pfedstavit jako obdobu
gravitacni sily. Nebudu prikladat spoustéci kody, protoze je 1ze vSechny ziskat zmé-
nou bivektoru rychlosti ve Vypisu [5.1] VSechny priklady budu fesit na intervalu
t € (0,1.5).

Priklad 7. v*(0) = 1eq + €02

Reseni 7. Vykresleni je na Obr. . Jsou vyobrazeny 3 pozice kazdé krychle —
pocatecni, uprostied ¢asového intervalu a konecna. Deformace krychli je zptisobena

stylem, jakym pracuje [16] s perspektivou.

Priklad 8. Vb<0> = 3623

Reseni 8. Vykresleni je na Obr. . Opét se projevuje jista deformace zpltisobena
perspektivou a také jsem pro lepsi prehlednost vykreslil jen pocatecni a konecny

stav.

Priklad 9. Vb(O) = —%(301 — €ep2 + 2623

Reseni 9. Zde provedu vypocet pro 25 a pro 36 krychli a vykreslim kazdou opét
ve 3 pozicich. Uz pro 25 krychli je vykresleni dosti nepiehledné (Obr. a pro
36 se uz v ném opravdu nedd dobte vyznat (Obr. . Zaroven se u okrajovych
krychli znatelné projevuje zkresleni kviili perspektivé. Dalsim logickym krokem by

tedy bylo vytvoreni vlastni zobrazovaci techniky.

GarticleEngine ge = new GarticleEngine (1000, 9);

PGALine v = new PGALine(new float[] { 0, 0, 0, 0, 0, O });
ge.Initialize(v);

ge.Run(new float[] { 0, 1.5f }, (float)1E-10);
Console.WriteLine(ge.ToString(3));

Vypis 5.1: Priklad spusténi GArticle Enginu
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Zavér

GArticle Engine je pokrocilym nastrojem pro pocitani pohybu tuhych téles. Ze zna-
losti hmotnosti a inercidlniho tenzoru télesa jsme nyni schopni relativné tsporné
pocitat pohyb takovych téles. V pribéhu prace bylo ukazano, ze geometrické alge-
bry jsou velmi vhodnou pomiickou pro aplikaci fyzikalnich poznatkt. Patrné to je
ve zjednoduseni rovnic pohybu [3.1] - 3.4 na dvé rovnice [3.6) a [3.7]

V pritbéhu psani prace jsem se neustale potykal s nedostatkem materiali, ze kte-
rych bych mohl ¢erpat. Napiiklad rovnice zrychleni tuhého télesa v [6] se neshoduje
s poznatky, které jsem ukézal zde, nicméné v zavislosti na reprezentaci muze byt
i tento zapis rovnice spravny. Ovsem nebylo mozné dohledat, jaka reprezentace je
v [6] myslena. Podobnd nejednotnd nebo nekompletni oznaceni vystupovala na po-
vrch v rdmci celé prace. Bylo by tedy dobré, aby cela problematika byla kompletné
sjednocena v ramci jednoho dokumentu, kterym by mohla byt i tato prace.

Jiz v pribéhu popisu programu jsem narazil na nékolik oblasti, kde by bylo
mozné program rozsitit. Kromé vytvoreni vlastniho zobrazovaciho néstroje, a tim
padem c¢istsiho vystupu, by bylo mozné inicializovat ¢astice s riznymi pocateénimi
hodnotami bivektoru rychlosti. Ruku v ruce s tim by ale bylo potiebné zacit uvazovat
kolize mezi ¢asticemi navzajem, jelikoz se nejednd o hmotné body. I k tomuto je
ovsem PGA vybavena, viz piiklady v [16]. S vystavénym apardatem pro kontrolu
kolizi by se pak dalo jednoduse program obohatit o prekazky v prostoru.

Bylo by vhodné zminit paralelizaci vypoctu, zde nardzime na problém. U béz-
nych c¢asticovych systémil neuvazujeme vzajemnou interakci mezi ¢asticemi. Je tedy
mozné je jednoduse paralelizovat. V nasem pripadé by paralelizace vyzadovala mnoz-

stvi prace a optimalizace kddu.
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Obrazky

{ E‘.} l };

WriteLine("f: " (Environment.Forces()).ToPGA().ToString());
Iriteline( ' ( locity).ToPGA().ToString());
: _ ysition).ToPGA().ToString(});
" + (~P.Position).ToPGA().ToString());
" + P.ToPodint(}};
" + P.ToPlane(})};

locity).ToPGA().Tostring());
tion.ToPGA().ToString());
" + (~P.Position).ToPGA().ToString(}};
Writeline( " + P.ToPoint(});
WritelLine( ne: " + P.ToPlane(});
IriteLine(

woany

Iriteline(""});

ge.Initial |
Run(Tint, (flo
e.WritelLine(

-1e® + 1le3

.662317E-06e01
0.5e23
1 + -0.25025296e01
~g: 1 + 0.25025296e01
point: 0.5005059e032 + 1el23
plane: -1e@ + 1le3

(b) Vysledky Piikladu

Obr. 5.2: Vystup k Pifkladulj
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float[] Tint = ne

MriteLine("f: " [ iro Forces()).ToPGA().ToString(});
iritelin ' 15 ocity).ToPGA(}.ToString());
' ( ition).ToPGA(}.ToString(});
(~P.Position).ToPGA().ToString());
" + P.ToPoint()});
iritelLine( " + P.ToPlane()});
WriteLine(

lver.Solve(P, Tint, 1808, (float)lE-18);

MriteLine(" ' (P.Velocity).ToPGA().ToString(}};
tion.ToPGA().ToString());
tion).ToPGA().ToString());
oint()});
Z " + P.ToPlane());
iteLine(""};

iteLine(""};

GarticleEng

Run(Tint, (float)lE-18);
nsole.WriteLine(ge.Tostring(2)};

Vv: -0.5e03

f: 0.5e31 + 0.5e23
g: 1

~g: 1

v: 0.49999535e01 + 0.49999535e02 + -0.5e03

f: 0.5e31 + 0.5e23

g: 1 + 0.24974833e01 + 0.24974833e02 + -0.49999535e03

~g: 1 + -0.24974833e01 + -0.24974833e02 + 0.49999535e03

point: 0.9999907e021 + -0.49949667e013 + -0.49949667e032 + lel23
plane: -1.9999907e0@ + le3

(b) Vysledky P¥ikladu

Obr. 5.3: Vystup k Piikladu 4
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onment.Forces()).ToPGA[).Tostring()};
elocity).ToPGA().ToString());
ToPGA( ). ToString(});

" + P.ToPoint(});
" + P.ToPlane(});

ion.ToPGA().ToString());
(P tion).ToPGA().ToString(});
" + P.ToPodint(});
" + P.ToPlane()});

E

1=
EE

.712389e01
.7853982e23

v: 29.059877e23

g: -0.6970727 + 0.71699023e23

~g: -0.6970727 + -0.71699023e23

point: 1el23

plane: -0.99998534e0 + -0.9995886e2 + -0.0281

64655e3

(b) Vysledky Piikladu

Obr. 5.4: Vjstup k Piikladulf
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e.WriteLine("f: " (Environment.Forces()).ToPGA()Y.ToString()};
WriteLine ' (P.Velocity).ToPGA()Y. ToString()};
.Position).ToPGA().ToString()};
(~P.Position).ToPGA().ToString()};
WriteLine(“point: " + P.ToPoint()});
Writeline ane: " + P.ToPlane()});
JMriteline (™"

lver.Solve(P, Tint, 188, (float)lE-18);

WriteLine("v: " + (P.Velocity).ToPGA().ToString()};
.Position.ToPGA().ToString(});
(~P.Position).ToPGA().ToString());

" + P.ToPoint()};

WritelLine( ane: " + P.ToPlane()};

WriteLine

[x 1< Iy |

m m o

“ o

1
v: 1.5707964el12 + 1.5707964e31
g:

~gr 1

1.5707964e12 + 1.5707964e31
g: -0.60570204 + 0.56264037e12 + 0.56264037e31
~g: -0.60570204 + -0.56264037el12 + -0.56264037e31
point: 1el123
plane: -1.0000033e@ + 0.68158484el + ©.63312835e2
+ 0.36687496e3

(b) Vysledky P¥ikladu @

Obr. 5.5: Vistup k Pﬁkladu@

46



Obr. 5.6: Vykresleni Pfikladulzl
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Obr. 5.7: Vykresleni Piikladu [§
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(a) Vykresleni Prikladu |§| pro 25 krychli

4

(b) Vykresleni Prikladu |§| pro 36 krychli

Obr. 5.8: Vykresleni Pifkladu [g
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Seznam zkratek

PGA projektivni geometricka algebra — Projective Geometrical Algebra
FPS snimku za sekundu — frames per second

OOoP objektové orientované programovani

RK4 Runge-Kuttova metoda 4. radu

o7






Ptilohy
A ConsoleGarticleEngine

Obsahuje projekt GArticle Enginu a slozku se soubory popsanymi v Format
projektu je Microsoft Studio Solution. Spousti se pomoci zdarma dostupné aplikace

Microsoft Visual Studio.

B SymbolicPGA3D

Projekt s programem pro symbolické vypocty v PGA.

C Vykresleni.txt

Textovy dokument se skriptem pro zkopirovani do konzole v [16]. Po zkopirovani
vystupu z GArticle Enginu pod komentar ,Insert cubes“ je mozné si nechat vystup

vykreslit.
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