
1D Burgersova úloha s viskozitou

Řešte konvekčně-difúzńı úlohu

wt + wwx = εwxx pro x ∈ (0, ℓ), t ∈ (0, T ) ,

w(x, 0) = w0(x) pro x ∈ (0, ℓ) ,

wx(x, t) = 0 pro x = 0, x = ℓ, t ∈ (0, T ) .

Koeficient ε ≥ 0 reprezentuje viskozńı účinky. Zvolte rovnoměrně děleńı intervalu 〈0, ℓ〉,
tj. pro N > 1 položte h = ℓ/N a označte xj = (j − 1

2
)h, j = 1, 2, . . . , N . Úsečka 〈0, ℓ〉 je

sjednoceńım N konečných objemů (úseček)

Dj ≡ 〈xj−1/2, xj+1/2〉 , j = 1, 2, . . . , N ,

kde xj−1/2 = xj −
1

2
h, xj+1/2 = xj +

1

2
h. Na intervalu 〈0, T 〉 zvolte děleńı

0 = t0 < t1 < · · · < tk < tk+1 < · · · < tQ−1 < tQ = T

a označme τk = tk − tk−1 délku časového kroku. Má se spoč́ıtat přibližné řešeńı wk
j

na konečných objemech Dj pro časy tk. Jako počátečńı hodnoty zvoĺıme w0
j = w0(xj),

j = 1, 2, . . . , N .
Pro prezentaci výsledk̊u použijte rovnoměrné děleńı touts = s∆t, s = 0, 1, . . . ,M , kde

∆t = T/M . Výpočet organizujte tak, aby množina výpočetńıch čas̊u {tk}
Q
k=0

obsahovala
množinu čas̊u {touts }Ms=0.

Vlastńı výpočet proved’te ve dvou kroćıch. Nejdř́ıve řešte jen konvekčńı úlohu

wt + wwx = 0

metodou konečných objemů, tj. spočtěte

w∗

j = wk
j −

τk
h
(Hj+1/2 −Hj−1/2) .

Zde Hj+1/2, Hj−1/2 jsou numerické toky,

Hj+1/2 := H(wk
j , w

k
j+1) z konečného objemu Dj do konečného objemu Dj+1,

Hj−1/2 := H(wk
j−1, w

k
j ) z konečného objemu Dj−1 do konečného objemu Dj.

Použijte následuj́ıćı numerické toky:

Godunov : HG(u, v) = f(q) , kde q urč́ıme takto:

if u > v then if u+ v > 0 then q := u else q:=v

else if u ≥ 0 then q := u

else if v ≤ 0 then q := v else q := 0;
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Engquist–Osher : HEO(u, v) = f+(u) + f−(v),

Van-Leer : HV L(u, v) =
1

2

[

f(u) + f(v)−

∣

∣

∣

∣

A

(

u+ v

2

)
∣

∣

∣

∣

(v − u)

]

,

Rusakov : HR(u, v) =
1

2
[f(u) + f(v)−max{|λ(A(u))|, |λ(A(v))|}(v− u)] .

Přitom f(w) = 1

2
w2, A(w) = f ′(w) = w = λ(A(w)),

f+(w) =

{

0 pro w ≤ 0,

w pro w > 0,
f−(w) =

{

w pro w ≤ 0,

0 pro w > 0.

Poznamenejme, že Van-Leer̊uv tok je totožný s Roeovým tokem

HRoe(u, v) =
1

2

[

f(u) + f(v)−
∣

∣

∣
Â(u, v)

∣

∣

∣
(v − u)

]

, kde Â(u, v) =
1

2
(u+ v).

Okrajovou podmı́nku uplatńıme prostřednictv́ım fiktivńıch konečných objemůD0 resp.
DN+1, v nichž předeṕı̌seme hodnoty symetrické podle okraje x = 0 resp. x = ℓ. Na fik-
tivńıch konečných objemech tedy polož́ıme wk

0 = wk
1 , w

k
N+1 = wk

N .
V druhém kroku řešte parabolický problém

wt = εwxx

diferenčńı metodou, tj. spočtěte

wk+1

j = rw∗

j−1 + (1− 2r)w∗

j + rw∗

j+1 , j = 1, 2, . . . , N, kde r = ε
τk
h2

.

Okrajovou podmı́nku opět uplatńıme prostřednictv́ım fiktivńıch konečných objemů tak,
že provedeme w∗

0 = w∗

1, w
∗

N+1 = w∗

N .
Řešeńı vykreslete pro několik reprezentativńıch čas̊u. Výpočet proved’te pro r̊uzné

hodnoty viskozity ε. Při výpočtu je třeba zajistit splněńı podmı́nek stability: pro ε = 0
jde pouze o CFL podmı́nku

max
j

|wk
j |
τk
h

≤ CCFL ≤ 1 , (CFL)

pro ε > 0 je třeba přidat podmı́nku stability pro řešeńı parabolické úlohy explicitńı Eule-
rovou metodou, tj. podmı́nku

ε
τk
h2

≤
1

2
. (DIFF)

Tato podmı́nka se pro velmi malou viskozitu prakticky neuplatńı, pro větš́ı ε však převáž́ı
a časový krok τk výrazně omeźı.

Při řešeńı parabolického problému lze použ́ıt také implicitńı Eulerovu metodu. V tom
př́ıpadě wk+1

j , j = 1, 2, . . . , N , dostaneme jako řešeńı soustavy rovnic

−rwk+1

j−1 + (1 + 2r)wk+1

j − rwk+1

j+1 = w∗

j , j = 1, 2, . . . , N.

V rovnici pro j = 1 zvoĺıme wk+1

0 = wk+1

1 a v rovnici pro j = N zvoĺıme wk+1

N+1
= wk+1

N .
Výsledná soustava rovnic se symetrickou tř́ıdiagonálńı matićı soustavy se vyřeš́ı snadno.
Délku kroku ř́ıd́ıme jen podmı́nkou (CFL), podmı́nka (DIFF) se neuplatńı, takže pro větš́ı
ε je výpočet výrazně rychleǰśı.
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