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Kapitola 1

Uvod

Fyzikalni jevy se obvykle modeluji deterministicky, pomoci diferencidlnich rovnic,
které popisuji prumérné chovani systému. Pro tiplnéjsi informace o systému miizeme
do modelu zahrnout ndhodné vlivy. Tim vznikne novy matematicky model, takzvany
stochasticky. Takovy model miZeme vytvorit bud pfimo pro dany problém, nebo ho
ziskat vhodnou tpravou klasického deterministického modelu. Béhem poslednich 50
let se studium stochastickych modeli vyvijelo velmi intenzivné v fadé obort. Vznikla

potfeba uvazovat o ndhodnych vlivech také v inzenyrskych oborech.

Jedna z technik ,stochastizace” spoc¢iva v tom, ze v deterministickém matematickém
modelu systému se jeden nebo vice vstupnich parametri nahradi ndhodnymi procesy.
Regenim vysledného modelu je opét nahodny proces. Uvazujme napiiklad oby&ejnou
diferencialni rovnici

E = (l(t, LE’)

Stochastickou verzi této rovnice mizeme ziskat pfidanim dalsiho ¢lenu b(t, X (¢))£(t)
do pravé strany rovnice

d
5 X (&) = al(t, X(1)) + b(t, X(1))&(¢)
kde symbol £(t) oznacuje stochasticky proces nazyvany obvykle ,biljy sum“. Rese-

nim této rovnice bude ndhodny proces X ().

7 matematického hlediska je tato rovnice problematicka zejména proto, ze bily Sum
£(t) nemé spojité trajektorie. Je tedy potfeba tento model dale modifikovat. Vyna-
sobme rovnici dt,

AX(t) = alt, X () dt + b(t, X (£))£(t) dt

a ozna¢me £(t) dt = dW (t). Tento ¢len budeme interpretovat jako p¥irtistek Wiene-
rova procesu W (t). Tento proces, nazyvany také Browniv pohyb, hraje kli¢ovou roli
ve stochastickém modelovani. Dostali jsme se tak ke stochastické diferencialni
rovnici

AX(t) = alt, X (t)) dt + b(t, X (t)) dW (1),
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kterou ve skutecnosti chapeme jako integralni rovnici

t t
X(t) = X(to) +/ a(s, X (s)) ds +/ b(s, X (s)) dW(s).
to to
V tomto tvaru stochastické diferencidlni rovnice jsou na pravé strané dva rizné
druhy integrali. Prvnim je klasicky Riemanntv integral, druhym je stochasticky
integral podle dW(t). Wienertv proces je sice spojity ale ma nekone¢nou variaci,
proto v tomto pfipadé nemiize jit o Riemann-Stieltjestiv integral.

Stochasticky integral poprvé definoval Japonsky matematik 1t6 ve 40-tjch letech
minulého stoleti. Od néj pochazi vyse uvedeny integralni tvar stochastické diferen-
cialni rovnice, ktera se do té doby zkoumala jen heuristicky. It6 zavedl novy typ
integralu, Ito1v stochasticky integral, a tim vybudoval matematicky aparat pro stu-
dium stochastickych diferencialnich rovnic.

1.1 Cile, prinos a popis prace

Tato prace ma dva hlavni cile. Prvnim cilem je vytvorit uceleny prehled Itoova
stochastického kalkulu. Druhym cilem je vyuzit tuto teorii na feseni problémi z in-
zenyrské praxe, na stochastické modely elektrickych RL obvodi.

Teorie stochastickych diferencialnich rovnic je velice zajimavy, rychle se rozvijejici
obor matematiky, ktery ma sirokou skalu aplikaci také v inzenyrské praxi. Studium
matematické teorie stochastickych diferencialnich rovnic predpoklada znalost mnoha
oblasti matematiky, jako jsou pravdépodobnost, teorie miry, obycejné diferencialni
rovnice a funkcionalni analyza. Jednim z nasich cilii bylo shrnout teorii tak, aby
byla ¢itelna a srozumitelna i pro studenty inzenyrského studia. Zakladni studijni li-
teraturou byla monografie ¥ksendal [10]. Tato monografie je sice ivodem do oboru,
je ale hodné teoreticky orientovdna. Rada pojmi je pristupnéjsi v ucebnim textu
Evans [4]. Konkrétni metody pro FeSeni stochastickych diferencidlnich rovnic jsou
rozpracovany v monografii Arnold [1]. Tato kniha je nejvhodnéjsi pro inZengyrskou
praxi, ale neobsahuje teoretické zaklady. Numerické metody jsme cerpali z knih Klo-
eden [7] a Cyganowski [3]. V tézkych chvilich bylo osvézenim oteviit knihu Steele [9],
ktera je zamérena na aplikace ve finan¢ni matematice a naro¢nou teorii vysvétluje
pristupnou formou.

Druhéa kapitola poskytuje itvod do teorie stochastickych diferencialnich rovnic. Za-
¢ind struénym shrnutim nezbytnych znalosti z pravdépodobnosti. V této casti dikazy
tvrzeni neuvadime.

Pocinaje paragrafem 2.2 se uz vénujeme nové teorii. Zde uvadime vétsinu tvrzeni
i s dikazy, pouze velmi slozité pripadné technicky narocné dikazy vynechavame
nebo uvadime pouze myslenku dikazu. Nejdiive zavedeme Browntv pohyb a uké-
zeme jeho konstrukci podle Ciesielskiho. Dale odvodime jeho druhou variaci a dalsi
vlastnosti Brownova pohybu. Dalsim krokem je zavedeni stochastického integralu.
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Nasi pozornost soustiedime na Itoétv kalkulus, ale ukazeme i rozdil mezi It6ovym a
Stratonovicovym pristupem. Dokazeme také pravidlo pro derivovani slozené funkce,
Itoovu formuli.

Od paragrafu 2.4 se vénujeme stochastickym diferencidlnim rovnicim. Uvedeme pod-
minky pro existenci a jednoznacnost feseni. UkédZeme nékteré typy rovnic a metody
feseni, které pozdéji vyuzijeme v aplikacich.

Na konci této kapitoly se zabyvame numerickymi metodami pro stochastické dife-
rencialni rovnice, které jsou pro aplikace v inzenyrské praxi nezbytné. Pomoci téchto
metod muzeme simulovat analytické feseni anebo ziskat feseni stochastické diferen-
cidlni rovnice, kde analytické feseni neumime najit. Uvadime dvé konkrétni metody,
Eulerovu a Milsteinovu. Eulerova metoda pro stochastické diferencialni rovnice je
odvozena ze stejnojmenné metody pro obycejné diferencidlni rovnice. Milsteinova
metoda byla vytvorena primo pro stochastické diferencialni rovnice.

Treti kapitola se zabyva aplikacemi teorie na elektrické obvody. Matematickym mo-
delem jednoduchého elektrického RL obvodu je obycejna linearni diferencialni rov-
nice prvniho fadu. V této casti prace ukazeme ,stochastizaci“ rovnice sériového
elektrického RL obvodu, kde se ndhodny ¢len objevi bud na pravé strané rovnice
nebo u nékterého z koeficienti. Uvazujeme také rovnici se dvéma nadhodnymi ko-
eficienty. Ve vSech pfipadech odvodime analytické feseni pomoci Itéovy formule a
pomoci numerické simulace vygenerujeme nékolik trajektorii feseni. Najdeme inter-
valy, kde se s velkou pravdépodobnosti nachazeji trajektorie stochastického Teseni.
Numerické simulace jsou naprogramovany v jazyce C#. Jde o novy, objektoveé orien-
tovany jazyk systému MS .Network. Vyuzivame knihovnu LinAlg, kterd umoznuje
vektorové programovani a méa Sirokou skalu moznosti pro praci s maticemi.

Na konci kapitoly uvadime popis pokusu ve kterém jsme na konkrétnim RL obvodu
se zasuménym zdrojem zmértili hodnoty proudu. Potvrdilo se, Ze namérené hodnoty
se nachazi v intervalu ziskaném na zakladé teoretickych vysledkt.

Jednim z prinosii této prace je vytvoreni co nejvice vyvazeného textu, ktery zpristup-
nuje hlubokou matematickou teorii zdjemctim o jeji aplikace, predevsim inzenyrtm.
Dalsim pfinosem je implementace numerickych schémat pro feSeni stochastickych
rovnic do jazyku C#. Hlavnim pfinosem prace je z matematického hlediska kom-
pletni feseni RL obvodu pomoci stochastického kalkulu. Nasli jsme jak analytické,
tak i numerické feseni stochastického modelu obvodu se dvéma nahodnymi parame-
try. Vysetrili jsme statistické vlastnosti feseni a nasli oblasti, kde se feseni nachazi
se zadanou pravdépodobnosti.



1.2 Zakladni symboly a znaceni

R
B

(Q, A, P)
E[X]

V[X]

E[X|H]
N(m,o?)
W(t), W(t,w)
Fi

EM

[ Adw(t)

[F Bo dW(t)
£r(0,T), 1<p

mnozina realnych cisel

Borelovska o-algebra na mnoziné R

pravdépodobnostni prostor

stfedni hodnota ndhodné veli¢iny X

rozptyl nahodné veli¢iny X

podminéné stiedni hodnota nahodné veli¢iny X vzhledem
k o-algebte H

normalni rozdéleni se stiedni hodnotou m a s rozptylem o2
Wienertuv proces na pravdépodobnostnim prostoru (2,4, P)
o-algebra generovana W(s), s <t na (2, A, P)

o-algebra generovana procesem (Wy(s),...,Wu(s)), s <t
Itouv integral z A(t,w) na intervalu (0,7)

Stratonovic¢iv integral z B(t,w) na intervalu (0,7")

prostor realnych procesi G(t,w) na prostoru (2, A, P)

dle definice 2.3.3



Kapitola 2

Teorie stochastickych
diferencialnich rovnic

2.1 Uvod do teorie pravdépodobnosti

2.1.1 Pravdépodobnostni prostor

Definice 2.1.1. Systém podmnozin A dané mnoziny () se nazyva o-algebra, jestlize
plati:

(i) 0e A,
(i) A e A= A € A, kde A = Q\ 4,

(iii) Ay, Az, ... € A= JAi € A,

i=1
Definice 2.1.2. Je-li A o-algebra na 2, potom dvojice (£2,.4) se nazyva méritelny
prostor. Mnozinova funkce P definovana na o-algebte A se nazyva pravdépodobnostni
mira , jestlize

1. P() =0, P(Q) =1
2. P(A) >0 pro kazdé Ae A
3. Pro A; € A, kde A; (N A; =0 je-1ii# j, plati

P(JA) =D PAy).

Trojice (2, A, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.

Definice 2.1.3. Necht U je systém podmnozin mnoziny 2. Potom nejmensi o-
algebru, ktera obsahuje U, nazyvame o-algebrou generovanou U a znacime Gy,.

Gu = ﬂ {G; Gje o—algebra na Q, U C G}.
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Je-li Q = R™ a U je systém vsech otevienych podmnozin R", potom o-algebru gene-
rovanou U nazyvame Borelovskou o-algebrou na €2, a oznacujeme B. Mnoziny B € B
nazyvame borelovské mnoziny.

Poznamka. Nechf je f nezdporna integrovatelnd funkce na R"™ pro kterou je
f]R” f dx = 1. Pro kazdou borelovskou mnozinu B € B definujeme

P(B) = /B f do.

Potom (R", B, P) je pravdépodobnostni prostor. Funkce f se nazyva hustota prav-
dépodobnostni miry P.

Priklad 2.1.4. Necht z € R" je pevné dany bod. Definujeme pro kazdou borelovskou

mnozinu B € B
1 pokud =z € B,

P(B) = { 0 pokud =z ¢ B.

Potom (R", B, P) je pravdépodobnostni prostor. Mira P se nazyva Diracova mira
soustredénd do bodu z. PiSeme P = §,.

Priklad 2.1.5. Wienerova mira. Uvazujme mnozinu
Q:={w:(0,00) = R, w(0) =0, w spojita funkce. }

Necht jsou dané hodnoty 0 =ty < t; < ... <ty a intervaly (a;,b;) proi =1,... k.
Potom pro mnozinu

AZ:{WEQ|ai<W(ti)<bi,izl,...,kf} (21)

definujeme pravdépodobnost

by b
P(A) := / . / p(t1,0,21) p(ta — t1, x1,29) ... p(ty, — tp—1, Tp—1, Tg) doy ... dag
a1 ag

kde 1 ,
e r,y e R, t>0.

p t? x? = Y

(t2,y) = ——

Wiener dokézal, ze zobrazeni P lze rozsitit na pravdépodobnostni miru na o-algebre
generované vSemi mnoZinami typu (2.1).

Poznamka. Obvykle se poklada p(0,z,y) = d.(y).

Poznamka. Wienerovu miru muzeme definovat i ve vicerozmérném prostoru na
mnoziné

Q:={w:(0,00) = R",w(0) =0, w spojita funkce }.



V tomto pripadé je

_Je—y|?

p(t,z,y) = (27Tt)_% ez, x,yeR" t>0.

Ptislusnou o-algebru generuji mnoziny typu
A= {w e | W(tl) S Fl, w<t2) € FQ,...,W(tk) S Fk, 1= 1,,]{?}

kde 0 =ty <t; < ... <t jsouredlna c¢isla a F},..., Fj, C R" oteviené mnoziny.

P(A) = / p(t1,0,21) p(ty — ty, x1,29) ... p(tk — te—1, Tp—1, Tg) doy ... dog.
F1X...XF},

2.1.2 Nahodna veliCina, stfedni hodnota a nezavislost
Definice 2.1.6. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Zobrazeni
X:Q—-R"'n>1

se nazyva ndhodnd veli¢ina, jestlize pro kazdé B € B je X !(B) € A.
Poznamka. Nahodné veli¢ina X je P-méfitelnd funkce z (2,4, P) do (R, B).
Definice 2.1.7. Necht X : @ — R™ n > 1 je ndhodnd veli¢ina. Potom systém
mnozin

G(X)={X"Y(B)|BeB}

tvori o-algebru na €2, které fikdme o-algebra generovand X.

Véta 2.1.8. Necht X,Y : Q — R" jsou dvé funkce, potom Y je G(X)- méritelnd
prave kdyz existuje borelovsky méritelnd funkce g : R™ — R" takovd, zZe Y = g(X).

Definice 2.1.9. Kazda nahodna veli¢ina na X : 2 — R” na pravdépodobnost-
nim prostoru (2, A, P) indukuje pravdépodobnostni miru px na R™ definovanou

predpisem
ux(B) = P(X~X(B)).

Mira px se nazyva rozdéleni nahodné veliciny X.

Definice 2.1.10. Jestlize [, |X(w)| dP(w) < oo, potom &slo

BIX)i= [ X(@)dP@) = [ o dux(o

se nazyva stredni hodnota X (vzhledem k P).



Poznamka. Obecnéji, je-li funkce f: R" — R a / |f(X(w))] dP(w) < oo, potom
Q

E[f(X)] ZZ/Qf(X(w)) dP(w) = Rnf(ﬂf) dpix ().
Definice 2.1.11.

VIX] 32/ X — E[X]]* dP = E[|X]"] - |E[X]]”
)
se nazyva rozptyl ndhodné veli¢iny X (vzhledem k P).

Véta 2.1.12. (Cebysevova nerovnost.) Necht X : Q — R je ndhodnd veli¢ina
s konecnou stredni hodnotou m a konecnym rozptylem o2. Pak pro libovolné ¢ > 0
plati nerovnost

1

g.

Piiklad 2.1.13. Nahodn4 veli¢ina X : Q — R mé normélni rozdéleni N(m,o?),
jestlize

P(|X —m| >co) <

oV 2T

1 _(@=m)?
PX e B|= e 22 dux,
B

kde m a o jsou konstanty, o > 0, a B € R je Borelovskd mnozina. V tomto pripadé
plati
EX]=m a V[X]=0%

Definice 2.1.14. Dvé mnoziny A, B € A se nazyvaji nezavislé jestlize plati
P(ANB)= P(A)- P(B).
Soubor H = {H;; ¢ € I} systémt méfitelnych mnozin je nezdvisly jestlize plati
P(H,N...NH;)=P(H;,)...P(H,;,)

pro libovolnou volbu H;, € H,,, ..., H; € H,, s navzdjem riznymi indexy iy, ..., .
Systém nahodnych velicin X;, ¢ € I je nezdvisly, jestlize soubor o-algeber Gx, gene-
rovanych X; tvori nezavisly systém.

Véta 2.1.15. Necht X,Y : Q — R jsou dvé nezdvislé ndhodné veliciny, pro které
E[|X|] < 00 a E[|Y]] < co. Potom

E[XY]=E[X|E[Y] a V[X+Y]=V[X]+V]Y].

Véta 2.1.16. Necht X,Y : Q — R jsou dvé ndhodné veliciny s normdlnim rozdéle-
nim. Potom plati, Ze

X,Y jsou nezdvislé < E[(X — E[X])(Y — E[Y])] =0.
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Véta 2.1.17. ( Borel-Cantelliho lemma.) Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni
prostor a necht Ay, ..., A,,... € A. Potom

(i) P(ﬂ U Ap) = 0 jestlize ZP(A") < 00

n=1m=n n=1

(1) P(ﬂ U Ap) =1 jestlize Z P(A,) = a A, jsou nezavislé.
n=1m=n n=1
Definice 2.1.18. Necht (Q, 4, P) je pravdépodobnostni prostor. Rikdme, 7e po-
sloupnost ndhodnych veli¢in { X}, konverguje v LP k ndhodné veli¢iné X : Q — R,
jestlize
lim E[|Xk - X|P] —0.

Pro p = 1 mluvime o konvergeci ve smyslu stredi a v pripadé p = 2 o konvergeci ve
smyslu kvadratickych stredi.

2.1.3 Charakteristicka funkce

Definice 2.1.19. Nechf X je n-rozmérna nahodné veli¢ina. Potom funkce
dx(N) :i= E[e™X]  XeR"
se nazyva charakteristickd funkce X.

Priklad 2.1.20. Necht je X nahodna veli¢ina s rozdélenim N (0, 1). Potom

A2

¢X()\) =e 2z
Je-li X ndhodn4 veli¢ina s rozd&lenim N(m, o?), potom

2252

Px(N) = e
Véta 2.1.21. Jestlize X4,..., X, jsou nezavislé nadhodné veli¢iny, potom
Oxy 4t xn (A) 1= H?:1¢§<(A) A eR™
Véta 2.1.22. Necht X je jednorozmérnd ndhodnd velicina. Potom
BIXY = 26(0)

Véta 2.1.23. Charakteristickd funkce jednoznacné urcuje rozloZeni ndhodné veli-
ciny.
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2.1.4 Stochastické procesy a podminéna stfedni hodnota

Definice 2.1.24. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a 7 C R je interval.
Systém nahodnych veli¢in
{X(t)|teT}

se nazyva stochasticky proces.

Poznamka. Nejcastéji mame 7 =< 0,00) a divame se na parametr ¢ jako na ¢as.
Pro pevné w € () dostaneme funkci

t— X(tw); teT
kterou nazveme trajektorii X (t).

Je mozné ztotoznit w s trajektorii ¢ — X (¢,w), tzn. s funkci 7 — R". V tomto
piipadé povazujeme €2 za podmnozinu prostoru = (R")7 - prostoru vech funkci z
7T do R™. Potom o-algebra A bude obsahovat o-algebru B generovanou mnozinami
typu

{w|w(ty) € Fi,...,w(ty) € F,}, F; C R" borelovska.

Mizeme se tedy divat na stochasticky proces jako na pravdépodobnostni miru P
definovanou na prostoru ((R™)7, B).

Definice 2.1.25. Rikdme, Ze stochasticky proces {Y(t)] 0 < t < co} na pravdépo-
dobnostnim prostoru (2, .4, P) je Gausstv proces, jestlize pro libovolnou posloup-
nost 0 <ty <ty < ... <t mévektor (Y(¢1),...Y(¢;)) multidimenzionalni normalni
rozdéleni.

Definice 2.1.26. Necht (2, A, P) je pravdépodobnostni prostor a A, B € A a
P(B) > 0. Potom vzorec
P(ANB)

P(B)

definuje podminéenou pravdépodobnost jevu A za predpokladu B.

P(A|B) :=

Poznamka. Podminénd pravdépodobnost jevu A za predpokladu B je vlastné
pravdépodobnost jevu A N B v novém prostoru, kdy se divime na mnozinu B jako
D P >

na pravdépodobnostni prostor s mirou P = BB Ozna¢me tento prostor (B, A, P),

kde A je o-algebra A zizend na mnozinu B.

Je-li X : Q@ — R™ ndhodna veli¢ina na (2, A, P) potom bude X|B ndhodné veli¢ina
na (B, A, P) a mizeme mluvit o tzv. podminéné stiedni hodnoté

E[X|B]:/BXdJ3=%/BXdP.
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Méjme ted nahodné veli¢iny X (w), Y (w), E[X] < co. Chtéli bychom znat podminé-
nou stfedni hodnotu veli¢iny X za pfedpokladu Y. E[X|Y] uz nemize byt ¢islo, ale
ndhodn4 veli¢ina a jeji hodnoty zavisi na G(Y') — o-algebfe generované Y, nezavisi
pfimo na funk¢énich hodnotach funkce Y. Tyto tivahy jsou vychodiskem k obecné
definici podminéné stiedni hodnoty.

Definice 2.1.27. Necht je X néhodné veli¢ina na (2, A, P), E[X] < oo, a necht
H je o-algebra 'H C A. Podminénou stredni hodnotu veliciny X vzhledem k H rozu-
mime nahodnou veli¢inu E[X |H] ktera je

1. métitelna vzhledem k H

2. [, X dP = [, E[X|H] dP pro H € H.

Véta 2.1.28. Necht je (2, A, P) pravdépodobnostni prostor, H C A je o-algebra na
tomto prostoru a X,Y : Q@ — R", E[X] < o0, E[Y] < 00 jsou dvé ndhodné veliciny.
Potom

(i) ElaX + bY|H| = aE[X|H] + bE[Y|H] pro a,b € R

(ii) E[EIX|H]] = E[X]

(111) E[X|H] = X je-li X H- méritelnd

() E[X|H] = E[X] je-li X nezdvisld na H.

(v) Je-li H = A potom E[X|H|] =X

(vi)Je-li X <Y potom E[X|H] < E[Y|H]

(vii) E[XY|H] = X E[Y|H] je-li X H- méfitelnd.

Véta 2.1.29. Necht F a H jsou o-algebry, takové Ze F C H. Potom
E[X|F] = E[E[X[H]|F].
Véta 2.1.30. (Jensenova nerovnost.) Necht ¢ : R — R je konvexni funkce a

E[|¢(X)]] < oo, potom
P(E[X|H]) = Elp(X)[H].

Poznamka. (Dusledky Jensenovy nerovnosti) (i) |E[X|H]| £ E[|X||H]
(ii) [E[X|H]]* = E[IX[*|H].

2.2 Browntuv pohyb a jeho vlastnosti

Browntiv pohyb - matematicky model pohybu ¢astice v tekutiné - je dilezitym pii-
kladem ndhodného procesu, ktery hraje klicovou roli v teorii stochastickych diferen-
cidlnich rovnic. Matematické teorie Brownova pohybu byla zapocata Wienerem (r.
1923), ktery rozlozeni pravdépodobnosti procesu Brownova pohybu chépal jako miru
v prostoru spojitych funkci. Proto se tento proces nazyva také Wienertv proces.

13



Definice 2.2.1. Reélny stochasticky proces W (t) na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P) se nazyva Browniv pohyb nebo Wieneriv proces, jestlize plati

1. W(0) = 0 skoro vsude
2. W(t) — W(s) ma N(0,t — s) rozdéleni prot > s >0
3. pro libovolna 0 < t; < ts... < t, jsou prirtstky
W(ty), W(ta) — W(ty), W(ts) — W(ta),...,W(tn) — W(tn_1)
vzajemné nezavislé nahodné veliciny.
Poznamka. Plati, Ze
(i) E[W(t)] =0 prot > 0.
(i) E[W?2(t)] =t.

Poznamka. Wieneruv proces predstavuje integral toho, co se v praktickych apli-
kacich nazjva bilym Sumem.

Véta 2.2.2. Necht W (t) je Wieneriv proces. Potom
EW (@)W (s)] = min{t,s} prot >0, s> 0.

Dukaz: Necht ¢t > s > 0. Potom

~~
=0 =0

2.2.1 Konstrukce Brownova pohybu

Konstrukci Brownova pohybu provedeme podle Z. Ciesielskiho. Nejprve se omezime
nate (0,1).

Definice 2.2.3. Pro t € (0,1) definujeme Haarovy funkce {hy(-)}72, takto:
ho(t):=1 pro te(0,1).

{ 1 pro te€(0,3)

1 pro t€ (3,1)

D=

h1<t) =

14



Pro 2" <k < 2"t n=1,2,..., definujeme

9 k— k—2741/2
2n/ pro %2 S <t < —

hi(t) :== < —9n/2 pro k-—2"+1/2 2;j1/2 <t <k 2 k=241
0 jinde.
Vé&ta 2.2.4. Haarovy funkce tvori tplny ortonormdlni systém v prostoru L*({0,1))
- funkci integrovatelngch s kvadrdtem na intervalu (0, 1).

1 1
/ hg(s)ds:/ lds=1
0 0
1 1 1
/ h3(s) ds:/ 1ds+/ (-1)*ds=1
0 0 1

2

Dukaz: Plati

Obecné

1 k—2"41/2 k—2"41
) ds= | 2'd T s —on [ L)
; 1(s) ds = R s+ h_2m41/2 5= on+1 + on+l | T
2'VL

Dale pro [ > k mame bud hih; = 0 nebo

/0 hi(s)h(s) ds = :i:2"/2/0 hi(s) ds = 0.

Necht pro f € L?({0,1)) je fo ) ds = 0 pro kazdé k = 0,1,.... Abychom
dokazali tiplnost, ukazeme ze potom f =0 s.v. Mame

[ smotsy as= [ 569 as =
/01 F()h(s) ds = 0.

7 téchto dvou vztaht dostaneme

/jﬂs)ds:/;f(s)ds:

Pfidame-li vztahy fol f(s)ha(s)ds=0a fol f(s)hs(s) ds = 0 dostaneme
; ; ; 1
ds = ds=0 ds = ds =
[ o= [Tra=0a [Tras= [ o

15

a také



i~

Budeme-li v tomto postupu pokracovat, dostaneme pro kazdé 0 < k < 2"+ ze

k+1
on+1

f(s)ds =0.

k
on+1

Diadicka racionalni ¢isla tvofi hustou podmnozinu intervalu (0,1) a tak mtzeme
psat, ze [T f(s) ds = 0 pro libovolné 0 < r < p < 1. Ale

f(t):%/o f(s)ds=0  pros.v. t.

Dokézali jsme tedy, ze Haarovy funkce tvofi uplny ortonormalni systém.

Definice 2.2.5. Pro k = 1,2, ... definujeme k-tou Schauderovu funkci vztahem

sk(t) == /Ot hi(s)ds  pro te(0,1).

Poznamka. Grafy Schauderovy funkce maji tvar rovnoramenného trojuhelniku o

/v _n_ v’ . _9on _9n
visce 27271, lezictho nad intervalem (A2, A=24L)

k—2" k—2"+1
2n 2n

Véta 2.2.6. Necht {a;}2, je posloupnost redlngch ¢isel, 0 < § < 1/2 a necht plati

lax| = O(K°) pro k — oo.

Z aksk(t)

konverguje stejnomeérne pro 0 <t < 1.

Potom 1ada

Dukaz: Zvolme si e > 0. Pro 2" < k < 2""! maji funkce s;(-) disjunktni nosice.
Polozme
b, = max lag| < C(2")°.
2n < ko< 2ntt

16



Potom pro 0 <t <1 a pro m dostatecné velké plati

> lallse®l < > b max |5 (1))

k=2m n=m 2" S k< 2n+1
0<t<1

< C Z(2n+1>5 . 2—n/2—1 =C 2(6—1) Z 2n(5—1/2) <e

Véta 2.2.7. Necht jsou {Ay}32, nezdvislé nahodné veliciny s rozdélenim N (0, 1).
Potom pro skoro vsechna w plati, Ze

|Ax| = O(+/logk) pro k — oo.

Dikaz: Prox >0, k=2,..., mame

1 - 2 2
P(|A] > 2) = — e d +—/ / “zd
(|Ax| > ) Tﬂ/w s N s

< e 1 -T ds < (. 677
TN 27 /g;

pro néjakou konstantu C. Polozme = = 44/log k. Potom

1
P(l 4] > 4/logh) < € ™5 = C 5

Protoze fada >, 1?14 konverguje, z Borel-Cantelliho lemmatu dostaneme, ze

P(|Ax| > 44/logk pro nekoneéné mnoho k) = 0.

Poznamka. 7 této véty specidlné vyplyva, ze posloupnost {Ax}32; nezavislych
N(0,1) ndhodnych veli¢in spliiuje pfedpoklady véty 2.2.6.

Véta 2.2.8. Pro 0 < s,t <1 je soucdet > - si(s)sk(t) = min(s, ).
Dukaz: Definujme pro 0 < s <1 funkci

1 pro 0<7<s
ps(7) =

0 pro s<7<I1.

Protoze Haarovy funkce tvori iplny ortonormalni systém, mtizeme psat pro s <t

1 0
s =/ prps AT = agby,
0 k=1

kde

1 t 1 s
ap = / oihy, dT = / hi, dT = si(t), bp = / wshy dr = / hy, AT = si(s).
0 0 0 0
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Véta 2.2.9. Necht {A;}32, je posloupnost nezdvislych ndhodnych velicin s rozdé-
lenim N(0, 1), definovangch na daném pravdépodobnostnim prostoru. Potom soucet

W(t,w) = iAk(w)sk(t), 0<t<1

konverguje stejnomérné v t pro s.v. w. Navic
(i) W(-) je Browniv pohyb a
(1) trajektorie procesu t — W (t,w) jsou spojité€ pro s. v. w.

Diikaz: Stejnomérna konvergence fady vyplyva z vét 2.2.6 a 2.2.7 a ze stejnomérné
konvergence spojitych funkei vyplyva, Ze trajektorie procesu t — W (t,w) jsou spo-
jité pro s. v. w.

Musime dokazat, ze W (-) je Browniv pohyb. Je zfejmé, ze W(0) = 0 s.v. Ted do-
kdzeme, ze pro 0 < s < ¢ < 1 maji pririastky W(t) — W(s) rozdéleni N(0,t — s).
Plati

E[eMWO-WE)] = peit K Ax)(se(0) k()]

= [I° | E[eMrlsr(®)=sk())] (z nezavislosti)

2
= Hz‘):le_%(S’C(t)_sk(s))2 (z N(0,1) rozdéleni Ay)

L A SRRk — o SR 2 (02 ()i ()42 (5)

>\2
— ¢ 7 (t724) (z véty 2.2.8)

2
—_= 6_%(t_8) .

Z jednoznacnosti charakteristické funkce vyplyva, ze proces W (t) — W (s) ma rozdé-
leni N(0,¢ — s).

Zbyva jesté dokazat, ze pro libovolna 0 < t; <ty < ... < t, jsou prirtstky
W(t1), W(t2) = W(t), ..., W(tn) = W(ta-1)

vzajemneé nezavislé nadhodné veli¢iny. Protoze maji normalni rozlozeni, staci dokazat,
ze

E[(W(tiyr) = W(t)) (W(tj) —W(t;)) ] =0.
Nejdiive spocitame E[W (t)W(s)].

EWHW(s)] = E | > Ap(w)si(t) - > Aw)si(s)

18



Z A (w) A (w)sk(t)si(s)| =

=D E[ALw) Jsk@)se(s) + D ElAW) Aw)lsk(t)si(s) =
k=1 kl=1,k#1

— Z sp(t)sk(s) = min(s, t),

protoZe Ay, jsou navzdjem nezavislé N(0,1) ndhodné veli¢iny.
Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, Ze ¢; < t; a mame
E[(W(tisa) = W(t:)) W(tja) —W(E5)) ] =
E[W (i)W (tj1) = W(E)W (1) — W (L)W (E;) + W(E)W(t:) ]
=tiy1 —t; — i1 +1;=0.
Véta 2.2.10. Existence Brownova pohybu. Necht (,U,P) je pravdépodob-
nostni prostor na kterém je definovdno spocetné mnoho nezdvislych N(0,1) nahod-

nych veli¢in {A,}5°,. Potom existuje jednorozmérny Browniv pohyb W(-) defino-
vany pro w € , t > 0.

R,
e

Trajektorie Brownova pohybu
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Dukaz: Dle predchazejici véty zkonstruujeme Browniv pohyb pro 0 < ¢t < 1.
Pfeznacovanim indext N(0, 1) ndhodnych veli¢in dostaneme spoc¢etné mnoho tiid
spocetné mnoha ndhodnych veli¢in a tak mtzeme sestrojit spocetné mnoho nezavis-
Iych Brownovych pohybta W"(¢) pro 0 < ¢t < 1. Pak definujeme Brownuv pohyb pro
t > 0 vztahem

W(t)=Wnh-1)4+W"t—-(n—-1)) pron—1<t<n.

Poznamka. Uvedeme ptiklad pravdépodobnostniho prostoru na kterém je defino-
vano spoc¢etné mnoho nezavislych N(0, 1) ndhodnych veli¢in. Necht

) = prostor posloupnosti redlnych ¢isel (x1,z5...)
—_——
W
Necht U je o-algebra generovani mnozinami typu

A={weQ|ar<xp <by, k=1,....,m; —00 < a; < by < o0}.

Pro takové mnoziny A definujeme pravdépodobnost predpisem

R B
P(A) = H — / ez dx.
k=1 Var Ok

Tuto pravdépodobnost rozsifime na vSechny mnoziny z U a definujeme
Ap(w) =z, pro w=(r1,xs,...).

Potom {A,}22, jsou nezavislé N(0,1) ndhodné veliiny.

2.2.2 Vlastnosti Brownova pohybu

Véta 2.2.11. Necht je W(t) Brownuv pohyb na prostoru (2, A, P). Potom proces

(i) W(to +t) — W(toy) je Browniv pohyb pro ty > 0.
(ii) c W (t/c*) je Browniiv pohyb pro ¢ > 0.

Duikaz: (i) Definujme W (t) := W (to + t) — W (to). Potom W (0) = 0 a nezévislost
pfirtstkd plyne z nezdvislosti pfirtstki Brownova pohybu. Pomoci charakteristické

funkce dokazeme, ze W (t) — W (s) je N(0,t — s).

E[eiA(W(t)—W(s))] _ E[eiA(W(toth)—W(to)—W(to+s)+W(to))] —

~ X (1-s)

/\2
T (tot+t—=(to+s)) — o )

_ E[ez’)\(W(to+t)—W(to+5))] =

(ii) Definujme /W(t) := ¢ W(t/c?). Potom /W(O) = 0 a podobné jako v (i) mame
nezévislost pfirastki a z charakteristické funkce, ze W (t) — W(s) je N(0,t — s) :

E[ePWO-WE)] = plei X eWH/E)-W(s/)] = o=77 () = o ()
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Poznamka. Pomoci této véty se daji dokazat nékteré dalsi dulezité vlastnosti
Brownova pohybu.

Véta 2.2.12. Pro kazdée t > 0 plati, Ze trajektorie Brownova pohybu nemd skoro
Jisté derivaci v bodé t.

Dukaz: Dokéazeme, Ze skoro jisté nemd trajektorie Brownova pohybu derivaci v
bodé 0. Obecné tvrzeni pro ty # 0 plyne z toho, Ze proces W (t) := W (to+1t) — W (to)
je také Brownuv pohyb.

Dtikaz provedeme sporem. Predpokladejme, Ze existuje derivace v bodé 0. Potom
existuje ¢islo A < oo ae >0, Ze

(W (t)| < At pro kazdé 0<t<e.

Vezmeme si takové ¢islo A pevné. Potom

1 At 2
P(=AL< W (1) < 40) = —— /,4 5 du.
— At

Po substituci x = ty dostaneme, ze dxr =t dy a

A 2,2
P(—At < W(t) < At) = ¢% / e~ dy =
™ —A

1 A

= — / e 21/t dy—0 pro t—0.
V2m- 1/t J-a

Pravé jsme dokézali, ze pro A pevné je |[W(t)] < At prokazdé 0 < t < ¢
s pravdépodobnosti 0. Timto zpusobem muZzeme odvodit pro kazdé A = n, Ze
|[W(t)] < nt prokazdé 0 < t < e s pravdépodobnosti 0. Ale sjednoceni spo-
¢etné mnoho mnozin miry 0 je mnozina miry 0. Tak W (¢) nem4 derivaci v bodé
t = 0 s pravdépodobnosti 1.

Poznamka. Da se dokazat i silnéjsi tvrzeni, Ze s pravdépodobnosti 1 nejsou tra-
jektorie Brownova pohybu diferencovatelné v zadném bodé. Diikaz tohoto tvrzeni
pochézi od Dvoretzky, Erdés a Kakutani, a je mozné ho najit v [8].

Poznamka. Velice jednoduché je dokazat, ze W (t) nemd derivaci v bodé ¢t > 0 ve
smyslu kvadratickych stiedii:

(W(t +h) — W(t))2 E[(W(t+h) —W(t)]
h

E

1
h? h
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Véta 2.2.13. Necht je W (t) Browniv pohyb. Potom (i) E[W?(t)] = t.
(is) E[W*(t)] = 3t

Dukaz: (i) W(t) je N(0,t) a proto E[W?(t)] = t.
(i) E[W*(t)] vypocitdme ptimo z definice. P¥i vipoctu pouzijeme dvakrét per partes
a dostaneme ) ) _ 2
EW (t)]:ﬁ /w e 2 dx = 3t°.
R
Véta 2.2.14. (i) Necht W (t) je Browniv pohyb na intervalu (0,t) a necht symbol

0" ={0=1ty <ty...<t, =t} znaci déleni tohoto intervalu.
Potom pro |6"| := mazo<p<n-1|tir1 — tx] — 0 plati

=

3

(W (tisr) = W(te))* — t

i

ve smyslu kvadratickyjch stredi. Jingmi slovy Browniv pohyb W (t) md kvadratickou
variact rovnu t.

(ii) Trajektorie Brownova pohybu maji na kaZdém intervalu nekonecnou variaci.

Dukaz: (i) Chceme dokazat, ze

2
E (Z(AWk)2 - t> — 0 pro At, —0.

tp<t

Definujeme déleni intervalu 0 = tp < t; = £ < tp = 2

AWk = Wk+1 — Wk Potom Atk = %

E (nz_l(Awkf — t>2 =F (nz_l ((AWk)2 — %))2 —

k=0

E
k,j=0 k=0
n—1 " "
E [(AWR)? — —| E [(AW;)* — = svislosti ) =
+ Z {( Wy) n] {( W;) n] (z nezévislosti )
kv.j =0 VO g
k#J B
n—1 n—1 2 n—1 t2
_ 4 2 _
= E [(AW,)*] - g E [(AW,)?] + Z e
k=0 k=0 k=0

(5 omr-2) (omr-) - e fmr-somr



2 2t =t 12 12 2t 12
— 3_2__ —+n—2:3——2—+—=2——>0 pro n — oo.
=0 n n k:On n n n n n

(ii) Funkce s kone¢nou variaci maji kvadratickou variaci rovnou nule. Toto tvrzeni
je tedy pfimym disledkem (i).

Definice 2.2.15. n- rozmeérnym Brownovym pohybem se rozumi vektorovy proces
W(t) i= (Wi(t),...,Wu(t)) t>0

jehoz slozky tvori n vzajemné nezavislych Brownovych pohybi.

2.2.3 DMartingaly a Markovovy procesy

Definice 2.2.16. Systém c-algeber M = {M,, t € T} na pravdépodobnostnim
prostoru (€2, A, P) se nazyva filtrace, pokud pro kazdé t € 7 je M, C A a

M, CM; pro s<t, s teT.

Definice 2.2.17. Nahodny proces M = {M(t),t € T} se nazyva martingalem
vzhledem k filtraci M = {M,, t € T}, kdyz

EM(t) <oo, teT a

EM(t)| M =M(s), t>s, t,seT.

Poznamka. Pojem martingalu pochazi z teorie hazardnich her. Popisuje spravedli-
vou hru, pfi niz o¢ekavana hodnota vyhry je rovna c¢astce, kterou hra¢ musi za tucast
ve hie zaplatit. Dilezitost martingalu v matematické teorii stochastickych procest
vyplyva z nasledujici véty:

Véta 2.2.18. Necht proces M = {M(t),t > 0} je spojitym martingalem na (Q, A, P).
Potom pro kazdé p > 1, T > 0 a A > 0 plati tzv. Doobova martingalova ne-
rovnost:

P ( sup [M(1)] A) < CEIM@)Y.

0<t<T

Definice 2.2.19. Necht W (t) je Browniv pohyb na prostoru (2, A, P). Filtrace
F = {Fi,t > 0} se nazyva historie Brownova pohybu, jestlize pro t > 0 je F;
o-algebra generovana ndhodnymi veli¢inami W (s,w), s < t.

Poznamka. Filtrace F = {F;, t > 0} popisuje rist informace pozorovatele o
trajektorii Brownova pohybu v zavislosti na case.

Véta 2.2.20. Browniv pohyb W (t) je martingalem vzhledem k své filtraci F =
{F, t =0}
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Dtkaz:
EW()|F] = EW(t) = W(s) + W(s)| F] =
= E[W(t) = W(s)|Fs] + E[W(s)|Fs] =0+ W(s) =W(s), t>s, t,seT.
Vyuzili jsme toho, Ze ndhodna veli¢ina W (t) — W (s) je nezéavisla na o-algebte F; a

proto

EW(t) — W(s)|F] = EW(t) = W(s)] = 0,

a ndhodna veli¢ina W (s) je F, - méfitelnd a proto E[W (s)|Fs] = W(s) (viz vétu
1.4.28).

Véta 2.2.21. (Markovova vlastnost) Necht je W(t) Browniv pohyb, a necht
F = {F, t > 0} je historie Brownova pohybu. Pro s > 0 definujme proces
W(t) == W(t+s) — W(s) a necht F oznacuje historii W (t). Potom pro kazdé
t > 0 jsou o-algebry Fs a ]T-t nezavislé.

Dukaz: Proces /V[v/(t) je Browniiv pohyb a ma nezavislé prirtistky stejné jako proces
W (t). Definujme mnoziny

A= D{W(Sj) —W(sj—1) <aj} € Fy

B = ﬂ{W(t] —+ S) — W(tj_l + S) < yj} e F.
j=1
Mnoziny A a B jsou nezavislé a mnoZziny typu A generuji F a mnoziny typu B
generuji F.

Poznamka. Procesy majici Markovovu vlastnost se nazyvaji Markovovy procesy.
Véta tedy tiké, ze Browniiv pohyb je Markovoviv proces.

2.3 Stochasticky integral

Necht je W(t) Browniv pohyb na prostoru (€2, .4, P). Chceme definovat stochasticky
integral

/OTf(s,w) dW (s, w)

pro vhodnou ndhodnou funkci f(s,w). Pfedpokladejme zatim, Ze f je spojita v s pro
kazdé w € Q. Riemann-Stieltjesiv integral pouzit nemuzeme, protoze proces W (t)
nema konecnou variaci.
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Priklad 2.3.1. Mé&jme interval (0,7"), a méjme déleni tohoto intervalu
Mi={0=ty<ty...<t, =T}, 10"| := maxo<g<n—1|tit1 — txl-
Pro pevné 0 < A <1 a déleni §" intervalu (0,7) poloZme
= (1= Nty + My (k=0,...,n—1)

a definujme

i
L

R, =R,(0", \w):= > W(r,w)(W(tk1,w) — W(tk,w)).

e
Il

To jsou odpovidajici Riemannovy soucty pro fOT W(s,w) dW(s,w). Pro jednodu-
chost zapisu vynechdme w a spocitame R = lim R,, pro pevné A a pro lim [§"| = 0.

Nejdiiv upravime soucin (zkracené budeme psat +£A namisto +A — A )

W () (W (tisr) = W(tn)) = W ()W (tira) — W) W (te) =
= W)W (1) £ W () & 52 (00) = 5T (tn) + W ()W (1) =
- _% W (tka) = W(n)]” + %[W(Tk) — W(te)) + %[W%kﬂ) — W2(t)]
Dale -
R, = W () (W (tes1) — W(ty)) =
k=0
1 ), 1A )2 1
:_Ekﬂpvaﬂg—wvhw]+§zgm4m) +§kﬂ 2(thn) = W2 (1)) =
e b S —weey = o Dy

Poznamka. Vidime, Ze tento soucet zavisi na volbé \. Zvolime-li za A = 0, dosta-
neme tzv. [t60v integral

T 2
w=T) T
/ W dWw = (1) _ -,
0 2 2
pro A = 1/2 dostaneme tzv. Stratonovic¢iv integral

T 2
/‘WOMV:HXD.
; 2
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2.3.1 Itonv integral

Definice 2.3.2. Necht je W (t,w) Browntuv pohyb na prostoru (2, A, P) a necht
filtrace F znad{ historii Brownova pohybu. Rikdme, Ze proces {G(t,w), t € (0,00)}
je souhlasny s F, jestlize pro kazdé ¢ > 0 je funkce w — G(t,w) F;- méfitelna.

Definice 2.3.3. Ozna¢me £P(0,7), T" > 0,1 < p < oo prostor realnych procesti
G(t,w) na prostoru (92, A, P) takovych, Ze

(i) {G(t,w), t € (0,T)} je souhlasny s F,
(i) (t,w) — G(t,w) je B x F- méfitelnd, kde B je Borelovska o-algebra na (0,7),
(iii) B [ T Gr(t,w) dt] < .

Definice 2.3.4. Proces S € £%(0,T) se nazyva jednoduchd funkce, jestlize existuje
déleni § := {0:t0<t1... <tm:T},2e

S(t,w) = Sk(w) proty <t <tg1 (k=0,...,m—1).
Poznamka. Kazda funkce Sy je F;, - méfitelna.

Definice 2.3.5. Necht S € £2(0,7) je jednoduchd funkce. Pak

/O S dW = Z_ S(W) (W (tyr, @) — W (tg, w))

se nazyva Itouv integral funkce S na (0,T).

Vé&ta 2.3.6. (Itdova izometrie) Necht S € L2(0,T) je jednoduchd, omezend

funkee.
(/OTsu,w) dW(t,w)) :E{/OTSQ(t,w) dt]

Potom
2
Dukaz: Ozna¢me AW; = W(tj 1, w) — W(t;,w).

E

T 2 m—1 2
E </ SdW> = ( SjAWj> =
0 =0
m—1 m—1
=E| Y SHAW)? +2 ) SiSAWAW;| =
j= 4,j=0,i<j
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m—1 m—1
=) E[S]AW}] +2 ) E[SiS;AWI]E[AW;] =

j=0 4,7=0,1<J

=Y E[S}E ZE (tjr1 — ):E[/()Tszdt].

Véta 2.3.7. Necht je G € £2(0,T). Potom existuje posloupnost jednoduchych funkci
S, € L%0,T), takovd, Ze

E [/OT(G(t,w) — Su(t,w))? dt] S0 pro n— oo

Definujeme Itouv integrdl funkce G na (0,T) predpisem

/T G(t,w) dW (t,w) = lim TSn(t,w) dW (t,w).

n—oo 0

Tato limita existuje a nezavisi na volbé posloupnosti S,. Navic plati Itoova izometrie

</OTG(t,w) dW(t,w))2 _E UOTG%,W) dt} |

Dukaz: Prostor jednoduchych funkci tvoti hustou podmnozinu prostoru £2(0,7) a
proto miizeme pomoci [tdovy izometrie rozsifit definici It6ova integralu na vsechny
funkce G € £2(0,T). Piesny ditkaz neuvadime, pouze popiseme myslenku dikazu.
Nejdiive uvazujme p¥ipad, kdy funkce G(t) € L£2%(0,7T) je spojitd funkce pro skoro
vSechna w. Definujeme posloupnost jednoduchych funkci

n=0,..., cela ¢ast (kT).
Obecné, pro G(t) € L£%(0,T) definujeme

t
:/ me™IG(s)ds pro sw. w.
0

Funkce G,,(t) € £2(0,T) a jsou spojitd pros. v. w a fOT |G () —G#)*dt - 0 s.v.
Ted mtizeme aproximovat funkce G,,(t) jednoduchymi funkcemi dle popsaného na-
vodu.

Vé&ta 2.3.8. Necht F,G € £*(0,T). Potom
L [[(@aG+bF) dW =a [} GAW +b [ FdW pro a,beR

2 B Jy Gaw ] =0

3. fOTGdW je Fr— meéritelna.
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Dukaz: Je zfejmé, Ze véta plati pro jednoduché funkce z £2(0,7T) a limitnim pfe-
chodem dostaneme tvrzeni.

Vé&ta 2.3.9. Pro G € L*(0,T) oznaéme Z(t) := f; G(s,w) dW(s,w), 0 <t < T.
Potom

(i.) Z(t) je martingalem vzhledem k F;.

(ii.) Existuge t-spojitd verze Z(t).

Dikaz tohoto tvrzeni neuvadime. Je mozné ho najit v [10] na strandch 31-33.

2.3.2 Itoova formule

Definice 2.3.10. Nechf je W (t) Browniv pohyb na prostoru (2,.4, P) a necht
X (t,w) je stochasticky proces na prostoru (2, A, P), ¢t > 0. Rikdme, Ze X (t,w) je
Itouv proces, jestlize

t t
X(t,w) = X(0,w) +/ U(s,w) ds +/ V(s,w) dW(s,w),
0 0
kde U € £Y(0,t), V € £%(0,t) a X(0,w) je Fo—méfitelna.

Poznamka. Stru¢né fikdme, ze X ma stochasticky diferenciél
dX(t) =U dt + V dW (¢).

Véta 2.3.11. (Itéova formule) Necht X (t) md stochasticky diferencidl na inter-
valu (0, t)
dX(t) =U dt +V dW(1).

Necht g(t,x) : (0,00) x R — R je dvakrdt spojité diferencovatelnd funkce. Potom
Y(t) =g(t, X(1))
je také Itouv proces, a

dy () = %(t,X(t» dt + %WW dX(t) + % %

kde (dX(t))? = (dX(t)) - (dX(t)) se pocitd podle pravidel
dt - dt = dt- dW(t) = dW(t)- dt =0, dW(t)- dW(t) = dt.

(£, X()(dX(1))%,

Dukaz: Nejdiive ukdzeme, ze Y (t) je Itotv proces. U kazdé funkce pocitame hod-
notu v bodé (¢, X(t)). Predpokladejme, Ze plati vzorec

dg ., 09 1 &g 2
=—dt+ —=dX () + - = (dX(¢

ot ' T os ()+28x2< ®)

a dosadme do tohoto vzorce dX(t) =U dt+ V dW (¢).

dY (¢)
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2
99 1 ar+v aw 1))+~ 29

dg
dY (t) = =2 dt+ 5 7

ot ox

39
895

dg Jdg
(U dt+V dW (t))? = ((915 + Oa:U) dt

1 9%
2 0x?
_(0g 9y 1 0%, dg
N ~- v*
Ukazali jsme, ze Y ma stochasticky diferencial

dY (t) = U* dt + V* dW(1).

DIy aw (t) + (U2(db)2 + 20V dt dW (£) + V(AW (£))2) =

J/

Pro dukaz tvrzeni, ze dY (t) = % dt + % dX(t) + o 22(dX (t))?, pouzijeme Taylo-

2 9z2
riv rozvoj funkce Y (t) = g(t, X (¢)). Bez jmy na obecnosti mizeme piedpokladat,
ze funkce 8?, % a g—ig jsou omezené. Obecnou, dvakrat spojité diferencovatelnou

funkci g mizeme aproximovat posloupnosti funkci g,, které jsou omezené a maji
omezené i ptislusné derivace. Budeme také predpokladat, ze funkce U a V jsou jed-
noduché funkce.

Méjme {0 = ¢y < t;... < t, = t} déleni intervalu (0,¢). Tam, kde argument
neuvadime, pocitdme hodnotu dané funkce v bodé (¢;, X(¢,)). Dle Taylorova vzorce

0 0
g(t, X (1)) = 9(0,X(0) +ZA9_90X +Zaim+z 99 Ax 1+

o g 2
i1 ZW (At;) +ZaatAtAX+ Z ~(AX;) +Z X)),
kde At; =11 —t;, AX; = X(tj1) — X(¢ j)v Ag = g(t j+1;X(tj+1)) — g(t;, X(t))).

Jestlize At; — 0, potom mame
99 r, _ 99
&At] Zat(t X(t )At—>/a (5, X(s)) ds

podobné
8g t 9g
3 AX; — /0 %(S,X(S)) dX(s).

Predpokladame, ze funkce U aV jsou jednoduché funkce, tedy

9*g g g
o o U (At) +2Z £)(AW,)+ Zwvj?(ij)?,

J

—5(AX;)? =
kde U, = U(t;), V; = V( ) a AW, = W(t) — W(L,).
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Prvni dva ¢leny konverguji k nule pii At; — 0 ve smyslu kvadratickych stiedi:

E ( ggUQ(At)> ZE <ax2 )2 (At;)* — 0 pro At; — 0.
(30m)

S VI(AW;)? / —V2 ds pro At; — 0.

D*g
E < @Uﬂ/j(Atj)(AWjO ZE (At;)* — 0 pro At; — 0.
j

Zbyva dokézat, ze

d%g
62

Pro zjednoduseni zapisu zavedeme nové oznaceni

A = 28 (LX) Vi), 4= Aq)

a uvazujme
<ZA (AW;)? ZA At ) = ST E[AA (AW, — AL)(AW,)? - Ay)] .
0,
Pro i < j jsou A;A;((AW;)* — At;) a (AW;)? — At; nezéavislé a proto v tomto

pripadé stfedni hodnota tohoto soucinu se rovna soucinu stfednich hodnot a to se
rovna nule. Podobné miizeme uvazovat i v ptipadé kdy ¢ > j. Tak nam ztistava

ZE [A2((AW;)? ZE [A2] E [((AW))* — 2(AW;)?At; + (At;)?)]
= Z B [A%] ( —2(At))*+(Aty)?) =2) E [A%] (At))*) — 0 pro At; — 0.
meml slovy jsme pravé dokazali, ze

¢
g A;(AW;)? —>/ A(s)ds pro At; — 0,
~ 0

coz je vlastné vztah, ktery zkracené piseme
(dW(t))* = dt.

Z toho vztahu také vyplyvd, ze 3 0 ((At;)? + (AX;)?) — 0 pro At; — 0.
Tim je dokdzana Itdova formule.
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Véta 2.3.12. (Multidimensionalni Itdova formule)

Necht W(t,w) = (Wi(t,w),..., Wy (t,w)) oznacuje M-dimensionalni Wieneriv pro-
ces a necht stochasticky proces X(t,w) = (X1(t,w), ..., Xn(t,w)) je N-dimenziondlni
Itodv proces

dX(t,w) = /Uswds+Z/szdW(sw)

kde U, V jsou vektorove funkce, jejichz slozky splnuji podminky z definice 2.3.10.
Necht g(t, z) : (0,00) x RY — RF je dvakrdt spojité differencovatelnd funkce. Potom

Y(t) = g(t, X(1)) = (g1 (t, X(2)), ..., gp(t, X(1)))

je stochasticky proces, jehoZ k—ta slozka je dana rovnict

g ﬁgk 1 g
dYi = St X) dt+z (£, X) dXZ+§,Zj: D, (1 X AX) (X)),

kde dX;- dX; se pocitd podle pravidel

dt- dt = dt- dW; = dW;- dt =0, dW;- dW, = ¢, dt.

2.4 Stochastické diferencialni rovnice

Uvazujme prostor (2, A, P) s neklesajici soustavou o-algeber F = {F;,t > 0}, na
kterém je definovan Wieneriv proces W (t) vzhledem k F. Pfedpokladejme, Ze kazdé
F; obsahuje vSechny P—nulové mnoziny z A. Budeme se zabyvat stochastickymi di-
ferencidlnimi rovnicemi na intervalu (0,77), 0 < T < oc.

Itdovou stochastickou diferencialni rovnici (Itd6 SDR) rozumime rovnici
dX(t) = A(t, X(t)) dt + B(t, X(t)) dW (2), X(to) = Xo

kde funkce A : (0, T) xR — R se nazyva koeficient driftu a funkce B : (0, T) xR — R
se nazyva difuzni koeficient. 1t6 SDR je ve skutec¢nosti integralni rovnice

t t
X(t) = Xo +/ A(s, X (s)) ds +/ B(s, X (s)) dW(s),

to to

kde prvni integral je Lebesguetiv a druhy integral je Itouv.

31



Kdyz v stochastické diferencialni rovnici uvazujeme na misto Itéova integralu Strato-
novic¢iv, dostaneme Stratonovic¢ovu stochastickou diferencidlni rovnici (Stra-
tonovi¢ SDR), kterou mtizeme symbolicky zapsat takto:

dX(t) = A(t, X(¢t)) dt + B(t, X(t)) o AW (¥), X(to) = Xo.
Integralni interpretace této rovnice je
t t
X(t) = Xo +/ A(s, X(s)) ds +/ B(s, X(s)) o dW(s),
to to

kde prvni integral je Lebesguetiv a druhy integral je Stratonoviciiv.

It6 SDR a Stratonovi¢ SDR se stejnymi koeficienty nedaji obecné stejnd reseni. Plati
v8ak, ze Teseni X (¢) It6 SDR

X(¢) :X0+/t A(s, X(s)) ds+/t B(s, X (s)) dW(s),

spliiuje modifikovanou Stratonovi¢ SDR

t

X(t) :X0+/ A(s, X (s)) ds—l—/ B(s, X(s)) o dW (s),

to to

kde koeficient A(t, X (1)) = A(t, X (£)) — %B(t,X(t))aa—f(t,x).

2.4.1 Existence a jednoznac¢nost Feseni

Definice 2.4.1. Necht W(t) = (Wy(t),..., W (t)) zna¢i M-dimensionalni Wiene-
riv proces a funkce A : (0, T)xRY — RN B : (0,7)xRY — RV*M jsou méfitelné.
Rikdme, Ze na intervalu (0,7T) je proces X(t) = (Xi(t),..., Xn(t)) silngm Fesenim
stochastické diferencialni rovnice

AX(t) = A(t,X(8)) dt + B(t, X(t)) AW (1), X(0) = X,

jestlize proces X(t) je souhlasny s F* a pro vSechna t € (0,T)
t t
X(t) = Xp —I—/ A(s,X(s)) ds +/ B(s,X(s)) dW(s) s.v.
0 0

Poznamka. Symbolem FM jsme oznacujeme o-algebru generovanou procesem

W(t) = (Wi(t), ..., Wn(t)).

Véta 2.4.2. Necht je T > 0, proces W(t) je M-dimensiondlni Wieneriv proces a
funkce A : (0, T) x RN — RN B :(0,T) x RN — RN*M jsou méritelné, pro které
plati:
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(1) Existuje konstanta K > 0 takovd, Ze
|A(t,2) — A(t, )| + |B(t,) — B(t,y)| < Klz— 1y
pro kazdé t € (0,T) a z,y € RY.
(i1) Ezistuje konstanta L > 0 takovd, Ze
|A(t, z)| + | B(t, z)| < L(1 + |«])
pro kazdé t € (0,T) a © € R.
(iii) Xo je FM-mévitelnd ndhodnd velicina a E [ | Xy|* ] < oo.
Potom stochastickd diferencidlni rovnice
dX(t) = A(t, X(t)) dt + B(t, X(¢)) dW(t), X(0) = Xo

ma jednoznacné t-spojité silné veseni X(t), pro které
T
E {/ X dt
0

Poznamka. Ve (iii) mtiZzeme nahradit podminku F3/-méfitelnosti X, podminkou,
7e X, je nezévisla na FM.

< 00.

Duikaz: Nejdiive dokdzeme jednoznacnost. Nechf procesy X(t) a X(t) jsou dvé
silnd Teseni.

X(t)—X(t) = /0 A(s,X(s)) — A(s,X(s)) ds —i—/o B(s, X(s)) — B(s, X(s)) dW(s)

Z nerovnosti (a + b)? < 2a® + 2b* dostaneme

2

EIX(t) — X(®)] < 2E /0 A(s,X(s)) — A(s,X(s)) ds| |+

2]
Dle Cauchy-Schwartzovy nerovnosti plati, ze

< (/ t ) ([ |AGs X(s)) — Als, ()P ).

2] <t B Uot A (s, X(s)) — As, X(s))? ds] |

12F /0 B(s, X(s)) — B(s, X(s)) dW(s)

/O A(s,X(s)) — A(s, X(s)) ds

E /OA(S,X(S))—A(S,X(S» ds
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Na druhy sé¢itanec pouzijeme Itdovou izometrii. P¥iddme-li podminku (i.) dostaneme

E|X(t) - X)) <2t-E [/O |A(s,X(s)) — A(s, X(s))|? ds] +

= a9 < 0 [ B - X ¢

Existuje tedy kladna konstanta C' > 0 takové, ze funkce v(t) = E[|X(t) — X(t)[?]
spliiuje nerovnost v(t) < C fot v(s) ds < oo. Z Gronwallova lematu dostaneme, ze

B(s,X(s)) — B(s, X(s))

~ ‘ 2

v(t) = B[|IX(t) - X(t)]Q] = 0. Uvazime-li navic, Ze feSeni jsou spojita, dostaneme
X(t) = X(t) s.v. pro kazdé t € (0,7). Ukazali jsme, ze

P <|X(t) —X(t)| =0 pro viechna t € (O,T>> = 1.

Ted dokazeme existenci feSeni metodou Picardovych aproximaci podobné jako se do-
kazuje existence feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic. Definujme pron = 0,1, ...

t t
X"HE) == X, —i—/ A(s,X"(s)) ds —i—/ B(s, X"(s)) dW(s),
0 0
pro t € (0,T). Definujme také
mn n n 2
(1) = E [|X () - X"(1)] } .
Tvrdime, Ze pro kazdé n =0,1,... at € (0,T) plati

(M)

di(t) < (n+ 1)1

kde konstanta M zavisi na X, a na konstantach z podminek véty.

Toto tvrzeni dokazeme indukci: Pro n = 0 ziejmé plati

(1) = B |[X'() - X°1)[*] =

_F /OA(S,XO(S)) ds+/0 B(s, X°(s)) dW(s)

|

ey Vot B(s, XO(s))|? ds]

2

<oF /OtL(1+ IXO(s)]) ds

t 9 t
<2F [/ ‘L(1+|X0|)‘ ds} 4 2F [/ L2 (1 +|Xol)? ds] < Mt,
0 0

pro M > 4L% (1 4 |X,|)?.

34



Ted predpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro n — 1 a odhadneme d"(t), podobné jako v
diikazu jednoznacnosti.

d(t) = B UX”“(t) - X”(t)ﬂ _

E /0 A(s,X"(s)) — A(s, X" 1(s)) ds —l—/o B(s,X"(s)) — B(s, X" !(s)) dW(s)

| |

< 2F /OtK(X"(s) — X" Y(s)) ds| | +2K%E [/Ot X" (s) — X" 1(s)|” ds}

t

SQTKQ/OtE“X"(s)—X"l(s)|2] ds+2K2/0 E[‘X”(s)—X"’l(s)‘z} ds

t(Ms)" Mty
§2K2(1+T)/< f> as < MO
o nl (n+1)!

za predpokladu, ze M > 2K?*(1+T).
Daéle odhadneme

sup !X”H(t) — X"(t)| §/0 |A(S,X”($)) — A(s, X" (s))| ds

0<t<T

+ sup
0<t<T

/0 B(s, X"(s)) — B(s, X" 1(s)) dW(s)

Pouzijeme jiz dokazanou nerovnost, Doobovu martingalovu nerovnost, Itdovou izo-
metrii a podminky véty

P(|X™(t) - X"(t)| >27") <P ((/0 |A(s,X"(s)) — A(s, X" ()] ds) > 2_2”_2)

> 2”1)

< 2% t2 T/OTE [}A(s,X”(s)) — A(S,X"_l(s))|2] ds

—|—P(sup /OB(S,X"(5>>—B(3,X"—1(S)) AW (s)

0<t<T

222 /OTE [‘B(S,X”(s)) — B(s, X" Y(s))|* ds]
< 222 KQT/OTE [\X"(s) —X"—l(s)ﬂ ds+2272 K2 /OTE [\X"(s)) — X" Y(s)|” ds]

T Ms)™ 4DT n+1
§22n+2K2(T+1)/ (Ms) <( ) pro D > K*T +1).

. ) T )
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Dale z Borel-Cantelliho lematu plyne, ze
P (|X™*1(t) = X"(t)| > 27" pro nekoneéné mmnoho n) =0,
a tak pro s.v. w existuje ng = no(w) takové, ze

sup |X"*(t) = X"(t)] <27 pro n > ny.
0<t<T

Proto posloupnost

i
L

X"(1) = X(1) + > (XF (1) - XH(1)

B
Il

konverguje stejnomérné na (0, 7'), pro s.v. w. Ozna¢me limitu této posloupnosti X(¢).
Tato funkce je spojitd v ¢ pro s.v. w a je také FM —métitelna, protoze X" (t) jsou
spojitd a FM —métitelné pro kazdé n.

Pro m > n > 0 mame

B Xm0 - XM 0] - (z X1 (1) x’f<>>)

k=n
m—1 m—1
Mt k+1
g;EUX’““(t) } Z;(k;—l—l >—>0 pro n — oo.

Mitizeme tedy vybrat podposloupnost z posloupnosti X" (), ktera bude konvergovat
bodové k X(t). Proces X(t) je souhlasny s FM a plati, Ze

E UOT\X@)P dt] < .

Diky stejnomérné konvergenci mtizeme piejit k limité pro n — oo v definici X" () a
tim dokéZeme, Ze X (t) spliiuje rovnici

X(t) = Xo —l—/o A(s,X(s)) ds +/0 B(s,X(s)) dW(s) s.v.

2.4.2 Nekteré typy rovnic a jejich metody reseni

Definice 2.4.3. Stochasticka diferencialni rovnice
dX(t) = A(t,X(t)) dt + B(t, X(t)) dW ()
se nazyva linedrni, jestlize pro koeficienty rovnice plati

A(t,x):=C(t) +D(t) x, B(t,x):=E(t)+F(t) x
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kde funkce C: (0,7) x RY - RN D :(0,7) - RVN E :(0,T) — RV*M
a F :(0,T) x RN — RNxM,

Poznamka. Predpoklady na koeficienty rovnice ve vété o existenci a jednoznac¢nosti
jsou splnény, pokud plati

sup (1G] + ID(1)] + [EB()] + [F(1)]) < oo,

0<t<T

a tak pro X, FM-métitelnou ndhodnu veli¢inu s E [ |Xo]? ] < co mé linedrni dife-
rencialni rovnice

dX(t) = (C(t) + D(t)X(t)) dt + (E(t) + F(t)X(t)) dW(t), X(0) = X,
jednoznacné urcené silné reseni.
Piiklad 2.4.4. Linearni diferencidlni rovnice typu
dX (1) = (C(t) + D(t)X(t)) dt + E(t) AW (1), X(0) = X,
mé TfeSeni
dX (1) = ®(t) <X0 + /0 "51(s)(C(s) ds + B(s) dW(s))),

kde ®(-) je fundamentalni matice FeSeni systému obycejnych diferencialnich rovnic

do

—-=D(®)2, 2(0)=L

Formalné mizeme tento vzorec zdtvodnit tim, Ze rovnice z piikladu vznikla jako
stochastizace obycCejné linearni, nehomogenni rovnice

X(t) = D()X(t) + C(t) + E(t)¢, X(0) = X,

kde ¢ znadi bily sum. Resenim této rovnice s nehomogennim ¢lenem C(t) + E(t)¢
ziskdme vzorec.

Poznamka. Reseni linedrni rovnice s aditivnim Sumem, kdy F(¢) = 0, je Gaussuv
proces, pokud nahodnéa veli¢ina Xy ma norméalni rozdéleni.

Priklad 2.4.5. Uvazujme stochastickou diferenciélni rovnici typu
dX(t) = A(t, X(¢)) dt + B(t) X (t) dW(t), X(0)= Xo,

kde A:RxR—=Ra B:R — R jsou spojité funkce.
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Pri feSeni této rovnice miizeme postupovat nasledovné:

1. krok Definujeme integra¢ni faktor F'(t) jako

F(t) = (- Ja BE) dWls)+3 [ B2(s) ds)

2. krok Pomoci Itoovy formule vypocitame, Ze
d(F(t)- X(t)) = F(t)- A(t, X(¢)) dt.
3. krok Definujeme funkci
a pak
X(t) = F (1) Y (1),
kde funkci Y () ziskdme jako FeSeni obycejné diferencialni rovnice

dY (1)

o = PO ALFT @) Y (1), Y(0) =X,

2.5 Numerické reseni stochastickych diferencial-
nich rovnic

P1i odvozovani numerickych metod pro feseni stochastickych diferencidlnich rovnic
musime dbat nato, aby nase metoda byla v souladu s definici stochastického in-
tegralu. Prii hledani konkrétni trajektorie feseni dané rovnice hledame vzdy reseni
vzhledem k dané trajektorii Wienerova procesu, které generujeme pro kazdé fte-
Seni zvlasté. V pripadé, kdy uvazujeme numerickou metodu s krokem A,,, ptirtstky
Wienerova procesu AW, jsou N (0, A,) Gaussovské ndhodné veli¢iny, navzdjem ne-
zavislé. Numerickd metoda ndm urci aproximaci feseni v diskrétnich ¢asovych hod-
notach. Potfebujeme-li spojitou aproximaci feSeni, pouzijeme interpola¢ni metody.
Nejjednodussi je linearni interpolace.

Abychom mohli posoudit kvalitu metody, musime definovat pfislusné kritérium,
které by meélo vychazet z praktickych pozadavkl na stochastickou numerickou me-
todu.

V nékterych pripadech testujeme statistické vlastnosti feseni a potfebujeme co nej-
presnéjsi aproximaci jednotlivych trajektorii. Pouzivame tzv. silné metody s co nej-

lepsim silnym fadem konvergence.

Definice 2.5.1. Rikdme, Ze metoda ma4 silny fad konvergence ~y, jestlize plati:

B[IX(T) = X*(Nr)|] < KrA7,
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kde X znaci presné feSeni stochastické diferencidlni rovnice, X (Nr) je pifslusnd
aproximace v ¢ase T, a A = max A,.
0<n<Nyp

V mnoha praktickych aplikacich dostaneme presné feseni stochastické diferencialni
rovnice které nelze vyjadrit pomoci analytickych funkci, nékdy dokonce ani neu-
mime pfesné feseni najit. V takovych pripadech potiebujeme co nejlépe aproximo-
vat stfedni hodnotu a dalsi momenty feseni. K tomuto ucelu definujeme slaby rad
konvergence a pouzivame tzv. slabé metody.

Definice 2.5.2. Rikdme, Ze metoda ma4 slaby fad konvergence 3, jestlize pro kazdy
polynom g existuje konstanta K, takova, ze plati:

|[Elg(X(T))] = Elg(X*(Np)]| < KrA”.

Poznamka. Ruznou volbou polynomu dostaneme konvergenci rtiznych momentt
feSeni. V ptipadé g(z) = r dostaneme konvergenci stfednich hodnot, pro g(z) = 22
zase konvergenci rozptyli aproximaci feseni.
Plati, ze

[BLX(T)] — EXA(Np)]| < B [|X(T) - X5(Np)]],

a proto ze silné konvergence plyne slaba konvergence stfednich hodnot.
Poznamka. Neékteré metody pro SDR byli odvozeny ze schémat pro numericka
feseni obycejnych diferencidlnich rovnic. Jako piiklad takové metody uvadime Eu-

lerovou metodu. Jiné vyuzivaji vice informace o Wienerové procesu, napiiklad Mil-
steinova metoda.

2.5.1 Stochasticka Eulerova metoda

Uvazujme [toovu N-dimenzionalni stochastickou diferencidlni rovnici s M- dimen-
zionalnim Wienerovym procesem na intervalu (0,7, 7" > 0

dX(t) = A(t, X (1)) dt + B(t, X(t)) dW(t),  X(0) = X,,

kde A a B jsou spojité vektorové funkce. Kdyz tuto rovnici napiseme po slozkach,
pak i-ta rovnice ma tvar

dX;(t) = A;(t, X(t)) dt + f: B; ;(t,X(t)) dW;(1).

Necht 0 =tg < t; < ... <ty =T, pak Eulerova metoda pro i-tou slozku rovnice je
definovana predpisem:

M
X = XP 4+ Ay, XM Ay 4> Byj(tn, XM AW,
j=1
kde A, = typ1 =ty = [, ds a AW = Wj(taa) — — [ dwy(s
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Tato metoda je v souladu s definici It6ova integralu, pti které se integralni soucty
pocitaji z funkénich hodnot integrované funkce v levém krajnim bodé subintervalu.
Aproximace feseni pomoci Eulerovy metody pii zmensujicim se A, konverguje k
presnému Itdovu feseni, tato konvergence vsak neni prilis rychla.

Stochastickd Eulerova metoda ma silny fad konvergence v = % a slaby fad konver-
gence 3 = 1.

2.5.2 Stochasticka Milsteinova metoda

Pifrtstky AW neposkytuji dostatek informaci o Wienerové procesu uvnitf inter-
valu (t,,t,11). Kdyz chceme vylepsit fad konvergence numerické metody musime
pouzit vicendsobné integraly dle W;(t). Ptikladem takové metody je Milsteinova
metoda.

Definujeme Milsteinovu metodu pro i-tou slozku N- dimenzionélni Itéové stochas-
tické diferencialni rovnice s M- dimenzionalnim Wienerovym procesem na intervalu
(0,T), T > 0 pfedpisem:

M
XM = X7 Ayt XMA, + Z B j(tn, X") AW+

j=1
M . tnt1 t
30 e ([ w0 ano)

J1,J2=1

kde A, = toiq —tn, AWP = Wi(tpsr) — Wilt,) = [ dW,(s), a pro

J - tn
j=1,..., M je operator
N

. 0
L= ZBi,ja—%.

=1

Dvojny integral fti”“ fti dWj, (s) dW,,(t) mizeme pro j; = js vyjadiit pomoci

piirtstkia A, a AW :

/t:nﬂ /t: dW;, (s) dW;, (t) = /t:nﬂ (W, (t) = Wy, (tn)) AW, (t) =

tn+1

= Vle (t) dI/VJl (t) - le (tn) /thrl dVVJl (t> =

ln

W]21 (tn-i-l) - W7 (tn) A,

= 9 2 - 7 - I/le (tn) (I/I/]l (tn-i-l) - Vle (tn)) =
Wi (1) + W2 (tn) = 205, () Wi, (Bar1) A, (AW — A,
- 2 2 2

Pro j; # js to nelze a proto musime zkoumat statistické vlastnosti dvojného inte-
gralu a naprogramovat to jako novy stochasticky proces.
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Stochastickd Milsteinova metoda mé silny Fad konvergence v = 1 a slaby fad kon-
vergence (3 = 1.

Poznamka. Pfinumerickém feseni Itd6 SDR s difuznim koeficientem B(t, x) = B(t)
se shoduje Milsteinova metoda s Eulerovou metodou, tzn. pro rovnici s aditivnim
Sumem ma Eulerova metoda silny fad konvergence v = 1.

Priklad 2.5.3. Znizornime Milsteinovu metodu na dvourozmérné Itoové stochas-
tické differencidlni rovnici:

dX(t) = —05X(t)dt+Y(t)dW(t), X(0) =0,
dY(t) = —05Y(t)dt— X(t)dW(t), Y(0) =L1.

Mizeme ziskat analytické feseni této rovnice pomoci klasického kalkulu, kdyz rovnici
prevedeme na Stratonovicovu rovnici, ktera v tomto pripadé ma tvar

dX(t) = Y()o dW(t),  X(0) =0,
dY(t) = —X(t)o dW(t), Y(0) =1.

Vidime, ze X (t) = sin W (t) and Y (t) = cos W(t) bude feSenim Stratonovic¢ovy rov-
nice a potom i ptislusné Itdovy rovnice.

Aproximace X a Y na (0, 1) Eulerovou metodou:
Xl = X" 05 X"A, +Y"AW", X°=0,

Y™l =y" 05 Y"A, - X"AW", Y° =1

Wiener process, N=100 Euler, lta: y=cosiw) Euler, lto: x=siniu)

0758 1, 0739
ot L . R
R e, QiREt ".,.t""
Al ; , PO 7] e - . - ,
0,000 | | - B F -6 y
\ 0.5 1 . -07E3 .+ Midos 0.758
¥ Bree u -
-0.76 0763 -0.003 0Fss . 074

Obr.1 Eulerovy aproximace analytického feseni X (t) = sin(W (t)) a Y (t) = cos(W (t))

Aproximace X a Y na (0,1) Milsteinovou metodou:
X" = X"~ 05 X"A, +Y"AW™ — 0.5 X"((AW™)? - A,), X°=0,
Y =Y" 05 YA, — X"AW" — 0.5 Y"((AW™)? - 4A,), Y’°=1

Milstein, fo: y=cosiw) Milstein, to: x=sinfw)
Chame— 0693
W ‘\"\- . L
\_ -~
0} "-.
5 0862 o ) 0 L )
. T G 1
- . 0763 . o 0756
. .
[ R o -

-0.763 -0.003 0.758 - -069

Fig.2 Milsteinovy aproximace analytického fesSeni sin(W (t)) a cos(W (t))
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2.5.3 Aproximace stredni hodnoty stochastického reseni

V nékterych pripadech nevyzadujeme od numerické metody co nejpresnéjsi apro-
ximaci jednotlivych trajektorii, ale potfebujeme odhadnout pouze stredni hodnotu
pu = E[X7| feSeni stochastické diferencidlni rovnice v bodé T" > 0. V takovych pii-
padech postupujeme tak, ze pomoci nékteré numerické metody spocitame nékolik
trajektorii FeSeni a u = E[Xr| vyjadiime naptiklad jako aritmeticky pramér ziska-
nych trajektorii.

Pro lepsi aproximaci stfedni hodnoty feSeni, véetné vypoctu intervalu spolehlivosti
muiZzeme pouzit nasledujici metodu. Nase trajektorie usporadame do L skupin po K
trajektoriich. Stfedni hodnotu chyby v [-té skupiné spocitame ze vzorce

K
1
=% E Yrik — E[X7]
=1

prol=1...L, a jejich primeér

1 L 1 L K
M:lel :—KZZYT,k,l_E[XT]‘

=1 k=1

Podobné, variaci skupinovych primeéru y; dostaneme ze vztahu

1 L
71 > (-
=1

a potom muzeme ur¢it 100(1 — «) interval spolehlivosti stfedni hodnoty chyby p ze
Studentova t-rozdéleni o L — 1 stupnich volnosti

o2 o2
— ol _“, oI — R
(M 1-a,L 1\/L B+tiarn— L)

Odhadnuta stfedni hodnota je ve skutecnosti jenom aproximaci E[X7|. Pfesnost
této aproximace zavisi také na numerické metodé, pomoci které jsme simulovali
jednotlivé trajektorie feSeni.
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