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Abstrakt: Protoze data redlnych déji obsahuji v sobé ndhodnou slozku, stochas-
tické diferencialni rovnice (StDR) predstavuji dilezity prostiedek pro jejich matema-
tické modelovani. Reseni jednoduché rovnice X’ = A X s koeficientem A obsahujicim
ndhodny Sum slouzi jako ivod do matematického modelovani pomoci StDR.

Abstract: Since data of real phenomena contain a random component, stochastic
differential equations (StDE) is an important mean for their mathematical model-
ling. Solution of a simple problem for the equation X’ = A X with a coefficient A
containing random noise serves as an introduction to mathematical modelling by
means of StDE.

Uvod

Pti matematickém modelovani jevii kontinua v diferencidlnich rovnicich vystu-
puji koeficienty, jejichz hodnota neni zndma presné, navic tato hodnota se casto
s casem nahodné méni. Pokud v diferencidlnich rovnicich uvazujeme takovéto na-
hodné koeficienty, z diferencialnich rovnic se stavaji stochastické diferencidlni rovnice
(StDR). Na jednoduché modelové tloze ukazeme nékteré jevy, které piinasi reseni
téchto rovnic. Vice lze najit naptiklad v monografiich [1], [2], nebo v textu [3], ktery
je uréen pro ¢tenaie zabyvajici se diferencialnimi rovnicemi. Resenim stochastického
modelu jiné konkrétni tilohy se zabyva prispévek [4].

Modelova aloha

Budeme se zabyvat pocateéni tlohou pro linearni diferencialni rovnici prvniho
radu

Z'(t) = ax(t) t>0, z(0) = xo [ 29 >0].

V deterministickém piipadé koeficient a(t) je dana funkce; pro jednoduchost zvolime
konstantni funkci a € R. Potom feSeni této rovnice je funkce

z(t) = zp e,
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ktera s rostoucim ¢ klesa k nule v pripadé a < 0, v pripadé a = 0 je konstantni a
pro a > 0 roste do nekonecna.

Budeme se zabyvat stochastickou rovnici, ve které koeficient — a nésledné i
feSeni — budou nahodné funkce. Ve stochastické analyze se ndhodné funkce nazyvaji
stochasticky proces a oznacuji velkymi pismeny X (t,w). Vedle proménné t se zde
vyskytuje argument w € Q, ktery oznacuje jednu realizaci X (-,w) ndhodné funkce
zvanou trajektorie. Obracené, pro kazdé pevné t je X (¢,-) ndhodné veli¢ina.

Nahodny koeficient, oznac¢ime ho proto velkym A, rovnice uvazujeme ve tvaru
sou¢tu pevné konstantni slozky r a ndhodné slozky ,Sumu“ £(¢,w) o ,velikosti® ¢:

Alt,w) =1r+q-&(t,w),

kde & je nahodny proces zvany jednotkovy bily Sum, o kterém predpokladame, ze
ma v kazdém ¢ase t normované normalni rozdéleni N(0, 1) a hodnoty v jednotlivych
casech t jsou navzajem nezavislé. Konstanta ¢ pritom urcuje ,velikost* Sumu.

Bily Sum &(¢,w) v8ak nemé spojité trajektorie, nelze jej zndzornit a tézko se
s nim pracuje. Proto p¥ispévky Sumu za urity ¢asovy usek (0,7) ,secteme”, tj.
zintegrujeme, ¢imz dostavame ndhodny proces W; se spojitymi trajektoriemi, které
uz lze znazornit krivkou.

Uvazovany stochasticky proces W; se podle autora nazyva Wieneriv proces.
Oznacuje se symbolem W (¢,w), nebo zkracené W;. Jini autoii ho oznacuji B; a
fikaji mu Browntv pohyb, protoze popisuje jednorozmérny Browniiv jev: ndhodny
pohyb viditelné ¢astice zptisobeny nahodnymi narazy okolnich neviditelnych castic.

Misto £ dt budeme psat dW, a rovnici X; = A X, s pocatecni podminkou zapi-
Seme ve tvaru

dX(t,w) = [rdt + ¢dW(t,w)] X(t,w) X(0,w) =x. (1)

Wienertv proces

Koeficient A; je definovan pomoci Wienerova procesu, ktery musime radné defi-
novat. Bud Q zékladni prostor a

W(t,w):(0,00) x 2 =R

stochasticky proces, zkracené budeme psat W;. Prirtistek procesu od c¢asu t do ¢asu
t + h (pfi stejné realizaci w) je také ndhodna velic¢ina, kterou ozna¢ime A,W;:

Budeme predpokladat, ze proces W, splhuje nasledujici tf¥i podminky:
(a) W(0,w) =0 — tj. proces vychazi vzdy z nuly.

o . ).t
(b) Pririastek AW, je ndhodna veli¢ina s normalnim rozdélenim N(0, i), tj. se
stfedni hodnotou 0 a rozptylem h.

(c) pro libovolné 0 <ty < t; <ty < ... < 1) pFirtstky
Atl —to Wto ) AtQ—tl th y Atk—tk_lwtk_la
jsou navzajem nezavislé veli¢iny.

DEFINICE
Stochasticky proces Wy spliiugici podminky (a)—(c) se nazgva Wieneriv proces.



POZNAMKY

Ptirozeny je pozadavek W (0,w) = 0 a nulova stfedni hodnota prirtstku A, W;.
Proc¢ rozptyl prirtistku, ktery je kvadratickou veli¢inou, zavisi linedrné na kroku h?
Rozdélme krok H s rozptylem D na n stejnych ¢asti délky h = N/n s rozptyly
d. Protoze prirtistky na jednotlivych krocich jsou navzajem nezavislé veli¢iny, pti
souctu se jejich rozptyly scitaji, odkud plyne D = nd. Proto ,velikost®, presnéji
smérodatna odchylka /D, se zmensuje s druhou odmocninou kroku v/h.

Trajektorie W (-, w) Wienerova procesu je ,skoro jisté* spojita funkce, nema vsak
v zadném bodé derivaci.

Trajektorie W (-,w) mé ,skoro jisté“ nekone¢nou variaci na kazdém intervalu
{(a,b) (0 <a<b),tj. supremum pies vSechna déleni a =ty <t; <ty < ... <t =0
souctu absolutnich hodnot priristkia je nekonecné:

k
supz W (t;,w) — W(t; 1,w)| = o0,
i=1

ale konec¢nou kvadratickou variaci, tj. supremum pres vSechna déleni souctu ¢tverctu
prirtistki je rovno délce intervalu:

k
sup Y [W(ts,w) = W(tic,w)|* =b—a.
=1

Reseni modelové tilohy spoiva v integraci rovnice (1). Protoze Wienerfiv proces
W; nemé kone¢nou variaci, klasickou definici pro integral [ f(¢) dW; nelze pouzit.
V pripadé pocatecni tlohy se uziva zvlastni stochasticky tzv. [t6tv integral.

Stochasticky integral

Stieltjestv integral fab f(t) dp(t) funkce f(t) podle funkce ¢(t) je definovan jako
limita (pokud existuje) souc¢ti

Z f(&) [p(ti) — o(tiza)]

pres déleni a =ty < t; < ... < t, = b pfi jeho zjemhovani max|t; — t; 1| — 0,
pticemz kazdy &; je libovolny bod intervalu (¢;_1,¢;). Tato limita existuje, pokud
©(t) mé kone¢nou variaci.

V naSem ptipadé integrujeme ndhodnou funkci podle nahodné funkce. Problém
pisobi skutecnost, ze W; nemé konec¢nou variaci. Body &; nelze brat libovolné, zavisi
na volbé &;. Pro rizné volby & € (t; 1,t;) dostavame rizné hodnoty integralu.

Pro pocatecni tlohu je vhodny Itotv integral, ve kterém se za &; voli levy koncovy
bod gz = ti—l intervalu <ti—1; tz>

DEFINICE  [téuv integrdl stochastické funkce f(t,w) podle Wienerova procesu Wy
je limita pii zjemriujicim se déleni intervalu (a,b) soucti

/ FAW, =1 Y (1 1,0) W (6,0) = W5 )]

Limitu bereme ve smyslu konvergence nahodnych velicin S,, — S podle stiedu, .
podle stiedni hodnoty ¢tverce rozdilu E[|S, — S|*] — 0.
Je to analog konvergence v Lebesgueové prostoru, kde s, — s, jestlize ||s, —s||5 =

f;(sn(t) —s(t))*dt — 0.



POZNAMKY

Spocitejme integral fab 2W, dW;. Zvolme déleni t; = a +ih pro i = 0,...,n
intervalu (a,b) s krokem h = (b — a)/n a ozna¢me W; = W (t;,w). Hleddme limitu
souctu S, = D" 2W,; 1 (W; — W;_1). Pomoci vztahu 2a(b — a) = b* — a* — (b — a)?
mizeme psat

Sp = Z QW (Wi = Wisy) = > (W2 =W2y) = (W — Wiy).

i=1 =1 i=1

Prvni suma dévd W? — Wg = W2 — W2. Lze ukazat, Ze druhd suma konverguje
k délce intervalu b — a. Proto integral je roven

t
/2wmmazwf—wf—w—@.
0

Proti deterministickému pripadu se zde objevil navic ¢len b — a.
Poznamenejme, ze jestlize body &; zvolime ve stiedu & = (¢;_1 + t;)/2 intervalu

(t;_1,t;), dostavame tzv. Stratonovichiv integral. V jeho pojeti ale fab2Wt dW, =
W2 —WZ2, tj. bez ¢lenu navic. Tento integral v8ak neni vhodny pro pocateéni alohy.
Stochasticky diferencial

Protoze vypocet Itdova integralu pomoci definice je obtizny, hodnotu integralu
nejprve odhadneme a diferencovanim vysledek ovéfime. Bez dikazu, viz [1]-[3],
uvedeme tvrzeni o stochastickém diferencovani slozené funkce:

VETA (ITOOVA FORMULE) Bud X; stochasticky proces s diferencidlem

Potom stochasticky proces Yy definovany vztahem Y, = g(t, X;) pomoci redlné funkce
g(t,x) ma diferencidl

g dg 19%g 2
dY; = E(t’ X,)dt + %(t, X;)dX; + §w(t, Xy)(dXy)=. (2)
Pri dalsim vypoctu vyuzijeme vztahy:
dt - dt = dt - dW, = dW, - dt =0 dW, - dW, = dt. (3)

podle kterjch (dX;)? = v?(t) dt.
Poznamenejme, ze v pripadé jiného, napf. Stratonovichova integralu, je formule
pro vypocet diferencialu jina.

Reseni modelové tilohy

Vydélenim rovnice (1) nezndmou X; modelovou tlohu zapiSeme ve tvaru

dX,
—L = dt +qdW,. (4)
Xy
Rovnici potiebujeme integrovat. Integral pravé strany je rt 4+ g W;, integral levé
strany dX;/X; neumime piimo spocitat, protoze neplati vztah o derivovani slozené

funkce [F(¢(t))]' = F'(¢(t)) - ¢'(t), ale Itdova formule (2).



Inspirovani vzorcem [z~ 'dx = Inz hledejme integrdl na levé strané (4) ve
tvaru Y; = g(t, X;) s funkei ¢g(¢,z) = Inz. Pomoci Itoovy formule (2) spocitame
stochasticky diferenciél. Protoze 0,9 =0, 0,9 =1/ a 029 = —1/2?%, plati

4V, = d[In(X)] = — dX, + = (== ) (dx,)?
= n = — — | — .
t ¢ Y, M e t
Diferencial dX; ani X; dosud nezname. V p¥ipadé integrovani rovnice (4) jsme funkci
g(t, z) zvolili vhodné, protoze za dX;/X; iza (dX;/X;)? miZeme dosadit z rovnice
(4). Skutecné, mame dX,;/X; =rdt + ¢dW; a vzorce (3) davaji

(dXt/Xt)2 = (7" dt + Qth)2 = q2 dt.

Plati tedy dY; = d[In(X;)] = rdt + ¢dW, — ¢*/2 dt. Integrace posledni rovnice od
0 do t s vyuzitim pocatec¢ni podminky dava

In(X;) —In(xo) = (r — ¢*/2)t + q W,

odkud odlogaritmovanim dostédvame FeSeni stochastické diferencidlni rovnice (1) ve
tvaru stochastického procesu X; obsahujici Wieneriv proces W,

Xy =mzoexp ((r—¢*/2)t +qWy)) . (5)

Z vysledného vzorce je vidét, Ze hlavni ¢len feSeni je exp((r — ¢*/2)t). Proto:

v ptipadé r —¢?/2 > 0 trajektorie skoro jisté konverguji do nekonecna,

v ptipadé r — ¢?/2 < 0 trajektorie skoro jisté konverguji k nule,

v piipadé r — ¢?/2 =0 nékteré trajektorie konverguji k nule, jiné diverguj.
Zaveér

Resenim deterministické obycejné diferencialni rovnice 2’ = a x je exponencialni
funkce z(t) = zpe®. Priddme-li ke koeficientu a ,Sum“, dostdvame rovnici stochas-
tickou X] = A; X;, kterou uz nelze fesit klasickou metodou separace proménnych,
protoze pro stochasticky diferencial neplati klasicky vzorec o diferencovani slozené
funkce. Pomoci Itoovy formule s vhodnou volbou funkce g(z,t) zavislé i na pravé
strané rovnice jsme tlohu spocitali. Pro integrovani StDR neni obecny postup, nutno
postupovat pripad od ptipadu.

Regeni ve tvaru stochastického procesu daného vzorcem (5) obsahuje opét funkci
e a Wienertiv proces W;. Neocekdvany je vsak faktor exp(—q®t/2), ktery , piitahuje®
feSeni k nule, hrani¢ni stav neni pro r = 0, ale pro r — ¢*/2 = 0.
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