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KRIVKOVY A PLOSNY INTEGRAL

JAN FRANCU

Kftivkovy a plosny integral patii mezi integraly. Integral je obecné zobrazeni, které mnoziné
M zvané integracni obor a funkcim f z mnoziny tzv. integrovatelnych funkei na mnoziné M
priradi ¢islo. Tyto integraly jsou definovany stejnym postupem jakym jsme zavadéli Riemannuv
integral. Strucné jej lze popsat nasledovneé:

(1) Integra¢éni obor M rozdélime na konecné mnoho disjunktnich éasti M;, i = 1...n.
Ziskame tim déleni D integraéniho oboru M, D = {M;, Ms, ..., M,}. ,Prumérem*
¢asti M; rozumime supremum vzdélenosti bodu z M;: d(M;) = sup{|z —y|, =,y € M,}.
Jemnosti{ |D| déleni D rozumime maximum z prameéru éasti M;, tj.

1D| = max{d(M,), ...,d(M,)}.

V kazdé ¢éasti M; zvolime bod &; € M;, dostaneme tak n-tici bodu & = (&1, ...,&,).

(2) Pro funkei f, déleni D, a body £ utvorime integralni soucet
S(£,D,&) =Y f(&)-m(M;),
i=1

kde f(&) je hodnota funkce f v néjakém bodé & € M;, m(M;) je jistym zpusobem
zméfend ,velikost* ¢asti M; — tento zpusob urc¢uje druh integralu.

(3) Vezmeme posloupnost délenf {Dy}2, mnoziny M na ¢asti MY, ..., M} | kterd se zjem-
nuji, tj. |Dg| — 04, a posloupnost piislusnych bodu & = (&F, ..., &5 ), pricemz & € M.

Utvotime posloupnost {S(f, Dy, &) }o2, piislusnych integralnich soucti

Nk

S(f, Dry &) = > (F(EF) - m(M}).

=1

(4) Pokud limita integrdalnich sou¢ta S(f, Dy, &) pii zjemnovani déleni (|Dg| — 0+)
existuje a nezavisi na volbé posloupnosti déleni { Dy} ani na volbé piislusnych bodu
% prohldsime tuto limitu integralem z funkce f(r) pfes mnozinu M.

~ ® V4 o Ve
1. Krivkovy integral
V pripadé kiivkového integralu je integrac¢nim oborem kiivka I' a podle hodnoceni velikosti
jejich ¢asti I'; rozlisujeme kiivkovy integral
(a) prvniho druhu, kdy m(I';) je délka oblouku I';, pficemz I' je neorientovana kiivka,

(b) druhého druhu, kdy hodnoceni m(I';) je piirustek souradnice = (y nebo z) na oblouku
I'; a integracnim oborem je orientovana kiivka I'.



1. Kfivkovy integral 1B. Ktivkové integraly druhého druhu

Krivka a jeji parametrizace

Kazdou kiivku I' v roviné lze popsat tzv. parametrizaci:
I ={zy €eR®: o=X(t),y=Y(t), tcl=(a,b)},

ptricemz predpokladdme, ze kiivka je hladka (regularni), tj. funkce X (¢), Y (¢), maji spojité
prvni derivace na I a teény vektor je stale nenulovy: (X'(¢),Y'(t)) # (0,0), Vt € I.

V technické praxi se vSak vyskytuji ¢asto po ¢astech hladké kiivky, kdy funkce X (¢), Y (¢)
jsou spojité a na celém intervalu I a maji spojité derivace mimo kone¢né mnoha bodu, tj. jsou
spojité na intervalech (t,_1,t,),p=1,2,....k (a=ty<t; <--- <ty =0).

Krivku I' rozdélime na n dila tim, ze zvolime deélici body tg,t1,t2,...,t,_1,t, intervalu I
splnujici a = tg < t; < tg-++ < t,_1 < t, = b. Tyto body urcuji déleni D kiivky I' na n
casti — oblouku I'; = {[X(¢),Y ()], t € I, = (t;i—1,t:)}, ¢ = 1,2,...,n. Vzhledem k tomu, ze
velikost integralu nezalezi na tom, zda koncové body oblouku patii nebo ne, obvykle bereme za
I; oteviené intervaly (t;_1,t;). Jednotlivé ¢asti kiivky jsou oblouky I';. Body &; € T'; jsou body
(X (1), Y ()], kde 7; je libovolny parametr 7; € I; = (t;_1,t;) .

1A KRIVKOVY INTEGRAL PRVNIHO DRUHU

V piipadé integrélu prvniho druhu za ,velikost“ m(T';) oblouku I'; bereme jeho délku As;. Pro
ykratké“ oblouky muzeme délku As; oblouku I'; nahradit vzdélenosti jeho koncovych bodu
Py =[X(ti-1),Y(ti1)] a P = [X(t;), Y (t;)]. Podle Pythagorovy véty plati

As; = [Py Pl = V(X () = X(t1))2 + (Y (8) = Y (i)

Rozdily soutadnic nahradime pomoci Véty o stfedni hodnoté, podle které plati

F(t) = f(ti) = Fe) - (6= tia) = f'(ci) - At, kde ¢; € (t;1,t;). Dostévime tim
Asi = VX (i)t — tia) 2+ [Y'(@) (6 — tia)? = VX ()2 + [Y'(@)] At

a integralni soucet je

S(f, D7) Zf (D VIX ()2 + [Y"(e)] Aty

Ptechodem k limité n — oo pfi zjemnovani déleni dostavame prevod krivkového integralu na
jednorozmérny Riemannuv integral, pomoci kterého krivkovy integral také obvykle pocitdme:

/fxyd&i/f ()X + (VD)2 (11)

Kftivkovy integral prvniho druhu je nezdporny, tj. pro nezapornou funkei f(z) je také integral
nezaporny.

1B KRIVKOVE INTEGRALY DRUHEHO DRUHU

V pripadé integralu druhého druhu potiebujeme orientovanou kiivku f, tj. kiivku, ve které
je urcen smér pohybu po kfivce. Orientace parametrizace je urcena orientaci pohybu bodu
[X(t),Y(t)] pfi rostoucim t. Orientaci kiivky obvykle uréime tim, ze fekneme, zda je kiivka
orientovand bud v souhlasné s jeji parametrizaci nebo proti jeji parametrizaci.
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1. Kfivkovy integral 1B. Ktivkové integraly druhého druhu

Predpokladejme, ze kiivka je orientovand v souhlasné s jeji parametrizaci. Pii integralu
podle dx ,velikosti“ oblouku I'; je rozdil jeho x-ovych soutradnic, ktery opét upravime pomoci
Véty o stfedni hodnoté

a integralni soucet je
S(f,D,7) = f(X(7),Y (7)) X'(c;) - At .
i=1

Ptechodem k limité pii zjemnovani déleni dostavame pievod kiivkového integralu na jedno-
rozmeérny integral, pomoci kterého integral také pocitame

[ tamde=o [ fex(m.v@) 0. (12)

Do vzorce pridavame konstantu o, kterd je o = 1 v ptipadé, ze ktivka je orientovana souhlasné se
svou parametrizaci. Jestlize orientace kiivky je opacna ke své parametrizaci, klademe o = —1.

Pro kfivkovy integral druhého druhu podle dy (orientace kiivky a parametrizace bereme
souhlasné) velikost oblouku I'; méfime rozdilem y-ovych souradnic, tj. Ay; = Y (¢;) — Y (ti—1).
Diky Vété o sttedni hodnoté rovnost prepiseme Ay = Y’(¢;)At; a integralni soucet je

S(f7 D7 T) - Z f(X<T’L)7 Y(Tz)) Y/(Ci> Atz .
i=1
Prechodem k limité dostavame piepis na jednorozmeérny integral:

b
[ tamdy=o [ rex.y @)y d (13)

Oba integraly druhého druhu lze zapsat do jednoho integralu:

/ﬁ Fley)- ds= / (oo fo) () - (dz, dy) = / i) de + fole, ) dy)) =

= 0/ [f1(X (), Y (1)) X'(t) + fo(X(2),Y (1)) Y'(t)] dt, (1.4)

kde ds znaéf (dz, dy) a opét o = 1 pokud orientace kiivky a jeji parametrizace jsou souhlasné
a o = —1 pokud orientace jsou opacné. Integraly druhého druhu nejsou nezaporné, integral
z nezaporné funkce muze byt kladny, nulovy i zaporny.

Prevod integralti druhého druhu na integral prvniho druhu
Ozna¢me jednotkovy teény vektor ¢ = (tz,ty), ktery v piipadé souhlasné orientace kiivky a

jeji parametrizace X (t),Y (t) lze spocitat normalizaci teéného vektoru T = (X', Y”)

X' Y’
R T — , by = .
(X/)z + (Y/)Q (X’)2 + (Y’)2

|’ﬂ1

=

M
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1. Kftivkovy integral 1C. Ptevod kiivkového integralu na dvojny integral

Jednotkovy normélovy vektor 7 = (n,,n,) je kolmy na teény vektor t. Takové vektory jsou dva,
vezmeme vektor smeéfujici vpravo pfi pohybu podle orientace kiivky. Plati n, = t,, n, = —t,.
Pomoci téchto vektoru lze prevadét integraly druhého druhu na integral prvniho druhu:

/ff(%y)d%:/Ff(fc,y)txdsz—/Ff(x,y)nyds,
[ tamay= [ fatas= [ faands,

oba integraly zapsané dohromady

/ﬁ Flay)- ds = / () d + fole, ) dy)] = / Fla,y)ids = / il y) b + Fale,y) ) ds.

Integraly na krivkach, které jsou grafem funkce
V piipadeé, kdy kiivka I" je grafem spojité funkce y = g(x), plati
[={[z,y] €R?, y=g(z), € (a,b)}.

Polozime-li X(t) =taY(t) = g(X(t)) = g(t) a nahradime-li £ proménnou x, pfevod kiivkového
integralu prvniho druhu na jednorozmérny lze prepsat ve tvaru

[renas= [ 1w s)IF @R,

V pripadé krivky I' orientované ve sméru osy x pro kiivkovy integral druhého druhu plati
jednoduchy vzorec

[ sz = [ ste.gw) o

Pro pfevod integralu druhého druhu podle dy potfebujeme vyjadrit krivku I' jako graf funkce
x=g(y), y € (a,b) orientované ve sméru osy y. Potom lze psét

/f:vydx—/f

1C PREVOD KRIVKOVEHO INTEGRALU NA DVOJNY INTEGRAL

V piipadé, kdy kiivka I' je hranici néjaké oblasti €2, lze prevést kiivkovy integral na dvojny in-
tegral z derivace funkce ptes oblast €2. Pokud kiivkovy integral vyjadiime pomoci normalového
vektoru a ktivkového integralu prvniho druhu, mluvime o Gaussové-Ostrogradského vété. Hra-
nice omezené oblasti je neprotinajici se uzaviend kiivka.

Véta 1.1. (Véta Gaussova-Ostrogradského) Necht © je omezend oblast a jeji hranice 99 je
po ¢dstech reguldrni kiivka. Necht vektorovd funkce f = (fi, f>) m4 derivace. Potom plati

//Qdivfdxdyz/mfﬁds, (1.5)

kde div je operdtor divergence: divf = (0, 0y) - (f1, f2) = Ouf1 + Oy fo.
Uvedme také tvrzeni véty rozepsané do slozek

// {%—{—%} d$dy:/89[f1nx—l—f2ny] ds. (1.6)
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1. Kfivkovy integral 1D. Integraly nezavislé na kiivce

Casto uzivané tvary Gaussova-Ostrogradského vzorce pro diferencovatelné funkce f a g jsou

af [ 5yaean=
—dxdy = ngds, —dxdy = n, ds. 1.7
//9533 Y BQf o Oy Y 899 ! (1)

Tvrzeni (1.6) predchozi véty lze prepsat ve tvaru s kiivkovym integralem druhého druhu a
dvourozmérnym operédtorem rotace (oznacovanym také symbolem ,curl®)

= Jg2  Ogq1
tg=(0,0,) X (g1,92) = — — —=—.
rot g ( y) (gl 92) ax 8y
Zédménami f; = ga, fo=—g1 a nyds= dy, n,ds =—dx dostdvame Greenovu vétu:

Véta 1.2. (Véta Greenova) Necht Q je omezend oblast a jeji hranici 9 tvoii po ¢dstech
reguldrni kiivka I' orientovand tak, Ze oblast € je po levé strané kiivky. Necht ¢ = (g1, g2) je
diferencovatelna vektorova funkce. Potom plati

// r(_)'tﬁdxdy:/jdqx, (1.8)
Q r

kde ds = (dz, dy). Uvedme jesté tvrzeni véty rozepsané po slozkach

992 Og _/
//Q {890 5@] dedy = ﬁ[%dx—f-ggdy] : (1.9)

1D INTEGRALY NEZAVISLE NA KRIVCE

V ptipadé tzv. potencidlni vektorové funkce kiivkovy integral druhého druhu nezavisi na tvaru
krivky, zavisi jenom na hodnotéch potencidlu v koncovych bodech orientované krivky.

Potencialni vektorova funkce

Vektorova funkce f = (f1, f2)(z,y) se nazyva potencidlni, pokud mé potenciél, tj. existuje
funkce p(z,y) takovd, ze

Ip

ox

(0.9) = fla,y)  a §—§<x,y> — fo(,y). (1.10)

Stejné jako v pripadé primitivni funkce, potencidlu (pokud existuje alespon jeden) je nekoneéné
mnoho, lisi se o konstantu, fikdme, Ze potencidl je urcéen jednoznacné az na aditivni konstantu.
Protoze z predchozi definice potencialu plyne

=2 (Pay)) = 2P oy, My = O (P )= 0P
oy ’y_ay oz Y - Oyox Y ar Y T bx oy Y Oz 0y Y

a smiSené derivace jsou zaménné, nutnou podminkou existence potencialu je rovnost derivaci

0 0
) = G2, (1.11)

Tato podminka je i postacujici, pokud oblast v roviné, na které hledame potencidl, je jednoduse
souvisla, tj. mnozina nemd ,diry*.
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1. Kfivkovy integral 1D. Integraly nezavislé na kiivce

Vypocet potencialu

Pokud je splnéna podminka (1.11), lze potencidl spocitat integraci. Prvni podminku ve
vztahu (1.10) integrujeme podle x, ¢imz ziskdme funkce Fi(z,y)

pmwzfﬁ@wm:ﬂ@w+mw

a integracni ,konstantu®“ c¢;(y) zdvislou na y. Spoc¢itanou funkce F(z,y) dosadime do druhé
rovnosti v (1.10)

oOF d
gjuw+£@=ﬁmw,

z které lze vyjadiit ¢ (y), pticemz vSechny ¢leny s proménnou x se navzajem zrusi. Integraci
spocitame konstantu c¢;(y). Pokud proménnd x v rovnici zustala, vektorova funkce neni po-
tencialni, nebo jsme ve vypoctu nékde udélali chybu.

Potencidl lze pocitat i v opacném poradi: integrovat druhou podminku v (1.10) podle y, a
pridat integraéni ,konstantu® cs(x), kterou uréime z prvni podminky v (1.10).

Potencial lze spocitat také kiivkovym integrdlem druhého druhu podél libovolné kiivky
spojujici vhodny bod [zg, 30|, napiiklad [0,0], s obecnym bodem [z,y|. Vhodnou kiivkou je
lomend ¢éara [z, yo|—[z, yo]—[z, y] nebo lomena cara [xq, yo|—[xo, y|—[z,

y
D, y) /ﬁt%&+/ﬁxt M/L/ﬁ%,&+/ﬁty

Krivkovy integral, ktery nezavisi na prabéhu krivky

Véta 1.3. Necht vektorova funkce f = (f1, f2)(2,y) je potencidlni s potencidlem p(z,y) na
oblasti Q v R? a I' orientovand kiivka v € s poc¢dteénim bodem A a koncovym bodem B.
Potom pro ktivkovy integral druhého druhu plati

Af@w%dEEﬁ@wa+ﬁ@wNy=M@—pM%

tj. krivkovy integral nezavisi na ,integracni cesté® f, ale jenom na pocatecnim bodé A a
koncovém bodé B kiivky. Pro uzavienou kiivku I' plati p(A) = p(B) a integral je roven nule.

Podminky pro oblast s ,,dirou
Jestlize oblast {2 neni jednoduse souvisld, tj. méa diru, naptiklad mezikruzi
Q= B(0,R)\ B(0,r) = {[z,y] € R* »* < 2” + 3 < R*},
kde 0 < r <1 < R, potom podminka (1.11) nestaci. Napiiklad funkce f: (f1, f2)

f1(90;y)=m7 folz,y) = 21

spliuje podminku (1.11):
ofi  —(@*+y)+y-2y  —a® 4y ofy (P +y*)—z-2c  —a’+y

oy (#+y?)? (@24 9r (24P (@2 +y?)?)
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1. Kfivkovy integral 1E. Ktivkovy integral v prostoru

ale neni potencidlni. Ukazeme, ze kiivkovy integral pfes jednotkovou kruznici I' neni nulovy.
Parametrizace jednotkové kruznice 2 + y*> = 1 je x = cost, y = sint, t € (0,2m). Plat{
de = —sintdt, dy = costdt. Jednoduchy vypocet s vyuzitim sin?t + cos?>t = 1 dava

2m . . 27
— —sint)(—sint cost - cost
/ Y dz + x dy :/ (—sint)( '81211 ) 4 —— | dt = / 1dt = 2.
& lx2+y? x? 4+ y? 0 cos?t + sin“ t cos?t + sin“t 0

Poznamenejme, ze kdyby funkci f bylo mozno spojité rozsitit do nuly, tj. dodefinovat v pocatku
[0, 0] na spojitou funkci, potencidl by existoval.

V piipadé oblasti s jednou nebo vice dirami musime vedle podminky (1.11) pozadovat, aby
pro kazdou ,diru® integral ff f -ds pres kiivku f, ktera obiha jenom tuto diru, byl nulovy.

1E KRIVKOVY INTEGRAL V PROSTORU
Krivku v prostoru popiSeme parametrizaci rozsitenou o soutradnici z:
I ={[z,y,2] €eR®: 2 =X(t),y=Y(t),z=Z(t), t €I = (a,b)},
pricemz predpokladdme, ze kiivka je reguldrni, tj. funkce X (¢),Y (t), Z(t), maji spojité prvni

derivace na I a (X'(t),Y'(t), Z'(t)) # (0,0,0),Vt € I, nebo je alespon po castech reguldrni.
Ktivkové integraly zavedeme podobné jako v dvojrozmérném piipadeé:

/Ff(w,yaz) ds = /abf(X(t),Y(t)yZ(t)) VX)) + (Y'(1)? + (2'(1)2 dt, (1.12)
[ faaar=o FX(0), Y (1), Z0) X (1) di (1.13)
/ﬁf(:v,y,Z) dy = o/abf(X(t),Y(t),Z(t))Y’(t) dt, (1.14)
/ﬁf(fc,y,Z) dy = 0/abf(X(t),Y(t),Z(t))Z’(t) dt (1.15)
a integraly druhého druhu z vektorové funkce f = (f1, fa, f3) lze zapsat do jednoho integralu:

/ﬁf(:c,y,z)-stE/ﬁ[fl(x,y,z)d:c—i—fz(x,y,Z)dy+fg(:c,y,z)dZ]—

= O/b [[1(XY, Z)(8) X'(8) + f2(X, Y, Z) () Y'(t) + fs(X, Y, Z)(t) Z'(t)] dt . (1.16)

Prevod integralti druhého druhu na integral prvniho druhu

Oznacéme jednotkovy tecny vektor ¢ = (t,, ty,t.), ktery v piipadé souhlasné orientace kiivky
a jeji parametrizace X (t),Y (t) lze spocitat normalizaci te¢ného vektoru T'= (X', Y’ Z'), tj.

|’ﬂl

nd 1 / ! /
T o oY)

=5
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1. Kiivkovy integral 1G. Aplikace kiivkovych integralu

V prostoru integraly druhého druhu lze prevést na integral prvniho druhu:

[fepde= [fepands.  [owpady= [ et s,
r r r r
[h(x,y,z) dy:/h(x,y, z)t,ds

r r

— —

a vSechny tfi integrély s vektorovou funkei f = (f1, fo.f3) a ds = (dz, dy, dz) vektorové

/ﬁf(m,y,z)-(fs:/rf(:c,y)~fds,

rozepsano po slozkach

/f[fl(x,y,z) dz + o,y =) dy + fo(z,y, 2) dz] :/F[fl(x,y) b+ fola,y)t, + fst.] ds.

1F VETY O KRIVKOVYCH INTEGRALECH V PROSTORU

Protoze hranici oblasti v prostoru je plocha a ne kiivka, nelze trojny integrél pres objem pirevést
na krivkovy ptes hranici. Také smér normaly ke kiivce I' v prostoru neni jednoznac¢né urcen.
Véta analogickd Gaussoveé-Ostrogradského vété bude az v ¢asti Plosny integral.

Potencialni vektorova funkce

Vektorova funkce f: (f1, f2, f3)(x,y) se nazyva potencidlni, pokud existuje potencidl, tj.
funkce p(z,y, z) takova, ze

0 0 0
a—i(x,y,z)zfl(x,y,z), Fz(xvyvz):fQ(x7yuz)’ 8—§($,y,2)=f3(96,y,2). (117>

Potencialu je nekonecné mnoho, lisi se o konstantu, potencidl je urc¢en jednoznaéné az na aditivni
konstantu. Nutnou podminku pro existenci potencidlu jsou tii rovnosti

0 0 0 0 0 0
o) = s, P = e, Llows) = e (118)

Tyto podminky jsou i postacujici, pokud v oblasti €2 lze vSechny uzaviené kiivky spojité
ystahnout* do bodu. Takovou oblasti je naptiklad koule a duta koule. Podminku nespliuje
tfeba anuloid (duse pneumatiky). V ném potieba doplnit podminku nulového integralu dané
funkce pres kruznici, ,kterda obtaci otvor*.

Nezavislost integralu na integracni cesté

Véta 1.4. Nechi vektorovd funkce f = (f1, fo, f3)(x,y, 2) je potencidlni s potencidlem
p(x,y,2) na oblasti Q v R? a ' orientovana kiivka v 0 s poc¢atecnim bodem A a koncovym
bodem B. Potom pro krivkovy integral druhého druhu plati

/f\’f(m’y,Z) djS’ = f1<l',y,2) dilf =+ f2($ay>z) dy+ f3(xvya Z) dz :p(B) —p(A),

tj. krivkovy integral nezavisi na tzv. integracni cesté r , ale jenom na pocatecnim a koncovém
bodé A, B ktivky. Pokud ktivka I' je uzaviend, tj. A = B, integral je nulovy.
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1. Kiivkovy integral 1G. Aplikace kiivkovych integralu

1G APLIKACE KRIVKOVYCH INTEGRALU

T = [zr,yr| v roviné nebo T = [z, yr, zr] v prostoru

1 1 1
l:/lds, xT:—/xds, yT:—/yds, ZT:—/ZdS.
r L Jr L Jr L Jr

Moment setrvacnosti J kiivky I' vzhledem k ose o se pocita kiivkovym integralem prvniho
druhu z funkce f(z,vy, z) rovnou druhé mocniné vzdalenosti bodu (z,y, z) od osy o. V piipadé
osy z nebo osy x = xg,y = yo rovnobézné s osou z, jsou to integraly

JZ:/F(x2+y2)ds, J;‘:/F[(x—xo)gjt(y—yo)ﬂ ds.

Moment setrvacnosti vzhledem k ose y nebo ose z jsou dany vzorci

Jx:/(y2+22)d3, Jy:/(x2+22)ds.
r r

Krivkovym integrdlem prvniho druh muzeme pocitat vlastnosti prutu, tj. télesa tvaru zahnuté
tyce s malym prufezem. V jednotlivych pfipadech integrovanou funkci nasobime délkovou
hustotou p, tj. hmotnosti prutu jednotkové délky. Takto muzeme spoc¢itat hmotnost m nebo

1 1 1
m:/pds, xT:—/:cpds, yT:—/ypds, zT:—/zpds.
r m Jr m Jr m Jr

Krivkovym integralem druhého druhu muzeme spocitat tfeba praci A, kterou vykona sila f
pusobici podél drahy (kiivky) [' v prostoru

A:/f]?' asz/[fldx+f2dy+f3dz]

r

i v roviné, pripadné potencidl silového pole f

Studijn{ text UM FSI VUT v Brné 9



2. Plosny integral 2A. Integréaly na grafech funkei

2. Plosny integral

Plosny integral je integral, ve kterém integracnim oborem je plocha. Jeho konstrukce je podobna
integralu funkce dvou realnych proménnych. Plochu S rozdélime délenim D na konec¢né mnoho
casti S;;, zvolime body §&;; € S;; a utvoiime integralni soucet

S(f,D,§) = Z f(&i) m(Si;)

kde m(S;;) je ,hodnoceni* ¢ésti S;;. Vezmeme posloupnost integralnich soucta S(f, Dy, &) pii
zjemnujicich se délenich |Dy| — 0+ a posloupnost piislusnych bodu . Pokud limita posloup-
nosti integralnich souctu S(f, Dy, &) existuje a nezavisi na volbé posloupnosti déleni Dy ani na
odpovidajicich bodech &, prohlasime ji plosSnym integralem.

Rozlisujeme plosny integral prvniho a druhého druhu. Plosny integral prvniho druhu je z
neorientované plochy, pfitom ¢ast plochy S;; v integracnim souctu je pfitom hodnocena svoji
velikosti, tzv. plosSnym obsahem.

Plosné integraly druhého druhu v R? jsou z orientované plochy Sa jsou podle volby prumétu
tii: dody, dedz, dydz. Cast plochy S;; je piitom hodnocena m(S;;) velikost{ jejtho primétu
do ptislusné roviny xy, xz, yz.

Kazda plocha ma lokalné dvé strany. Plocha je orientovana tim, Ze prohlasime jednu jeji
stranu za vnéjsi. Tim je uréeno, kterd ze dvou orientaci norméalového vektoru (vektoru kolmého
na plochu) je vnéjsi. Avsak ne kazdou plochu lze celkové orientovat. Piikladem neorientovatelné
plochy je tzv. Mobiova paska nebo Kleinova lahev, kdy pohybem po jedné strané plochy se po
case dostaneme na druhou stranu plochy.

Plosné integraly pocitdme prevodem na dvojny integral.

2A INTEGRALY NA GRAFECH FUNKCI
Nekteré plochy lze vyjadiit jako graf funkce z = g(z,y) nad mnozinou D,, C R?

S = {[J?,y,Z] S Rg L= g(%,y), (;C,y) S Dfﬂy}v (21)

pricemz predpokladame, ze funkce g ma spojité derivace prvniho radu. Piipadnd orientace
plochy je pritom ve sméru osy z. Potom plosny integral prvniho druhu lze pfevést na dvou
dvojny integrél

J[sevaas= [[ repgenaenr@eprsiea. @)

Pokud plocha S je orientovand souhlasné s osou z, plosny integral druhého druhu je prosté
[ tevaa= [[ swpgemacdy. (23)
S Dy

Analogicky v ptipadé plochy, kterd je grafem funkce y = g(z, z), tj.
S={[z,y,2] e R® : y=g(,2), (x,2) € D,. CR*}, (2.4)

plosné integraly prvnfho a druhého druhu (plocha S orientovand podle osy y) jsou:

/ /S f(,y,2)dS = / YR BN v v R e (2.5)
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2. Plosny integral 2B. Integraly na plochach popsanych parametricky

J[ vz =[] fegw2). 2 a0z, 6

V pripadé plochy, kterd je grafem funkce z = g(y, 2), tj.
S:{[:I:,y,z] €R3 : l’:g(y,Z), (y72>EDych2}7 (27)

lze prepsat plosné integraly prvniho a druhého druhu

/Sf(wjy,Z) dS:/Dyzf(g(y,Z),% Z)\/l +(g,)* + (g2)* dy dz, (2.8)

/ ey, 2) dydz = / F(9(y, ).y, 2) dydz. (2.9)
S Dy

Poznamenejme, ze také plosny integral prvniho druhu je nezdporny: integral z nezédporné
funkce je nezaporny. Pro plosny integral druhého druhu toto neplati, integral muze byt kladny,
nulovy i zaporny.

2B INTEGRALY NA PLOCHACH POPSANYCH PARAMETRICKY

Mnohé plochy vsak nelze vyjadrit jako graf néjaké funkce, napiiklad sféra nebo anuloid. Takovou
plochu popiSseme parametricky

S:{['ray?Z] eR’: 3?:X(U,U),y:Y(U,,’U),Z:Z(U,U), (U,U) GDCR2}7

pripadné rozdélime na nékolik ¢ésti S; a kazdou z nich popiSeme parametricky. Predpokladame,
ze funkce XY, Z maji prvni derivace po ¢astech spojité a zobrazeni (u,v) +— (z,y,z) neni
degenerované, tj. matice parcialnich derivaci ma maximalni moznou hodnost dveé:

X, Y Z
h(ﬁ Y 27):2'

Plosny integral prvniho druhu

Maly obdélnicek D;; o stranach Au, Av v D,,, se zobrazi na (mirné zakiiveny) rovnobéznicek

S;j se stranami T, - Au,; a T, Av;, kde T;, a T, jsou tecné vektory ve smérech souradnych os
parametru u a v:

T,= (X, Y. 2Z)  T,=(X.,Y.Z)

Vektorovy soucin vektoru je vektor kolmy, proto vektorovy soucin téchto teénych vektoru je
vektor kolmy na plochu, tedy vektor norméalovy. Oznacme ho proto symbolem N

N=T,xT,=Y'Z -2V Z' X — X' Z/ X'V - Y'X") .

u v

Velikost vektoru N j je diky vlastnosti vektorového soucinu rovna plosnému obsahu rovnobézniku
se stranami te¢nych vektoru T a Tv, proto obdelnicek D;; se stranami T Au a T, Av se zobrazi
na rovnobéznicek S;; s plosnym obsahem

IAS| = (T, x T,) AulAov| = |N AuAv].

Studijni text UM FSI VUT v Brné 11



2. Plosny integral 2B. Integraly na plochach popsanych parametricky

Dostavame tak vzorec pro prevod plosného integralu prvniho druhu na integral dvojny:

J[ v as =[] Xy o), Ze o)) dudr,

|N| = \/Na? + N2+ N2 = (Vi Zy = 2LV + (2, X, = X, Z)2 + (XY, = Y0 X))2
Plosny integral druhého druhu

Slozky vektoru N = (Nz, Ny, N,) urcujf plosny obsah prumétu rovnobézniku AS do rovin
yz, xz a xy. Dostavame tak vzorec pro prevod jednotlivych plosnych integralii druhého druhu
na integraly dvojné:

//f(x,y,z)dydz:o// f(X,Y,Z)Nxdudon// f(X, Y, 2) (Y. Z —ZY])dudv,

3 D D

//g(x,y,z)dxdz:o// g(X,Y,Z)NydudvEO// 9 XY, 2)(Z, X — X! Z!)dudv,
3 D D

/[h(x,y,z)dxdyzo// h(X,Y,Z)NZdudon// nMX,Y,Z) (XY -Y!X)dudv,
5 D D

kde o = 1 pokud dané orientace plochy a vektoru N jsou shodné, a o = —1 pokud orientace
jsou opacné.

Oznacime-li dS = (dydz, dzdz, dzdy) a f = (f1, f2, f3), jednotlivé plosné integraly
druhého druhu lze zapsat do jednoho vzorce se skalarnim souc¢inem vektoru

f-dS=o [ f-Ndudv,
S D

rozepsané po slozkach
/[ (fl dydz -+ fg dz dz + f3 dx dy) = 0// (f1N1 + f2N2 + f3N3) dudv.
5 D

Pozor, poradi parametru u,v urcuje orientaci normélového vektoru N a tim i orientaci para-
metrizace plochy: zménou potadi se méni i orientace vektoru V.

Prevod integralti druhého druhu na integral prvniho druhu

Orientaci plochy S urcuje jednotkovy vektor vnéjsi normély 7 = (n,,n,, n.) k plose S, tj.
normalizovany vektor N sméfujici ven z €2, tj.

Na; Ny NZ
o s s .
|N| VN2 N2+ N2\ /N2+ N2+ N2 \/N2+ N2+ N2

Potom integrdly druhého druhu lze prepsat na integraly prvniho druhu

//gjf(x’y’z)dydzz//Sf(%y,z)nde,
//gg(x,y, z) dxdz://sg(x,y,z)nyd57
//gh(x’y’z)dxdy://Sh(l",y,Z)nzdS,

Orientaci plochy S pfitom urcuje orientace vnéjsi normaély 7.

1‘ =

n = (Ng,ny,ny) =0
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2. Plosny integral 2C. Véty o plosnych integralech

2C VETY O PLOSNYCH INTEGRALECH

Pro kiivkové integraly plati tvrzeni, které prevadi kiivkovy integral pres hranici 02 ome-
zené mnoziny §2 v roviné na dvourozmeérny integral z derivace funkce ptes 2. Toto tvrzeni je
specialnim piipadem Gaussovy-Ostrogradského véty, ktera plati v prostorech konecné dimenze.
Uvedeme vétu pro pripad oblasti v trojrozmérném prostoru.

Gaussova-Ostrogradského véta

Hranice omezené oblasti v R? je plocha, kterou orientujeme ,ven“ z oblasti 2. Budeme
predpokladat, ze hranice S = 9 je po ¢astech hladkd. Oznaéme 7 jednotkovy vektor vnéjsi
normadly, tj. normalizovany vektor N v bodé plochy S smétujici ,,ven“ z 2.

Véta 2.1. (Véta Gaussova-Ostrogradského) Bud 2 omezend oblast v R? s po ¢éstech hladkou
hranici S = 082 a 7 jednotkovy vektor vnéjsi normély a f, g, h diferencovatelné funkce na §2.
Potom plati

/// dxdydz—/aﬂfnxds’ /// agdxdydz—//mgnyds,
/// d:vdydz—//mhnzds.

Tii predchozi vzorce lze zapsat do jednoho s vektorovou funkei f = (f1, fo, f3) vektorove

///Qdivfdxdydz://mf-ﬁds. (2.10)

nebo rozepsané po slozkach

/// {%—i_%—i_%} dxdydzz//m[flnz—l-fzny—l—fgnz] ds

Stokesova véta

Ptedchozi véta davala do souvislosti trojny integral pres omezeny objem €2 s plosnych in-
tegralem pies plochu 052, kterd je povrchem hranici 2. Nasledujici véta dava souvislost plosného
integralu pfes omezenou plochu S a kfivkového integrélu pres jeji okraj, kterym je kiivka I'.

Oznacme dS = (dydz, dedz, dedy) a pripomenme operator rotace (oznaCovany také
seurl®) ktery vektorové diferencovatelné funkei prifadi prifadi vektorovou funkei

Véta 2.2. (Véta Stokesova) Bud S - omezen4 orientovand po ¢astech hladkd plocha, jejfz
okraj 0 je uzaviena po ¢astech hladka kiivka [ orientovans souhlasné s plochou, tj. polozime-
li dlan pravé ruky na okraj plochy kolmo k plose S , pricemz palec ukazuje smér normaly, prsty
ukazuji orientaci kiivky ['. Potom plati rovnost — zapsana vektorové

//gratf-dgz/ff- ds . (2.11)

Studijn{ text UM FSI VUT v Brné 13




2. Plosny integral 2D. Aplikace plosnych integralu

Rozepisme levou stranu rovnosti (2.11)

//rotf 45 = // ((80,0,.0.) % (fi. fo f)] - (dydz, dzdz, da, dy) =

// {(%_8_22) dydz + <%—%> drdz + (%—%—g) dxdy] ,

rozepsand prava strana rovnosti (2.11) dava

[f Jszﬁ(fldx+f2dy+f3dz) .
r T

V pripadé, ze plocha S lezi v roviné z = 0 a f3 = 0, dostaneme Greenovu vétu 1.2.

2D APLIKACE PLOSNYCH INTEGRALU

Plosnym integralem prvniho druhu lze spocitat plosny obsah |S| plochy S a soutadnice jejtho
teziste T = [ZL‘T, yr, ZT]

1 1 1
S://dS, ac:—//de, y:—//de, z:—//zdS.
5= "= 151 "= 181 s "= 181 s

Moment setrvacnosti J plochy S vzhledem k ose o se pocitd plosnym integralem prvniho druhu
[[s fdS, kde funkce f(z,y, z) je druhd mocnina vzdalenosti bodu (z,y, z) od osy o. V piipadeé
osy z nebo osy x = xg,y = Yo rovnobézné s osou z jsou to integraly

1= [[@eas. =[] e —af+ - as.

Moment setrvacnosti plochy S vzhledem k ose = a ose y jsou dany vzorci

Jx://s(yQJer)dS, Jy://s(ijLzz)dS

Plosny integral muZeme pouZit vypocet vlastnosti skofepiny, tj. télesa malé tloustky tvaru plo-
chy S. Pfidéme li k integrované funkci plosnou hustotou P, tj. hmotnost jednotkového plosného

1 1 1
m=//pds, xTz—//xpds, yTz—//ypds, sz—//zpds,
S m S m S m S

podobné lze pocitat i momenty setrvacnosti skofepiny a dalsi veli¢iny.

Plosnym integralem druhého druhu lze spocitat tok T vektorového pole f plochou S

:[f.d@.
S

pii popisu elektrického nebo magnetického pole.
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