FUZZY MNOZINY A FUZZY CiSLA — ZAKLADNi POJMY

1 Fuzzy mnoziny, inkluze a operace
Definice 1.1. Necht” X # 0 je mnozinaa u,: X — (0;1) je zobrazeni. Fuzzy mnoZinou 4
na X (fuzzy podmnoZinou 4 mnoziny X) rozumime mnozinu vSech uspofddanych dvojic
{(x, Hy(x)); x € X, p(x)e ( 0;1)} a piSeme 4 = (X; Hy) Mnozina X je univerzum,
zobrazeni 1, je funkce pFislusnosti fuzzy mnoziny 4 a u,(x) je stupeti pFisluSnosti prvku
xk 4 pro Vx e X.
Poznamka 1.1. Zobrazeni u, je definovano pro Vx € X. Prox ¢ 4 klademe x,(x)=0.
Poznamka 1.2. Pro kazdou obyc¢ejnou (ostrou, nefuzzy) mnoZinu 4 < X plati z,(x)=1 pro
VxedAda pu,(x)=0pro V x ¢ 4. Funkce pfisluSnosti x, je zobecnénim charakteristické
funkce mnoZziny. Déle je p, (x) =1 pro Vx € Xa 4,(x) =0 pro Vx € X.
Definice 1.2. Nosic¢em (zdakladem) fuzzy mnozZiny 4 rozumime mnoZinu

Supp 4 ={x e X; u,(x)>0}.
Jddrem fuzzy mnoZiny 4 rozumime mnoZinu

Ker 4 ={xeX; u,(x) =1}.

Priklad 1.1. Necht X je mnozina vSech ptirozenych ¢isel. Fuzzy mnozina
4 ={(2:0,1), (3;0,5), (4:1,0), (5;0,6), (6:0,2)}
pfedstavuje mnozinu pfirozenych cisel “pfiblizné rovnych ¢islu 4.
Priklad 1.2. Necht X = R, kde R je mnozina vSech realnych ¢isel. Fuzzy mnozina 4 =

=[R;u,), kde u,(x)=exp [—(x - x,) ] , predstavuje mnozinu realnych ¢isel "blizkych ¢islu

"

x,".

Déle predpoklddame, Ze uvazované fuzzy mnoziny jsou definovany na tomtéz
univerzu X.



Definice 1.3. Fuzzy mnozina 4 je podmnoZinou fuzzy mnoziny B a piSeme 4 c B, jestlize
Hy(x) < pty(x) pro Vx € X.

Definice 1.4. Fuzzy mnoziny 4 a B jsou si rovny a piSeme 4 = B, jestlize p1,(x) = 1,(x)
proVx e X.

Definice 1.5. Priinik fuzzy mnozin 4 a B je fuzzy mnozina 4 N B, kde
Hy g () = min{ué () 1, (x)} pro Vx € X.
Definice 1.6. Sjednoceni fuzzy mnozin 4 a B je fuzzy mnozZina 4 U B, kde

My p(X) :max{,ué(x),yg(x)} pro Vx € X.

|
|

Definice 1.7. Dopliikem fuzzy mnoziny 4 rozumime fuzzy mnozinu 4, kde

Véta 1.1. Pro libovolné fuzzy mnoziny 4, B plati pro Vx € X

1,(x) ~ y (x)

Hyn g(x) :%[ﬂé(x)_",ug(x)_

1,(x) — 1y (x)

ty 4 =%£y4(x>+y§(x>+

py(x)=1-p,(x) pro Vx e X.

Véta 1.2. Pro libovolné fuzzy mnoziny 4,5 ,C plati

4nB=8 n4 4n0=0

4 UB=8 U4 4 00=4

4 nB Q) =(ANBNC 4nXx=4

4 B ul)=(4 vB)uC 4 X=X
4nd=4 @=4

4 vd=4 4 nB=4UB




Poznamka 1.3. Jestlize ®(X) zna¢i mnozinu vSech fuzzy mnozin na X , pak
(P(X), U, N ) je distributivni svaz. Neni viak Booleovou algebrou, nebot 4 U 4 # X a
AN A4 #0 (obecnd).

Poznamka 1.4. Operace U, N rozsifujeme pro libovolnou indexovou mnozinu / pomoci

vztahl
ﬂmg;(x):igfﬂﬁi(x)’ /uuéi(x)zsup;uéi(x) pro V x € X.

iel iel iel

Definice 1.8. Soucinem fuzzy mnozin 4 a B rozumime fuzzy mnozinu 4 - B, kde

ﬂé.g(x) = ;ué(x)';ug(x) pro Vx € X.

Definice 1.9. Souctem fuzzy mnozin 4 a B rozumime fuzzy mnozinu 4 + B, kde

ﬂ4+§(x) = :ué(x)"',ug(x)_;ué(x)';ug(x) pro Vx e X.

Véta 1.3. Pro libovolné fuzzy mnoziny 4,58 ,C plati

4 -B=B -4 4 +0=4
4+B=8 +4 4 -X=4

Poznamka 1.5. Neplati distributivita operaci - , + ani idempotence. Operace - , + jsou
distributivni vzhledem k U, M, nikoli naopak. Obecné plati
4Bcd nBcd UBC 4+ 8.

Pro obycejné mnoziny je
ANB=4-Ba AUB=A4+8B.

Definice 1.10. Necht m € (0; +oo). m-tou mocninou fuzzy mnoziny 4 rozumime mnozinu

4" kde ,uém(x) = {,ué(x)} pro Vx € X.
Priklad 1.3. Jestlize 4 je mnozina redlnych ¢isel "blizkych ¢islu xo " (viz ptiklad 1.2), pak 4 2
je mnozina realnych c¢isel "velmi blizkych ¢islu xo " a 4 %3 je mnozina redlnych &isel "vice

nebo méné blizkych ¢islu xp .



Definice 1.11. Necht « e<0 ;1>. a —ndsobkem fuzzy mnoZiny 4 rozumime fuzzy

mnozinu & 4, kde 4, ,(x) = au,(x) pro Vx € X.

Definice 1.12. Necht « e(O; 1>. a —fezem fuzzy mnoziny 4 rozumime (obycejnou)
mnozinu

Aa:{xeX;,ué(x)Za}.

Véta 1.4. Pro libovolné fuzzy mnoziny 4 plati

H,(x)= sup min(a,,uAa (x)) pro Vx € X,

ae(0;1>

"A = U a Aa ?
ae(0;1)

g <a,=>4, c4,.

Definice 1.13. Fuzzy mnoZina 4 je normadlni, jestlize 3 x € X tak, Ze u,(x)=1.
Definice 1.14. Fuzzy mnozina 4 je konvexni, jestlize jsou konvexni vSechny jeji o — fezy.

Poznamka 1.6. 4 je konvexni, pravé kdyZpro Vx; € X, V x, e Xa VA4 € <0 ; 1> je

Hy (Ax, + (1= 4)x,) 2 min {ﬂé (x,), Hy (xz)}
(pokud je definovdna konvexni kombinace na X). Funkce u, konvexni fuzzy mnoziny 4

nemusi byt konvexni.

Priklad 1.4. Fuzzy mnoZina 4 z ptikladu 1.2 je normdlni, nebot’ x,(x,) =1a je konvexni,
protoZze A, = <x0 —v=Ina;x, + \/—lna>.

2 Fuzzy cisla, operace a vlastnosti

Definice 2.1. Necht’ X, x---x X je kartézsky soucin univerz X,,..., X, a
4, = (X],,ué1 lj,.--,é .= (Xn,,uéI j jsou fuzzy mnoziny. Kartézsky soucin fuzzy mnozin

je fuzzy mnozina 4 |, x...x4 , =(X, x..xX jpu, ., ), kde

My g, (Xi5eesX,) =rnin{,ué1 1(xl),...,,uén(xn)} pro V(x,,....,x,) e X, x...x X .



Definice 2.2. (Zadehiiv princip roz§ifeni). Necht 4 | = (Xl, My, ) rd = (Xn’ﬂé j jsou

fuzzy mnoziny a f : X, x---xX — Y je zobrazeni. Rikdme, Ze fuzzy mnoZzina

B=f(4 ,,....4 ,) je fuzzy hodnotou funkce f podle principu rozSifent, jestlize

sup min{ﬂA ()l (xn>},
(X5 X)) <1 <
4, () = (X5 0X, )=y

0, kdyz f~'(») =0,
kde f7'(y)je mnozina vSech n— tic (x,,...x,) takovych, Ze y = f(x,,...x,).
Poznamka 2.1. Necht' n =1 a f je prosté zobrazeni. Pak pro B = f(4 ) plati

(D) = 1, (/7 ().
Véta 2.1. Necht’ B=f(4 ,,...,4 ,).PakproV « e<0; 1> plati

Ba :|:f(1~4 1:---:4 n)j| v = f(1~4 1a"'~91~4 mz)a

pravekdyz V yeY I (x,....,x,) € X, x..x X, tak, Ze p, ()= p, . .4 (x...X,).

Déle se budeme zabyvat fuzzy mnozinami na mnozinami na X = R ,kde R je mnozZina
vSech reédlnych ¢isel.
Definice 2.3. Fuzzy mnozina g = (R; u,) se nazyva fuzzy ¢islo, jestlize fuzzy mnozina g je

konvexni a normdlni a 4, je po Castech spojitd funkce. Jestlize existuje praveé jedno a € R

takové, ze u ( a ) = 1, pak fikdme, Ze a je hlavni hodnota fuzzy cisla ¢. Je-li funkce
pfislusnosti x, spojitd, fikame, Ze g je spojité fuzzy Cislo. MnoZinu vSech fuzzy ¢isel na R
znatime A. Klademe a = {a} pro Va e R.

Priklad 2.1. Fuzzy mnozina z ptikladu 1.2 je spojité fuzzy cislo.



Definice 2.4. Necht' ¢ je unarni operace na R. RozSiFfenou undrni operaci na A rozumime

(podle principu rozsifeni) operaci ¢(g),g € A, kde y, ,, (¥) = sup ,(x) . Pro ¢ prosté viz

X
p(x)=y
poznamku 2.1.

Definice 2.5. Je-li ¢(x)=—x, pak —g se nazyva opacné fuzzy Cislo k fuzzy &islu g. Je-li

1

p(x)=x"", pak cjl se nazyva inverzni fuzzy Cislo k Cislu g. Je-li p(x)=4Ax, 4 € R, pak

Aa se nazyva A - ndsobek fuzzy Cisla g. Je-li p(x)=e", pak e se nazyvéa exponencidla
fuzzy &isla g . Rikame, Ze fuzzy &islo ¢ je kladné a piseme, resp. zdporné, jestlize 1 (x) =0

pro Vx <0, resp. Vx > 0. PiSeme g >0, resp. g <0.

Véta 2.2. Necht' g je fuzzy ¢islo. Pak plati:
1. -g jefuzzy ¢isloa u ,(x)=pu,(-x), Vxe R.

M, (x"),Vxe R- {O},
H (x) =
N 0, x=0,

. -1 w7
apro g >0 anebo g <0je g fuzzy Cislo.

3. A g je fuzzy Cislo, pficemZ pro A #0 je u, (x)=pu,(x/A) apro A =0 je

zuﬁg(x) = ,Ll{o}(X), v X € R-:

. 4, (Inx),x >0,
4. e jefuzzydisloa pu,(x)=< ~
e 0, x<0.

Definice 2.6. Necht’ * je binarni operace na R. Roz§ifenou bindrni operaci na A rozumime

podle principu rozsiteni operaci ®, pficemz

(= supmin |, (0: 4, ()]
X,y
xX*y=z

Definice 2.7. Binarni operace * na R se nazyva rostouci, resp. klesajici, jestlize pro libovolné

xX,>x, a y,>y, plati x; %y >x,*y,, resp. x;*y, <x,*y,.



Véta 2.3. Necht’ * je spojitd rostouci anebo klesajici binarni operace na R a g, b jsou spojita

fuzzy Cisla. Pak g® b je spojité fuzzy Cislo a g® b= U a(a, *b,), kde a,,b, jsou a —

a’~a
ae<0;l>

tezy fuzzy ¢isel g, b.

Dusledek 2.1. Jsou-li g, b spojita fuzzy Cisla a * je spojitd binarni operace na R, pak plati

U a <a1a *b _sa,, * b2a> pro *rostouci,
a<(0;1)
U a <a2a *b, sa,, * b]a> pro *klesajici.

ae(0;1)

a®h=

Poznamka 2.2. Vétu 2.3 a diisledek 2.1 1ze snadno zobecnit pro rostouct, resp. klesajici,

n
n—arni operacena R , n > 2.

Poznamka 2.3. Dusledek 2.1 je vhodny pro aproximaci charakteristické funkce rozsitené
binarni operace pii vypoctu na pocitaci, kdyZ nahradime fuzzy ¢islo g diskretizaci

a=a,...,0,05a <..<a, =1

k
fuzzy mnoZinou U aa, .
i=1

Z poznamky 2.3 vyplyva nasledujici algoritmus pro aproximaci rozsifené bindrni
operace .

Algoritmus 2.1 (Diskrétni aproximace g ® b ).

1. Nahradime g tzv. diskrétnimi o - fezy

a, ={xj eR;x <...<xki;,ua(xl)=...,ua(xk[)2ai}, i=1,..,k
2. Nahradime ) analogicky jako 1.
3. Ur¢ime a, *[;a,. :{xj1 ¥V 03X, €4d,,Y; el;ai,jl,j2 :1...k1.}, i=1,...,k

k

4. Vypocteme U @, -(a, *b,), jeZ je aproximaci g® b .
i=1

Véta 2.4. Necht * je binarni operace na [R. Pak plati:

1. * komutativni = ® komutativni
2. =*asociativni = &® asociativni

3. ® je distributivni vzhledem k .



Disledek 2.2. Protoze + je spojitd rostouci binarni operace na R , je rozSifeny soucet @

spojitych fuzzy &isel spojité fuzzy Cislo. Plati —(g® b) =(—a) @ (- b). @ je komutativni a

asociativni, av§ak obecné neplati g® (-g)=0.

+ -
Disledek 2.3. Protoze nasobeni - je spojita operace, ktera je rostouci na R a klesajici na R ,

je rozsifeny soucin ® kladnych anebo zapornych spojitych fuzzy cisel spojité fuzzy cislo.
Plati —(g) ® b) = —(¢® b). ® je komutativni a asociativni, avsak obecn& neplati g® g =1.

Véta 2.5. Necht’ g je kladné anebo zdporné spojité fuzzy Cislo, b, ¢ spojita fuzzy cisla. Pak je
a® (b c)c (g®b)D (g®¢). Jsou-li b,¢ souCasné kladnd anebo zdpornd spojitd fuzzy

Cisla, je g® (b® ¢) spojité fuzzy Cislo a plati g® (b ¢) =(g® b) D (a®¢).

b a®h

Pozniamka 2.4. Plati e ® e =e ae >0.Pro spojitd fuzzy ¢isla g, b je e  spojité fuzzy

¢islo. Protoze g© b =g® (-b), je gOb spojitych fuzzy cisel g,b spojité fuzzy cislo. Pro

a,b kladné anebo zaporna spojita fuzzy ¢isla je g b =a® (Qil) spojité fuzzy cislo.

Pfi realizaci rozsifenych operaci @,®,0, @ : pomoci « - fezi spojitych fuzzy Cisel lze
ve smyslu poznamky 2.2 a dasledku 2.1 pouZit tzv. intervalovou aritmetiku.

Definice 2.7. Intervalovym Cislem rozumime interval <a;b>,a <b,(a,b)e R>. Aritmetické
operace s intervalovymi ¢isly definujeme vztahy:

(a;by+(c;dy=(a+c;b+d)

< > <cd>:<a d;b— c>

<a, > <c d>=< 1n{ac,ad,bc,bd};max{ac,ad,bc,bd}>

<a, >/< > < ,b><%j,%> proOeE(c;d>.

Pro Va € R klademe a = <a;a>. Jestlize a > 0, pak piSeme <a;b> >0 apod.

Véta 2.6. Necht' J, K, L, M jsou intervalova cisla. Plati:
J+K=K+J

J+(K+L)=(J+K)+L
J-K=K-J
J(K-L)y=(J-K)-L
0+J=J

1-J=J
J(K+L)cJK +JL.



Pro K-L>0jeJ - (K+L)=J-K+J-L. Jestlize Jc LaK c M, pak

J+KcL+M
J-KclL-M
J-KcL-M
J/IKcL/M (0gM)

Priklad 2.2. Jestlize J = (a;b> a K= <c;d>, pakproa>0,c>0jeJ-K :<ac;bd> a pro
b<0, dﬁOjeJ-Kz(bd;ac>.

Poznamka 2.5. Intervalova ¢isla jsou specidlnim ptipadem fuzzy ¢isel, nebot’
(a;b) = (R ) , kde

B Ixe <a; b>,
lu<a;b> (x) B O,x E <Cl, b>5

takze aritmetické operace s intervalovymi Cisly maji vlastnosti operaci s fuzzy ¢isly. Naopak
lze fuzzy cisla vyjadfit podle dusledku 2.1 pomoci intervalovych cisel — viz ptiklad 2.3.
Pfitom nelze vzdy redukovat vypocet aritmetického vyznamu s intervalovymi Cisly na

realizaci danych aritmetickych operaci — viz ptiklad 2.4.

Priklad 2.3. Necht’
a=(R ), 4,(5) =exp| ~(x=x,)" |.b =R, p1), g1, () = exp[ ~(y=3,)' |.

Resenim rovnic H,(x) =a a p,(x) = a obdrzime « - fezy
a, = <x0 —vJ=Ilna;x, +\/—lna>, b, = <y0 —v=Ina;y, + \/—lna>.
Pro ¢ =g® b je pomoci intervalové aritmetiky
c,=a,+b, = <x0 +y, = 2V=lna;x, +y, +2x/—lna>,

takze u (z) = exp [— ((z - (xo + ¥, )) / 2)2} . Snadno Ize tento vysledek zobecnit na vétsi pocet

s¢itancti; pfitom je vysledny soucet fuzzy c¢islo stejného "typu" jako jsou s¢itanci.

Poznamka 2.6. Hodnotu D =J + K —J - K je nutno vypocitat podle principu rozsifeni, protoze
nelze uzit intervalovych operaci jako v pfipadé¢ J+ K —L-M, kdy vlastn¢ predpokladame
"nezavislost" J,K,L, M . Napt. pro J =<a;b> c <0;1>,K = <c;d> c <O;1> se jednd o rostouci
binarni operaci x +y—xy, takze D ={(a+c—ac;b+d—bd) a nikoli (a+c—bd;b+d - ac).

Plati viak D=1-(1-J)-(1-K).



3 Fuzzy funkce, integral a derivace

Pojem fuzzy funkce neni jednotné definovéan a obvykle je pouzita takova definice, kdy fuzzy
funkce dostate¢n¢ vyjadiuje popisovanou redlnou situaci. Vychazi se vét§inou z pojmu fuzzy
relace a principu rozsifeni.

Definice 3.1. Necht' X ,... X, jsou univerza. n-drni fuzzy relaci p v X, x...x X, je fuzzy

mnozina p = (X, x... X, ,u ), kde g, : X, x..x X — (0;1> je jeji funkce ptislusnosti.
Ziejmée je "obycejnd" relace zvlastnim piipadem fuzzy relace.

Priklad 3.1. Necht n=2,X, =X, =R a u (x,»)=exp[-(x—»)’ |, (x,y) eR’. Fuzzy

relace p vyjadiuje "ptiblizné€ rovno".

Zavedeme nasledujici dva typy fuzzy funkeci.

Definice 3.2. Necht’ X, Y jsou univerza, X #0,Y #0a ®(Y) je mnoZina vSech fuzzy mnozin
na Y. Fuzzy korespondence je zobrazeni f z X do ®(Y) takové, ze x > f(x).

Poznamka 3.1. Pojmy fuzzy korespondence a fuzzy relace jsou ekvivalentni: f* je spojena

s fuzzy relaci p tak, Ze u (x)=p,(x,y),¥(x,y)€ X xY . Piitom f(x) je fezem relace p

pro dané x.

Definice 3.3. Necht X, Y jsou univerza, X #0,Y #0 a Y* je mnozina vSech funkci

f: X —>Y. Fuzzy svazek [ je fuzzy mnozina na Ye, ]_‘=(YX,,u£) , kde ,ué(f)je stupeil
piisluSnosti funkce f k f.

Poznamka 3.2. Pojmy fuzzy korespondence a fuzzy relace nejsou ekvivalentni. Fuzzy
korespondence [ je fuzzy svazkem vtom smyslu, Ze pro Vae<0;1> muize rovnice

Urn(¥)=a mit vice feSeni f,, (funkci z X do Y) a lze polozit f :U J i kde

f = Ua- fia - Opain€ fuzzy svazek nemusi byt fuzzy korespondenci, nebot’ mize
~ zxe<0;1>

obsahovat takové dvé funkce f, g z X do Y, ze Ixe X, pro néz je f(x)=g(x)=ya
w1 (f)# p;(g). Fuzzy svazek lze redukovat na fuzzy korespondence riiznymi zpisoby.

V dal§im volime redukci v tom smyslu, Ze klademe
p (x,y)= sup u,(f)
i y:';(x) i
a misto fuzzy korespondence a fuzzy svazku pouzivame pojem fuzzy funkce a zna¢ime ji f'.

10



Definice 3.4. Necht' 4 je fuzzy mnozinana Xa f je fuzzy funkce z X do Y. Fuzzy mnozina

Z(é) =(; ,u[(é)) , kde Hiw = su)l() min{,uél (x),,ue (x,y)} je fuzzy obraz fuzzy vzoru 4.

Véta 3.1. Necht' 4, Bjsou fuzzy mnoZiny na Xa f je fuzzy funkce z X do Y. Pak
J(4UB) = (AU [(B)
J(ANB) < (4 [(B)
4cB= f(d)c [(B)

Pro mnohé aplikace je vhodna fuzzy funkce definovana nasledujicim zptisobem. Jedna
se vlastn¢ o fuzzy funkci ve smyslu redukce fuzzy svazku podle principu rozsifeni

parametrické funkce f(x,s), s € R” na fuzzy funkeci.

Definice 3.5. Necht f: X xR" - Y je funkce f(x,s) s parametrem s€R",xe X a
S =(R", ug). Fuzzy parametrickou funkci (funkci s fuzzy parametrem §) rozumime fuzzy

svazek f(x,8) = (V" py ) kde pyg)= sup pg(s).

N
y=f(x.5)

Dusledek 3.1. Necht’ §,,S, jsou fuzzy parametry na R”. Pak pro Vx € X plati
Jx,§VS8)=f(x8)V f(x,3,),
8 nS)cfxS)nf(xS,),
S 8= f(x§)c f(x,8,)

Integral a derivace fuzzy funkce se definuji podle Zadehova principu rozsifeni.
Uvedeme je pro piipad X =Y =R . Analogicky lze postupovat v obecnéjsich ptipadech.

b
Definice 3.6. Pro (a,b) = j fdx je

ﬂL(a,b)(Z) = Sl;p Hy (f), kde Hy ()= xei?at,;) Hye (f (x)).

b
[ fdx=z

b

Pro I(g,b) = [fdx je 4y, (z)= sup min{u,(x), 1, (»)}
g oy
[ fi==

b

Pro [(a.b) = [[dvje #,,(2) = sup minju, (x), s, (), pt, (/)}-

a f.x<y

5
[ fdt=z

Pro [(8)= [/ (t.8)dr je s ()= sup  pg(s).

X0

']f(t,s)dt:z
x0

11



Véta 3.2. Plati:

1. I(a,b)=F(b)OF(a), kde F(x) je primitivni funkce k funkci 1.

2. l](~ C—Bg)dx: I]‘]:dxC-B l].(gdx.
3. [(f + )= [fex® [gax.

df (x
Definice 3.7. Derivace D :% fuzzy funkce [ je pro Vx eR fuzzy funkce s funkci
e .
ptislusnosti
tp(y)= sup wu(f,) ,
le
() _,

dx

df (x,S
kde f, je o-fez fuzzy funkce f. Derivace fuzzy funkce s parametrem D(S) = f(d Y je
~ x

fuzzy funkce s fuzzy parametrem s funkei ptislusnosti
Hps) ()= sup Hs (s)-

s
df (x,8) _
dx =y

Vypocet integrald a derivaci fuzzy funkci je obvykle slozZity 1 pro jednoduché fuzzy
funkce. V nékterych piipadech je mozno uzit nasledujici vétu.

Véta 3.3. Necht' f(x,S) je pro Vx> x, konvexni fuzzy mnozina a f(x,s) je spojitd pro

V(t,5) €(x,,x) x Supp §.Pak je

Xj f@.9dr=|J a< j S (Dt j fza(t)dt> :

ae<0;l>

Kde f,, (1) =min £(1,5), £,,(t) = max £(5,5) pro g (f)=a a uy(s)<a.
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