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4.3.1 Základńı formule . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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Předmluva

Tato skripta jsou určena student̊um prvńıho ročńıku Fakulty strojńıho inženýrstv́ı VUT
v Brně pro studium předmětu Numerické metody I. Skripta jsou věnována tradičńım témat̊um
numerické matematiky: zdroj̊um chyb a jejich š́ı̌reńı, řešeńı soustav lineárńıch rovnic, aproximaci
funkćı, numerickému derivováńı a integrováńı, řešeńı nelineárńıch rovnic a minimalizaci funkćı.

Předpokládá se, že čtenář skript má základńı znalosti z lineárńı algebry, z diferenciálńıho
a integrálńıho počtu funkćı jedné proměnné a z programováńı. Funkce v́ıce proměnných se
v tomto textu vyskytuj́ı jen v odstavćıch 3.1.3, 4.3.3, 5.3 a 6.2 a k pochopeńı zde prob́ırané
látky postač́ı znalosti pr̊uběžně źıskávané v paralelně prob́ıhaj́ıćım kurzu MATEMATIKA II,
věnovaném převážně diferenciálńımu a integrálńımu počtu funkćı v́ıce proměnných.

Do skripta jsme ke každému tématu zařadili klasické metody, standardně uváděné v každém
úvodńım kurzu numerické matematiky, které slouž́ı předevš́ım k pochopeńı a ilustraci dané
problematiky. Klasické metody jsou dnes již často překonány efektivněǰśımi postupy. Pot́ıž
s moderńımi, v současnosti použ́ıvanými algoritmy, je však v tom, že bývaj́ı často poměrně
komplikované, takže porozumět jim nebývá snadné. Přesto se alespoň o některých moderńıch
algoritmech v tomto textu stručně zmiňujeme.

Většinu metod jsme se pokusili zd̊uvodnit, precizńımu dokazováńı jsme se však úmyslně
vyhýbali. U některých tvrzeńı uvád́ıme literárńı zdroj, v němž lze naj́ıt odpov́ıdaj́ıćı vysvětleńı.
Jde-li však o tvrzeńı natolik běžné, že ho lze naj́ıt prakticky v jakékoliv základńı učebnici nume-
rických metod, pak literárńı zdroj neuvád́ıme.

Řešené př́ıklady jsme volili tak, aby pomáhaly pochopit a použ́ıvat někdy poněkud těžko
stravitelné formule a postupy.

Skripta obsahuj́ı celou řadu algoritmů, řešených př́ıklad̊u a úloh k samostatnému procvičeńı.
Většina úloh se dá jen těžko zvládnout bez využit́ı poč́ıtače. Proto se předpokládá, že studenti
si některé algoritmy sami v MATLABu naprogramuj́ı.

Při zpracováńı skript jsme vycházeli z osvědčených učebnic numerické matematiky, jakými
jsou např. knihy [3], [22], ale také z moderněǰśıch knih [17], [7], [11] a [15]. Zvláště posledně
citovaná kniha Molerova, která je volně ke stažeńı na Internetu, byla pro nás velkou inspiraćı.
Pokud jde o české zdroje, nejv́ıce podnět̊u jsme čerpali z knih [19], [14], [8]. Moderńı česky psaná
monografie numerických metod v současnosti neńı k dispozici. Kromě výše uvedených knih lze
však v češtině č́ıst také [20], vybrané kapitoly věnované numerickým metodám v [21] a [23].

Doufáme, že se Vám, milý čtenáři, numerické metody zaĺıb́ı, a že je dokážete později efektivně
využ́ıt při řešeńı konkrétńıch technických problémů. Mějte ale prośım pořád na zřeteli, že to, co
se o numerických metodách v tomto textu dozv́ıte, je opravdu jen naprostý základ. Zbytek je už
na Vás, zdroj̊u informaćı je dostatek, zejména d́ıky Internetu. Základńı orientace v numerických
metodách Vám pak umožńı kvalifikovaně použ́ıvat nepřeberné množstv́ı programů, at’ už volně
dostupných na Internetu nebo programů komerčńıch. A to se může hodit.

Brno, listopad 2016 Libor Čermák

Rudolf Hlavička
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1. Úvod do problematiky numerických metod

Při řešeńı problémů reálného světa se stále častěji setkáváme s potřebou popsat
zkoumanou skutečnost pomoćı věrohodného matematického modelu a ten pak uspokojivě
vyřešit. Žijeme v době poč́ıtač̊u a tak je přirozené, že k realizaci matematického modelu
poč́ıtač využijeme. Poč́ıtače umı́ pracovat velmi rychle s informacemi kódovanými pomoćı
č́ısel. A právě zde je mı́sto pro numerickou matematiku (v angličtině numerical analysis )
jakožto vědńı discipĺınu, která vyv́ıj́ı a analyzuje metody, jejichž technologickým jádrem
jsou manipulace s č́ısly. V posledńıch letech se v anglicky psané literatuře mı́sto termı́nu
numerical analysis stále častěji použ́ıvá termı́n scientific computing (odpov́ıdaj́ıćı český
termı́n nám bohužel neńı znám).

Když chceme metodami numerické matematiky vyřešit daný problém popsaný obec-
ným matematickým modelem, muśıme takový model nejdř́ıve digitalizovat, to jest for-
mulovat ho ve tvaru numerické úlohy, jej́ıž vstupńı i výstupńı data jsou č́ısla. Numerická
metoda je postup řešeńı numerické úlohy. Přesný popis krok̊u realizuj́ıćıch numerickou
metodu označujeme jako algoritmus numerické metody. Lze ho vyjádřit jako posloupnost
akćı (proveditelných na poč́ıtači), které k danému (přesně specifikovanému konečnému)
souboru vstupńıch č́ısel jednoznačně přǐrad́ı odpov́ıdaj́ıćı (přesně specifikovaný konečný)
soubor výstupńıch č́ısel.

Př́ıprava rozsáhlých soubor̊u vstupńıch dat bývá označována jako preprocessing. Roz-
sah souboru výsledných údaj̊u je často ohromný, pro člověka nestravitelný, a proto je třeba
výsledky vhodně zpř́ıstupnit tak, aby je zadavatel výpočtu byl v̊ubec schopen vyhodnotit.
Metodám, které to prováděj́ı, se ř́ıká postprocessing. Jednou z forem postprocessingu je
vizualizace výsledk̊u.

Jako př́ıklad problému ze života uvažujme předpověd’ počaśı. Pohyb vzduchu v at-
mosféře dovedeme alespoň přibližně popsat pomoćı soustav parciálńıch diferenciálńıch
rovnic a vhodných doplňuj́ıćıch podmı́nek. Metodami numerické matematiky dokážeme
tyto rovnice přibližně řešit. Potřebná vstupńı data se źıskávaj́ı pomoćı družic a pozemńıch
meteorologických stanovǐst’. Výsledky numerických výpočt̊u zpracované do animovaných
meteorologických map pak sledujeme v televizńı předpovědi počaśı.

Při řešeńı reálných problémů téměř nikdy neźıskáme přesné řešeńı, muśıme se spokojit
jen s řešeńım přibližným, které je zat́ıženo chybami. Naš́ım ćılem je organizovat výpočet
tak, aby celková chyba byla co nejmenš́ı.

Předevš́ım se muśıme vyvarovat hrubých lidských chyb, které vyplývaj́ı z nepochopeńı
problému a z nepozornosti nebo nedbalosti člověka při jeho řešeńı.

Chyba matematického modelu. Při vytvářeńı matematického modelu reálného pro-
blému provád́ıme vždy jisté idealizace. Rozd́ıl mezi řešeńım idealizovaného problému
a řešeńım problému reálného nazýváme chybou matematického modelu. Do této kategorie
chyb zahrnujeme také chyby ve vstupńıch údaj́ıch.

Př́ıklad. Máme určit povrch zemského pláště. K výpočtu použijeme vzorec S = 4πr2 pro
povrch koule o poloměru r. Chyba modelu spoč́ıvá v předpokladu, že Země je koule.

Chyba numerické metody. Jestliže k řešeńı (numerické) úlohy použijeme numerickou
metodu, která nám neposkytne přesné (teoretické) řešeńı dané úlohy, pak chybu, které
se dopust́ıme, nazýváme chybou numerické metody. Důležitou součást́ı návrhu numerické
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metody je odhad chyby numerické metody.

Př́ıklad. Máme spoč́ıtat hodnotu funkce sin 1 sečteńım konečného počtu člen̊u Taylorovy
řady

sin x = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+

x9

9!
− · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ · · ·

pro x = 1. Je známo, že sečteńım prvńıch tř́ı člen̊u řady se dopust́ıme chyby velikosti
nejvýše 1/7!, obecně sečteńım prvńıch n člen̊u se dopust́ıme chyby nejvýše 1/(2n+ 1)!.

Zaokrouhlovaćı chyby. Při práci na poč́ıtači můžeme k reprezentaci č́ısel použ́ıt jen
konečný počet cifer. Pracujeme proto s přibližnými hodnotami č́ısel, které dostaneme
zaokrouhleńım přesných hodnot. Zaokrouhlovaćı chyby vznikaj́ı už při vkládáńı dat do
poč́ıtače, daľśı pak vznikaj́ı při č́ıselných výpočtech. Při špatně organizovaném výpočtu
může doj́ıt v d̊usledku nahromaděńı zaokrouhlovaćıch chyb k naprostému znehodnoceńı
výsledku, viz př́ıklad 1.7.

Př́ıklad. Č́ıslo π neumı́me do poč́ıtače vložit přesně. Také výsledek operace, při ńıž č́ıslo 2
děĺıme č́ıslem 3, nezobraźıme na standardńım poč́ıtači pracuj́ıćım s binárńımi č́ısly přesně.

Je třeba mı́t na paměti, že při řešeńı reálného problému vystupuj́ı obvykle všechny
chyby současně.

1.1. Chyby v numerických výpočtech

Absolutńı a relativńı chyba. Ve výpočtech jsme často nuceni nahradit přesné č́ıslo x
přibližným č́ıslem x̃. Č́ıslo x̃ potom nazýváme aproximaćı č́ısla x. Rozd́ıl x̃ − x = ∆x
nazýváme absolutńı chybou aproximace x̃ a č́ıslo

∆x

x
=

x̃− x

x
, x 6= 0 ,

nazýváme relativńı chybou aproximace x̃. Pro |∆x| ≤ ε se použ́ıvá také symbolický zápis
x̃ = x± ε a mı́ńı se t́ım, že x− ε ≤ x̃ ≤ x+ ε. Podobně se pro |∆x/x| ≤ δ použ́ıvá zápis
x̃ = x(1± δ). Absolutńı hodnota relativńı chyby se často uvád́ı v procentech.

Nyńı posoud́ıme chybu, které se dopust́ıme při výpočtu hodnoty f(x1, x2, . . . , xn)
funkce f , když přesné hodnoty xi nahrad́ıme přibližnými hodnotami x̃i = xi + ∆xi.
Z Taylorova rozvoje f(x̃) okolo bodu x dostaneme

f(x̃) = f(x) +

n∑

i=1

∆xi
∂f(x)

∂xi
+

1

2

n∑

i,j=1

∆xi∆xj
∂2f(x)

∂xi ∂xj
+ · · · .

Považujeme-li součiny chyb ∆xi∆xj za malé, máme pro absolutńı chybu

|∆f(x)| := |f(x̃)− f(x)| .
=

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

∂f(x)

∂xi
∆xi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

∣∣∣∣
∂f(x)

∂xi

∣∣∣∣ · |∆xi| (1.1)
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a pro chybu relativńı

∣∣∣∣
∆f(x)

f(x)

∣∣∣∣
.
=

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

xi

f(x)

∂f(x)

∂xi

∆xi

xi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

∣∣∣∣
xi

f(x)

∂f(x)

∂xi

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
∆xi

xi

∣∣∣∣ . (1.2)

Při praktických odhadech se hodnota funkce f a hodnoty jej́ıch derivaćı ∂f/∂xi na pravých
stranách přibližných nerovnost́ı (1.2) a (1.1) poč́ıtaj́ı v bodě x̃.
Chyby základńıch aritmetických operaćı. Zvoĺıme-li f(x, y) = x± y, dostaneme pro
absolutńı a relativńı chybu součtu a rozd́ılu

∆(x± y)
.
= ∆x±∆y ,

∆(x± y)

x± y

.
=

x

x± y

∆x

x
± y

x± y

∆y

y
. (1.3)

Pro vyjádřeńı chyby součinu voĺıme f(x, y) = xy a obdrž́ıme

∆(xy)
.
= y∆x+ x∆y ,

∆(xy)

xy
.
=

∆x

x
+

∆y

y
(1.4)

a pro chybu pod́ılu dostaneme volbou f(x, y) = x/y

∆

(
x

y

)
.
=

1

y
∆x− x

y2
∆y ,

∆(x/y)

x/y
.
=

∆x

x
− ∆y

y
. (1.5)

Všimněte si, že relativńı chyba součtu resp. rozd́ılu může být výrazně větš́ı než relativńı
chyby operand̊u v př́ıpadě, když |x ± y| je podstatně menš́ı než |x| nebo |y|. Při děleńı
malým č́ıslem je (d́ıky druhé mocnině y ve jmenovateli) významná chyba absolutńı.

Platné dekadické cifry. Necht’ x̃ je aproximace č́ısla x, kterou zapǐsme v mocninném
dekadickém rozvoji jako

x̃ = ± [ d1 · 10e + d2 · 10e−1 + · · ·+ dk · 10e+1−k + dk+1 · 10e−k + . . . ] , d1 6= 0 .

Řekneme, že k−tá dekadická cifra dk aproximace x̃ je platná, jestliže

|x̃− x| ≤ 5 · 10e−k, (1.6)

tj. když se x̃ lǐśı od x nejvýše o 5 jednotek řádu př́ıslušného následuj́ıćı cif̌re. Plat́ı-li
nerovnost (1.6) pro k ≤ p, ale pro k = p+ 1 už neplat́ı, ř́ıkáme, že x̃ má p platných cifer.
Č́ıslo x̃ = ± d1,d2d3 . . . dp · 10e, které má všech p cifer platných, je správně zaokrouhlenou
hodnotou č́ısla x.

Platná desetinná mı́sta. Řekneme, že aproximace x̃ č́ısla x má k-té desetinné mı́sto
platné, jestliže

|x̃− x| ≤ 5 · 10−k−1, (1.7)

tj. když se x̃ lǐśı od x nejvýše o 5 jednotek řádu př́ıslušného následuj́ıćımu desetinnému
mı́stu. Plat́ı-li nerovnost (1.7) pro k ≤ p, ale pro k = p + 1 už neplat́ı, ř́ıkáme, že x̃
má p platných desetinných mı́st. Ve správně zaokrouhleném č́ısle je tedy každé desetinné
mı́sto platné.

V následuj́ıćı tabulce uvád́ıme několik př́ıklad̊u:
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x x̃ platné cifry platná desetinná mı́sta

284 290 1 −
−45,8472 −45,798 3 1

100,002 99,9973 4 2

99,9973 100,002 5 2

−0,003728 −0,0041 1 3

1,841 · 10−6 2,5 · 10−6 0 5

Při odeč́ıtáńı dvou bĺızkých č́ısel docháźı ke ztrátě platných cifer, jak o tom svědč́ı

Př́ıklad 1.1. Je-li

x = 4,998949 · 101, x̃ = 4,999 · 101, |∆x| = 5,10 · 10−4,

∣∣∣∣
∆x

x

∣∣∣∣
.
= 1,020 · 10−5,

y = 5,001848 · 101, ỹ = 5,002 · 101, |∆y| = 1,52 · 10−3,

∣∣∣∣
∆y

y

∣∣∣∣
.
= 3,039 · 10−5,

pak pro rozd́ıly z = y − x, z̃ = ỹ − x̃ dostáváme

z = 2,899 · 10−2, z̃ = 3 · 10−2, |∆z| = 1,01 · 10−3,

∣∣∣∣
∆z

z

∣∣∣∣
.
= 3,484 · 10−2 ,

takže z̃ má jen jednu platnou cifru, zat́ımco x̃ i ỹ maj́ı čtyři platné cifry. �

Př́ıklad 1.2. Necht’ x = 1,3262± 5 · 10−5, y = −6,5347± 5 · 10−5, z = 13,235± 5 · 10−4.
Máme určit aproximaci funkčńı hodnoty f = xy/z, absolutńı a relativńı chybu a počet
platných cifer výsledku.

Spočteme f̃ = x̃ỹ/z̃ = −6,548031 . . . · 10−1 . Podle (1.1) pak přibližně plat́ı

∣∣∣∣
∆f

f̃

∣∣∣∣ ≤
[ ∣∣∣∣

ỹ

z̃
∆x

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
x̃

z̃
∆y

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
x̃ỹ

z̃2
∆z

∣∣∣∣
] ∣∣∣∣

x̃ỹ

z̃

∣∣∣∣
−1

=

∣∣∣∣
∆x

x̃

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∆y

ỹ

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∆z

z̃

∣∣∣∣
.
= 8,31 · 10−5 .

Odtud |∆f | .
= 8,31 · 10−5 · |f̃ | .

= 5,44 · 10−5 < 5 · 10−1−3 , takže (se třemi platnými ciframi)
f = −0,6548± 0,0001. �

1.2. Reprezentace č́ısel v poč́ıtači

Reálná č́ısla jsou v poč́ıtač́ıch reprezentována v systému č́ısel s pohyblivou řádovou
čárkou (v angličtině floating point numbers). Základńı myšlenka je podobná semilogarit-
mickému zápisu (v angličtině scientific notation), v němž např. č́ıslo 245700 ṕı̌seme jako
2,457 ·105 a č́ıslo 0,0005768 jako 5,768 ·10−4. V tomto formátu se desetinná čárka pohybuje
(v doslovném překladu plave) v závislosti na dekadickém exponentu. Formálně lze systém
F normalizovaných č́ısel pohyblivé řádové čárky charakterizovat čtyřmi celými č́ısly:

β základ č́ıselné soustavy (β ≥ 2),
p přesnost (p ≥ 1),

[L , U ] rozsah exponentu (L < 0 < U).
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Každé č́ıslo x ∈ F má tvar

x = ±m · βe , kde m = d1 +
d2
β

+
d3
β2

+ · · ·+ dp
βp−1

je normalizovaná mantisa, di ∈ {0, 1, . . . , β − 1}, i = 1, 2, . . . , p, jsou cifry mantisy, p je
počet cifer mantisy a e ∈ 〈L, U〉 je celoč́ıselný exponent. Normalizace mantisy znamená,
že pro x 6= 0 je prvá cifra mantisy nenulová, tj. plat́ı d1 ≥ 1, takže 1 ≤ m < β. Když
x = 0, pak je nulová mantisa i exponent, tj. m = e = 0.

Většina poč́ıtač̊u použ́ıvá binárńı aritmetiku, kdy β = 2. Pro stručněǰśı zápis binárńıch
č́ısel se běžně použ́ıvá hexadecimálńı soustava, v ńıž β = 16 (cifry 10 až 15 zapisujeme
pomoćı ṕısmen A,B,C,D,E,F), a někdy rovněž oktalová soustava, kdy β = 8. Výsledky
výpočt̊u se zpravidla uváděj́ı v běžné dekadické soustavě, tj. pro β = 10.

Množina F č́ısel pohyblivé řádové čárky je konečná, počet č́ısel v ńı je

2(β − 1)βp−1(U − L+ 1) + 1 ,

nebot’ můžeme volit dvě znaménka, β − 1 možnost́ı pro prvńı cifru mantisy, β možnost́ı
pro zbývaj́ıćıch p − 1 cifer mantisy a U − L + 1 možných hodnot exponentu. Posledńı
jednička odpov́ıdá č́ıslu nula.

Nejmenš́ı kladné č́ıslo v F je č́ıslo UFL = βL (podle anglického UnderFlow Level), které
má prvńı cifru mantisy rovnu jedné, zbývaj́ıćı cifry mantisy nulové a exponent nejmenš́ı
možný. Největš́ı č́ıslo v F je č́ıslo OFL = (β−β1−p)βU (podle anglického OverFlow Level),
které má všechny cifry mantisy rovné β − 1 a exponent největš́ı možný.

Zaokrouhlováńı. Reálná č́ısla, která jsou přesně zobrazitelná v systému F, se nazývaj́ı
strojová č́ısla. Pokud dané reálné č́ıslo x /∈ F, muśıme ho aproximovat bĺızkým strojovým
č́ıslem, které znač́ıme f l(x) (podle anglického floating). Standardńı zp̊usob je zaokrouhleńı:
f l(x) je strojové č́ıslo nejbližš́ı k x (když máme na výběr ze dvou možnost́ı, pak vybereme
to strojové č́ıslo, které má posledńı cifru sudou).

Strojová přesnost. Č́ıslo εm = β1−p se nazývá strojové epsilon nebo také strojová
přesnost (anglicky machine epsilon, označované jako εmach). Význam č́ısla εm dokládá
několik jeho charakteristických vlastnost́ı:

a) v intervalu 〈βe, βe+1〉 jsou strojová č́ısla rozmı́stěna rovnoměrně s krokem εmβ
e;

b) největš́ı možná relativńı chyba, která vznikne při aproximaci reálného č́ısla v sys-
tému F pohyblivé řádové čárky, nepřesáhne 1

2
εm, tj. plat́ı |f l(x)− x| ≤ 1

2
εm|x|;

c) εm je největš́ı z kladných č́ısel ε, pro která f l(1 + 1
2
ε) = 1.

Je dobré uvědomit si, že εm ∈ F, jen když 1− p ≥ L.

Př́ıklad 1.3. Prozkoumejme, jaká č́ısla můžeme zobrazit v modelovém binárńım systému
F v př́ıpadě, že mantisa má p = 4 cifry a exponent e je omezen zdola č́ıslem L = −3 a shora
č́ıslem U = 2, tj. −3 ≤ e ≤ 2. Umı́stěńı kladných strojových č́ısel na č́ıselné ose je patrné
z obrázku 1.1: nejmenš́ı z nich UFL= 2−3 = 1/8 a největš́ı OFL= (2−2−3) ·22 = 8−1/2.
Všimněte si, že v každém binárńım intervalu 2e ≤ x ≤ 2e+1 jsou č́ısla rozložena rovnoměrně
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1/8 1/2 1 2 4 8−1/2

Obr. 1.1: Strojová č́ısla

s krokem εm2
e. Tak třeba mezi 1 a 2, tj. pro e = 0, je vzdálenost dvou sousedńıch č́ısel

rovna εm = 1/8. Systém F obsahuje 48 kladných č́ısel, 48 záporných č́ısel a nulu, tj. celkem
97 č́ısel. �

Standard IEEE.V poč́ıtač́ıch vyvinutých po roce 1985 se reálná č́ısla zobrazuj́ı prakticky
výhradně podle standardu IEEE, a to zpravidla v těchto přesnostech:

a) Jednoduchá přesnost. Použij́ı se 4 bajty, tj. 32 bit̊u, z toho 23 bit̊u pro mantisu, 8 bit̊u
pro exponent a 1 bit pro znaménko mantisy. Protože mantisa je normalizovaná, pro
x 6= 0 je d1 = 1. Tato cifra se neukládá, takže počet cifer mantisy p = 24. Rozsah
exponentu je −126 ≤ e ≤ 127. Zobrazit lze dekadická č́ısla s absolutńı hodnotou
v rozsahu

UFL = 2−126 .
= 1,2× 10−38 až OFL = (2− 2−23)× 2127

.
= 3,4× 1038

a nulu (má všechny bity nulové). Strojová přesnost εm = 2−23 .
= 1,2×10−7. Řı́káme,

že mantisa má zhruba 7 dekadických cifer přesnosti.

b) Dvojnásobná přesnost. Použije se 8 bajt̊u, tj. 64 bit̊u, z toho 52 bit̊u pro man-
tisu, 11 bit̊u pro exponent a 1 bit pro znaménko mantisy. Prvńı bit mantisy se
neukládá (pro x 6= 0 je d1 = 1), takže mantisa má p = 53 cifer. Rozsah exponentu je
−1022 ≤ e ≤ 1023. Zobrazit lze dekadická č́ısla s absolutńı hodnotou v rozsahu

UFL = 2−1022 .
= 2,2× 10−308 až OFL = (2− 2−52)× 21023

.
= 1,8× 10308

a nulu (má všechny bity nulové). Strojová přesnost εm = 2−52 .
= 2,2×10−16. Řı́káme,

že mantisa má zhruba 16 dekadických cifer přesnosti.

Podle IEEE standardu existuje také binárńı reprezentace INF pro výrazy typu +∞
(třeba výsledek operace 1/0), −INF pro výrazy typu −∞ (třeba výsledek operace −1/0)
a NAN (not a number) pro výrazy typu 0/0, ∞−∞ a 0× (±∞) (třeba výsledek operace
1/0 − 2/0). Systém F je na většině poč́ıtač̊u rozš́ı̌ren o tzv. subnormálńı č́ısla, což jsou
nenulová nenormalizovaná č́ısla s nejmenš́ım možným exponentem e = L. Nejmenš́ı kladné
subnormálńı č́ıslo UFLs = εm · UFL, tj. v jednoduché přesnosti UFLs

.
= 1, 4 · 10−45 a ve

dvojnásobné přesnosti UFLs
.
= 4, 9 · 10−324.

Poč́ıtačová aritmetika. Necht’ x, y ∈ F jsou strojová č́ısla, op je některá ze základńıch
aritmetických operaćı +,−,×,/ a flop je odpov́ıdaj́ıćı operace prováděná poč́ıtačem v re-
žimu pohyblivé řádové čárky podle IEEE standardu. Pak x flop y = f l(x op y). To
znamená, že výsledek aritmetické operace provedené v poč́ıtači je stejný, jako když operaci
provedeme přesně a pak źıskaný výsledek vlož́ıme do poč́ıtače.
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Přetečeńı, podtečeńı. Jestliže je absolutńı hodnota výsledku aritmetické operace větš́ı
než OFL, docháźı k tzv. přetečeńı, a je-li naopak absolutńı hodnota nenulového výsledku
menš́ı než UFL (resp. UFLs na poč́ıtač́ıch se subnormálńımi č́ısly), docháźı k tzv. podtečeńı.
Dojde-li při běhu programu k přetečeńı, systém vydá varováńı a výpočet přeruš́ı. V př́ıpadě
podtečeńı situace neńı tak vážná: výsledek se nahrad́ı nulou a výpočet pokračuje bez
přerušeńı. Reakci programu na přetečeńı však může poučený programátor sám ř́ıdit.

1.3. Podmı́něnost úloh a algoritmů

Korektńı úlohy. Matematickou úlohu lze chápat jako zobrazeńı y = f(x), které ke
každému vstupńımu údaji x z množiny D vstupńıch dat přǐrad́ı výsledek y z množiny R
výstupńıch dat. Řekneme, že matematická úloha

y = f(x) , x ∈ D , y ∈ R ,

je korektńı, když

1) ke každému vstupu x ∈ D existuje jediné řešeńı y ∈ R,

2) toto řešeńı záviśı spojitě na vstupńıch datech, tj. když x → a, potom f(x) → f(a).

Velkou tř́ıdu nekorektńıch úloh tvoř́ı nejednoznačně řešitelné úlohy. Nekorektńı úlohy
se nedaj́ı rozumně řešit a proto se jimi nebudeme v̊ubec zabývat.

Podmı́něnost úloh. Budeme ř́ıkat, že korektńı úloha je dobře podmı́něná, jestliže malá
změna ve vstupńıch datech vyvolá malou změnu řešeńı. Je-li y +∆y resp. y řešeńı úlohy
odpov́ıdaj́ıćı vstupńım dat̊um x+∆x resp. x, potom č́ıslo

Cp =
|∆y|/|y|
|∆x|/|x| =

|relativńı chyba na výstupu|
|relativńı chyba na vstupu| (1.8)

(kde mı́sto absolutńıch hodnot jsou obecně normy, viz kap. 2) nazýváme č́ıslo podmı́ně-
nosti úlohy y = f(x). Je-li Cp malé č́ıslo, je úloha dobře podmı́něná, pro velká Cp je úloha
špatně podmı́něná. Mı́sto o dobré nebo špatné podmı́něnosti mluv́ıme někdy o malé nebo
velké citlivosti vzhledem ke vstupńım dat̊um.

Př́ıklad 1.4. Odhadněte č́ıslo podmı́něnosti úlohy: stanovit funkčńı hodnotu (diferenco-
vatelné) funkce y = f(x). Z (1.2) plyne, že

Cp
.
=

∣∣∣∣
xf ′(x)

f(x)

∣∣∣∣ . (1.9)

Konkrétně pro funkci f(x) = tgx dostaneme Cp
.
= |2x/ sin 2x|. Výpočet tgx je velmi

citlivý pro x bĺızké celoč́ıselnému násobku π/2. Třeba pro x = 1,57079 je Cp
.
= 2,48 · 105.

Výsledek můžeme ověřit také př́ımým výpočtem podle vzorce (1.8), pro ∆x = 10−9 do-
staneme opět Cp

.
= 2,48 · 105. �

Č́ıslo podmı́něnosti definované podle (1.8) se někdy označuje jako relativńı č́ıslo podmı́-
něnosti. Většinou je to vhodné měř́ıtko citlivosti, je-li však x nebo y rovno nule, použ́ıt
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ho nelze. V takových př́ıpadech lze zkusit absolutńı č́ıslo podmı́něnosti definované jako
C̄p = |∆y| /|∆x|.
Př́ıklad 1.5. Posoud́ıme citlivost výpočtu funkčńı hodnoty f(x) = x2 − 1. Pro kořeny
x1,2 = ±1 neńı relativńı č́ıslo podmı́něnosti definováno. Stejný závěr potvrzuje vyjádřeńı
Cp

.
= |2x2/(x2 − 1)| odvozené podle (1.9). Absolutńı č́ıslo podmı́něnosti je

C̄p =

∣∣∣∣
f(x+∆x)− f(x)

∆x

∣∣∣∣
.
= |f ′(x)| ,

tj. pro f(x) = x2 − 1 je C̄p
.
= |2x| a speciálně pro x = ±1 dostaneme C̄p

.
= 2. �

Stabilita algoritmu. Při realizaci numerické metody na poč́ıtači vznikaj́ı zaokrouhlovaćı
chyby, nejdř́ıve ve vstupńıch datech a pak v pr̊uběhu výpočtu při prováděńı aritmetických
operaćı. Chceme-li se při výpočtech vyvarovat nesmyslných výsledk̊u, muśıme si vyb́ırat
tzv. stabilńı algoritmy, které jsou k š́ı̌reńı zaokrouhlovaćıch chyb málo citlivé. Aby byl
algoritmus stabilńı, muśı být

1) dobře podmı́něný, tj. málo citlivý na poruchy ve vstupńıch datech,

2) numericky stabilńı, tj. málo citlivý na vliv zaokrouhlovaćıch chyb vznikaj́ıćıch během
výpočtu.

Př́ıklad 1.6. Kvadratická rovnice x2−2bx+ c = 0 má pro b2 > c dva r̊uzné reálné kořeny

x1,2 = b± d , (A1)

kde d =
√
b2 − c. Jestliže |b| .

= |d|, pak se při výpočtu jednoho z kořen̊u budou odeč́ıtat
dvě přibližně stejně velká č́ısla téhož znaménka, což vede, jak už v́ıme, ke vzniku velké
relativńı chyby (viz (1.3) a př́ıklad 1.1). Výpočet podle algoritmu (A1) tedy obecně stabilńı
neńı. Existuje však snadná pomoc: protože x1x2 = c, můžeme postupovat takto:

x1 =

{
b+ d , je-li b ≥ 0,

b− d , je-li b < 0,
x2 = c/x1. (A2)

Algoritmus (A2) nedostatek algoritmu (A1) odstraňuje, tj. je stabilńı. �

Př́ıklad 1.7. Poč́ıtejme integrál

En =

∫ 1

0

xnex−1 dx pro n = 1, 2, . . .

Integraćı per-partes dostaneme

∫ 1

0

xnex−1 dx = [xnex−1]10 −
∫ 1

0

nxn−1ex−1 dx ,

nebo-li

En = 1− nEn−1 . (F)
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Protože E1 = 1/e, můžeme při výpočtu En postupovat podle algoritmu

E1 = 1/e , En = 1− nEn−1 , n = 2, 3, . . . (A1)

Výpočet jsme provedli na poč́ıtači v jednoduché přesnosti (tj. cca na 7 platných cifer),
a pro n = 12 jsme dostali E12

.
= −4,31. To je ale zcela nepřijatelný výsledek, nebot’ pro

kladný integrand nemůžeme dostat zápornou hodnotu integrálu! Tento jev je zp̊usoben
t́ım, že při výpočtu En se chyba obsažená v En−1 násob́ı n−krát, takže celková chyba
roste podobně jako n!.

Algoritmus(A1) je tedy nestabilńı. Vzniká otázka, zda můžeme vypoč́ıtat E12 užit́ım
rekurentńı formule (F ) tak, aby výsledek měl všech 7 cifer platných. Možné to je, muśıme
ale použ́ıt jiný algoritmus. Přeṕı̌seme-li formuli (F ) na tvar

En−1 =
1−En

n
,

bude se chyba vstupuj́ıćı do každého kroku dělit n. Z odhadu

En =

∫ 1

0

xnex−1 dx ≤
∫ 1

0

xn dx =
1

n + 1

vyplývá, že En → 0 pro n → ∞. Při výpočtu proto budeme postupovat podle algoritmu

EN = 0 , En−1 =
1− En

n
, n = N,N − 1, . . . , (A2)

kde N je dostatečně velké. Zvoĺıme-li N = 20, dostaneme E12
.
= 7,177325 · 10−2, což je

hodnota, která má 7 cifer platných.
Jestliže výpočet provád́ıme ve dvojnásobné přesnosti (cca 16 platných cifer), dosta-

neme obdobné výsledky. Rozd́ıl je pouze v tom, že výpočet algoritmem (A1) se pokaźı
až pro větš́ı n; pro n = 20 už ale vyjde nesmyslná hodnota E20

.
= −30,19. Stabilńım

algoritmem (A2) pro N = 35 dostaneme E20
.
= 4,554488407581805 · 10−2 s 16-ti platnými

ciframi. �

Daľśı př́ıklady věnované podmı́něnosti problémů a zejména algoritmů uvedeme po-
stupně v následuj́ıćıch kapitolách.

1.4. Cvičeńı

1.1. Řešte kvadratickou rovnici

a) x2 − 10,1 x+ 1 = 0,
b) x2 − 1 000 000,000 001 x+ 1 = 0,
c) x2 − 1 000 000 000,000 000 001 x+ 1 = 0,

numericky stabilńım algoritmem. Porovnejte s výpočtem pomoćı klasického vzorce.

[ Stabilńı algoritmus dává přesné výsledky. Absolutńı hodnota chyby klasického algoritmu roste:
a) |E| .

= 3,6 · 10−16, b) |E| .
= 7,6 · 10−12 , c) |E| .

= 10−9. ]

1.2. Vysvětlete, proč se výrazy f1(x) =
√
x(
√
x+ 1−√

x) a f2(x) =

√
x√

x+ 1 +
√
x

chovaj́ı pro velká x

odlǐsně, přestože matematicky je f1 = f2. Který z nich je numericky stabilńı?

[ f2 je stabilńı, ve vzorci f1 docháźı pro velká x k odeč́ıtáńı bĺızkých č́ısel a ke ztrátě platných cifer. ]
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1.3. Naprogramujte zobrazeńı binárńı reprezentace reálných č́ısel standardu IEEE pomoćı řetězce znak̊u
’0’ a ’1’. Oddělte bity znaménka, exponentu a mantisy. Jakým zp̊usobem se zobraźı č́ısla 1

3 , π, −70,07?

[ Zobrazeńı je ve tvaru znaménko exponent mantisa .

Jednoduchá přesnost:
1
3 = 0 01111101 01010101010101010101011

π = 0 10000000 10010010000111111011011

−70,07 = 1 10000101 00011000010001111010111

Dvojnásobná přesnost:
1
3 = 0 01111111101 0101010101010101010101010101010101010101010101010101

π = 0 10000000000 1001001000011111101101010100010001000010110100011000

−70,07 = 1 10000000101 0001100001000111101011100001010001111010111000010100 ]

1.4. Převed’te následuj́ıćı č́ısla standardu IEEE zobrazená pomoćı ’0’ a ’1’ na semilogaritmický tvar:

(a) jednoduchá přesnost: znaménko 0 exponent 10011101 mantisa 00100110010110000000110

(b) jednoduchá přesnost: znaménko 1 exponent 01110101 mantisa 00100110001101101001011

(c) dvojnásobná přesnost: znaménko 1 exponent 01111101010

mantisa 1010000110010000111100111111111111001011010011100100

[ (a) +︸︷︷︸
znaménko

(1 + 0/2 + 0/22 + 1/23 + 0/24 + . . .︸ ︷︷ ︸
bity mantisy

) · 2e .
= 1,149780988693237 · 230 .

= 1,234568 · 109,

kde e = 1 + 0 · 2 + 1 · 22 + 1 · 23 + 1 · 24 + 0 · 25 + 0 · 26 + 1 · 27︸ ︷︷ ︸
bity exponentu (zprava)

− 127︸ ︷︷ ︸
U

= 30 ;

(b) −︸︷︷︸
znaménko

(1 + 0/2 + 0/22 + 1/23 + 0/24 + . . .︸ ︷︷ ︸
bity mantisy

) · 2e .
= −1,149270415306091 · 2−10 .

= −0,001122334,

kde e = 1 + 0 · 2 + 1 · 22 + 0 · 23 + 1 · 24 + 1 · 25 + 1 · 26 + 1 · 27︸ ︷︷ ︸
bity exponentu (zprava)

− 127︸ ︷︷ ︸
U

= −10 ;

(c) postupujeme analogicky jako pro jednoduchou přesnost, nyńı však U = 1023 ; tak dostaneme č́ıslo
−1,6311180591104 · 2−21 = −7,777777 · 10−7. ]

1.5. Ověřte na poč́ıtači, že výraz abs(3*(4/3-1)-1) se vyč́ısĺı jako strojové epsilon.

1.6. Určete maximálńı chybu pro y = x1x
2
2/
√
x3, kde x1 = 2± 0,1, x2 = 3± 0,2, x3 = 1± 0,1.

[ y = 18± 4,2, tj. |∆y| . 4,2 a |∆y/y| . 0, 233, což je přibližně 23%. ]

1.7. Uvažujme tři rekurentńı formule

(a) p1 = 1, p2 =
1

2
− ε

2
, pi+1 =

1

2
pi

(b) q1 = 1, q2 =
1

2
− ε

2
, qi+1 =

3

2
qi −

1

2
qi−1 pro i = 2, 3, . . . .

(c) r1 = 1, r2 =
1

2
− ε

2
, ri+1 =

7

2
ri −

3

2
ri−1

Ověřte, že pro ε = 0 všechny tři formule generuj́ı členy posloupnosti ai = 1/2i. Napǐste program a poč́ıtejte
ai, pi, qi, ri pro několik malých hodnot ε (např. ε = 10−6, i = 1, 2, . . . , 50). Co pozorujete?

[ |pi − 1/2i| → 0, |qi − 1/2i| → ε, |ri − 1/2i| → ∞ . ]
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2. Řešeńı soustav lineárńıch rovnic

Jednou z nejčastěji se vyskytuj́ıćıch úloh výpočetńı praxe je úloha vyřešit soustavu
lineárńıch rovnic. Takové soustavy bývaj́ı často velmi rozsáhlé, současná výpočetńı tech-
nika umožňuje v přijatelných časech vyřešit soustavy s několika milióny neznámých. Me-
tody řešeńı děĺıme na př́ımé a iteračńı. Př́ımé metody jsou takové metody, které dodaj́ı
v konečném počtu krok̊u přesné řešeńı za předpokladu, že výpočet prob́ıhá bez zaokrouh-
lovaćıch chyb, tedy zcela přesně. Iteračńı metody poskytnou jen řešeńı přibližné. To ale
v̊ubec nevad́ı, pokud je přibližné řešeńı dostatečně dobrou aproximaćı řešeńı přesného.
Počet krok̊u iteračńı metody záviśı na požadované přesnosti.

Budeme se tedy zabývat řešeńım soustavy lineárńıch rovnic

a11 x1 + a12 x2 + · · · + a1n xn = b1 ,
a21 x1 + a22 x2 + · · · + a2n xn = b2 ,

...
...

an1 x1 + an2 x2 + · · · + ann xn = bn .

(2.1)

Soustavu (2.1) můžeme psát ve tvaru

n∑

j=1

aijxj = bi , i = 1, 2, . . . , n, (2.2)

nebo v maticovém tvaru

Ax = b , (2.3)

kde

A =




a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
an1 an2 · · · ann


 , x =




x1

x2
...
xn


 , b =




b1
b2
...
bn


 .

Matici A nazýváme matićı soustavy, b je vektor pravé strany a x vektor neznámých.
Budeme předpokládat, že matice soustavy je regulárńı, takže řešená soustava má jediné

řešeńı.

2.1. Př́ımé metody

2.1.1. Gaussova eliminačńı metoda

Základńı př́ımou metodou řešeńı soustav lineárńıch rovnic je Gaussova eliminačńı
metoda, stručně GEM. Skládá se ze dvou část́ı. V př́ımém chodu GEM se soustava (2.1)
převede na ekvivalentńı soustavu

Ux = c , (2.4)
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kde U je tzv. horńı trojúhelńıková matice, což je matice, která má pod hlavńı diagonálou
všechny prvky nulové, tj. U = {uij}ni,j=1 a uij = 0 pro i > j,

U =




u11 u12 u13 · · · u1,n−1 u1n

0 u22 u23 · · · u2,n−1 u2n

0 0 u33 · · · u3,n−1 u3n
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 0 un−1,n−1 un−1,n

0 0 0 · · · 0 unn




.

Ve zpětném chodu se pak řeš́ı soustava (2.4). Protože A je regulárńı, je také U regulárńı,
což znamená, že diagonálńı prvky uii 6= 0, i = 1, 2, . . . , n. Dı́ky tomu vypočteme z posledńı
rovnice xn, z předposledńı xn−1 atd. až nakonec z prvńı rovnice vypočteme x1.

Př́ımý chod GEM. Pro usnadněńı popisu př́ımého chodu GEM polož́ıme A(0) = A,
b(0) = b, prvky matice matice A(0) označ́ıme a

(0)
ij ≡ aij a prvky vektoru b(0) označ́ıme

b
(0)
i ≡ bi. Př́ımý chod GEM popisuje následuj́ıćı

algoritmus GEMz (základńı, bez výběru hlavńıho prvku):

for k := 1 to n− 1 do

begin

A(k) := A(k−1) ; b(k) := b(k−1) ;
for i := k + 1 to n do

begin

mik := a
(k)
ik /a

(k)
kk ;

for j := k + 1 to n do a
(k)
ij := a

(k)
ij −mika

(k)
kj ;

b
(k)
i := b

(k)
i −mikb

(k)
k ;

end

end

Př́ımý chod má n−1 krok̊u. V k-tém kroku se soustava rovnic A(k−1)x = b(k−1) trans-
formuje na soustavu A(k)x = b(k). Prvńıch k rovnic se už neměńı. Tato skutečnost je v al-
goritmu GEMz vyjádřena př́ıkazy A(k) := A(k−1) a b(k) := b(k−1). Smyslem transformace
je vyloučit neznámou xk z rovnic i > k, tj. vynulovat poddiagonálńı koeficienty v k-tém
sloupci matice A(k). Dosáhneme toho tak, že od i-té rovnice odečteme mik násobek k-té
rovnice. Multiplikátory mik musej́ı zajistit, aby v pozici (i, k) matice A(k) vznikla nula:

a
(k)
ik −mika

(k)
kk = 0 =⇒ mik = a

(k)
ik /a

(k)
kk .

Č́ıslo a
(k)
kk se nazývá hlavńı prvek nebo také pivot. Při výpočtu multiplikátoru mik může al-

goritmus GEMz zhavarovat v př́ıpadě, že a
(k)
kk = 0. Tomuto problému bychom se mohli vy-

hnout, kdybychom k-tou rovnici prohodili s některou z daľśıch rovnic, která má u proměnné
xk nenulový koeficient. Postup založený na této myšlence se nazývá GEM s výběrem
hlavńıho prvku. Podrobně se j́ım budeme zabývat v následuj́ıćım odstavci. GEMz je tedy
algoritmus GEM bez výběru hlavńıho prvku.
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V tomto odstavci budeme předpokládat, že A je taková matice soustavy, pro kterou
jsou všechny hlavńı prvky a

(k)
kk nenulové.

Programováńı. Prvky matic A(k) uchováváme v dvourozměrném poli A a prvky vektor̊u
b(k) v jednorozměrném poli b. Př́ıkazy A(k) := A(k−1) a b(k) := b(k−1) se proto ve skuteč-
nosti neprováděj́ı. Protože v pozici (i, k) pole A vznikne nula, lze prvek A(i,k) využ́ıt pro
uskladněńı multiplikátoru mik.

LU rozklad. Po ukončeńı př́ımého chodu je horńı trojúhelńıková matice U v rovnici (2.4)
určena diagonálńımi a naddiagonálńımi prvky matice A(n−1), tj.

uij :=

{
0 pro j = 1, 2, . . . , i− 1 ,

a
(n−1)
ij pro j = i, i+ 1, . . . , n ,

i = 1, 2, . . . , n . (2.5)

Vektor c v (2.4) je transformovanou pravou stranou b(n−1), tj.

ci := b
(n−1)
i , i = 1, 2, . . . , n. (2.6)

Multiplikátorymij z př́ımého chodu umı́st́ıme do dolńı trojúhelńıkové matice L = {ℓij}ni,j=1,
ℓij = 0 pro j > i,

L =




ℓ11 0 0 · · · 0 0
ℓ21 ℓ22 0 · · · 0 0
ℓ31 ℓ32 ℓ33 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
ℓn−1,1 ℓn−1,2 ℓn−1,3 . . . ℓn−1,n−1 0
ℓn1 ℓn2 ℓn3 · · · ℓn,n−1 ℓnn




,

definované předpisem

ℓik :=





0 pro i = 1, 2, . . . , k − 1 ,
1 pro i = k ,
mik pro i = k + 1, k + 2, . . . , n ,

k = 1, 2, . . . , n . (2.7)

Dá se ukázat, že plat́ı

A = LU . (2.8)

Vyjádřeńı matice A jako součinu dolńı trojúhelńıkové matice L a horńı trojúhelńıkové
matice U se nazývá LU rozklad matice A. Ten je možné použ́ıt k pozděǰśımu řešeńı sou-
stavy rovnic se stejnou matićı soustavy A, avšak s jinou pravou stranou. To je užitečné
zejména při řešeńı posloupnosti úloh Axi = bi, kdy se nová pravá strana bi může sestavit
až poté, co se vyřešily předchoźı soustavy Axk = bk pro k < i.

Ukažme si, jak lze soustavu LUx = b efektivně vyřešit. Když si označ́ıme Ux = y,
vid́ıme, že y je řešeńı soustavy Ly = b. Urč́ıme tedy nejdř́ıve y jako řešeńı soustavy
Ly = b a pak x jako řešeńı soustavy Ux = y, tj.

Ly = b , Ux = y . (2.9)
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Zřejmě y = b(n−1) je transformovaná pravá strana źıskaná algoritmem GEMz.
Soustavu Ly = b vyřeš́ıme snadno, z prvńı rovnice vypoč́ıtáme y1, ze druhé rovnice

y2 atd. až nakonec z posledńı rovnice vypoč́ıtáme yn. Soustavu Ux = y řeš́ıme pozpátku,
tj. z posledńı rovnice vypočteme xn, z předposledńı xn−1 atd. až nakonec z prvńı rovnice
vypočteme x1.

Při řešeńı soustav rovnic bývá LU rozklad označován také jako eliminace nebo př́ımý
chod a výpočet řešeńı podle (2.9) bývá označován jako zpětný chod.

Kdy lze algoritmus GEMz použ́ıt? Jak jsme již uvedli, slabým mı́stem algoritmu
GEMz může být výpočet multiplikátoru mik, nebot’ obecně nelze vyloučit, že v pr̊uběhu
eliminace vznikne a

(k)
kk = 0. V aplikaćıch se však poměrně často řeš́ı soustavy rovnic, pro

které nulový pivot v algoritmu GEMz vzniknout nemůže. Abychom takové soustavy mohli
popsat, zavedeme si několik nových pojmů.

Řekneme, že matice A = {aij}ni,j=1 je ryze diagonálně dominantńı, jestliže

|aii| >
n∑

j = 1
j 6= i

|aij| , i = 1, 2, . . . , n , (2.10)

nebo-li slovy, v každém řádku je absolutńı hodnota diagonálńıho prvku větš́ı než součet
absolutńıch hodnot zbývaj́ıćıch prvk̊u tohoto řádku. I když matice A soustavy rovnic
Ax = b diagonálně dominantńı neńı, lze někdy vhodným přeskládáńım rovnic doćılit
toho, že matice Â takto vzniklé ekvivalentńı soustavy rovnic Âx = b̂ už diagonálně
dominantńı je.

V aplikaćıch se také poměrně často setkáváme s tzv. pozitivně definitńımi maticemi.
Takové matice lze specifikovat pomoćı řady navzájem ekvivalentńıch definic. Jednu z nich
si ted’ uvedeme: řekneme, že matice A = {aij}ni,j=1 je pozitivně definitńı, jestliže je syme-
trická a pro každý nenulový sloupcový vektor x = (x1, x2, . . . , xn)

T plat́ı

xTAx =

n∑

i,j=1

xiaijxj > 0 . (2.11)

Ověřit př́ımo tuto podmı́nku neńı snadné. Je-li všakA regulárńı, pak z (2.11) okamžitě
plyne, že ATA je pozitivně definitńı. (Dokažte to!) Vynásob́ıme-li tedy soustavu rovnic
Ax = b zleva matićı AT , dostaneme ekvivalentńı soustavu ATAx = ATb s pozitivně
definitńı matićı soustavy. Tento postup se však pro praktické řešeńı soustav rovnic nehod́ı
(operace ATA vyžaduje velký objem výpočt̊u, u iteračńıch metod se nav́ıc významně
zhoršuje rychlost konvergence).

Při řešeńı konkrétńıch praktických úloh bývá obvykle už předem známo (z povahy
řešeného problému a ze zp̊usobu jeho diskretizace), zda matice vznikaj́ıćıch soustav li-
neárńıch rovnic jsou (resp. nejsou) pozitivně definitńı. Uved’me si však přesto alespoň
jednu často uváděnou (nutnou a postačuj́ıćı) podmı́nku pozitivńı definitnosti, známou
jako

Sylvesterovo kritérium. Čtvercová symetrická matice A = {aij}ni,j=1 je pozitivně defi-
nitńı, právě když jsou kladné determinanty všech hlavńıch rohových submatic {aij}ki,j=1,
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k = 1, 2, . . . , n, tj. když plat́ı

a11 > 0 ,

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0 ,

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
> 0 , . . . ,

∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
...

...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣
> 0 . �

Dá se ukázat, že algoritmus GEMz lze použ́ıt pro řešeńı soustav, jejichž matice je bud’to
ryze diagonálně dominantńı nebo pozitivně definitńı. Úspěšné použit́ı algoritmu GEMz lze
zaručit také pro daľśı typy matic, které se při řešeńı praktických úloh často vyskytuj́ı (viz
např. [4], [13]).

Výpočtová náročnost GEM. Př́ımý chod GEM vyžaduje 1
3
n3 +O(n2) operaćı násobi-

ćıch (tj. násobeńı nebo děleńı) a 1
3
n3+O(n2) operaćı sč́ıtaćıch (tj. sč́ıtáńı nebo odeč́ıtáńı).

Symbolem O(n2) jsme přitom vyjádřili řádově méně významný počet operaćı řádu n2

(tvaru α2n
2+α1n+α0, kde α2, α1, α0 jsou č́ısla nezávislá na n). Člen 1

3
n3 souviśı s trans-

formaćı matice soustavy. Počet operaćı souvisej́ıćıch s transformaćı pravé strany je o řád
nižš́ı a je tedy zahrnut do členu O(n2).

Zpětný chod GEM je výpočetně podstatně méně náročný. Řešeńı soustavy rovnic
s trojúhelńıkovou matićı vyžaduje 1

2
n2 + O(n) operaćı násobićıch a 1

2
n2 + O(n) operaćı

sč́ıtaćıch. Přitom O(n) reprezentuje počet operaćı řádu n (tvaru α1n+α0, kde α1, α0 jsou
č́ısla nezávislá na n). GEM zpětný chod, tj. výpočet x ze soustavy (2.4), proto vyžaduje
1
2
n2 + O(n) operaćı a LU zpětný chod, tj. výpočet y a x ze soustav (2.9), vyžaduje

dvojnásobný počet operaćı, tj. n2 +O(n).
Pro velký počet rovnic, tj. pro velké n, proto můžeme tvrdit, že eliminace vyžaduje

přibližně 1
3
n3 operaćı a GEM resp. LU zpětný chod přibližně 1

2
n2 resp. n2 operaćı (násobi-

ćıch a stejně tak sč́ıtaćıch).

Choleského rozklad. Pozitivně definitńı matici A lze vyjádřit ve tvaru

A = LLT , (2.12)

kde L je dolńı trojúhelńıková matice, jej́ıž nenulové prvky jsou postupně pro k = 1, 2, . . . , n
určeny předpisem

ℓkk =

√√√√akk −
k−1∑

j=1

ℓ2kj , (2.13)

ℓik =
1

ℓkk

(
aik −

k−1∑

j=1

ℓijℓkj

)
, i = k + 1, k + 2, . . . , n .

Soustavu rovnic řeš́ıme podle (2.9) pro U = LT . Vyjádřeńı matice A ve tvaru (2.12)
se nazývá Choleského rozklad matice A. Choleského rozklad vyžaduje přibližně polovičńı
výpočtové náklady oproti obecnému LU rozkladu, tedy přibližně 1

6
n3 operaćı násobićıch

a zhruba stejný počet operaćı sč́ıtaćıch (výpočet odmocnin nemá na celkový počet operaćı
podstatný vliv). Choleského algoritmus (2.13) lze použ́ıt k efektivńımu posouzeńı pozitivńı
definitnosti matice A: je-li A symetrická a plat́ı-li akk −

∑k−1
j=1 ℓ

2
kj > 0 pro k = 1, 2, . . . , n,

pak A je pozitivně definitńı. V MATLABu lze pro Choleského rozklad použ́ıt funkci chol.
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2.1.2. Výběr hlavńıho prvku

Začneme př́ıkladem.

Př́ıklad 2.1. Máme vyřešit soustavu rovnic


10 −7 0
−3 2,099 6
5 −1,1 4,8





x1

x2

x3


 =




7
3,901
5,9




na hypotetickém poč́ıtači, který pracuje v dekadické soustavě s pětimı́stnou mantisou.
Přesné řešeńı je

x =




0

−1
1



 .

V prvńım kroku eliminujeme poddiagonálńı prvky v prvńım sloupci a dostaneme



10 −7 0
0 −0,001 6
0 2,4 4,8








x1

x2

x3



 =




7

6,001
2,4



 .

Prvek v pozici (2, 2) je ve srovnáńı s ostatńımi prvky matice malý. Přesto pokračujme
v eliminaci. V daľśım kroku je třeba ke třet́ımu řádku přič́ıst řádek druhý násobený 2400:

(4,8 + 6 · 2400) · x3 = 2,4 + 6,001 · 2400 .

Na levé straně je koeficient 4,8+6 ·2400 = 14404,8 zaokrouhlen na 14405. Na pravé straně
výsledek násobeńı 6,001 · 2400 = 14402,4 nelze zobrazit přesně, muśı být zaokrouhlen na
14402. K tomu se pak přičte 2,4 a znovu dojde k zaokrouhleńı. Posledńı rovnice tak nabude
tvaru

14405 x3 = 14404 .

Zpětný chod začne výpočtem

x3 =
14404

14 405

.
= 0,99993 .

Přesný výsledek je x3 = 1. Zdá se, že chyba neńı nijak vážná. Bohužel, x2 je třeba určit
z rovnice

−0,001 x2 + 6 · 0,99993 = 6,001,

což dává, po zaokrouhleńı 6 · 0,99993 .
= 5,9996,

x2 =
0,0014

−0,001
= −1,4.

Nakonec vypočteme x1 z prvńı rovnice

10x1 − 7 · (−1,4) = 7
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a dostaneme x1 = −0,28. Mı́sto přesného řešeńı x jsme dostali přibližné řešeńı

x̃ =




−0,28
−1,4

0,99993


 .

Kde vznikl problém? Nedošlo k žádnému hromaděńı chyb zp̊usobenému prováděńım
tiśıc̊u operaćı. Matice soustavy neńı bĺızká matici singulárńı. Pot́ıž je jinde, p̊usob́ı ji malý
pivot ve druhém kroku eliminace. T́ım vznikne multiplikátor −2400 a v d̊usledku toho
má posledńı rovnice koeficienty zhruba 1000 krát větš́ı než koeficienty p̊uvodńı rovnice.
Zaokrouhlovaćı chyby, které jsou malé vzhledem k těmto velkým koeficient̊um, jsou nepři-
jatelné pro koeficienty p̊uvodńı matice a také pro samotné řešeńı.

Snadno se prověř́ı, že když druhou a třet́ı rovnici prohod́ıme, nevzniknou žádné velké
multiplikátory a výsledek je zcela přesný. Ukazuje se, že to plat́ı obecně: jestliže jsou
absolutńı hodnoty multiplikátor̊u menš́ı nebo nejvýše rovny 1, pak je numericky spočtené
řešeńı vyhovuj́ıćı. �

Částečný výběr hlavńıho prvku je modifikace GEM zajǐst’uj́ıćı, aby absolutńı hodnota
multiplikátor̊u byla menš́ı nebo rovna jedné. V k-tém kroku eliminace se jako pivot vyb́ırá
prvek s největš́ı absolutńı hodnotou v zat́ım neeliminované části k-tého sloupce matice
A(k−1), tj. mezi prvky a

(k−1)
ik pro i ≥ k. Necht’ tedy r je takový řádkový index, pro který

|a(k−1)
rk | = max

k≤i≤n
|a(k−1)

ik | . (2.14)

Pak prohod́ıme k-tou a r-tou rovnici. Ze soustavy rovnicA(k−1)x = b(k−1) tak dostane-
me soustavu A(k)x = b(k), přičemžA(k) źıskáme prohozeńım k-tého a r-tého řádku matice
A(k−1) a podobně b(k) źıskáme prohozeńım k-tého a r-tého prvku vektoru b(k−1). Pod-
diagonálńı prvky v k-tém sloupci matice A(k) eliminujeme stejně jako v algoritmu GEMz.
Řešeńı soustavy lineárńıch rovnic s částečným výběrem hlavńıch prvk̊u v MATLABu
dostaneme pomoćı př́ıkazu x=A\b.
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Obr. 2.1: GEM s částečným výběrem hlavńıho prvku (v kroužku)

Úplný výběr hlavńıho prvku je postup, který může absolutńı hodnoty multiplikátor̊u
zmenšit ještě výrazněji. Dociluje se toho t́ım, že v k-tém kroku eliminace se jako pivot
vyb́ırá prvek s největš́ı absolutńı hodnotou v dosud neeliminované části matice A(k−1), tj.
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v řádćıch i ≥ k a sloupćıch j ≥ k. Necht’ tedy r je řádkový a s sloupcový index vybraný
tak, že

|a(k−1)
rs | = max

k≤i,j≤n
|a(k−1)

ij | . (2.15)

Pak prohod́ıme k-tou a r-tou rovnici a k-tou a s-tou neznámou. Ze soustavy rovnic
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Obr. 2.2: GEM s úplným výběrem hlavńıho prvku (v kroužku)

A(k−1)x(k−1) = b(k−1) dostaneme soustavu A(k)x(k) = b(k), přičemž A(k) źıskáme pro-
hozeńım k-tého a r-tého řádku a k-tého a s-tého sloupce matice A(k−1), b(k) źıskáme
prohozeńım k-tého a r-tého prvku vektoru b(k−1) a x(k) źıskáme prohozeńım k-tého
a s-tého prvku vektoru x(k−1). Přitom x(0) = x je p̊uvodńı vektor neznámých. Proha-
zováńı proměnných registrujeme ve vektoru p = (p1, p2, . . . , pn)

T . Na počátku polož́ıme
pi = i a při každém prohozeńı proměnných prohod́ıme také odpov́ıdaj́ıćı prvky vektoru p.
Po ukončeńı př́ımého chodu je i-tá složka vektoru x(n−1) rovna pi-té složce p̊uvodńıho
vektoru x. Ve zpětném chodu vypočteme x(n−1) a pomoćı vektoru p urč́ıme x.

Částečný nebo úplný výběr hlavńıho prvku? Většinou se použ́ıvá jen částečný
výběr hlavńıho prvku. Praxe i teorie potvrzuje, že i částečný výběr hlavńıch prvk̊u stač́ı
k tomu, aby zaokrouhlovaćı chyby z̊ustaly dostatečně malé a neznehodnotily výsledné
řešeńı. Daľśım d̊uvodem, proč částečnému výběru hlavńıch prvk̊u dáváme přednost, je to,
že jeho realizace vyžaduje výrazně menš́ı počet operaćı než výběr úplný.

LU rozklad s částečným výběrem hlavńıho prvku je standardńı rutina dostupná
v každé knihovně programů pro numerické řešeńı úloh lineárńı algebry (v MATLABu viz
funkce lu). Vstupńım parametrem je matice A. Výstupńı parametry jsou tři: dolńı troj-
úhelńıková matice L (s jedničkami na hlavńı diagonále), horńı trojúhelńıková matice U

a tzv. permutačńı matice P, přičemž

LU = PA . (2.16)

Přitom permutačńı matice je taková matice, která vznikne z jednotkové matice nějakým
proházeńım jej́ıch řádk̊u. Následuje popis algoritmu pro LU rozklad matice A s částečným
výběrem hlavńıch prvk̊u.
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Algoritmus LUp (s částečným výběrem hlavńıho prvku)

1) Polož́ıme A(0) = A, P(0) = I.

2) Postupně pro k = 1, 2, . . . , n− 1 provád́ıme

2a) Urč́ıme index r pivotńıho řádku, viz (2.14).

2b) Prohod́ıme řádky k a r v matici A(k−1) a takto źıskanou matici označ́ıme jako
A(k). Prohod́ıme rovněž řádky k a r v matici P(k−1) a takto źıskanou matici
označ́ıme jako P(k).

2c) Uprav́ıme maticiA(k) tak, že eliminujeme poddiagonálńı prvky v k-tém sloupci,
tj. postupně pro i = k + 1, k + 2, . . . , n poč́ıtáme

mik := a
(k)
ik /a

(k)
kk ,

a
(k)
ij := a

(k)
ij −mika

(k)
kj pro j = k + 1, k + 2, . . . , n,

a
(k)
ik := mik .

Do anulovaných pozic (i, k) matice A(k) tedy ukládáme multiplikátory mik.

3) Dolńı trojúhelńıkovou matici L sestroj́ıme tak, že do hlavńı diagonály dáme jedničky
a poddiagonálńı prvky převezmeme z výsledné maticeA(n−1). Horńı trojúhelńıkovou
maticiU dostaneme z diagonálńıch a naddiagonálńıch prvk̊u výsledné maticeA(n−1).
Permutačńı matice P je rovna výsledné permutačńı matici P(n−1).

Po źıskáńı matic L, U a P vyřeš́ıme už soustavu rovnic Ax = b snadno. Zřejmě

PAx = Pb =⇒ LUx = Pb .

Proto nejdř́ıve urč́ıme vektor z = Pb, tj. prvky vektoru b pravé strany proháźıme stejně,
jako jsme prohazovali řádky matic A(k−1) a P(k−1) v algoritmu LUp. Označ́ıme-li Ux = y,
vid́ıme, že y je řešeńı soustavy Ly = z. Vyřešeńım této soustavy dostaneme y. Zbývá
ještě vyřešit soustavu Ux = y a řešeńı x je nalezeno. Shrneme-li to, poč́ıtáme postupně
z, y a x z rovnic

z = Pb , Ly = z , Ux = y . (2.17)

Uchovávat historii prohazováńı řádk̊u v matici P je zřejmé plýtváńı pamět’ovým
mı́stem, vždyt’ z celkového počtu n2 prvk̊u matice P je jich pouze n nenulových. Proto
mı́sto s matićı P stač́ı pracovat jen s vektorem řádkových permutaćı p.

Na začátku polož́ıme p(0) = (1, 2, . . . , n)T a ve zbytku algoritmu pak prohazujeme
prvky vektoru p(k−1). MaticeP byla zapotřeb́ı jen pro sestaveńı vektoru z. To ale dokážeme
s pomoćı vektoru p také: do i-té složky vektoru z vlož́ıme pi-tou složku vektoru b, po-
stupně pro i = 1, 2, . . . , n.

Př́ıklad 2.2. Provedeme LU rozklad matice

A =




−0,4 −0,95 −0,4 −7,34
0,5 −0,3 2,15 −2,45
−2 4 1 −3
−1 5,5 2,5 3,5


 .
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V prvńım sloupci najdeme jako pivota č́ıslo −2 ve třet́ım řádku. Proto prohod́ıme prvńı
a třet́ı řádek. Pak eliminujeme poddiagonálńı prvky v prvńım sloupci a na jejich mı́sta
zaṕı̌seme použité multiplikátory. Prohozeńı řádk̊u vyznač́ıme také v permutačńım vektoru.
Tak dostaneme

A(1) =




−2 4 1 −3
−0,25 0,7 2,4 −3,2

0,2 −1,75 −0,6 −6,74
0,5 3,5 2 5


 , p(1) =




3
2
1
4




Prvńı řádek se už měnit nebude. Ve druhém kroku najdeme pivota ve druhém sloupci. Je
to č́ıslo 3,5 ve čtvrtém řádku. Proto prohod́ıme druhý a čtvrtý řádek jak v matici A(1) tak
ve vektoru p(1). Pak eliminujeme prvky v pozićıch (3,2) a (4,2) a na jejich mı́sta zaṕı̌seme
použité multiplikátory. Výsledkem je

A(2) =




−2 4 1 −3
0,5 3,5 2 5
0,2 −0,5 0,4 −4,24

−0,25 0,2 2 −4,2


 , p(2) =




3
4
1
2


 .

Prvńı dva řádky už z̊ustanou bez změny. Pivot ve třet́ım sloupci je č́ıslo 2 ve čtvrtém řádku.
Prohod́ıme tedy třet́ı a čtvrtý řádek v matici A(2) i ve vektoru p(2). Pak eliminujeme prvek
v pozici (4,3) a na jeho mı́sto vlož́ıme použitý multiplikátor. Tak dostaneme

A(3) =




−2 4 1 −3
0,5 3,5 2 5

−0,25 0,2 2 −4,2
0,2 −0,5 0,2 −3,4


 , p(3) =




3
4
2
1


 .

Dostali jsme tedy

L =




1 0 0 0
0,5 1 0 0

−0,25 0,2 1 0
0,2 −0,5 0,2 1


 , U =




−2 4 1 −3
0 3,5 2 5
0 0 2 −4,2
0 0 0 −3,4


 .

Permutačńı vektor p = p(3). Pokud bychom chtěli vytvořit permutačńı matici P, stač́ı
vźıt jednotkovou matici a přeuspořádat ji tak, že p̊uvodně pi-tý řádek se stane řádkem
i-tým. Když to provedeme, dostaneme pro permutačńı vektor

p =




3
4
2
1


 permutačńı matici P =




0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0


 .

Snadno se ověř́ı, že LU = PA.
Ukažme si ještě řešeńı soustavy rovnic pro volenou pravou stranu. Zvolme třeba

b =




−13,14
2,15

9
27,5


 , pak z =




9
27,5
2,15

−13,14


 ,
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a dále řešeńım soustav Ly = z a pak Ux = y dostaneme

y =




9
23

−0,2
−3,4


 , x =




3
4
2
1


 .

Výpočet determinantu. Je známo, že determinant det(A) matice A

a) se nezměńı, když k řádku matice A přičteme násobek jiného řádku matice A;

b) změńı znaménko, když prohod́ıme dva jeho (r̊uzné) řádky nebo sloupce.

Provád́ıme-li tedy GEM podle algoritmu GEMz, tj. bez výběru hlavńıch prvk̊u, pak
det(A) = det(U) = u11u22 · · ·unn dostaneme jako součin diagonálńıch prvk̊u matice U.
Pokud provád́ıme částečný nebo úplný výběr hlavńıch prvk̊u, pak stač́ı, když si pozna-
menáme, třeba do proměnné q, celkový počet prohozeńı řádk̊u (pro částečný výběr) nebo
řádk̊u i sloupc̊u (pro úplný výběr). Je-li q sudé, pak det(A) = det(U), a je-li q liché, je
det(A) = −det(U). Plat́ı tedy

det(A) = (−1)q u11u22 · · ·unn . (2.18)

Řešeńı soustavy rovnic s v́ıce pravými stranami nepředstavuje žádný problém,
mı́sto s jednou pravou stranou pracujeme současně s m pravými stranami. Vzorce (2.9)
a (2.17) z̊ustávaj́ı v platnosti, jediný rozd́ıl je v tom, že ted’ b = (b1,b2, . . . ,bm) je matice
pravých stran, takže také y, x a př́ıpadně z jsou matice téhož typu jako b. Zejména tedy
i-tý sloupec matice x = (x1,x2, . . . ,xm) je řešeńı př́ıslušné i-té pravé straně. Př́ıpad
úplného výběru hlavńıch prvk̊u zde rozeb́ırat nebudeme.

Pokud jde o počet operaćı, tak pro každou pravou stranu je třeba započ́ıtat přibližně
n2 operaćı násobićıch a stejný počet operaćı sč́ıtaćıch, takže celkem jde o mn2 operaćı. Je-
li počet m pravých stran malý ve srovnáńı s počtem n rovnic, jsou náklady na provedeńı
LU rozkladu, tj. přibližně 1

3
n3 operaćı, výrazně převažuj́ıćı.

Výpočet matice inverzńı lze provést tak, že řeš́ıme soustavu rovnicAx = b s n pravými
stranami pro b = I, kde I je jednotková matice. Když úlohu řeš́ıme bud’to bez výběru
hlavńıch prvk̊u nebo s částečným výběrem hlavńıch prvk̊u, pak dostaneme x = A−1,
tj. matici inverzńı. Počet operaćı potřebný pro řešeńı trojúhelńıkových soustav vyžaduje
přibližně n3 operaćı. Protože LU rozklad potřebuje přibližně 1

3
n3 operaćı, je to celkem

4
3
n3 operaćı. Dá se ukázat, že při d̊umyslně organizovaném výpočtu lze počet potřebných

operaćı sńıžit o jednu třetinu, tj. na přibližně n3 operaćı, viz např. [3].

Řı́dká matice soustavy. Řekneme, že matice je ř́ıdká, když počet jej́ıch nenulových
prvk̊u je výrazně menš́ı než počet všech jej́ıch prvk̊u. Takové matice vznikaj́ı při řešeńı
řady významných aplikaćı. Častý je př́ıpad, kdy počet nenulových koeficient̊u v rovnici
nepřevýš́ı malé č́ıslom, které v̊ubec nezáviśı na počtu n rovnic, takže s r̊ustem n dostáváme
stále řidš́ı matice soustav. Řı́dké matice jsou v paměti poč́ıtače účelně reprezentovány jen
pomoćı svých nenulových koeficient̊u. Pro řešeńı soustav s ř́ıdkými maticemi existuj́ı velice
efektivńı algoritmy. Jedńım z hlavńıch ćıl̊u, které tyto algoritmy sleduj́ı, je prováděńı elimi-
načńıch krok̊u v takovém pořad́ı, aby vznikalo co nejméně nových nenulových koeficient̊u.
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Pásová matice soustavy. Speciálńım př́ıpadem ř́ıdké matice je pásová matice, která má
nenulové koeficienty jen v pásu okolo hlavńı diagonály. Přesněji, matice A = {aij}ni,j=1,
pro kterou existuj́ı celá nezáporná č́ısla p, q taková, že

aij = 0 když i > j + p nebo j > i+ q ,

se nazývá pásová matice s pásem o š́ı̌rce w = p+q+1 (má p poddiagonál a q naddiagonál).
Č́ıslo s = max(p, q) se nazývá polovičńı š́ıřka pásu. Pro matici s polovičńı š́ı̌rkou pásu s
tedy zřejmě plat́ı

aij = 0 pro |i− j| > s.

Při eliminaci pásových matic mohou nenulové koeficienty vznikat jen uvnitř pásu. Toho
lze využ́ıt a doćılit znatelnou úsporu jak v reprezentaci matice soustavy v paměti poč́ıtače,
tak v počtu potřebných operaćı. Pro matici s polovičńı š́ı̌rkou pásu s = p = q potřebuje LU
rozklad bez výběru hlavńıch prvk̊u ns(s+δ)+O(s3) operaćı a zpětný chod n(2s+δ)+O(s2)
operaćı, kde δ = 0 pro operace sč́ıtaćı a δ = 1 pro operace násobićı.

Soustava rovnic s tř́ıdiagonálńı matićı. V př́ıpadě s = 1 hovoř́ıme o tř́ıdiagonálńı
matici. Algoritmus GEM pro řešeńı soustavy rovnic s tř́ıdiagonálńı matićı je velmi jedno-
duchý. Bez výběru hlavńıch prvk̊u pro soustavu




a1 c1 0 0 . . . 0 0 0
b1 a2 c2 0 . . . 0 0 0
0 b2 a3 c3 . . . 0 0 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 0 0 bn−2 an−1 cn−1

0 0 0 0 0 bn−1 an







x1

x2

x3
...
...
...

xn−1

xn




=




d1
d2
d3
...
...
...

dn−1

dn




v př́ımém chodu poč́ıtáme

bi := bi/ai, ai+1 := ai+1 − bici, di+1 := di+1 − bidi , i = 1, 2, . . . , n− 1 ,

a ve zpětném chodu urč́ıme

xn := dn/an a dále xi := (di − cixi+1)/ai , i = n− 1, n− 2, . . . , 1.

Transformovaná matice soustavy obsahuje koeficienty LU rozkladu p̊uvodńı matice.

2.1.3. Vliv zaokrouhlovaćıch chyb

Při řešeńı soustav lineárńıch rovnic téměř vždy p̊usob́ı zaokrouhlovaćı chyby. Jejich
vliv prozkoumáme v následuj́ıćım př́ıkladu.
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Př́ıklad 2.3. Předpokládejme, že na hypotetickém poč́ıtači s tř́ımı́stnou mantisou máme
vyřešit soustavu

(
3,96 1,01
1 0,25

)(
x1

x2

)
=

(
5,03
1,25

)
.

Př́ıbližné řešeńı budeme značit x̃ = (x̃1, x̃2)
T . Protože 3,96 > 1, nemuśıme rovnice pro-

hazovat a multiplikátor m21 = 1/3,96
.
= 0,253. Od druhé rovnice odeč́ıtáme m21-násobek

prvńı rovnice, tj.

(0,25− 0,253 · 1,01) · x2 = 1,25− 0,253 · 5,03 .

Při zaokrouhlováńı na 3 platné cifry dostaneme 1,01 · 0,253 .
= 0,256 a 5,03 · 0,253 .

= 1,27,
takže

x̃2 =
−0,02

−0,006
.
= 3,33 .

Z prvńı rovnice pak vypočteme x̃1 = (5,03− 1,01 · 3,33)/3,96 .
= 0,422 . Dostali jsme tedy

přibližné řešeńı

x̃ =

(
0,422
3,33

)
.

Spočteme-li (přesně) reziduum r = b−Ax̃, obdrž́ıme

r =

(
5,03− 3, 96 · 0,422− 1,01 · 3,33
1,25− 1 · 0,422− 0,25 · 3,33

)
=

(
−0,00442
−0,00450

)
.

To by nás mohlo svádět k domněnce, že źıskané řešeńı x̃ je prakticky přesné. Tak tomu
ale neńı, přesné řešeńı je

x =

(
0,25
4

)
,

takže x̃1 a x̃2 nemaj́ı ani jednu cifru platnou! Pro zaj́ımavost uvád́ıme, že pro p = 4, 6, . . .
cifer mantisy dostaneme přesné řešeńı a pro p = 5, 7, . . . řešeńı, jehož složky maj́ı p − 3
platných cifer. �

Přestože př́ıklad 2.3 je značně umělý, je jednoduchou ilustraćı obecně platného tvrzeńı:

Gaussova eliminace s částečným výběrem hlavńıch prvk̊u zaručuje vznik malých rezidúı.

K tomuto tvrzeńı je třeba připojit několik vysvětluj́ıćıch poznámek. Slovem zaručuje
se mı́ńı, že lze dokázat přesnou větu, která (za splněńı jistých technických předpoklad̊u
týkaj́ıćıch se výpočt̊u v pohyblivé řádové čárce) uvád́ı nerovnosti omezuj́ıćı velikost jednot-
livých složek rezidua. Dále slovem malých mı́ńıme v řádu zaokrouhlovaćıch chyb relativně
vzhledem ke třem veličinám: k velikosti prvk̊u p̊uvodńı matice koeficient̊u A, k velikosti
prvk̊u matic A(k) vznikaj́ıćıch v pr̊uběhu eliminace a k velikosti prvk̊u řešeńı x̃. Konečně
je třeba dodat, že i když je reziduum malé, tvrzeńı neř́ıká nic o velikosti chyby x̃ − x.
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K posouzeńı vztahu mezi velikost́ı rezidua a velikost́ı chyby se použ́ıvá veličina známá
jako č́ıslo podmı́něnosti matice.

2.1.4. Podmı́něnost

Abychom mohli určit podmı́něnost úlohy naj́ıt řešeńı x soustavy lineárńıch rovnic
Ax = b, potřebujeme posoudit, jak moc se změńı řešeńı x, když trochu změńıme data,
tj. matici soustavy A a vektor pravé strany b. Zat́ımco k měřeńı velikosti č́ısel použ́ıváme
absolutńı hodnotu, podobný nástroj pro měřeńı velikosti vektor̊u a matic si teprve muśıme
zavést.

Norma vektoru je nezáporné č́ıslo, které reprezentuje jeho velikost. Tř́ıda vektorových
norem, známá jako lp, záviśı na parametru 1 ≤ p ≤ ∞:

‖x‖p =
(

n∑

i=1

|xi|p
)1/p

.

Nejčastěji se použ́ıvá p = 1, p = 2 nebo limitńı př́ıpad pro p → ∞:

‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi| , ‖x‖2 =
(

n∑

i=1

x2
i

)1/2

, ‖x‖∞ = max
i

|xi| .

l1-norma je známa také jako Manhattan norma, nebot’ odpov́ıdá vzdálenosti mezi dvěma
mı́sty v pravoúhlé mř́ıži městských ulic. l2-norma je běžná Euclidova vzdálenost neboli
délka vektoru. l∞-norma je známa také jako Čebyševova norma. V MATLABu lze vekto-
rové normy ‖ · ‖p určit pomoćı funkce norm.

Konkrétńı hodnota p je často nepodstatná, normu pak jednoduše znač́ıme ‖x‖. Vek-
torová norma splňuje následuj́ıćı základńı vlastnosti, typické pro pojem vzdálenosti:

1. ‖x‖ > 0 , když x 6= o a ‖o‖ = 0,

2. ‖cx‖ = |c| · ‖x‖ pro každé č́ıslo c,

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (trojúhelńıková nerovnost).

Symbolem o jsme přitom označili nulový vektor, tj. vektor, jehož všechny složky jsou rovny
nule.

Čı́slo podmı́něnosti matice. Násobeńım vektoru x matićı A zleva dostaneme nový
vektor Ax, který může mı́t úplně jinou normu než x. Tato změna normy př́ımo souviśı
s citlivost́ı, kterou chceme měřit. Rozsah možných změn lze vyjádřit pomoćı dvou č́ısel:

M = max
x 6=o

‖Ax‖
‖x‖ , m = min

x 6=o

‖Ax‖
‖x‖ , (2.19)

kde maximum resp. minimum se uvažuje pro všechny nenulové vektory x. Poměr M/m
se nazývá č́ıslo podmı́něnosti matice A:

κ(A) =
M

m
=

(
max
x 6=o

‖Ax‖
‖x‖

)
·
(
min
x 6=o

‖Ax‖
‖x‖

)−1

. (2.20)
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Konkrétńı hodnota κ(A) záviśı na použité vektorové normě. Protože nás však obvykle
zaj́ımá jen řádová velikost vhodně spočteného odhadu č́ısla podmı́něnosti, nebývá použitý
typ normy většinou podstatný.

Uvažujme systém rovnic

Ax = b

a druhý systém rovnic, který dostaneme, když změńıme pravou stranu:

A(x+∆x) = b+∆b , nebo-li Ax̃ = b̃.

∆b = b̃ − b můžeme považovat za chybu pravé strany b a ∆x = x̃ − x za odpov́ıdaj́ıćı
chybu řešeńı x. Protože A∆x = ∆b, z definice M a m okamžitě plyne

‖b‖ ≤ M‖x‖ , ‖∆b‖ ≥ m‖∆x‖ ,

takže pro m 6= 0,

‖∆x‖
‖x‖ ≤ κ(A)

‖∆b‖
‖b‖ = κ(A)

‖r‖
‖b‖ , kde r = b−A(x+∆x) (2.21)

je reziduum. Č́ıslo podmı́něnosti tedy p̊usob́ı jako zesilovač velikosti relativńı chyby: rela-
tivńı změna ‖∆b‖/‖b‖ pravé strany vyvolá κ(A) krát větš́ı relativńı změnu ‖∆x‖/‖x‖
řešeńı. Dá se ukázat, že změny v matici koeficient̊u maj́ı na změny řešeńı obdobný vliv.

Nerovnost (2.21) také potvrzuje zkušenost, kterou jsme udělali v př́ıkladu 2.3, totiž
že malé reziduum neznamená malou relativńı chybu. Na pravé straně nerovnosti (2.21) je
totiž norma rezidua ‖r‖ násobena č́ıslem podmı́něnosti κ(A) matice A, takže i když je
reziduum malé, může být přesto relativńı chyba řešeńı velká, když κ(A) je velké.

Všimněme si některých vlastnost́ı č́ısla podmı́něnosti.

1. Protože M ≥ m, je κ(A) ≥ 1.

2. Pro jednotkovou matici I je Ix = x, takže κ(I) = 1.

3. Je-li A singulárńı, je m = 0 a tedy κ(A) = ∞.

4. Když matici A vynásob́ıme č́ıslem c, pak M i m se násob́ı |c| a κ(cA) = κ(A).

5. Pro diagonálńı matici D je κ(D) = max
i

|dii| /min
i

|dii| (dokažte!).

Z posledńıch dvou vlastnost́ı plyne, že κ(A) je lepš́ım měř́ıtkem bĺızkosti matice A

k matici singulárńı než jej́ı determinant det(A). Jako extrémńı př́ıklad uvažujme dia-
gonálńı matici řádu 100, která má na diagonále č́ısla 0,1. Pak det(A) = 10−100, což lze
považovat za velmi malé č́ıslo, avšak κ(A) = 1. Soustava rovnic s takovou matićı se chová
sṕı̌se jako soustava s jednotkovou matićı než jako soustava s matićı téměř singulárńı.
V MATLABu lze č́ıslo podmı́něnosti matice určit pomoćı funkce cond.

Norma matice. Č́ıslo M je známo jako norma matice. Označujeme ji stejně jako normu
vektoru:

‖A‖ = max
x 6=o

‖Ax‖
‖x‖ = max

‖x‖=1
‖Ax‖ . (2.22)
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Snadno se ověř́ı, že ‖A−1‖ = 1/m, takže ekvivalentńı vyjádřeńı č́ısla podmı́něnosti je

κ(A) = ‖A‖ · ‖A−1‖ . (2.23)

Znovu je třeba připomenout, že konkrétńı hodnota κ(A) záviśı na použité vektorové
normě. Snadno se spočtou maticové normy odpov́ıdaj́ıćı vektorovým normám l1 a l∞.
Plat́ı

‖A‖1 = max
j

∑

i

|aij| (maximum sloupcových součt̊u) ,

‖A‖∞ = max
i

∑

j

|aij| (maximum řádkových součt̊u) .

Často použ́ıvanou maticovou normu př́ıslušnou k nejznáměǰśı vektorové l2-normě už snadno
spoč́ıtat nelze. Plat́ı totiž

‖A‖2 =
√

λmax(ATA), kde λmax(A
TA) je největš́ı vlastńı č́ıslo matice ATA,

což je největš́ı kořen polynomu p(x) = det(ATA− x ·I). Je-li matice A řádu n, pak p(x)
je polynom stupně n a jeho kořeny pro n > 4 umı́me naj́ıt jen numericky, viz kapitola 5.
Poznamenejme, že v MATLABu lze vlastńı č́ısla matic určit pomoćı funkce eig.
Vı́ce o normách matic. Maticová norma definovaná vztahem (2.22) se nazývá přirozená
norma. Někdy také ř́ıkáme, že je to norma přidružená k vektorové normě, pomoćı ńıž je
definována. Např́ıklad maticová ‖ · ‖∞ norma je přidružená k vektorové ℓ∞-normě.

Všimněte si, že z definice (2.22) přirozené maticové normy okamžitě plyne

‖Ax‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖ . (2.24)

Jestliže vektorová a maticová norma splňuj́ı vztah (2.24), ř́ıkáme, že jsou souhlasné.
Existuj́ı i jiné než přirozené maticové normy. Jednou z nich je Frobeniova norma

‖A‖F =

(
n∑

i,j=1

a2ij

)1/2

, (2.25)

o které lze dokázat, že je to norma souhlasná s Euklidovou l2-normou, tj. že plat́ı

‖Ax‖2 ≤ ‖A‖F · ‖x‖2 .

V MATLABu lze maticové normy ‖ · ‖1, ‖ · ‖2,‖ · ‖∞ a ‖ · ‖F určit pomoćı funkce norm.
Maticové normy, které jsme si doposud definovali, maj́ı následuj́ıćı význačné vlastnosti:

1. ‖A‖ > 0 , když A 6= O a ‖O‖ = 0,

2. ‖cA‖ = |c| · ‖A‖ pro každé č́ıslo c,

3. ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖ (trojúhelńıková nerovnost),

4. ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖ (multiplikativnost),

5. ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖ pro každý vektor x (souhlasnost).
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Symbolem O jsme si přitom označili nulovou matici, tj. matici, jej́ıž všechny prvky jsou
rovny nule. Poznamenejme, že obecně je norma čtvercové matice definována jako reálná
funkce splňuj́ıćı jen prvńı čtyři z výše uvedených podmı́nek.

Př́ıklad 2.4. Soustava rovnic Ax = b, kde

A =

(
1 10
10 101

)
, b =

(
11
111

)
, má řešeńı x =

(
1
1

)
.

Použijeme l∞-normu a spočteme ‖b‖∞ = 111, ‖x‖∞ = 1 . Když pravou stranu změńıme
na

b̃ =

(
11,11
110,89

)
, dostaneme řešeńı x̃ =

(
13,21
−0,21

)
.

Označ́ıme-li ∆b = b̃− b, ∆x = x̃− x, pak ‖∆b‖∞ = 0,11 a ‖∆x‖∞ = 12,21. Vid́ıme, že
poměrně malá změna pravé strany zcela změnila řešeńı. Relativńı změny jsou

‖∆b‖∞
‖b‖∞

= 9,909 · 10−4 ,
‖∆x‖∞
‖x‖∞

= 12,21 .

Podle (2.21) můžeme odhadnout č́ıslo podmı́něnosti

κ(A) ≥ 12,21

9,909 · 10−4
= 12321.

Ve skutečnosti je b a ∆b zvoleno tak, že κ(A) = 12321. To se snadno ověř́ı, nebot’

A−1 =

(
101 −10
−10 1

)
, takže ‖A−1‖∞ = 111 = ‖A‖∞ a κ(A) = 1112 = 12321.

Ukažme si ještě, že vztah (2.21) plat́ı jako rovnost:

‖x̃− x‖∞
‖x‖∞

=
12,21

1
= 1112

0,11

111
= κ(A)

‖∆b‖∞
‖b‖∞

= 111 · ‖∆b‖∞ = 111 · ‖r‖∞ ,

kde r = b−Ax̃ je reziduum. �

K určeńı κ(A) potřebujeme znát ‖A−1‖. Avšak výpočet A−1 vyžaduje přibližně třikrát
tolik práce jako celé řešeńı soustavy rovnic. Naštěst́ı přesnou hodnotu κ(A) obvykle
nepotřebujeme, vystač́ıme s dostatečně dobrým odhadem κ(A). Spolehlivé a poměrně
velmi rychlé odhady č́ısla podmı́něnosti matic patř́ı v současné době ke standardńımu
vybaveńı programů pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic. Jestliže program zjist́ı, že č́ıslo
podmı́něnosti je př́ılǐs velké, vydá varováńı nebo dokonce výpočet přeruš́ı.

Shrnut́ı. Soustava lineárńıch rovnic je dobře (špatně) podmı́něná, právě když je matice
soustavy dobře (špatně) podmı́něná. Podmı́něnost matice soustavyAměř́ıme pomoćı č́ısla
podmı́něnosti κ(A) ≥ 1. Je-li č́ıslo κ(A) malé, je matice A dobře podmı́něná. V opačném
př́ıpadě, tj. když κ(A) ≫ 1, je matice A špatně podmı́něná. Špatně podmı́něnou soustavu
rovnic lze obvykle jen velmi obt́ıžně řešit. Pomoci může výpočet s v́ıcemı́stnou mantisou
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(je vhodné použ́ıt dvojnásobnou nebo ještě větš́ı přesnost). Existuj́ı však výjimky: je-li
např́ıklad A diagonálńı matice, ve které aii = 10i, pak je κ(A) = 10n−1, což je pro velké
n velké č́ıslo, a přesto řešeńı xi = 10−ibi źıskáme bez problémů pro libovolně velký počet
rovnic.

Předpokládejme, že matice soustavy je dobře podmı́něná. Pak je GEM s částečným
(nebo úplným) výběrem hlavńıho prvku dobře podmı́něný algoritmus: protože velikost
multiplikátor̊u nepřesahuje jedničku, vznikaj́ıćı zaokrouhlovaćı chyby se daľśım výpoč-
tem nezesiluj́ı. Když naopak výběr hlavńıch prvk̊u neprovád́ıme, můžeme dostat multi-
plikátory, jejichž absolutńı hodnota je větš́ı než jedna, což má za následek zvětšováńı
dř́ıve vzniklých zaokrouhlovaćıch chyb. GEM bez výběru hlavńıch prvk̊u je tedy obecně
špatně podmı́něný algoritmus. Výjimku z tohoto pravidla představuje řešeńı soustav se
speciálńı matićı soustavy, např. když je matice soustavy ostře diagonálně dominantńı nebo
pozitivně definitńı, pak je i GEM bez výběru hlavńıch prvk̊u dobře podmı́něný algoritmus.

2.2. Iteračńı metody

Mnoho praktických problémů vyžaduje řešeńı rozsáhlých soustav lineárńıch rovnic
Ax = b, v nichž matice A je naštěst́ı ř́ıdká, tj. má relativně málo nenulových prvk̊u. Stan-
dardńı eliminačńı metody studované v předchoźı kapitole 2.1 nejsou pro řešeńı takových
soustav vhodné, nebot’ v pr̊uběhu eliminace docháźı postupně k zaplňováńı p̊uvodně ne-
nulových pozic v matici soustavy, což vede k velkým nárok̊um na počet aritmetických
operaćı a klade také vysoké nároky na pamět’ poč́ıtače.

To je d̊uvod, proč se pro řešeńı takových soustav použ́ıvaj́ı iteračńı metody. Zvoĺı se
počátečńı vektor x0 a generuje se posloupnost vektor̊u x0 → x1 → x2 . . . , která konverguje
k hledanému řešeńı x. Společným rysem všech iteračńıch metod je fakt, že každý jednotlivý
iteračńı krok xk → xk+1 vyžaduje objem výpočt̊u srovnatelný s násobeńım matice A

vektorem, což je pro ř́ıdké matice objem nevelký (pokud je v každém řádku matice A

řádu n nejvýše m nenulových prvk̊u, jde o nm operaćı násobeńı a sč́ıtáńı). Přijatelný
objem výpočt̊u lze proto dosáhnout i pro poměrně velký počet iteraćı.

Na obhajobu př́ımých metod je však třeba dodat, že pro soustavy s ř́ıdkými maticemi
existuj́ı také velmi efektivńı algoritmy eliminačńıho typu. Přesto, pro extrémně rozsáhlé
soustavy rovnic se speciálńı strukturou matice soustavy jsou vhodně zvolené iteračńı me-
tody efektivněǰśı a jsou často jedinou prakticky realizovatelnou metodou řešeńı.

Konvergence. Většina klasických iteračńıch metod vycháźı z rozkladu matice soustavy
A = M−N , kde M je regulárńı matice. Pak je posloupnost xk definována předpisem

Mxk+1 = Nxk + b , (2.26)

přičemž počátečńı aproximace x0 je daná.
Řekneme, že iteračńı metoda konverguje, a ṕı̌seme xk → x, když č́ıselná posloupnost

‖xk − x‖ → 0. Označme ek = xk − x chybu v k-té iteraci. Protože Mx = Nx + b,
dostaneme

M(xk+1 − x) = N(xk − x) nebo-li ek+1 = M−1Nek .
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Označ́ıme-li T = M−1N, pak pomoćı (2.24) dostáváme

‖ek+1‖ ≤ ‖T‖ · ‖ek‖ ≤ ‖T‖2 · ‖ek−1‖ ≤ · · · ≤ ‖T‖k+1 · ‖e0‖ .
Konvergence iteračńı metody z libovolného startovaćıho vektoru proto jistě nastane, když

‖T‖ < 1 , kde T = M−1N je iteračńı matice. (2.27)

Podmı́nka (2.27) se neověřuje snadno, a proto si u konkrétńıch metod uvedeme jiné
postačuj́ıćı podmı́nky konvergence.

Kritéria pro ukončeńı iteraćı. Jde o to, jak rozhodnout, zda xk+1 je už dostatečně
dobrá aproximace řešeńı x. Řešeńı x neznáme, takže se bez něj muśıme obej́ıt. Nab́ıźı se
zkoumat velikost změny xk+1 − xk nebo velikost rezidua rk+1 = b − Axk+1. Postupuje
se tak, že uživatel zadá malé kladné č́ıslo ε jako požadovanou přesnost a v každém kroku
metody se testuje, zda je už splněna např. jedna z následuj́ıćıch podmı́nek

1. ‖xk+1 − xk‖ ≤ ε‖xk‖ ,

2. ‖rk+1‖ ≤ ε(‖A‖ · ‖xk+1‖+ ‖b‖) ,

3. ‖rk+1‖ ≤ ε‖r0‖ .
Je-li podmı́nka na ukončeńı iteraćı splněna, výpočet přeruš́ıme a xk+1 považujeme za
přibližnou hodnotu řešeńı x.

Jacobiova metoda. Předpokládejme, že A = L +D +U, kde D je diagonálńı matice,
která má stejnou diagonálu jakoA, a kde L resp.U je ryze dolńı resp. horńı trojúhelńıková
část A, tj.

D =




a11 0 · · · 0
0 a22 0
...

. . .
...

0 0 · · · ann


 ,

L =




0 · · · · · · 0
a21 0 0
...

. . .
. . .

...
an1 · · · an,n−1 0


 , U =




0 a12 · · · a1n
...

. . .
. . .

...
0 0 an−1,n

0 · · · · · · 0


 .

Nejjednodušš́ı rozklad A dostaneme pro M = D a N = −(L+U). Metoda (2.27) je pak
tvaru

Dxk+1 = b− (L +U)xk (2.28)

a je známa jako Jacobiova metoda. Soustava (2.28) s diagonálńı matićı se řeš́ı snadno.

Zaṕı̌seme-li (2.28) po složkách (složky vektoru xk jsou značeny x
(k)
i , podobně pro xk+1),

dostaneme

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

n∑

j = 1
j 6= i

aij x
(k)
j

)
, i = 1, 2, . . . , n .
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Analýzou vlastnost́ı iteračńı matice T = −D−1(L+U) lze dokázat, že

Jacobiova metoda konverguje, když A je ryze diagonálně dominantńı.

Gaussova-Seidelova metoda. Všimněte si, že Jacobiova metoda použ́ıvá xk k výpočtu
všech složek xk+1. Protože (alespoň na sériových poč́ıtač́ıch) prvky vektoru xk+1 poč́ıtáme
postupně jeden za druhým, vznikl přirozený nápad využ́ıt ihned ty složky xk+1, které jsou
už k dispozici. Tak dostáváme Gaussovu-Seidelovu metodu:

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑

j=1

aij x
(k+1)
j −

n∑

j=i+1

aij x
(k)
j

)
, i = 1, 2, . . . , n .

Vyjádř́ıme-li tuto metodu v maticovém tvaru, máme

(D+ L)xk+1 = b−Uxk .

Je dokázáno, že

Gaussova-Seidelova metoda konverguje, když A je ryze diagonálně dominantńı nebo pozi-
tivně definitńı.

Poznámky. Následuje několik poznatk̊u o vzájemném vztahu Jacobiovy a Gaussovy-
Seidelovy metody.

1. Konvergence Gaussovy-Seidelovy metody je pro mnohé matice A rychleǰśı než kon-
vergence Jacobiovy metody. Tak je tomu třeba v př́ıpadě, když A je ryze diagonálně
dominantńı.

2. Existuj́ı matice, pro které Gaussova-Seidelova metoda konverguje a Jacobiova me-
toda nekonverguje a naopak, pro které konverguje Jacobiova metoda a Gaussova-
Seidelova metoda nekonverguje.

3. Jacobiova metoda umožňuje paralelńı výpočet (všechny složky x
(k+1)
i mohou být

poč́ıtány současně, každá na jiném procesoru), zat́ımco Gaussova-Seidelova metoda

je ze své podstaty sekvenčńı (x
(k+1)
i lze vypoč́ıtat až po té, co byly spočteny všechny

složky x
(k+1)
j pro j < i). Pro speciálńı typy matic A jsou však vypracovány postupy

umožňuj́ıćı paralelizovat i Gaussovu-Seidelovu metodu.

Relaxačńı metody. Bezprostředně poté, co jsme základńı metodou (Jacobiovou nebo

Gaussovou-Seidelovou) spočetli i-tou složku x
(k+1)
i , provedeme jej́ı modifikaci

x
(k+1)
i := (1− ω)x

(k)
i + ωx

(k+1)
i ,

kde ω > 0 je tzv. relaxačńı parametr. Voĺıme ho tak, abychom vylepšili konvergenci
základńı metody. Pro ω = 1 dostáváme p̊uvodńı metodu. Zvoĺıme-li ω < 1, hovoř́ıme
o dolńı relaxaci, v př́ıpadě ω > 1 jde o horńı relaxaci. Efektivńı volba relaxačńıho para-
metru ω záviśı na zvolené základńı metodě a na matici soustavy A.

Praktické zkušenosti potvrzuj́ı, že dolńı relaxace může zajistit konvergenci v př́ıpadě,
když základńı metoda nekonverguje. Vhodnou volbou relaxačńıho parametru lze rychlost
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konvergence p̊uvodńı metody podstatně zrychlit. Pro zvolenou metodu a speciálńı tvar
matice A jsou známy vzorce pro optimálńı hodnotu ωopt relaxačńıho parametru. Tyto
vzorce však maj́ı význam sṕı̌se teoretický, nebot’ výpočet podle nich je př́ılǐs náročný.
Proto se pracuje s proměnným relaxačńım faktorem, v k-té iteraci s ωk, a jeho hodnota
se v každé iteraci zpřesňuje tak, aby se postupně bĺıžila k optimálńımu ωopt. Konkrétńı
metody lze naj́ıt ve specializované literatuře.

Relaxace Jacobiovy metody. Dá se ukázat, že když konverguje Jacobiova metoda, tak
konverguje také relaxovaná Jacobiova metoda pro 0 < ω ≤ 1.

Relaxace Gaussovy-Seidelovy metody je v literatuře známa jako SOR metoda (podle
anglického Successive Over Relaxation). O konvergenci SOR metody máme zejména následuj́ıćı
poznatky:

1. Pokud SOR metoda konverguje, pak je 0 < ω < 2.

2. SOR metoda konverguje, když A je ryze diagonálně dominantńı a 0 < ω ≤ 1.

3. SOR metoda konverguje, když A je pozitivně definitńı a 0 < ω < 2.

SOR metoda zapsaná po složkách je tvaru

x
(k+1)
i =

ω

aii

(
bi −

i−1∑

j=1

aij x
(k+1)
j −

n∑

j=i+1

aij x
(k)
j

)
+ (1− ω)x

(k)
i , i = 1, 2, . . . , n ,

a SOR maticově je

(ω−1D+ L)xk+1 = b− ((1− ω−1)D+U)xk.

Když ve složkovém zápisu SOR metody na pravé straně mı́sto x
(k+1)
j ṕı̌seme x

(k)
j , dosta-

neme relaxaci Jacobiovy metody označovanou jako JOR metoda, maticově

ω−1Dxk+1 = b− (L+ (1− ω−1)D+U)xk .

Př́ıklad 2.5. Velké ř́ıdké matice vznikaj́ı při numerickém řešeńı parciálńıch diferenciálńıch
rovnic. MATLAB má ve své galerii př́ıklady takových matic. Př́ıkazem

K = gallery(’poisson’,n)

vygenerujeme matici, jej́ıž strukturu nyńı poṕı̌seme. 1

1Parciálńı diferenciálńı rovnice jsou nezbytné pro modelováńı technických problémů. Při řešeńı Di-
richletovy úlohy pro Poissonovu rovnici na čtverci Ω = (0, l)× (0, l),

− ∂2u(x, y)

∂x2
− ∂2u(x, y)

∂y2
= f(x, y) v Ω a u(x, y) = g(x, y) na hranici ∂Ω ,

(funkce f a g jsou dané, neznámá je funkce u) metodou śıt́ı vzniká soustava lineárńıch rovnic s matićı

soustavy K uvažovanou v tomto př́ıkladu 2.5.
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Matice K je blokově tř́ıdiagonálńı, pro devět rovnic vypadá takto




4 −1 0 −1 0 0 0 0 0
−1 4 −1 0 −1 0 0 0 0
0 −1 4 0 0 −1 0 0 0

−1 0 0 4 −1 0 −1 0 0
0 −1 0 −1 4 −1 0 −1 0
0 0 −1 0 −1 4 0 0 −1
0 0 0 −1 0 0 4 −1 0
0 0 0 0 −1 0 −1 4 −1
0 0 0 0 0 −1 0 −1 4




.

Obecně je K složena z čtvercových submatic řádu n (tzv. blok̊u) B, −I, O, které jsou
ve čtvercové matici řádu n2 rozmı́stěny ve třech diagonálách

K =




B −I O · · · O O

− I B −I · · · O O

O −I B · · · O O
...

...
...

. . .
...

...

O O O · · · B −I

O O O · · · −I B




.

Matice I je jednotková matice,O je čtvercová matice s nulovými prvky aB je tř́ıdiagonálńı
matice

B =




4 −1 0 · · · 0 0
−1 4 −1 · · · 0 0
0 −1 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 4 −1
0 0 0 · · · −1 4




.

Na matici K se často testuje účinnost numerických metod pro řešeńı soustav lineárńıch
rovnic s ř́ıdkou matićı. Na obrázku 2.3 je vidět závislost počtu iteraćı (potřebných pro
dosažeńı zvolené přesnosti) na počtu rovnic n2. Při metodě SOR bylo zvoleno optimálńı ω.

Poznámka. Iteračńı metody, se kterými jsme se seznámili, bývaj́ı označovány jako kla-
sické iteračńı metody. V současnosti se použ́ıvaj́ı už jen zř́ıdka. Do učebńıho textu jsme
je zařadili hlavně proto, že jsou poměrně jednoduché a přitom na nich lze dobře ukázat,
jak iteračńı metody funguj́ı.

Na druhé straně metody, které se skutečně použ́ıvaj́ı, jsou poměrně složité k pocho-
peńı, takže je v tomto základńım kurzu nelze dost dobře vysvětlit. Spokoj́ıme se tedy
s konstatováńım, že existuje značné množstv́ı výkonných iteračńıch metod, viz např. [13].
Tak třeba pro soustavy s pozitivně definitńı matićı patř́ı mezi nejpopulárněǰśı metoda
sdružených gradient̊u (stručně CG podle anglického conjugate gradient), v MATLABu
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viz funkce pcg. Základńı verze této metody je stručně popsána v kapitole 6.2, viz také
cvičeńı 6.7. Pro soustavy s nesymetrickou matićı je situace komplikovaněǰśı, jednoznačný
favorit mezi metodami pro jejich řešeńı neexistuje. Jednou z mnoha použ́ıvaných metod
je zobecněná metoda minimálńıch rezidúı (stručně GMRES podle anglického generalized
minimal residual), v MATLABu viz funkce gmres.
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Obr. 2.3: Srovnáńı klasických iteračńıch metod

2.3. Cvičeńı

2.1. Metodou GEMz a GEM s částečným výběrem hlavńıho prvku (GEMpp) řešte rovnice

a)
x + 2y + 3z = 6
2x + 4y + 5z = 11
7x + 8y + 9y = 24

b)
10−15x + y = 1 + 10−15

x + 1011y = 1 + 1011

[ a) GEMz selže, GEMpp najde řešeńı (1 1 1)T ; b) GEMz spočte (0,888 1)T , GEMpp dává (1 1)T . ]

2.2. Odvod’te (pro n = 3) vzorce (2.13).

[LLT =




l11 0 0

l21 l22 0

l31 l32 l33








l11 l21 l31
0 l22 l32
0 0 l33



 =




l211 l11l21 l11l31

l21l11 l221 + l222 l21l31 + l22l32
l31l11 l31l21 + l32l22 l231 + l232 + l233



,

LLT = A ⇒ l11 =
√
a11, l21 = a21/l11, l31 = a31/l11, l22 =

√
a22 − l221, . . . ]

2.3. Pomoćı Choleského rozkladu řešte soustavy rovnic Axi = bi, i = 1, 2, 3, kde

A =



2 1 2
1 2 2
2 2 3


 , b1 =




1
−1
0


 , b2 =




0
−1
−1


 .
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[ L
.
=



1,414214 0 0
0,707107 1,224745 0
1,414214 0,816497 0,577350


 , x1 =




1
−1
0


 , x2 =




1
0

−1


 . ]

2.4. Řešte soustavy rovnic Axi = bi, i = 1, 2, 3, kde

A =




1 −1 1
2 −1 1
1 1 2



 , b1 =




−1
0
0



 , b2 =




1
2
7



 , b3 = 2x2 − x1.

[ Proved’te LU rozklad PA = LU, kde L =




1 0 0
0,5 1 0
0,5 −0,33 1


, U =



2 −1 1
0 1,5 1,5
0 0 1


,

P =



0 1 0
0 0 1
1 0 0


 . Nejdř́ıve źıskáme x1, x2 , sestav́ıme b3 a opět LU rozkladem spočteme x3:

x1 =




1
1

−1



 , x2 =




1
2
2



 , b3 =




1
3
5



 , x3 =




1

1,66
0,66



 . ]

2.5. Spočtěte č́ıslo podmı́něnosti matice soustavy A ze cvičeńı 2.1 b).
[κ(A)

.
= 1022 v normě ‖ · ‖∞. ]

2.6. Spočtěte determinant matice A ze cvičeńı 2.4 použit́ım LU rozkladu.

[ |A| = (−1)2|U| = 2 · 1,5 · 1 = 3. ]

2.7. Spočtěte inverzńı matici k matici A ze cvičeńı 2.4.

[A−1 =



−1 1 0
−1 0,33 0,33
1 −0,66 0,33


. ]

2.8. Naprogramujte metodu GEMz a upravte ji tak, aby bylo možné volitelně zapnout/vypnout částečný
výběr hlavńıho prvku (GEMpp).

2.9. Naprogramujte výpočet vektorových a maticových norem.

2.10. Naprogramujte řešeńı soustav s tř́ıdiagonálńı matićı. Prvky matice držte v paměti poč́ıtače v úspor-
ném formátu např. jako tři vektory (jednorozměrná pole). Jak vypadá transformovaná matice Ã := LU

a matice L a U źıskané LU rozkladem matice

A =




100 12 0 0
21 100 23 0
0 32 100 34
0 0 43 100


?

[ Ã
.
=




100 12 0 0
0,21 97,48 23 0

0 0,3283 92,4497 34
0 0 0,4651 84,186


 ,

L
.
=




1 0 0 0
0,21 1 0 0

0 0,3283 1 0
0 0 0,4651 1


 , U

.
=




100 12 0 0
0 97,48 23 0
0 0 92,4497 34
0 0 0 84,186


. ]
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2.11. Naprogramujte (a) Jacobiovu a (b) Gauss-Seidelovu iteračńı metodu. Jak vypadá vektor x5 pro
soustavu rovnic 


−1 9 4
−4 −4 15
33 −3 −1








x1

x2

x3



 =




29
33
24



 ,

když nejdř́ıve rovnice soustavy vhodně přerovnáte (tak, aby matice soustavy byla ryze diagonálně domi-
nantńı) a když jako počátečńı aproximaci zvoĺıte vektor x0 = (0, 0, 0)T ?

[ (a) x5
.
= (0,995405; 2,007110; 2,986472)T , (b) x5

.
= (1,000144; 1,999887; 3,000008)T . ]

2.12. Ověřte, že pro soustavu rovnic




1 1 1
1 2 2
1 2 3








x1

x2

x3



 =




3
5
6





plat́ı: (a) matici soustavy nelze žádným přerovnáńım řádk̊u upravit tak, aby byla ryze diagonálně domi-
nantńı; (b) Jacobiova metoda nekonverguje (použijte poč́ıtač); (c) matice soustavy je pozitivně definitńı
(použijte Sylvesterovo kriterium); (d) Gaussova-Seidelova metoda konverguje (použijte poč́ıtač).

2.13. Ověřte, že pro soustavu rovnic



1 1 2
1 2 2
2 2 3





x1

x2

x3


 =



4
5
7




plat́ı: (a) matici soustavy nelze žádným přerovnáńım řádk̊u upravit tak, aby byla ryze diagonálně domi-
nantńı; (b) Jacobiova metoda nekonverguje (použijte poč́ıtač); (c) matice soustavy neńı pozitivně definitńı
(použijte Sylvesterovo kriterium); (d) Gaussova-Seidelova metoda nekonverguje (použijte poč́ıtač).

2.14. Upravte soustavu ze cvičeńı 2.13 na tvar ATAx = ATb s pozitivně definitńı matićı soustavy.
Jako počátečńı aproximaci zvolte vektor x0 = (0, 0, 0)T a řešte Gaussovou-Seidelovou metodou. Použijte
poč́ıtač a pozorujte pomalou konvergenci k řešeńı. Kolik iteraćı je třeba k dosažeńı přesnosti ε = 10−6,
použijeme-li k ukončeńı výpočtu podmı́nku ‖xk+1 − xk‖∞ ≤ ε‖xk‖∞? Konverguje Jacobiova metoda?

[ ATA =




6 7 10
7 9 12
10 12 17



, ATb =




23
28
39



, k + 1 = 681. Jacobiova metoda nekonverguje. ]

2.15. Naprogramujte Jacobiovu relaxačńı metodu (stručně JOR) a Gaussovu-Seidelovu relaxačńı metodu
SOR. Pracujte se soustavami

(i)

(
10 3
2 20

)(
x1

x2

)
=

(
10
2

)
, (ii)

(
3 2
2 3

)(
x1

x2

)
=

(
5
5

)
,

počátečńı iteraci zvolte x0 = (0, 0)T . (a) Jak vypadaj́ı vektory x5 vznikaj́ıćı při řešeńı soustavy (i)
metodou JOR a SOR, když použijeme relaxačńı parametr ω = 0,5? (b) Experimentálně najděte přibližnou
optimálńı hodnotu ωopt pro metodu SOR a soustavu (ii). Pro nalezené ωopt, a také pro ω = 0,5, určete
nejmenš́ı počet krok̊u, při kterém je splněna podmı́nka ‖xk+1 − xk‖∞ ≤ 10−6‖xk‖∞. Návod: pomoćı
programu měňte ω od 1 s krokem 0,01 do 1,99 a určete př́ıpad, kdy vyjde k nejmenš́ı.

[ (a) JOR: x5
.
= (0,9592; 0,0166)T , SOR: x5

.
= (0,9640; 0,0083)T ;

(b) pro ωopt
.
= 1,15 je k + 1 = 10, pro ω = 0,5 je k + 1 = 50. ]
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3. Aproximace funkćı

Aproximovat funkci f(x) znamená nahradit ji funkćı ϕ(x), která je k f(x) v jistém
smyslu bĺızká. Ṕı̌seme ϕ(x) ≈ f(x). Budeme se zabývat dvěma základńımi typy aproxi-
mace, a to interpolaćı a metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

Interpolace je taková aproximace, při ńıž ϕ(x) nabývá v zadaných bodech xi předepsaných
hodnot yi = f(xi). Někdy nav́ıc žádáme, aby funkce ϕ a f měly v bodech xi také
stejné derivace. Interpolaci je věnován odstavec 3.1.

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u je taková aproximace, při ńıž ϕ(x) prokládáme mezi zada-
nými body [xi, yi] tak, aby vzdálenost funkćı f a ϕ byla v jistém smyslu minimálńı.
Je přitom charakteristické, že funkce ϕ body [xi, yi] neprocháźı. Metoda nejmenš́ıch
čtverc̊u je vyložena v odstavci 3.2.

Aproximaci ϕ(x) použijeme k přibližnému výpočtu hodnot funkce f(x), třeba při vy-
kreslováńı ϕ ≈ f . Je žádoućı, aby výpočet ϕ(x) byl jednoduchý. Proto se ϕ často hledá
ve tvaru polynomu.

Obecně, ϕ(x) se použ́ıvá k řešeńı úloh, v nichž vystupuje funkce f , kterou je účelné
nebo dokonce nezbytné nahradit jej́ı vhodnou aproximaćı ϕ. Jako př́ıklad uved’me výpočet
derivace nebo určitého integrálu: f ′(x) nahrad́ıme pomoćı ϕ′(x) a

∫ b

a
f(x) dx nahrad́ıme

pomoćı
∫ b

a
ϕ(x) dx.

3.1. Interpolace

Interpolačńı funkci ϕ(x) vyb́ıráme z vhodné tř́ıdy funkćı. Omeźıme se na dva nejběžněǰśı
př́ıpady:

a) ϕ(x) je polynom;

b) ϕ(x) je po částech polynom, na každém subintervalu obecně jiný.

3.1.1. Interpolace polynomem

Předpokládejme, že jsou dány navzájem r̊uzné body

x0, x1, . . . , xn , xi 6= xj pro i 6= j ,

ř́ıkáme jim také uzly interpolace, a v každém z nich je předepsána hodnota yi. Hledáme
interpolačńı polynom Pn(x) stupně nejvýše n, který splňuje interpolačńı podmı́nky

Pn(xi) = yi , i = 0, 1, . . . , n . (3.1)

Existenci interpolačńıho polynomu dokážeme tak, že ho zkonstruujeme.

Lagrange̊uv tvar interpolačńıho polynomu má vyjádřeńı

Pn(x) = y0ℓ0(x) + y1ℓ1(x) + · · ·+ ynℓn(x) =
n∑

i=0

yiℓi(x) , (3.2)
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kde ℓi(x) jsou tzv. fundamentálńı polynomy definované předpisem

ℓi(x) =
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
. (3.3)

Snadno nahlédneme, že

ℓi(xk) =

{
1 pro k = i,
0 pro k 6= i,

i, k = 0, 1, . . . , n , (3.4)

takže interpolačńı podmı́nky Pn(xk) =
∑n

i=0 yiℓi(xk) = yk, k = 0, 1, . . . , n, jsou splněny.
Interpolačńı polynom je daty [xi, yi], i = 0, 1, . . . , n, určen jednoznačně. Skutečně,

jsou-li P a Q interpolačńı polynomy splňuj́ıćı interpolačńı podmı́nky P (xi) = Q(xi) = yi,
pak polynom P −Q je roven nule v uzlech x0, x1, . . . , xn. Avšak polynom stupně nejvýše
n nemůže mı́t v́ıce než n kořen̊u, pokud se nerovná identicky nule. V našem př́ıpadě proto
nutně P−Q = 0 a tedy P = Q. T́ım je jednoznačnost interpolačńıho polynomu dokázána.

Př́ıklad 3.1. Urč́ıme interpolačńı polynom pro data předepsaná tabulkou

xi −1 1 2 3

yi −6 −2 −3 2

Nejdř́ıve źıskáme fundamentálńı polynomy

ℓ0(x) =
(x− 1)(x− 2)(x− 3)

(−1− 1)(−1− 2)(−1− 3)
= − 1

24
(x3 − 6x2 + 11x− 6) ,

ℓ1(x) =
(x+ 1)(x− 2)(x− 3)

(1 + 1)(1− 2)(1− 3)
=

1

4
(x3 − 4x2 + x+ 6) ,

ℓ2(x) =
(x+ 1)(x− 1)(x− 3)

(2 + 1)(2− 1)(2− 3)
= −1

3
(x3 − 3x2 − x+ 3) ,

ℓ3(x) =
(x+ 1)(x− 1)(x− 2)

(3 + 1)(3− 1)(3− 2)
=

1

8
(x3 − 2x2 − x+ 2)

a pak sestav́ıme interpolačńı polynom

P3(x) = −6 · ℓ0(x)− 2 · ℓ1(x)− 3 · ℓ2(x) + 2 · ℓ3(x) = x3 − 3x2 + x− 1 . �

Hlavńı přednost́ı Lagrangeova tvaru interpolačńıho polynomu je jeho elegantńı forma.
Použ́ıvá se proto zejména v teoretických úvahách. Pro praktické použit́ı však ideálńı neńı.
Upozorněme na dva jeho hlavńı nedostatky.

(a) Přidáme-li daľśı uzel xn+1, muśıme přepoč́ıtat všechny fundamentálńı polynomy.

(b) Počet operaćı potřebných k výpočtu hodnoty Pn(x̄) je poměrně značný, vyžaduje
O(n2) operaćı.

42



Oba tyto nedostatky odstraňuje efektivněǰśı zápis Lagrangeova interpolačńıho poly-
nomu, viz cvičeńı 3.1, formule (3.36), nebo barycentrická interpolačńı formule (3.37), v́ıce
viz [2]. Daľśı možnost́ı je použ́ıt

Newton̊uv tvar interpolačńıho polynomu

Pn(x) = a0+a1(x−x0)+a2(x−x0)(x−x1)+· · ·+an(x−x0)(x−x1) · · · (x−xn−1) . (3.5)

Přidáńı daľśıho uzlu xn+1 je snadné, k Pn(x) stač́ı přič́ıst jeden daľśı člen, nebot’

Pn+1(x) = Pn(x) + an+1(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn) .

Nedostatek (a) Lagrangeova tvaru interpolačńıho polynomu jsme tedy překonali. Hodnotu
z = Pn(x̄) urč́ıme podobně jako v Hornerově schématu, tj. postupem:

z := an a pak pro i = n− 1, n− 2, . . . , 0 poč́ıtej z := z(x̄− xi) + ai . (3.6)

Koeficienty ai lze vypoč́ıtat př́ımo z interpolačńıch podmı́nek (3.1) a dosáhnout tak
významné úspory v počtu operaćı. Existuje však ještě lepš́ı zp̊usob a ten si ted’ uvedeme.

Nejdř́ıve definujeme poměrné diference :

P [xi] := yi ,

P [xi−1, xi] := (P [xi]− P [xi−1])/(xi − xi−1) ,

P [xi−2, xi−1, xi] := (P [xi−1, xi]− P [xi−2, xi−1])/(xi − xi−2),

a dále, pro 3 ≤ k ≤ n:

P [xi−k, xi−k+1, . . . , xi−1, xi] := (P [xi−k+1, . . . , xi]− P [xi−k, . . . , xi−1])/(xi − xi−k) .

(3.7)

Dá se ukázat, že

ai = P [x0, x1, . . . , xi] , (3.8)

takže Newton̊uv tvar interpolačńıho polynomu je

Pn(x) =P [x0] + P [x0, x1](x− x0) + P [x0, x1, x2](x− x0)(x− x1) + . . .

+ P [x0, x1, . . . , xn](x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1) .
(3.9)

Označ́ıme-li Pik = P [xi−k, . . . , xi], pak ai = Pii. Následuje

algoritmus výpočtu poměrných diferenćı

Pro i = 0, 1, . . . , n prováděj :

Pi0 := yi

Pro k = 1, 2, . . . , i proved’ :

Pik := (Pi,k−1 − Pi−1,k−1)/(xi − xi−k)

konec cyklu k ,

konec cyklu i .
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x0 P00

x1 P10 P11

x2 P20 P21 P22

x3 P30 P31 P32 P33

...
...

...
...

. . .

xn Pn0 Pn1 Pn2 . . . Pn,n−1 Pnn

Výpočet lze přehledně zaznamenat do ta-
bulky, kterou vyplňujeme po řádćıch. Vý-
počet koeficient̊u ai = Pii vyžaduje O(n2)
operaćı, avšak výpočet Pn(x̄) podle (3.6)
vyžaduje jen O(n) operaćı. Dosáhli jsme tedy
řádově nižš́ıho počtu operaćı, než kolik je jich
třeba pro výpočet Pn(x̄) z Lagrangeova in-
terpolačńıho polynomu. To znamená, že také
nedostatek (b) Lagrangeova interpolačńıho
polynomu je uspokojivě vyřešen.

Př́ıklad 3.2. Sestav́ıme Newton̊uv interpolačńı polynom pro data z př́ıkladu 3.1. Pr̊uběh
výpočtu zaznamenáváme do tabulky. Dostaneme

xi Pi0 Pi1 Pi2 Pi3

−1 −6 =⇒ a0 = −6

1 −2 2 =⇒ a1 = 2

2 −3 −1 −1 =⇒ a2 = −1

3 2 5 3 1 =⇒ a3 = 1 ,

takže P3(x) = −6 + 2 · (x+ 1) + (−1) · (x+ 1)(x− 1) + 1 · (x+ 1)(x− 1)(x− 2) .
V bodě x̄ = 0,5 podle (3.6) vypočteme

P3(0,5) = ((1 · (0,5− 2)− 1) · (0,5− 1) + 2) · (0,5 + 1)− 6 = −1,125 .

Když přidáme daľśı uzel x4 = 0 a v něm předeṕı̌seme hodnotu y4 = 2, stač́ı dopoč́ıtat
jeden řádek tabulky. Dostaneme

x4 P40 P41 P42 P43 P44

0 2 0 2,5 0,5 −0,5 =⇒ a4 = −0,5 ,

a tedy P4(x) = P3(x) + (−0,5) · (x+ 1)(x− 1)(x− 2)(x− 3) . �

Chyba aproximace interpolačńım polynomem. Nejdř́ıve zavedeme následuj́ıćı

Označeńı. Symbolem C〈a, b〉 budeme značit množinu všech funkćı, které jsou v intervalu
〈a, b〉 spojité, a symbolem Ck〈a, b〉 pak množinu všech funkćı, které jsou v intervalu 〈a, b〉
spojité spolu se svými derivacemi až do řádu k včetně. Pro k = 0 zřejmě C0〈a, b〉 ≡ C〈a, b〉.

Předpokládejme, že č́ısla yi nejsou libovolná, ale že yi = f(xi) jsou hodnoty funkce f
v uzlech interpolace. Pak nás jistě bude zaj́ımat chyba

En(x̄) := f(x̄)− Pn(x̄)

ve zvoleném bodě x̄. Pro x̄ = xi je En(xi) = 0. Jaká je ale chyba mimo uzly interpolace?
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Necht’ tedy x̄ je libovolný bod, 〈a, b〉 je nějaký interval obsahuj́ıćı všechny uzly xi

interpolace a také zkoumaný bod x̄, a necht’ f ∈ Cn+1〈a, b〉. Pak pro chybu En(x̄) plat́ı

En(x̄) = f(x̄)− Pn(x̄) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x̄− x0)(x̄− x1) . . . (x̄− xn) , (3.10)

kde ξ = ξ(x̄) je (bĺıže neurčený) bod z intervalu 〈a, b〉. Zápisem ξ = ξ(x̄) přitom chceme
zd̊uraznit, že poloha bodu ξ záviśı nejen na funkci f a na interpolantu Pn, ale také na
zvoleném bodu x̄.

Poznámky. Abychom zjednodušili výklad, budeme předpokládat, že x0 < x1 < · · · < xn.

1) Jestliže Mn+1 je taková konstanta, že |f (n+1)(x)| ≤ Mn+1 pro každé x ∈ 〈a, b〉, pak

|En(x̄)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!
max
x∈〈a, b〉

|ωn+1(x)| , (3.11)

kde ωn+1(x) = (x − x0)(x − x1) . . . (x − xn). Odhad (3.11) je však obvykle př́ılǐs
pesimistický.
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Obr. 3.1: Graf funkce |ωn+1(x)|

2) Jestliže má funkce f(x) derivace všech řád̊u ohraničené stejnou konstantou, pak pro
dostatečně velké n je chyba libovolně malá.

Př́ıklad 3.3. Pro f(x) = sin x lze vźıt Mn+1 = 1, proto

|En(x)| ≤
(b− a)n+1

(n + 1)!
. Dá se dokázat, že

(b− a)n+1

(n + 1)!
→ 0 pro n → ∞ ,

takže Pn(x) → f(x) pro každé x z libovolného konečného intervalu 〈a, b〉. �

3) Jestliže interpolačńı polynom použ́ıváme k výpočtu hodnot interpolované funkce
vně intervalu 〈x0, xn〉, ř́ıkáme, že provád́ıme extrapolaci. V tomto př́ıpadě může být
chyba aproximace velká, nebot’ hodnota |ωn+1(x)| rychle roste, když se x vzdaluje
od x0 doleva nebo od xn doprava.
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4) ωn+1(x) může nabývat velkých hodnot také uvnitř intervalu 〈x0, xn〉, zejména když
jsou uzly xi rozmı́stěny rovnoměrně, tj. když xi = x0 + ih, kde h je pevně zvolený
krok. Na obr. 3.1 vid́ıme, že ve středu intervalu 〈x0, xn〉 nabývá |ωn+1(x)| nejmenš́ıch
hodnot, v bĺızkosti střed̊u krajńıch interval̊u, zejména interval̊u 〈x0, x1〉 a 〈xn−1, xn〉,
je však hodnota |ωn+1(x)| značná. Toto chováńı polynomu ωn+1(x) se promı́tne i do
pr̊uběhu interpolantu Pn(x).

Př́ıklad 3.4. Sestroj́ıme interpolačńı polynom Rungeovy funkce

f(x) =
1

1 + 25x2

na rovnoměrném děleńı intervalu 〈−1, 1〉.
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Obr. 3.2: Interpolačńı polynom Rungeovy funkce

Jde o známý př́ıklad, na kterém se demonstruje, že pro rostoućı počet d́ılk̊u chyba
interpolace neomezeně roste. �

Vhodným rozmı́stěńım uzl̊u lze chybu |ωn+1(x)| minimalizovat, viz cvičeńı 3.6. Tuto
možnost však obvykle nemáme, nebot’ uzly jsou pevně dány. Proto použ́ıváńı inter-
polačńıch polynom̊u vysokých stupň̊u obecně nelze doporučit.

Hermitova interpolace. Doposud jsme se zabývali Lagrangeovou interpolaćı. Jej́ım cha-
rakteristickým rysem je to, že interpolačńı polynom Pn(x) je určen zadanými hodnotami
Pn(xi) = yi v uzlech xi. Pokud interpolačńı polynom určuj́ı nav́ıc také předepsané deri-
vace, hovoř́ıme o Hermitově interpolaci.
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Předpokládejme tedy, že v každém uzlu xi je zadáno αi + 1 č́ısel y
(0)
i , y

(1)
i , . . . , y

(αi)
i .

Označme α = n +
∑n

i=0 αi. Pak Hermitovým interpolačńım polynomem Pα(x) nazveme
polynom stupně nejvýše α, který splňuje interpolačńı podmı́nky

dj

dxj
Pα(xi) = y

(j)
i , j = 0, 1, . . . , αi , i = 0, 1, . . . , n . (3.12)

Nultou derivaćı přitom rozumı́me funkčńı hodnotu. Je dokázáno, že existuje jediný takový
polynom. Jestliže

y
(j)
i =

dj

dxj
f(xi) , j = 0, 1, . . . , αi , i = 0, 1, . . . , n ,

ř́ıkáme, že Pα(x) je Hermit̊uv interpolačńı polynom funkce f(x).
Necht’ 〈a, b〉 je interval obsahuj́ıćı uzly interpolace. Jestliže f ∈ Cα+1〈a, b〉, pak pro

chybu Hermitovy interpolace v bodě x̄ ∈ 〈a, b〉 plat́ı

f(x̄)− Pα(x̄) =
f (α+1)(ξ)

(α + 1)!
(x̄− x0)

α0+1(x̄− x1)
α1+1 . . . (x̄− xn)

αn+1 , (3.13)

kde ξ = ξ(x̄) je (nějaký bĺıže neurčený) bod z intervalu 〈a, b〉.
Použit́ı Hermitova polynomu vysokého stupně obecně nelze doporučit, protože (stejně

jako u Lagrangeovy interpolace) může být chyba interpolace mezi uzly značná.
Vzorec pro určeńı koeficient̊u Hermitova interpolačńıho polynomu je poměrně kom-

plikovaný, lze ho naj́ıt např. v [22], zde ho neuvád́ıme. Mı́sto toho si na př́ıkladu ukážeme,
jak lze Hermit̊uv polynom určit př́ımo z interpolačńıch podmı́nek.

Př́ıklad 3.5. Sestroj́ıme Hermit̊uv interpolačńı polynom pro data podle tabulky

xi yi y′i y′′i

−1 2 −4 12

1 2 4

Tedy x0 = −1, α0 = 2, y
(0)
0 = 2, y

(1)
0 = −4, y

(2)
0 = 12,

x1 = 1, α1 = 1, y
(0)
1 = 2, y

(1)
1 = 4.

Protože je předepsáno celkem 5 podmı́nek, Hermit̊uv polynom navrhneme jako polynom
stupně α = 4. Abychom si ušetřili práci, zaṕı̌seme ho ve tvaru mocninného rozvoje okolo
toho bodu, v němž je předepsán největš́ı počet podmı́nek, v našem př́ıpadě tedy okolo
x0 = −1. Pak

P4(x) = a+ b(x+ 1) + c(x+ 1)2 + d(x+ 1)3 + e(x+ 1)4 .

Koeficienty a, b, c źıskáme snadno. Z podmı́nky P4(−1) = 2 okamžitě dostaneme a = 2.
Podobně z podmı́nky P ′

4(−1) = −4 obdrž́ıme b = −4, a protože P ′′
4 (−1) = 2c, z podmı́nky

P ′′
4 (−1) = 12 dostaneme c = 6. Dále

P4(1) = 2− 4 · 2 + 6 · 22 + d · 23 + e · 24 = 2 =⇒ 8d + 16e = −16 ,

P ′
4(1) = −4 + 2 · 6 · 2 + 3 · d · 22 + 4 · e · 23 = 4 =⇒ 12d+ 32e = −16 .

Tuto soustavu vyřeš́ıme a dostaneme d = −4, e = 1. Tedy

P4(x) = 2− 4(x+ 1) + 6(x+ 1)2 − 4(x+ 1)3 + (x+ 1)4 = x4 − 1 . �
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3.1.2. Interpolačńı splajny

Jestliže chceme interpolovat funkci f(x) na poměrně dlouhém intervalu 〈a, b〉, muśıme
žádat splněńı interpolačńıch podmı́nek v dostatečně velkém počtu bod̊u. Pokud bude in-
terpolantem polynom, muśı být vysokého stupně a to, jak v́ıme, obvykle vede k velkým
chybám mezi uzly. Tudy proto cesta nevede. Lepš́ı je rozdělit interval 〈a, b〉 na řadu
menš́ıch subinterval̊u a na každém z nich sestrojit interpolačńı polynom nižš́ıho stupně.

Předpokládejme, že

a = x0 < x1 < · · · < xi−1 < xi < xi+1 < · · · < xn−1 < xn = b (3.14)

je děleńı intervalu 〈a, b〉. V každém uzlu xi je předepsána hodnota yi interpolantu. Délku
i-tého intervalu 〈xi−1, xi〉 označ́ıme hi a délku nejdeľśıho intervalu h, tj.

hi = xi − xi−1 , i = 1, 2, . . . , n , h = max
1≤i≤n

hi . (3.15)

Hledaný po částech polynomický interpolant budeme značit S(x) a nazveme ho inter-
polačńım splajnem. Na každém intervalu 〈xi−1, xi〉 je S(x) polynom, jehož př́ıslušnost
k i-tému intervalu vyznač́ıme indexem i, tj.

S(x) je na intervalu 〈xi−1, xi〉 polynom Si(x) .

K vyjádřeńı polynomu Si(x) s výhodou použijeme lokálńı proměnnou

s = x− xi−1 .

Budeme také použ́ıvat prvńı poměrnou diferenci

δi =
yi − yi−1

xi − xi−1
=

yi − yi−1

hi
.

Lineárńı interpolačńı splajn (dále jen lineárńı splajn) je to nejjednodušš́ı, co nás
napadne: každé dva sousedńı body [xi−1, yi−1] a [xi, yi] spoj́ıme úsečkou. Zřejmě

Si(x) = yi−1 +
yi − yi−1

xi − xi−1

(x− xi−1) = yi−1 + sδi (3.16)

je lineárńı interpolačńı polynom procházej́ıćı body [xi−1, yi−1] a [xi, yi]. Lineárńı splajn
S(x) je spojitá funkce, derivace S ′(x) je však ve vnitřńıch uzlech obecně nespojitá.

Jestliže yi = f(xi), i = 0, 1, . . . , n, a f ∈ C2〈a, b〉, pak pro chybu interpolace plat́ı

|f(x)− S(x)| ≤ Ch2 , (3.17)

kde x ∈ 〈a, b〉 je libovolné a C je konstanta nezávislá na h.
Pro dostatečně mnoho uzl̊u lze učinit chybu libovolně malou. Např́ıklad při vykres-

lováńı na obrazovku monitoru s rozlǐseńım 1920 x 1080 bod̊u jistě stač́ı použ́ıt 1920 in-
terpolačńıch uzl̊u k źıskáńı kvalitńıho grafu interpolované funkce. Možná bychom byli
spokojeni, i kdybychom zvolili méně uzl̊u, avšak při postupném snižováńı počtu uzl̊u by
nutně nastal okamžik, kdy by nás již začaly rušit ostré hrany grafu S(x) v interpolačńıch
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uzlech. Pokud bychom současně vykreslovali také funkci f(x), pak by nám začaly vadit
také viditelné odchylky interpolantu S(x) od interpolované funkce f(x) mezi uzly inter-
polace.

Přesněǰśı interpolant bychom mohli sestrojit tak, že bychom na intervalech 〈x0, xk〉,
〈xk, x2k〉, . . . aproximovali f(x) pomoćı interpolačńıch polynomů stupně (nejvýše) k > 1.
Chyba interpolace by v tom př́ıpadě byla úměrná hk+1, derivace v uzlech xk, x2k, . . .
by však z̊ustaly nespojité. Velké k ale nemá smysl použ́ıvat, jinak bychom zase mohli
dostat velké chyby mezi uzly interpolace a byli bychom zpět v situaci, které jsme se právě
interpolaćı po částech chtěli vyhnout.

Velmi populárńı je aproximace po částech kubickým polynomem, která je nejen spojitá,
ale má také spojité prvńı nebo dokonce i druhé derivace. Popisu takových aproximaćı se
budeme věnovat v následuj́ıćıch odstavćıch.

Hermit̊uv kubický interpolačńı splajn (dále jen Hermit̊uv kubický splajn) hledáme
jako funkci S(x), která

a) je v intervalu 〈a, b〉 spojitá spolu se svou prvńı derivaćı, tj. S ∈ C1〈a, b〉,

b) splňuje interpolačńı podmı́nky

S(xi) = yi , S ′(xi) = di , i = 0, 1, . . . , n , (3.18)

kde yi, di jsou předepsané funkčńı hodnoty a derivace,

c) je na každém intervalu 〈xi−1, xi〉, i = 1, 2, . . . , n, polynom třet́ıho stupně.

Si(x) je tedy kubický Hermit̊uv polynom jednoznačně určený podmı́nkami

Si(xi−1) = yi−1 , S ′
i(xi−1) = di−1 ,

Si(xi) = yi , S ′
i(xi) = di .

Snadno ověř́ıme, že tyto podmı́nky jsou splněny pro

Si(x) = yi−1 + sdi−1 + s2
3δi − 2di−1 − di

hi
+ s3

di−1 − 2δi + di
h2
i

. (3.19)

Funkce S(x) je spojitá spolu se svou prvńı derivaćı, druhá derivace už obecně spojitá neńı.
Jestliže yi = f(xi), di = f ′(xi), i = 0, 1, . . . , n, a f ∈ C4〈a, b〉, pak pro chybu interpo-

lace plat́ı

|f(x)− S(x)| ≤ Ch4 , (3.20)

kde x ∈ 〈a, b〉 je libovolné a C je konstanta nezávislá na h.
Pokud derivace di nejsou k dispozici, muśıme je vypoč́ıtat pomoćı vhodně zvolených

dodatečných podmı́nek.

Kubický interpolačńı splajn (dále jen kubický splajn). Směrnice di ve vnitřńıch uzlech
můžeme určit tak, že požadujeme, aby splajn S ∈ C2〈a, b〉, tj. aby platilo

S ′′
i (xi) = S ′′

i+1(xi) , i = 1, 2, . . . , n− 1 . (3.21)
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Derivováńım (3.19) dostaneme

S ′′
i (x) =

(6hi − 12s)δi + (6s− 4hi)di−1 + (6s− 2hi)di
h2
i

.

Pro x = xi je s = hi, takže

S ′′
i (xi) =

−6δi + 2di−1 + 4di
hi

.

Pro x = xi−1 je s = 0 a

S ′′
i (xi−1) =

6δi − 4di−1 − 2di
hi

.

Když v posledńım vzorci zvětš́ıme index i o jedničku, dostaneme

S ′′
i+1(xi) =

6δi+1 − 4di − 2di+1

hi+1
.

Dosazeńım do (3.21) tak dostaneme rovnice

hi+1di−1+2(hi+1+ hi)di + hidi+1 = 3(hi+1δi + hiδi+1) , i = 1, 2, . . . , n− 1 . (3.22)

Jestliže předeṕı̌seme okrajové podmı́nky

S ′(a) = da , S ′(b) = db , (3.23)

pak v soustavě (3.22) dosad́ıme v prvńı rovnici d0 := da a člen h2da převedeme na pravou
stranu, a v posledńı rovnici dosad́ıme dn := db a člen hn−1db převedeme na pravou stranu.
Soustavu pak řeš́ıme a źıskáme zbývaj́ıćı směrnice di, i = 1, 2, . . . , n−1. Matice soustavy je
tř́ıdiagonálńı, diagonálně dominantńı, takže soustavu lze snadno vyřešit GEM upravenou
pro soustavy s tř́ıdiagonálńı matićı. V MATLABu lze pro výpočet kubického splajnu
použ́ıt funkci spline.

Jestliže yi = f(xi), i = 0, 1, . . . , n, d0 = f ′(x0), dn = f ′(xn), a když f ∈ C4〈a, b〉, pak
pro chybu interpolace opět plat́ı (3.20).

Obrázek 3.3 potvrzuje, že pomoćı kubického splajnu lze pro data stejná jako v př́ıkladu
3.4 dostat zcela vyhovuj́ıćı aproximaci Rungeovy funkce.

Kubický splajn má pozoruhodnou extremálńı vlastnost, kterou si ted’ poṕı̌seme. Ozna-
č́ıme

V = {v ∈ C2〈a, b〉| v(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n, v′(x0) = d0, v
′(xn) = dn}

množinu všech funkćı, které maj́ı v intervalu 〈a, b〉 spojitou druhou derivaci, procházej́ı
zadanými body [xi, yi], i = 0, 1, . . . , n, a v krajńıch bodech a = x0 a xn = b jejich derivace

nabývaj́ı předepsaných hodnot d0 a dn. Pak
∫ b

a
[v′′(x)]2 dx nabývá na množině funkćı V

své nejmenš́ı hodnoty pro kubický splajn S(x), tj. plat́ı

∫ b

a

[S ′′(x)]2 dx = min
v∈V

∫ b

a

[v′′(x)]2 dx .
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Obr. 3.3: Aproximace Rungeovy funkce kubickým splajnem

Tato vlastnost má zaj́ımavou interpretaci v mechanice. Je totiž známo, že ohybová
energie homogenńıho izotropńıho prutu, jehož střednicová čára má rovnici y = v(x),

x ∈ 〈a, b〉, má přibližně hodnotu E(v) = c
∫ b

a
[v′′(x)]2 dx, kde c je vhodná konstanta.

A dále je také známo, že prut, který je donucen procházet pevnými interpolačńımi body
[xi, yi], zaujme pozici s minimálńı energíı. Extremálńı vlastnost tedy tvrd́ı, že kubický
splajn aproximuje střednicovou čáru takového prutu.

Jestliže směrnice da a db v krajńıch bodech intervalu 〈a, b〉 neznáme, osvědčil se po-
stup, označovaný v anglicky psané literatuře jako not a knot. Myšlenka je jednoduchá:
požadujeme, aby splajn byl jednoduchým polynomem třet́ıho stupně na prvńıch dvou in-
tervalech, tj. pro x0 ≤ x ≤ x2, a na posledńıch dvou intervalech, tj. pro xn−2 ≤ x ≤ xn.
V uzlech x1 a xn−1 tedy už nedocháźı k napojováńı dvou r̊uzných polynomů, tj. uzel x1

a xn−1 už neńı knot, česky uzel splajnu, odtud název postupu not a knot.
Polynomy S1(x) a S2(x) maj́ı v bodě x1 společnou funkčńı hodnotu y1, stejnou prvńı

derivaci d1 a podle (3.21) také stejnou druhou derivaci. Aby oba polynomy byly totožné
stač́ı, když budou mı́t v bodě x1 také stejnou třet́ı derivaci. Stejnou úvahu lze provést
v bodě xn−1. Dostáváme tak okrajové podmı́nky

S ′′′
1 (x1) = S ′′′

2 (x1) , S ′′′
n−1(xn−1) = S ′′′

n (xn−1) . (3.24)

Když pomoćı (3.19) vyjádř́ıme podmı́nku S ′′′
1 (x1) = S ′′′

2 (x1) a uprav́ıme ji pomoćı prvńı
rovnice soustavy (3.22), dostaneme rovnici

h2d0 + (h2 + h1)d1 = [(3h1 + 2h2)h2δ1 + h2
1δ2]/(h1 + h2) . (3.25)

Podobně zpracujeme také podmı́nku S ′′′
n−1(xn−1) = S ′′′

n (xn−1) a dostaneme rovnici

(hn + hn−1)dn−1 + hn−1dn = [h2
nδn−1 + (2hn−1 + 3hn)hn−1δn]/(hn−1 + hn) . (3.26)
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Neznámé d0, d1, . . . , dn pak dostaneme jako řešeńı soustavy rovnic, z nichž prvńı je rovnice
(3.25), pak následuje n− 1 rovnic (3.22) a nakonec přijde ještě rovnice (3.26). Použijeme
opět GEM upravenou pro soustavy s tř́ıdiagonálńı matićı.

Je-li aproximovaná funkce periodická s periodou b−a, je přirozené požadovat, aby apro-
ximuj́ıćı splajn byl rovněž periodický s toutéž periodou. Je-li tedy S periodický kubický
splajn s periodou b − a, pak na intervalu 〈b, b + h1〉 nabývá stejných hodnot jako na
intervalu 〈a, a + h1〉. Jestliže označ́ıme hn+1 = h1, xn+1 = xn + hn+1, S(xn+1) = yn+1

a S ′(xn+1) = dn+1, pak muśı platit yn = y0, dn = d0, yn+1 = y1 a dn+1 = d1. Spojitost
S ′′ v bodě xn znamená, že rovnice (3.22) plat́ı také pro i = n. Periodický kubický splajn
je tedy určen, pokud vypočteme d1, d2, . . . , dn z rovnic (3.22) pro i = 1, 2, . . . , n s t́ım, že
v prvńı z nich, tj. pro i = 1, mı́sto d0 ṕı̌seme dn, v posledńı z nich , tj. pro i = n, mı́sto
dn+1 ṕı̌seme d1 a polož́ıme hn+1 = h1, δn+1 = δ1.

Shrnut́ı. Kubický interpolačńı splajn S(x) je funkce, která

a) je v intervalu 〈a, b〉 spojitá spolu se svou prvńı a druhou derivaćı, tj. S ∈ C2〈a, b〉,

b) splňuje interpolačńı podmı́nky S(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n, kde yi jsou předepsané
funkčńı hodnoty,

c) je na každém intervalu 〈xi−1, xi〉 polynom třet́ıho stupně,

d) splňuje okrajové podmı́nky (3.23) nebo (3.24) nebo je periodická s periodou b− a.

Př́ıklad 3.6. Oblouk [x(t), y(t)] ≡ [cos t, sin t], t ∈ 〈0, π/2〉, budeme aproximovat křivkou
[Sx(t), Sy(t)], kde Sx(t) resp. Sy(t) jsou kubické splajny funkćı cos t resp. sin t na intervalu
〈0, π/2〉. Interval 〈0, π/2〉 rozděĺıme na n stejných d́ılk̊u, takže ti = πi/(2n). Označ́ıme
dxi = [Sx]′(ti), d

y
i = [Sy]′(ti). Protože x′(t) = − sin t, y′(t) = cos t, polož́ıme

dx0 = − sin 0 = 0 , dxn = − sin(π/2) = −1 , dy0 = cos 0 = 1 , dyn = cos(π/2) = 0 .

V daľśım budeme uvažovat n = 3. Soustavu rovnic (3.22) sestav́ıme zvlášt’ pro x-ovou
a zvlášt’ pro y-ovou složku. Matice obou soustav je stejná, pravé strany jsou však r̊uzné.
Na daľśım řádku je uvedena soustava rovnic se dvěma pravými stranami a jej́ı řešeńı:

1
6
π

(
1 4 1 0
0 1 4 1

)



0 1
dx1 dy1
dx2 dy2
−1 0


 = 3

(
−1

2
1
2

√
3

−1
2

√
3 1

2

)
=⇒ dy1 = −dx2

.
= 0,865537,

dy2 = −dx1
.
= 0,499813.

Sx
i (t) a Sy

i (t) urč́ıme podle (3.19). Např́ıklad pro t ∈ 〈π/6, π/3〉 dostaneme

Sx
2 (t)

.
= 0,8660− 0,4998(t− 1

6
π)− 0,4431(t− 1

6
π)2 + 0,1195(t− 1

6
π)3,

Sy
2 (t)

.
= 0,5000 + 0,8655(t− 1

6
π)− 0,2554(t− 1

6
π)2 − 0,1195(t− 1

6
π)3. �

Konstrukce kubického interpolačńıho splajnu užit́ım druhých derivaćı. Snadno
ověř́ıme, že kubický polynom

Si(x) = yi−1 + s
6δi − 2hiMi−1 − hiMi

6
+ s2

Mi−1

2
+ s3

Mi −Mi−1

6hi
. (3.27)
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splňuje podmı́nky

Si(xi−1) = yi−1 , S ′′
i (xi−1) = Mi−1 ,

Si(xi) = yi , S ′′
i (xi) = Mi .

Funkce S(x), která je na každém intervalu 〈xi−1, xi〉 definována předpisem (3.27), proto
zřejmě splňuje podmı́nky S(xi) = yi, S ′′(xi) = Mi, i = 0, 1, . . . , n. S(x) je tedy na
intervalu 〈a, b〉 spojitá a má v něm spojitou druhou derivaci. Abychom dostali kubický
splajn, muśı mı́t S(x) v 〈a, b〉 spojitou také prvńı derivaci. Protože nespojitost S ′(x) může
nastat jedině ve vnitřńıch uzlech, stač́ı požadovat

S ′
i(xi) = S ′

i+1(xi) , i = 1, 2, . . . , n− 1 . (3.28)

Vyjádř́ıme-li (3.28) pomoćı (3.27), dostaneme rovnice

hiMi−1 + 2(hi + hi+1)Mi + hi+1Mi+1 = 6(δi+1 − δi) , i = 1, 2, . . . , n− 1 . (3.29)

Když zvoĺıme okrajové podmı́nky

S ′′(a) = Ma , S ′′(b) = Mb , (3.30)

dosad́ıme je do (3.29), soustavu rovnic vyřeš́ıme a źıskámeMi, i = 1, 2, . . . , n−1. Všimněte
si, že matice soustavy (3.29) je symetrická. Je samozřejmě možné uvažovat také jiné typy
okrajových podmı́nek, např. (3.23) nebo (3.24).

Kubický splajn s vlastnost́ı S ′′(a) = S ′′(b) = 0 se nazývá přirozený kubický splajn.
Je známo, že přirozený kubický splajn aproximuje pr̊uhyb prostě podepřeného nosńıku
procházej́ıćıho body [xi, yi]. Mi maj́ı význam ohybových moment̊u v uzlech [xi, yi].

3.1.3. Interpolace funkćı v́ıce proměnných

Omeźıme se na př́ıpad, kdy f je funkce dvou proměnných definovaná v oblasti Ω.

Interpolace po částech lineárńı. Předpokládejme, že Ω je mnohoúhelńık. Oblast Ω
triangulujeme, tj. vyjádř́ıme ji jako sjednoceńı trojúhelńık̊u T1, T2, . . . , Tm, z nichž každé
dva r̊uzné bud’to nemaj́ı žádný společný bod nebo maj́ı společný vrchol popř́ıpadě maj́ı
společnou stranu. Množinu T = {Tk}mk=1 všech takových trojúhelńık̊u nazýváme trian-
gulaćı oblasti Ω. Vrcholy trojúhelńık̊u triangulace označ́ıme P1 = [x1, y1], P2 = [x2, y2],
. . . , Pn = [xn, yn] a nazveme je uzly triangulace. Předpokládejme, že v každém uzlu Pi je
předepsána hodnota fi = f(xi, yi) interpolované funkce f .

Po částech lineárńım interpolantem funkce f na oblasti Ω rozumı́me funkci S, která
je v Ω spojitá, splňuje interpolačńı podmı́nky S(xi, yi) = fi, i = 1, 2, . . . , n, a která je na
každém trojúhelńıku Tk ∈ T lineárńı. Na Tk je tedy z = S(x, y) ≡ Sk(x, y) rovnice roviny
určené hodnotami funkce f ve vrcholech Tk. Připomeňme, že rovnice roviny procházej́ıćı
body [xa, ya, za], [xb, yb, zb] a [xc, yc, zc] může být vyjádřena ve tvaru

∣∣∣∣∣∣

x− xa y − ya z − za
xb − xa yb − ya zb − za
xc − xa yc − ya zc − za

∣∣∣∣∣∣
= 0 .
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Vypoč́ıtat hodnotu z = S(x, y) pro (x, y) ∈ Ω je snadné: urč́ıme trojúhelńık Tk, v němž
bod [x, y] lež́ı, a vypočteme z = Sk(x, y).

Chyba interpolace je t́ım menš́ı, č́ım jemněǰśı triangulaci zvoĺıme. Když f ∈ C2(Ω)
(tj. když f je v Ω spojitá spolu se svými prvńımi a druhými parciálńımi derivacemi), pak

|f(x, y)− S(x, y)| ≤ Ch2 ,

kde h je nejdeľśı strana trojúhelńık̊u triangulace a C je konstanta nezávislá na h.

Interpolace po částech bilineárńı. Předpokládejme, že Ω = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 je obdélńık.
Pomoćı děleńı a = x0 < x1 < · · · < xn = b, c = y0 < y1 < · · · < ym = d rozlož́ıme
výchoźı obdélńık Ω na menš́ı obdélńıky Rij = {(x, y) | xi−1 ≤ x ≤ xi, yj−1 ≤ y ≤ yj},
i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m. Předpokládejme, že v uzlech [xi, yj] jsou předepsány
hodnoty fij = f(xi, yj) funkce f .

Na obdélńıku Rij definujeme funkci

Sij(x, y) = fi−1,j−1
xi − x

xi − xi−1

yj − y

yj − yj−1
+ fi,j−1

x− xi−1

xi − xi−1

yj − y

yj − yj−1
+

+ fi−1,j
xi − x

xi − xi−1

y − yj−1

yj − yj−1

+ fij
x− xi−1

xi − xi−1

y − yj−1

yj − yj−1

.

Funkce Sij je bilineárńı , tj. pro pevné x = C je Sij(C, y) lineárńı funkce proměnné y a pro
pevné y = D je Sij(x,D) lineárńı funkce proměnné x. Funkce Sij je interpolant funkce
f na obdélńıku Rij , tj. Sij nabývá ve vrcholech [xi−1, yj−1], [xi, yj−1], [xi, yj] a [xi−1, yj]
stejných hodnot jako funkce f , jak se snadno přesvědč́ıme.

Na Ω definujeme funkci S předpisem S(x, y) = Sij(x, y) pro (x, y) ∈ Rij , i = 1, 2, . . . , n,
j = 1, 2, . . . , m. Protože S(xi, yj) = fij, i = 0, 1, . . . , n, j = 0, 1, . . . , m, řekneme, že S je
po částech bilineárńı interpolant funkce f na obdélńıku Ω. Snadno ověř́ıme, že S je v Ω
spojitá (stač́ı si uvědomit, že Sij, a tedy také S, je na každé straně obdélńıka Rij lineárńı
funkce jednoznačně určena pomoćı hodnot funkce f v koncových bodech této strany).
Když f ∈ C2(Ω), pak pro chybu interpolace plat́ı odhad

|S(x, y)− f(x, y)| ≤ C(h2 + k2) , kde h = max
1≤i≤n

(xi − xi−1) , k = max
1≤j≤m

(yj − yj−1)

a C je konstanta nezávislá na h, k.

3.2. Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

označuje postup pro přibližné řešeńı přeurčených nebo nepřesně zadaných soustav rovnic,
založený na minimalizaci kvadrát̊u jejich rezidúı.

Prokládáńı dat křivkami je významná skupina úloh, které lze metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u řešit (v anglicky psané literatuře se pro tyto aplikace použ́ıvá označeńı curve
fitting). Popǐsme si, o co v takových úlohách jde.
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Necht’ t je nezávisle proměnná, např́ıklad čas, a y(t) je neznámá funkce proměnné t,
kterou chceme aproximovat. Předpokládejme, že jsme provedli m pozorováńı, při nichž
byly hodnoty y přibližně změřeny pro určité (navzájem r̊uzné) hodnoty t, takže

yi ≈ y(ti) , i = 1, 2, . . . , m ,

kde symbol ≈ vyjadřuje přibližnou rovnost. Naš́ım záměrem je modelovat y(t) lineárńı
kombinaćı n bázových funkćı pro nějaké n ≤ m:

y(t) ≈ x1ϕ1(t) + x2ϕ2(t) + · · ·+ xnϕn(t) =: Rn(t) .

Funkce Rn(t) se ve statistice nazývá lineárńı regresńı funkce. Bázové funkce navrhujeme
podle očekávaného pr̊uběhu neznámé funkce y(t), určit se maj́ı parametry x1, x2, . . . , xn,
a to tak, aby

yi ≈ Rn(ti), i = 1, 2, . . . , m, maticově y ≈ Ax,

kde y = (y1, y2, . . . , ym)
T jsou naměřená data, x = (x1, x2, . . . , xn)

T je vektor neznámých
parametr̊u a A je tak zvaná návrhová matice,

A =




ϕ1(t1) ϕ2(t1) . . . ϕn(t1)

ϕ1(t2) ϕ2(t2) . . . ϕn(t2)

...
...

...

ϕ1(tm) ϕ2(tm) . . . ϕn(tm)




≡ (ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕn) .

Vektor ϕi = (ϕi(t1), ϕi(t2), . . . ϕi(tm))
T , i = 1, 2, . . . , n, je i-tý sloupec matice A.

Rezidua jsou rozd́ıly mezi pozorováńımi yi a modelovanými hodnotami Rn(ti):

ri = yi − Rn(ti) = yi −
n∑

j=1

ϕj(ti)xj ≡ yi −
n∑

j=1

aijxj , i = 1, 2, . . . , m ,

kde aij = ϕj(ti). V maticovém zápisu

r = y −Ax . (3.31)

Parametry xi chceme určit tak, aby rezidua byla co nejmenš́ı. Metodu nejmenš́ıch čtverc̊u
dostaneme, když minimalizujeme součet čtverc̊u rezidúı:

‖r‖22 =
m∑

i=1

r2i → min . (3.32)

Někdy se použ́ıvá také vážená metoda nejmenš́ıch čtverc̊u: když jsou některá pozorováńı
významněǰśı než ostatńı, můžeme jednotlivým pozorováńım přisoudit váhy wi > 0 a mini-
malizovat součet vážených čtverc̊u rezidúı

‖r‖22,w =
m∑

i=1

wir
2
i → min .
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Obr. 3.4: Princip metody nejmenš́ıch čtverc̊u

Je-li např́ıklad chyba i-tého pozorováńı přibližně rovna ei, zvoĺıme wi = 1/ei.

Normálńı soustava rovnic. Označme F (x) = ‖y−Ax‖22 ≡ ‖r‖22. Řešeńı minimalizačńı
úlohy (3.32) muśı splňovat nutnou podmı́nku pro extrém:

∂F (x)

∂xk

=
∂

∂xk

m∑

i=1

(
yi −

n∑

j=1

aijxj

)2

= 0 , k = 1, 2, . . . , n .

Když provedeme naznačené derivováńı, dostaneme

∂F (x)

∂xk
= 2

m∑

i=1

(
yi −

n∑

j=1

aijxj

)
(−aik) = 0,

a odtud
n∑

j=1

(
m∑

i=1

aikaij

)
xj =

m∑

i=1

aikyi , k = 1, 2, . . . , n ,

což lze zapsat maticově jako

ATAx = ATy . (3.33)

Soustava lineárńıch rovnic (3.33) je známa jako normálńı soustava rovnic. Když jsou
sloupce matice A lineárně nezávislé, je matice G := ATA pozitivně definitńı, takže řešeńı
x∗ normálńı soustavy rovnic minimalizuje F (x) ≡ ‖r‖22 a je tedy řešeńım úlohy (3.32):

‖y −Ax∗‖22 = min
x∈Rn

‖y −Ax‖22 nebo-li x∗ = argmin
x∈Rn

‖y−Ax‖22 .
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Vyjádř́ıme-li normálńı soustavu rovnic pomoćı vektor̊u ϕi, dostaneme



(ϕ1,ϕ1) (ϕ1,ϕ2) . . . (ϕ1,ϕn)

(ϕ2,ϕ1) (ϕ2,ϕ2) . . . (ϕ2,ϕn)
...

... . . .
...

(ϕn,ϕ1) (ϕn,ϕ2) (ϕn,ϕn)







x1

x2

...

xn




=




(ϕ1,y)

(ϕ2,y)
...

(ϕn,y)




, (3.34)

kde

(ϕk,ϕj) =

m∑

i=1

ϕk(ti)ϕj(ti) a (ϕk,y) =

m∑

i=1

ϕk(ti)yi

jsou skalárńı součiny vektor̊u ϕk,ϕj a ϕk,y. MaticeG soustavy (3.34) se nazývá Gramova
matice soustavy vektor̊u {ϕj}nj=1.

Při návrhu aproximace Rn(t) bychom měli vyb́ırat funkce ϕi(t) tak, aby sloupce ϕi

matice A byly lineárně nezávislé. V opačném př́ıpadě, jak se dá ukázat, má úloha (3.32)
nekonečně mnoho řešeńı, což je zřejmě nežádoućı.

Uved’me si dva významné speciálńı př́ıpady, pro které jsou sloupce matice A lineárně
nezávislé (d̊ukaz lze naj́ıt např. v [1]):

a) pro n = N + 1 voĺıme ϕj(t) = tj−1, j = 1, 2, . . . , N + 1;

b) pro n = 2N + 1 voĺıme

ϕ1(t) = 1, ϕ2k(t) = cos
kπ

L
t, ϕ2k+1(t) = sin

kπ

L
t, k = 1, 2, . . . , N ,

a časy pozorováńı ti vyb́ıráme z intervalu〈c, c+ 2L), kde L > 0, c libovolné.

Aproximace Rn(t) je v př́ıpadě a) algebraický polynom stupně N a v př́ıpadě b) trigono-
metrický polynom stupně N .

Když je m = n a matice A je regulárńı, pak x∗ = A−1y a r = o, tj. Rn(ti) = yi,
i = 1, 2, . . . , m. Pokud jsou však naměřená data yi zat́ıžena chybami, pak neńı účelné,
aby funkce Rn(t) tyto chyby koṕırovala. Naopak, aby Rn(t) věrohodně vystihovala (re-
konstruovala) neznámou funkci y(t), je žádoućı, aby Rn(t) naměřená data vyrovnávala
(vyhlazovala). To je ale možné jen tehdy, když počet pozorováńı m je výrazně větš́ı než
počet n návrhových parametr̊u, tj. pro m ≫ n.

Př́ıklad 3.7. Pro data předepsaná tabulkou

ti 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

yi 3,57 2,99 2,62 2,33 2,22 2,10 2,05

urč́ıme aproximaci R2(t) = x1 + x2e
−t metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Zřejmě ϕ1(t) = 1

a ϕ2(t) = e−t. Normálńı soustava rovnic je tvaru



7∑
i=1

1 · 1
7∑

i=1

1 · e−ti

7∑
i=1

e−ti · 1
7∑

i=1

e−ti · e−ti






x1

x2


 =




7∑
i=1

1 · yi
7∑

i=1

e−ti · yi


 .
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Vypočteme-li př́ıslušné sumy, dostaneme soustavu (zobrazujeme nejvýše 4 desetinná mı́sta)

(
7 2,4647

2,4647 1,5805

)(
x1

x2

)
=

(
17,88

7,4422

)
,

jej́ıž řešeńı je x1
.
= 1,9879 a x2

.
= 1,6087. Hledaná aproximace R2(t)

.
= 1,99 + 1,61e−t

a ‖r‖ .
= 0,0651. �

Př́ıklad 3.8.Daty z předchoźıho př́ıkladu prolož́ıme postupně polynomy prvńıho, druhého
a třet́ıho stupně. Za bázové voĺıme funkce ϕj(t) = tj−1, kde j = 1, 2, . . . , n a n = 2, 3, 4.

a) Polynom prvńıho stupně. Pro ϕ1(t) = 1 a ϕ2(t) = t dostaneme normálńı soustavu
rovnic

(
7 10,5

10,5 22,75

)(
x1

x2

)
=

(
17,88

23,45

)
,

která má řešeńı x1
.
= 3,28 a x2

.
= −0,48, takže R2(t)

.
= 3,28−0,48t a ‖r‖2 .

= 0,4756.
Aproximace lineárńım polynomem tedy neńı vhodná, nebot’ je málo přesná.

b) Polynom druhého stupně. Normálńı soustava rovnic




7 10,5 22,75

10,5 22,75 55,125

22,75 55,125 142,1875






x1

x2

x3


 =




17,88

23,45

49,0625




má řešeńı x1
.
= 3,53, x2

.
= −1,09 a x3

.
= 0,20, takže R3(t)

.
= 3,53 − 1,09t + 0,2t2

a ‖r‖2 .
= 0,1006. Velikost rezidua se zmenšila, je však stále větš́ı než v př́ıkladu 3.7.

c) Polynom třet́ıho stupně. Normálńı soustava rovnic (zobrazujeme nejvýše 4 desetinná
mı́sta)




7 10,5 22,75 55,125

10,5 22,75 55,125 142,1875

22,75 55,125 142,1875 381,2813

55,125 142,1875 381,2813 1049,5469







x1

x2

x3

x4




=




17,88

23,45

49,0625

116,78




má řešeńı x1
.
= 3,57, x2

.
= −1,35, x3

.
= 0,43 a x4

.
= −0,05, takže

R4(t)
.
= 3,57− 1,35t+ 0,43t2 − 0,05t3 a ‖r‖2 .

= 0,0360.

Pokud bychom stupeň polynomu dále zvyšovali, zjistili bychom, že polynom R7(t) šestého
stupně procháźı všemi body [ti, yi], takže je to interpolačńı polynom.

Všimněte si ještě prvk̊u Gramových matic: s rostoućım řádem největš́ı koeficient
prudce roste. Spolu s ńım prudce roste také č́ıslo podmı́něnosti Gramových matic. Do
následuj́ıćı tabulky jsme zaznamenali č́ısla podmı́něnosti κ2(G) pro n = 2, 3, . . . , 7 (spoč-
tená v MATLABu pomoćı maticové ‖ · ‖2 normy)
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n 2 3 4 5 6 7

κ2(G) 16 4,27 · 102 1,91 · 104 1,20 · 106 1,17 · 108 2,31 · 1010

Pokud bychom tabulku dat z př́ıkladu 3.7 rozš́ı̌rili o daľśı sloupce, mohli bychom teore-
ticky v regresńı funkci

∑n
j=1 xjt

j−1 zvětšovat n (až do počtu m sloupc̊u). Prakticky to

však možné neńı, nebot’ pro velké n by č́ıslo podmı́něnosti Gramovy matice bylo neúnosně
velké. Regresńı funkce Rn(t) s bázovými funkcemi ϕj(t) = tj−1, j = 1, 2, . . . , n, se proto
pro větš́ı n nepouž́ıvaj́ı. Pokud potřebujeme polynomickou regresńı funkci vyšš́ıho stupně,
měli bychom použ́ıt tzv. ortogonálńı polynomy, viz např. [22]. �

Řešeńı přeurčených soustav lineárńıch rovnic Ax ≈ b ve smyslu metody nejmenš́ıch
čtverc̊u znamená naj́ıt přibližné řešeńı, které minimalizuje délku rezidua ‖b−Ax‖2. Jsou-
li sloupce matice soustavy A lineárně nezávislé, lze přibližné řešeńı lze určit jako řešeńı
normálńı soustavy rovnic ATAx = ATb.

Pro velké soustavy rovnic to však neńı dobrá cesta, nebot’ č́ıslo podmı́něnosti Gram-
movy matice ATA může být značně velké. Existuj́ı lepš́ı postupy založené na tzv. QR
rozkladu matice A nebo na tzv. pseudoinverzi matice A, viz např. [22], [15]. Tyto metody
se použit́ı Gramovy matice vyhýbaj́ı, jsou stabilńı a vypořádaj́ı se i s př́ıpadem, když jsou
sloupce matice A lineárně závislé. V MATLABu lze použ́ıt př́ıkaz x=A\b, který je založen
na QR rozkladu, nebo př́ıkaz x=pinv(A)*b, který použ́ıvá pseudoinverzi.

3.3. Cvičeńı

3.1. Lagrangeovy fundamentálńı polynomy ℓi(x) lze vyjádřit ve tvaru

ℓi(x) =
ωn+1(x)

x− xi
wi, kde wi =

1
n∏

j=0
j 6=i

(xi − xj)
.

Lagrange̊uv interpolačńı polynom (3.2) proto můžeme zapsat ve tvaru

Pn(x) = ωn+1(x)

n∑

i=0

yi
wi

x− xi
. (3.35)

Protože interpolačńı polynom Pn interpoluje funkci f(x) = 1 přesně, plat́ı

1 = ωn+1(x)
n∑

i=0

wi

x− xi
. (3.36)

Děĺıme-li (3.35) výrazem (3.36), člen ωn+1(x) se zkrát́ı a dostaneme barycentrickou interpolačńı formuli

Pn(x) =

n∑
i=0

wi

x− xi
yi

n∑
i=0

wi

x− xi

. (3.37)

Kolik operaćı vyžaduje výpočet koeficient̊u {wi}ni=0 a kolik výpočet Pn(x) podle (3.35) nebo (3.37)? Kolik
operaćı vyžaduje přidáńı daľśıho uzlu xn+1, tj. modifikace {wi}ni=0 a výpočet wn+1?

3.2. Pro rovnoměrné děleńı nedává interpolačńı polynom nejlepš́ı výsledky. Přesto se však často použ́ıvá.
Plat́ı odhad

|ωn+1(x̄)| ≤
hn+1

4
n! ∀x̄ ∈ 〈a, b〉 , kde h =

b− a

n
, xi = a+ ih , i = 0, 1, . . . , n . (3.38)

Porovnejte s obrázkem 3.1. Ověřte experimentálně pomoćı jednoduchého programu. Volte r̊uzná x, a, b, n.
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3.3. Pomoćı (3.38) můžeme interpolačńı chybu (3.11) odhadnout takto:

|En(x̄)| ≤ Mn+1
hn+1

4(n+ 1)
∀x̄ ∈ 〈a, b〉 . (3.39)

Jak velké n muśıme volit, aby pro f(x) = sinx+cosx, 〈a, b〉 = 〈0, π〉, chyba interpolace klesla pod 10−8?

[n ≥ 11. ]

3.4. Symbolicky (např. pomoćı MAPLE) odhadněte M11 pro Rungeovu funkci f(x) = 1/(1 + 25x2) na
intervalu I = 〈−1, 1〉. Pomoćı vzorce (3.39) odhadněte chybu interpolačńıho polynomu P10 Rungeovy
funkce pro rovnoměrné děleńı na I. Porovnejte s obrázkem 3.2.

[M11
.
= 1,77 · 1015, takto źıskaný odhad |E10(x̄)| ≤ 8,24 · 105 chyby interpolace je silně nadhodnocen. ]

3.5. Napǐste program pro výpočet hodnot interpolačńıho polynomu a doplňte ho o možnost grafického
posouzeńı kvality aproximace.

3.6. Vhodnou volbou interpolačńıch uzl̊u lze dosáhnout lepš́ı aproximace. Ověřte si to tak, že sestroj́ıte

interpolant nad tzv. Čebyševovými uzly, které pro interval 〈−1, 1〉 jsou xi = cos
2i+ 1

2n+ 2
π, i = 0, 1, . . . , n.

(a) Vykreslete graf Čebyševova interpolantu Rungeovy funkce na intervalu 〈−1, 1〉 pro n = 10, 20, 30.
(b) Pomoćı transformace x = 1

2 [a + b + (b − a)ξ], ξ ∈ 〈−1, 1〉, určete Čebyševovy uzly na libovolném
intervalu 〈a, b〉. Napǐste program včetně grafického výstupu.

3.7.Ověřte, že Čebyševovy uzly na intervalu 〈−1, 1〉 jsou x-ové souřadnice bod̊u rovnoměrně rozmı́stěných
na polokružnici x2 + y2 = 1, y ≥ 0.

[ Body [xi, yi], kde xi = cosϕi, yi = sinϕi a ϕi =
2i+ 1

2n+ 2
π, lež́ı na polokružnici x2 + y2 = 1, y ≥ 0,

přičemž ϕ0 =
1

2

π

n+ 1
a ϕi − ϕi−1 =

π

n+ 1
, i = 1, 2, . . . , n. ]

3.8. Naprogramujte Newton̊uv tvar interpolačńıho polynomu včetně efektivńıho výpočtu funkčńıch hod-
not a možnosti přidáváńı uzl̊u. Najděte Newton̊uv tvar interpolačńıho polynomu pro
(a) f(x) = sinx, interval 〈1, 3〉, n = 4, rovnoměrné děleńı.
(b) f(x) = cosx, interval 〈1, 3〉, n = 3, vzestupně uspořádané Čebyševovy uzly.

[ (a) P4 = 0,841471+ 0,312048(x− 1)− 0,488443(x− 1)(x− 1,5) + 0, 028792(x− 1)(x− 1,5)(x− 2)+

+0,036338(x− 1)(x− 1,5)(x− 2)(x− 2,5).

(b) P3 = 0,474746− 0,963144(x− 1,07612) + 0,058075(x− 1,07612)(x− 1,617317)+

+0,144128(x− 1,07612)(x− 1,617317)(x− 2,382683). ]

3.9. Pro chybu interpolačńıho polynomu s Čebyševovými uzly plat́ı odhad

|En(x̄)| ≤ Mn+1
(b− a)n+1

22n+1(n+ 1)!
∀x̄ ∈ 〈a, b〉 . (3.40)

Pomoćı (3.39) a (3.40) odhadněte chyby interpolačńıch polynomů ze cvičeńı 3.8 (a), (b).

[ (a) |E4(x̄)| ≤ 0,0015625, (b) |E3(x̄)| ≤ 0,0052083. ]

3.10. Jak velký počet n Čebyševových uzl̊u muśıme zvolit, aby pro f(x) = sinx + cosx, 〈a, b〉 = 〈0, π〉,
chyba interpolace klesla pod 10−8?

[n ≥ 10. ]

3.11. Napǐste program, který sestav́ı soustavu rovnic pro obecný Hermit̊uv interpolačńı polynom. Sou-
stavu lineárńıch rovnic potom řešte algoritmem GEMpp. Jaký polynom dostanete pro data
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xi yi y′i y′′i y′′′i

0 −1 1

1 1 1 0 1

[P5(x) = x+ 1
2 (x − 1)3 − 14

3 (x− 1)4 − 23
6 (x− 1)5 = −3,833x5 + 14,5x4 − 19,5x3 + 9,833x2 + x− 1. ]

3.12. Určete kubický splajn pro data z př́ıkladu 3.1. Směrnice v krajńıch bodech volte d0 = 1 a d3 = 0.

[ S(x) =





−6 + (x+ 1) + 2,63(x+ 1)2 − 1,0681(x+ 1)3 pro x ∈ 〈−1, 1〉,
−2− 1,27(x− 1)− 3,772(x− 1)2 + 4,045(x− 1)3 pro x ∈ 〈1, 2〉,
−3 + 3,318(x− 2) + 8,363(x− 2)2 − 6,6818(x− 2)3 pro x ∈ 〈2, 3〉.

]

3.13. Určete přirozený kubický splajn pro data z př́ıkladu 3.1. Výpočet proved’te pomoćı moment̊u Mi.

[ S(x) =





−6 + 3,565217(x+ 1)− 0,391304(x+ 1)3 pro x ∈ 〈−1, 1〉,
−2− 1,130435(x− 1)− 2,347826(x− 1)2 + 2,478261(x− 1)3 pro x ∈ 〈1, 2〉,
−3 + 1,608696(x− 2) + 5,086957(x− 2)2 − 1,695652(x− 2)3 pro x ∈ 〈2, 3〉.

]

3.14. Odvod’te not a knot podmı́nky pomoćı moment̊u Mi.

[
M1 −M0

h1
=

M2 −M1

h2
a
Mn−1 −Mn−2

hn−1
=

Mn −Mn−1

hn
. ]

3.15. (a) Určete kubický splajn s podmı́nkami not a knot pro data

xi −2 −1 0 1 2

yi −1 0 1 0 −1

(b) Ověřte, že kubický splajn S pro data z př́ıkladu 3.1 a okrajové podmı́nky not a knot splývá s inter-
polačńım polynomem P3.

[ (a) S(x) =

{
−1 + 1,5(x+ 2)2 − 0,5(x+ 2)3 pro x ∈ 〈−2, 0〉,
1− 1,5x2 + 0,5x3 pro x ∈ 〈0, 2〉 . ]

3.16. Odvod’te podmı́nky (3.30) pomoćı (3.19).

[ 4d0 + 2d1 = 6δ1 −Ma a 2dn−1 + 4dn = 6δn − hnMb . ]

3.17. Odvod’te podmı́nky (3.23) pomoćı (3.27).

[ 2h1M0 + h1M1 = 6(δ1 − da) a hnMn−1 + 2hnMn = 6(db − δn) . ]

3.18. Napǐste program, který body [xi, yi], i = 0, 1, . . . , n, [xn, yn] = [x0, y0], prolož́ı uzavřenou křivku
[Sx(t), Sy(t)]. Návod. Sestavte periodický kubický splajn Sx(t) procházej́ıćı body [ti, xi] a periodický
kubický splajn Sy(t) procházej́ıćı body [ti, yi]. Zvolte bud’to

(a) ti =
i

n
, i = 0, 1, . . . , n,

nebo

(b) t0 = 0, ti = ti−1 +
√
(xi − xi−1)2 + (yi − yi−1)2, i = 1, 2, . . . , n.

Pro [xi, yi] =

[
3 cos

2π

n
i, 2 sin

2π

n
i

]
, i = 0, 1, . . . , n, vykreslete [Sx(t), Sy(t)], t ∈ 〈0, tn〉 pro n = 8, 16, 32.

Pro n = 8 spočtěte derivace dx7 = [Sx]′(t7), d
y
7 = [Sy]′(t7).

[(a) dx7 = 13,2983, dy7 = 8,8656, (b) dx7 = 0,8540, dy7 = 0,6234.]
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3.19. Napǐste program, který pro uzly x0 < x1 < · · · < xn sestroj́ı posloupnost ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn+2 tzv.
kardinálńıch splajn̊u. Kardinálńı splajny jsou kubické splajny: ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn jsou určené podmı́nkami

ϕk(xi) =

{
1 pro i = k,
0 pro i 6= k,

k, i = 0, 1, . . . , n , ϕ′
k(x0) = ϕ′

k(xn) = 0 , k = 0, 1, . . . , n ,

a ϕn+1, ϕn+2 jsou určené podmı́nkami

ϕn+1(xi) = 0, i = 0, 1, . . . , n , ϕ′
n+1(x0) = 1, ϕ′

n+1(xn) = 0,
ϕn+2(xi) = 0, i = 0, 1, . . . , n , ϕ′

n+2(x0) = 0, ϕ′
n+2(xn) = 1 .

Zkonstruujte kardinálńı splajny pro posloupnost uzl̊u {xi}10i=0 = {−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}. Jaké
jsou hodnoty ϕ5(−4,5) a ϕ11(0,5)?

[ϕ5(−4,5) = 1,79 · 10−3, ϕ11(0,5) = −2,19 · 10−4. ]

3.20. Necht’ ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn+2 jsou kardinálńı splajny na děleńı a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Ověřte, že

S(x) =

n∑

k=0

ykϕk(x) + daϕn+1(x) + dbϕn+2(x)

je kubický splajn splňuj́ıćı podmı́nky S(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n, S′(a) = da, S
′(b) = db. Protože pro

derivace di = S′(xi), i = 1, 2, . . . , n− 1, ve vnitřńıch uzlech plat́ı (zd̊uvodněte!)




d1
d2
...

dn−2

dn−1




=




ϕ′
0(x1) ϕ′

1(x1) . . . ϕ′
n(x1) ϕ′

n+1(x1) ϕ′
n+2(x1)

ϕ′
0(x2) ϕ′

1(x2) . . . ϕ′
n(x2) ϕ′

n+1(x2) ϕ′
n+2(x2)

...
...

...
...

...
ϕ′
0(xn−2) ϕ′

1(xn−2) . . . ϕ′
n(xn−2) ϕ′

n+1(xn−2) ϕ′
n+2(xn−2)

ϕ′
0(xn−1) ϕ′

1(xn−1) . . . ϕ′
n(xn−1) ϕ′

n+1(xn−1) ϕ′
n+2(xn−1)







y0
y1
...
yn
da
db




,

je podstatná informace o kardinálńıch splajnech obsažena v matici jejich prvńıch derivaćı.
Napǐste program, který pomoćı kardinálńıch splajn̊u poč́ıtá kubické splajny [Sx(t), Sy(t)] aproximuj́ıćı

parametricky zadanou rovinnou křivku [x(t), y(t)], t ∈ 〈0, 1〉. Na intervalu 〈0, 1〉 použijte rovnoměrné
děleńı ti = i/n, i = 0, 1, . . . , n, kde n ≥ 1 je volitelné. Matici derivaćı kardinálńıch splajn̊u {ϕ′

k(ti)},
k = 0, 1, . . . , n+2, i = 1, 2, . . . , n, stač́ı spoč́ıtat jen jednou a pak ji použ́ıt pro jakoukoliv křivku popsanou
na děleńı {ti}ni=0!

3.21. Rovnoměrným děleńım intervalu I = 〈−1, 2〉 na 5 stejných d́ıl̊u dostanete hodnoty ti. Hodnoty yi
spočtěte jako yi = f(ti), kde f(t) = e−t2 . Vyrovnejte takto vzniklou tabulku metodou nejmenš́ıch čtverc̊u
pomoćı bázových funkćı (a) 1, sin t, cos t, (b) 1, sin t, cos t, sin 2t, cos 2t, (c) kvadratickým a (d) kubickým
polynomem. Porovnejte hodnoty norem rezidúı ‖r‖.
[ (a) R3(t) = 0,139765 + 0,027624 sin t+ 0,686403 cos t, ‖r‖ = 0,308041,

(b) R5(t) = 0,271575+ 0,076233 sin t+0,415631 cos t− 0,056804 sin2t+0,288253 cos2t, ‖r‖ = 0,039053,

(c) R3(t) = 0,779604 + 0,043244t− 0,248728t2, ‖r‖ = 0,383744,

(d) R4(t) = 0,946472− 0,184071t− 0,567990t2 + 0,212842t3, ‖r‖ = 0,101482. ]

3.22. Řešte přeurčenou soustavu rovnic

x + 2y = 6
2x + 4y = 11
7x + 8y = 24

[x = 0,533, y = 2,533, ‖r‖ .
= 0,4472. ]
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4. Numerický výpočet derivace a integrálu

Společným východiskem obou postup̊u je náhrada funkce f(x) vhodnou aproximaćı
ϕ(x), která je pak derivována nebo integrována. Jsou-li hodnoty yi ≈ f(xi) źıskány
měřeńım, je vhodné data nejdř́ıve vyrovnat, tj. ϕ źıskáme pomoćı metody nejmenš́ıch
čtverc̊u. Pokud je funkce f(x) zadána přesnými hodnotami yi = f(xi) ve velkém počtu
uzl̊u xi, pak je účelné určit ϕ jako po částech polynomický interpolant. Když je uzl̊u jen
pár, lze jako ϕ použ́ıt Lagrange̊uv popř. Hermit̊uv polynom nevysokého stupně.

4.1. Numerické derivováńı

Přibližný výpočet derivace f ′(x) má smysl např́ıklad tehdy, když

a) pro dané x můžeme źıskat odpov́ıdaj́ıćı hodnotu y = f(x), avšak explicitńı vyjádřeńı
funkce f(x) k dispozici nemáme a proto vzorec pro f ′(x) neumı́me napsat;

b) funkce f(x) je tak složitá, že výpočet jej́ı derivace je př́ılǐs pracný;

c) hodnoty funkce f(x) známe jen v několika tabulkových bodech.

V takových př́ıpadech je účelné nahradit funkci f(x) vhodnou aproximaćı ϕ(x) a hodnotu
derivace ϕ′(x) považovat za přibližnou hodnotu derivace f ′(x). Podobně postupujeme,
když potřebujeme přibližně určit vyšš́ı derivace: f (k)(x) nahrad́ıme pomoćı ϕ(k)(x).

V daľśım si uvedeme několik často použ́ıvaných formuĺı založených na derivováńı Lag-
rangeova interpolačńıho polynomu Pn(x), tj. když f ′(x) aproximujeme pomoćı P ′

n(x).

Chyba aproximace v uzlovém bodě. Necht’ f ∈ Cn+1〈a, b〉, kde a je nejmenš́ı a b je
největš́ı z uzl̊u interpolace. Pak pro chybu f ′(xs)− P ′

n(xs) v některém z uzl̊u xs plat́ı

f ′(xs)− P ′
n(xs) =

f (n+1)(ξs)

(n+ 1)!
ω′
n+1(xs) , (4.1)

kde ωn+1(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn) a ξs je nějaký bod z intervalu (a, b).

Přehled užitečných vzorc̊u. Uvažme př́ıpad, kdy uzly xi jsou ekvidistantńı s krokem h,
tj. xi = x0 + ih, i = 1, 2, . . . , n. Abychom doćılili jednotného zápisu, označ́ıme uzel xs,
v němž poč́ıtáme přibližnou hodnotu derivace, vždy jako x. Také ostatńı uzly neč́ıslujeme,
ale vyjadřujeme je pomoćı x jako x + h, x − h apod. Př́ıslušný vzorec je platný jen pro
funkce, které maj́ı potřebný počet spojitých derivaćı. Bod ξ lež́ı vždy mezi nejmenš́ım
a největš́ım uzlem použitým ve vzorci. Pomoćı vztahu (4.1) tak dostaneme:

n = 1 : f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
− 1

2
hf ′′(ξ) , (4.2a)

f ′(x) =
f(x)− f(x− h)

h
+

1

2
hf ′′(ξ) , (4.2b)

n = 2 : f ′(x) =
−3f(x) + 4f(x+ h)− f(x+ 2h)

2h
+

1

3
h2f ′′′(ξ) , (4.3a)
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f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
− 1

6
h2f ′′′(ξ) , (4.3b)

f ′(x) =
3f(x)− 4f(x− h) + f(x− 2h)

2h
+

1

3
h2f ′′′(ξ) . (4.3c)

Uved’me ještě nejznáměǰśı formuli f ′′(x1)
.
= P ′′

2 (x1) pro výpočet druhé derivace. Rovnost

f ′′(x) =
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
− 1

12
h2f (4)(ξ) . (4.4)

ověř́ıme užit́ım Taylorova rozvoje f(x± h) okolo x.
Formule ze vzorce (4.2a) je známa jako prvńı diference vpřed (dopředná diference)

a formule ze vzorce (4.2b) jako prvńı diference vzad (zpětná diference). Formule ze vzorce
(4.3b) bývá označována jako prvńı centrálńı diference a formule ze vzorce (4.4) jako druhá
centrálńı diference.

Numerický výpočet parciálńı derivace nepředstavuje žádný nový problém: derivuje-
me-li podle proměnné xi, ostatńıch proměnných xj 6= xi si nevš́ımáme a některou z výše
uvedených formuĺı aplikujeme jen na xi. Tak třeba pomoćı dopředné diference (4.2a)
dostaneme

∂f(x1, x2)

∂x2

≈ f(x1, x2 + h)− f(x1, x2)

h
.

Podmı́něnost numerického výpočtu derivace. Ve vzorćıch (4.2) – (4.4) jsme uvedli
vždy formuli (jako prvńı sč́ıtanec na pravé straně) a jej́ı diskretizačńı chybu (jako druhý
sč́ıtanec). Při numerickém výpočtu derivace hraj́ı významnou roli také zaokrouhlovaćı
chyby, a to jak v hodnotách funkce f (tj. ve vstupńıch datech), tak při vyhodnoceńı
formule (tj. při výpočtu). Ukážeme si to pro formuli ze vzorce (4.2a).

Ve skutečnosti za přibližnou hodnotu derivace f ′(x) považujeme výraz

f̃ ′(x) :=
f̃(x+ h)− f̃(x)

h
=

[f(x+ h) + ε1]− [f(x) + ε0]

h
= f ′(x)+

1

2
hf ′′(ξ)+

ε1 − ε0
h

,

kde ε1 resp. ε0 je zaokrouhlovaćı chyba, které se dopust́ıme při výpočtu f(x + h) resp.
f(x). Tedy

f ′(x) =
f̃(x+ h)− f̃(x)

h
+ Ed + Er ,

kde Ed := −1
2
hf ′′(ξ) je diskretizačńı chyba a Er := −(ε1 − ε0)/h je chyba zaokrouhlovaćı.

Chováńı obou chyb je pro h → 0 diametrálně odlǐsné: zat́ımco |Ed| → 0, |Er| → ∞. Pro
malá h se tedy zřejmě jedná o špatně podmı́něnou úlohu: malé změny ε0, ε1 ve vstupńıch
datech vyvolaj́ı velkou změnu Er a následně také výsledku f̃ ′(x).

Když pro jednoduchost zanedbáme zaokrouhlovaćı chyby vznikaj́ıćı při vyč́ısleńı for-
mule [f̃(x+ h)− f̃(x)]/h, dostáváme pro celkovou chybu E = Ed + Er odhad

|E| ≤ |Ed|+ |Er| ≤
1

2
hM2 + 2

ε

h
≡ g(h) ,
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kde M2 ≥ |f ′′(ξ)| a ε ≥ max(|ε1|, |ε2)|). Minimalizaćı funkce g(h) obdrž́ıme optimálńı
délku kroku

hopt = 2

√
ε

M2
, pro kterou |Eopt| = g(hopt) = 2

√
εM2 .

Předpokládejme, že hodnoty f(x) i f(x + h) dokážeme vypoč́ıtat s relativńı chybou
rovnou přibližně č́ıslu δ, takže ε ≈ M0δ, kde M0 ≈ max(|f(x0)|, |f(x0+h)|). Pro M0 ≈ M2

je hopt ≈ 2
√
δ a |Eopt| ≈ 2M0

√
δ. Poč́ıtáme-li tedy např. ve dvojnásobné přesnosti a pokud

δ ≈ 10−16, pak hopt ≈ 2 · 10−8. Jestliže nav́ıc |f ′(x)| ≈ M0, pak |Eopt| ≈ 2|f ′(x)|
√
δ, a to

znamená, že velikost relativńı chyby derivace f̃ ′(x) je řádově rovna druhé odmocnině
velikosti relativńı chyby funkčńıch hodnot. To nás opravňuje k tvrzeńı: při přiblǐzném
výpočtu derivace formuĺı dopředné (nebo zpětné) diference docháźı při optimálńı volbě
kroku ke ztrátě přiblǐzně poloviny platných cifer.

0 0.2 0.5 1 1.5 2

x 10
−7

0

0.5

1

1.5

2
x 10

−7

h

g(
h)

 

  
 

 

[h
opt

,E
opt

]

Obr. 4.1: Chyba numerické derivace: pro g(h) = 1
2h+ 2 · 10−16/h je hopt = 2 · 10−8 = Eopt

Podobné chováńı vykazuj́ı i ostatńı formule numerického derivováńı, tj. pro krok h
bĺızký hopt je numerický výpočet derivace špatně podmı́něná úloha: nepatrné zmenšeńı
kroku vyvolá značný nárust chyby, viz obr. 4.1.

4.2. Richardsonova extrapolace

Přibližný výpočet derivace lze efektivně zpřesnit technikou známou jako Richardsonova
extrapolace. Je to univerzálńı postup umožňuj́ıćı pomoćı základńı metody nižš́ı přesnosti
vytvářet metody vyšš́ı přesnosti. Ukažme si, jak se to dělá.

Předpokládejme, že základńı metoda je reprezentována funkćı F (h) parametru h. Me-
todou F umı́me vypoč́ıtat hodnotu F (h) pro malá h > 0. Naš́ım ćılem je co nejpřesněji
aproximovat hodnotu F (0), kterou však př́ımo z formule F určit neumı́me.
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Předpokládejme, že funkce F (h) může být zapsána ve tvaru mocninného rozvoje

F (h) = a0 + a1h
2 + a2h

4 + a3h
6 + . . . (4.5)

Konkrétńı formule F je zkoumána v př́ıkladu 4.1, viz (4.14), v př́ıkladu 4.5 a ve cvičeńı
4.2, viz (4.30). Pro malé h je F (h) jistě dobrou aproximaćı F (0) = a0. Pokuśıme se naj́ıt
lepš́ı aproximaci a0. Začneme t́ım, že vypočteme F (h

2
). Podle (4.5) plat́ı

F

(
h

2

)
= a0 + a1

(
h

2

)2

+ a2

(
h

2

)4

+ a3

(
h

2

)6

+ . . . (4.6)

Největš́ı chybu ve výrazu a0−F (h) i a0−F (h
2
) představuje člen obsahuj́ıćı druhou mocni-

nu h. Zbav́ıme se ho tak, že od čtyřnásobku rovnice (4.6) odečteme rovnici (4.5) a výsledek
děĺıme třemi. Tak dostaneme

F2(h) :=
4F (h

2
)− F (h)

3
= a0 + a

(2)
2 h4 + a

(2)
3 h6 + . . . (4.7)

Snadno ověř́ıme, že |a(2)j | < |aj|, j = 2, 3, . . . . F2(h) je proto lepš́ı aproximace a0 než F (h)
nebot’ a0 − F2(h) zač́ıná až čtvrtou mocninou h. Dostali jsme tedy metodu F2, která je
(pro dosti malá h) lepš́ı než p̊uvodńı metoda F . Protože F2(h) ≈ F (0) je spočtena pomoćı
hodnot funkce F pro h a h

2
, představuje F2(h) extrapolaci funkce F do nuly (ověřte, že

F2(h) = P1(0), kde P1(t) je lineárńı interpolačńı polynom procházej́ıćı body [(h
2
)2, F (h

2
)]

a [h2, F (h)]).
Podobným postupem odstrańıme z F2(h) člen obsahuj́ıćı čtvrtou mocninu h a źıskáme

ještě lepš́ı aproximaci F (0). Nejprve vypočteme F2(
h
2
). Podle (4.7) plat́ı

F2

(
h

2

)
= a0 + a

(2)
2

(
h

2

)4

+ a
(2)
3

(
h

2

)6

+ . . . (4.8)

Rovnici (4.8) násob́ıme 16, odečteme (4.7) a výsledek děĺıme 15. Tak dostaneme metodu
F3, která je pro zvolené h definována předpisem

F3(h) :=
16F2(

h
2
)− F2(h)

15
= a0 + a

(3)
3 h6 + . . . (4.9)

přičemž |a(3)j | < |a(2)j | < |aj |, j = 3, 4, . . . . Všimněte si, abychom mohli vypoč́ıtat F2(
h
2
),

muśıme nejdř́ıve určit F (h
4
).

Takto můžeme pokračovat a źıskávat stále lepš́ı metody, pro které

Fi+1(h) =
4iFi(

h
2
)− Fi(h)

4i − 1
= a0 + a

(i+1)
i+1 h2i+2 + . . . , i = 1, 2, . . . (4.10)

a kde F1(h) = F (h). Pro koeficienty rozvoje přitom plat́ı |a(i+1)
j | < |aj|, j = i+1, i+2, . . . .

Protože Fi(h) − F (0) = a
(i)
i h2i + . . . , řekneme, že Fi(h) je aproximace F (0) řádu h2i.
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Výpočet lze přehledně uspořádat do tabulky

F1(h)

F1(
h
2
) F2(h)

F1(
h
4
) F2(

h
2
) F3(h)

F1(
h
8
) F2(

h
4
) F3(

h
2
) F4(h)

F1(
h
16
) F2(

h
8
) F3(

h
4
) F4(

h
2
) F5(h)

...
...

...
...

...
. . .

⇐⇒

T00

T10 T11

T20 T21 T22

T30 T31 T32 T33

T40 T41 T42 T43 T44

...
...

...
...

...
. . .

Tab. 4.1 Richardsonova extrapolace, Tsi = Fi+1(h/2
s−i)

Tabulku vyplňujeme po řádćıch. Prvky tabulky označ́ıme jako Tsi, kde s = 0, 1, . . .
je řádkový index a i = 0, 1, . . . s je index sloupcový. Prvek Ts0 v prvńım sloupci tabulky
vypočteme pomoćı základńı metody F = F1,

Ts0 = F (h/2s) , s = 0, 1, . . . , (4.11)

a daľśı prvky v tomto řádku poč́ıtáme ve shodě s (4.10) podle předpisu

Tsi :=
4iTs,i−1 − Ts−1,i−1

4i − 1
= Ts,i−1 +

Ts,i−1 − Ts−1,i−1

4i − 1
, i = 1, 2, . . . , s . (4.12)

Výpočet ukonč́ıme a Tsi považujeme za dostatečně přesnou aproximaci F (0), pokud

|Tsi − Ts,i−1| < max(εr|Tsi|, εa) , (4.13)

kde εr je požadovaná relativńı přesnost a εa požadovaná přesnost absolutńı.

Př́ıklad 4.1. Richardsonovu extrapolaci použijeme pro zpřesněńı výpočtu derivace podle
formule (4.3b). Jestliže má funkce f dostatečný počet spojitých derivaćı, pak

F (h) :=
f(x+ h)− f(x− h)

2h
= f ′(x) +

f (3)(x)

3!
h2 +

f (5)(x)

5!
h4 + . . . , (4.14)

takže F (h) je tvaru (4.5).
Poč́ıtejme derivaci funkce f(x) = cosx pro x = 1. Zvoĺıme např. h = 0,8 a výpočet

ukonč́ıme, když bude splněna podmı́nka (4.13) pro εr = εa = 10−5. V následuj́ıćı tabulce
znač́ıme hs = h/2s, prvky Ts0 poč́ıtáme ze vztahu

Ts0 =
cos(1 + hs)− cos(1− hs)

2hs
,

prvky Ts1 a Ts2 v daľśıch sloupćıch poč́ıtáme podle (4.12). Č́ısla v tabulce jsou zaokrouh-
lena na 6 cifer. Protože |T32 − T31| < 10−5, považujeme T32 = −0,841471 za přibližnou
hodnotu f ′(1). Přesná hodnota f ′(1) = − sin(1)

.
= −0,84147098, takže T32 má všechny
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s hs Ts0 Ts1 Ts2

0 0,8 −0,754543

1 0,4 −0,819211 −0,840766

2 0,2 −0,835872 −0,841426 −0,841470

3 0,1 −0,840069 −0,841468 −0,841471

cifry platné. �

Poznámka. Richardsonovu extrapolaci lze aplikovat na základńı metodu F také v př́ıpadě,
když má funkce F (h) obecný rozvoj

F (h) = a0 + a1h
p1 + a2h

p2 + a3h
p3 + . . . (4.5’)

kde 1 ≤ p1 < p2 < p3 < . . . jsou přirozená č́ısla. Přesněǰśı metodu Fi+1 v tom př́ıpadě
definujeme předpisem

Fi+1(h) =
2piFi(

h
2
)− Fi(h)

2pi − 1
= a0 + a

(i+1)
i+1 hpi+1 + . . . , i = 1, 2, . . . , (4.10’)

a Tsi poč́ıtáme podle

Tsi :=
2piTs,i−1 − Ts−1,i−1

2pi − 1
= Ts,i−1 +

Ts,i−1 − Ts−1,i−1

2pi − 1
, i = 1, 2, . . . , s . (4.12’)

Protože Fi(h)− F (0) = a
(i)
i hpi + . . . , řekneme, žeFi(h) je aproximace F (0) řádu hpi. Pro

pi = 2i dostaneme dř́ıve uvažovaný př́ıpad, viz (4.5), (4.10) a (4.12). �

Př́ıklad 4.2. Richardsonovou extrapolaćı zpřesńıme výpočet derivace podle formule (4.2a).
Z Taylorovy věty dostaneme

F (h) :=
f(x+ h)− f(x)

h
= f ′(x) +

f (2)(x)

2!
h +

f (3)(x)

3!
h2 + . . . , (4.15)

což odpov́ıdá (4.5’) pro pi = i. Poč́ıtat budeme stejnou úlohu jako v př́ıkladu 4.1. Ten-
tokrát požadovanou přesnost dosáhneme až pro T44. Richardsonova extrapolace je méně

s hs Ts0 Ts1 Ts2 Ts3 Ts4

0 0,8 −0,959381

1 0,4 −0,925838 −0,892295

2 0,2 −0,889723 −0,853608 −0,840712

3 0,1 −0,867062 −0,844401 −0,841332 −0,841421

4 0,05 −0,854625 −0,842188 −0,841451 −0,841468 −0,841471

účinná: zat́ımco pro formuli (4.3b) je T32 aproximace řádu h6, pro formuli (4.2a) je T44

aproximace řádu h5 a k dosažeńı požadované přesnosti bylo třeba zvolit menš́ı hs. �
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4.3. Numerické integrováńı

Ćılem tohoto odstavce je přibližný výpočet integrálu I(f) :=
∫ b

a
f(x) dx. Existuje

několik d̊uvod̊u, proč tento integrál nepoč́ıtáme přesně, např́ıklad

a) integrál I(f) neumı́me spoč́ıtat analytickými metodami;

b) analytický výpočet je př́ılǐs pracný;

c) funkce f(x) je dána jen tabulkou.

Za přibližnou hodnotu integrálu I(f) považujeme integrál Q(f) := I(ϕ), kde ϕ(x) je
vhodná aproximace funkce f(x). Předpis Q(f) pro přibližný výpočet integrálu se nazývá
kvadraturńı formule. Rozd́ıl I(f)−Q(f) označ́ıme R(f) a nazveme (diskretizačńı) chybou
kvadraturńı formule, tedy

I(f) = Q(f) +R(f) .

Řekneme, že kvadraturńı formule je řádu r, když integruje přesně polynomy stupně r
a polynomy stupně r + 1 už přesně neintegruje, tj. když R(xk) = 0 pro k = 0, 1, . . . , r,
a R(xr+1) 6= 0.

Řád formule stač́ı ověřit na intervalu 〈a, b〉 = 〈0, 1〉. Skutečně, pomoćı transformace

x = a+t(b−a) dostaneme
∫ b

a
xk dx = (b−a)

∫ 1

0
g(t) dt, kde g(t) = (a+t(b−a))k je polynom

stupně k v proměnné t. Proto když formule integruje přesně polynomy stupně k ≤ r na
intervalu 〈0, 1〉, integruje přesně také polynomy stupně r na intervalu 〈a, b〉.

4.3.1. Základńı formule

dostaneme integraćı interpolačńıho polynomu.

Obdélńıková formule. Když P0(x) = f(1
2
(a + b)) je polynom stupně 0, tj. konstanta

rovná hodnotě funkce f ve středu 1
2
(a+ b) intervalu 〈a, b〉, pak odpov́ıdaj́ıćı formule

QM(f) :=

∫ b

a

P0(x) dx = (b− a)f

(
a+ b

2

)
. (4.16)

Název formule vyjadřuje skutečnost, že pro f(1
2
(a + b)) > 0 je QM(f) obsah obdélńıka

o stranách délky b − a a f(1
2
(a + b)). Obdélńıková formule (4.16) se v anglicky psané

literatuře označuje jako midpoint rule, odtud index M . Obdélńıková formule je řádu 1:
na intervalu 〈0, 1〉 je QM(1) = 1 = I(1), QM(x) = 1

2
= I(x) a QM(x2) = 1

4
6= 1

3
= I(x2).

Pro chybu RM (f) obdélńıkové formule lze za předpokladu, že f ∈ C2〈a, b〉, odvodit

RM(f) =
1

24
f ′′(ξ)(b− a)3 , kde ξ ∈ (a, b) (4.17)

je nějaký (bĺıže neurčený) bod intervalu (a, b).

Lichoběžńıková formule. Jako P1(x) označ́ıme lineárńı polynom procházej́ıćı body
[a, f(a)] a [b, f(b)]. Integraćı P1(x) na intervalu 〈a, b〉 obdrž́ıme

QT (f) :=

∫ b

a

P1(x) dx =
b− a

2
[f(a) + f(b)] . (4.18)
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a (a+b)/2 b a b a (a+b)/2 b

Obr. 4.2: Obdélńıková, lichoběžńıková a Simpsonova formule

Název formule vyjadřuje skutečnost, že pro f(a) > 0, f(b) > 0 je QT (f) obsah li-
choběžńıka, jehož rovnoběžné strany maj́ı délky f(a), f(b) a jehož výška je rovna b−a. In-
dex T je prvńı ṕısmeno anglického sl̊uvka trapezoid, česky lichoběžńık. Lichoběžńıková for-
mule je řádu 1: lineárńı polynom integruje přesně, kvadratický nikoliv. Když f ∈ C2〈a, b〉,
pak pro chybu lichoběžńıkové formule plat́ı

RT (f) = − 1

12
f ′′(ξ)(b− a)3 , kde ξ ∈ (a, b). (4.19)

Všimněte si:

a) Pokud se druhá derivace f ′′(x) funkce f(x) na intervalu 〈a, b〉 př́ılǐs neměńı, pak je
absolutńı hodnota |RT (f)| chyby lichoběžńıkové fomule přibližně dvakrát větš́ı než
absolutńı hodnota |RM(f)| chyby formule obdélńıkové.

b) Pokud druhá derivace f ′′(x) funkce f(x) neměńı na intervalu 〈a, b〉 znaménko, tj. je-
li funkce f(x) pořád konvexńı nebo konkávńı, pak znaménko chyby lichoběžńıkové
formule je opačné než znaménko chyby formule obdélńıkové. Za těchto okolnost́ı
přesná hodnota I(f) integrálu lež́ı v intervalu, jehož krajńı body jsou hodnoty
QM(f) a QT (f).

Simpsonova formule. Integraćı kvadratického interpolačńıho polynomu P2(x) prochá-
zej́ıćıho body [a, f(a)], [1

2
(a + b), f(1

2
(a+ b))] a [b, f(b)] dostaneme

QS(f) =

∫ b

a

P2(x) dx =
b− a

6

[
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

]
. (4.20)

Simpsonova formule je řádu 3. Ověřte! (Stač́ı porovnat QS(x
k) a I(xk) na intervalu 〈0, 1〉

postupně pro k = 0, 1, 2, 3, 4.) Když f ∈ C4〈a, b〉, pro chybu plat́ı

RS(f) = − 1

90
f (4)(ξ)

(
b− a

2

)5

, kde ξ ∈ (a, b) . (4.21)

Booleova formule vznikne integraćı interpolačńıho polynomu P4(x), jehož uzly jsou,
kromě koncových bod̊u a, b, také střed 1

2
(a + b) intervalu 〈a, b〉 a body a + 1

4
(b − a)
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a b − 1
4
(b − a) lež́ıćı v jedné čtvrtině a ve třech čtvrtinách intervalu 〈a, b〉. Booleova

formule

QB(f) =
b− a

90

[
7f(a) + 32f

(
3a+ b

4

)
+ 12f

(
a+ b

2

)
+ 32f

(
a+ 3b

4

)
+ 7f(b)

]

je řádu 5 (ověřte!). Pokud f ∈ C6〈a, b〉, pro chybu plat́ı

RB(f) = − 8

945
f (6)(ξ)

(
b− a

4

)7

, kde ξ ∈ (a, b) .

4.3.2. Složené formule

Abychom dostali dostatečně přesnou aproximaci integrálu I(f), rozděĺıme interval
〈a, b〉 na kratš́ı podintervaly a na každém z nich použijeme některou ze základńıch for-
muĺı. Omeźıme se na př́ıpad, kdy základńı formule na podintervalech jsou vždy stejné, a to
bud’to obdélńıkové nebo lichoběžńıkové nebo Simpsonovy (sestaveńı složené Booleovy for-
mule ponecháváme čtenáři jako cvičeńı). Budeme uvažovat rovnoměrné (= ekvidistantńı)
děleńı

a = x0 < x1 < · · · < xn = b, kde xi = a + ih, h = (b− a)/n a i = 0, 1, . . . , n. (4.22)

Složenou formuli na děleńı (4.22) budeme značit pomoćı horńıho indexu n. Délka h se
nazývá krok děleńı.

Složenou obdélńıkovou formuli dostaneme součtem jednoduchých obdélńıkových for-
muĺı hf(xi−1 +

1
2
h) na podintervalech 〈xi−1, xi〉. Výsledkem je složená formule

Qn
M(f) := h

[
f

(
x0 +

1

2
h

)
+ f

(
x1 +

1

2
h

)
+ · · ·+ f

(
xn−1 +

1

2
h

)]
. (4.23)

Chybu Rn
M(f) dostaneme jako součet d́ılč́ıch chyb 1

24
f ′′(ξi)h

3 na 〈xi−1, xi〉:

Rn
M(f) =

1

24
h3f ′′(ξ1) +

1

24
h3f ′′(ξ2) + · · ·+ 1

24
h3f ′′(ξn) =

1

24
h2 b− a

n
[f ′′(ξ1) + f ′′(ξ2) + · · ·+ f ′′(ξn)] .

Ze spojitosti f ′′ plyne, že aritmetický pr̊uměr [f ′′(ξ1) + f ′′(ξ2) + · · ·+ f ′′(ξn)]/n druhých
derivaćı je roven druhé derivacif ′′(ξ) v nějakém bodě ξ ∈ (a, b). Pro chybu Rn

M(f) složené
obdélńıkové formule tedy plat́ı

Rn
M(f) =

b− a

24
f ′′(ξ)h2 , kde ξ ∈ (a, b) . (4.24)

Složená lichoběžńıková formule vznikne součtem jednoduchých lichoběžńıkových for-
muĺı 1

2
h[f(xi−1) + f(xi)] na podintervalech 〈xi−1, xi〉. Výsledkem je formule

Qn
T (f) := h

[
1

2
f(x0) + f(x1) + · · ·+ f(xn−1) +

1

2
f(xn)

]
. (4.25)
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Obr. 4.3: Složená obdélńıková a lichoběžńıková formule

Chybu Rn
T (f) dostaneme jako součet chyb − 1

12
f ′′(ξi)h

3 na podintervalech 〈xi−1, xi〉. Po
jednoduché úpravě obdrž́ıme

Rn
T (f) = −b− a

12
f ′′(ξ)h2 , kde ξ ∈ (a, b) . (4.26)

V MATLABu lze použ́ıt funkci trapz.

Složenou Simpsonovu formuli dostaneme pro sudý počet n d́ılk̊u tak, že sečteme
jednoduché Simpsonovy formule na intervalech 〈x0, x2〉, 〈x2, x4〉, . . . , 〈xn−2, xn〉 délky 2h:

Qn
S(f) :=

2h

6
[f(x0) + 4f(x1) + f(x2)] +

2h

6
[f(x2) + 4f(x3) + f(x4)] + · · ·+

2h

6
[f(xn−4) + 4f(xn−3) + f(xn−2)] +

2h

6
[f(xn−2) + 4f(xn−1) + f(xn)] .

Odtud tedy

Qn
S(f) :=

h

3
[f(x0)+4f(x1)+2f(x2)+4f(x3)+· · ·+2f(xn−2)+4f(xn−1)+f(xn)] . (4.27)
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Chyba Rn
S(f) je součtem chyb na podintervalech:

Rn
S(f) =− 1

90
h5f (4)(ξ2)−

1

90
h5f (4)(ξ4)− . . .− 1

90
h5f (4)(ξn) =

− 1

90
h4 b− a

2

{
2

n

[
f (4)(ξ2) + f (4)(ξ4) + · · ·+ f (4)(ξn)

]}
.

Když aritmetický pr̊uměr čtvrtých derivaćı (tj. výraz ve složené závorce) nahrad́ıme čle-
nem f (4)(ξ), dostaneme

Rn
S(f) = −b− a

180
f (4)(ξ)h4 , kde ξ ∈ (a, b) . (4.28)

Jak dosáhnout požadované přesnosti. Vyvstává otázka jak zajistit, aby chyba, které
se při numerickém výpočtu integrálu dopust́ıme, byla menš́ı než zadaná tolerance ε. Ve
vzorćıch (4.24), (4.26) a (4.28) bohužel vystupuje bĺıže neurčené č́ıslo ξ, o němž v́ıme jen
to, že lež́ı někde v intervalu (a, b). Když označ́ıme

M2 = max
x∈〈a,b〉

|f ′′(x)|, M4 = max
x∈〈a,b〉

|f (4)(x)| ,

pak chyby můžeme odhadnout podle vztahu

|Rn
M(f)| ≤ b− a

24
M2h

2 pro složenou obdélńıkovou formuli, (4.24’)

|Rn
T (f)| ≤

b− a

12
M2h

2 pro složenou lichoběžńıkovou formuli, (4.26’)

|Rn
S(f)| ≤

b− a

180
M4h

4 pro složenou Simpsonovu formuli. (4.28’)

Počet d́ılk̊u n = (b − a)/h pak lze určit tak, aby |Rn
M(f)| ≤ ε popř. |Rn

T (f)| ≤ ε nebo
|Rn

S(f)| ≤ ε. Takto stanovený počet d́ılk̊u je však zpravidla přehnaně velký. To je d̊usledek
toho, že jsme v odhadech chyb nahradili derivaci v bĺıže neurčeném bodě maximem této
derivace na celém intervalu 〈a, b〉.
Př́ıklad 4.3. Určeme počet d́ılk̊u n tak, abychom vypoč́ıtali

∫ π/2

0
ex cosx dx s chybou

nejvýše 10−4 pomoćı složené obdélńıkové, lichoběžńıkové a Simpsonovy formule. Přesná

hodnota
∫ π/2

0
ex cosx dx = 1

2
ex(cosx+ sin x)

∣∣π/2
0

.
= 1,905239.

Pro f(x) = ex cos x je f ′′(x) = −2ex sin x a tedy M2 ≤ 2eπ/2. V př́ıpadě obdélńıkové
formule pomoćı (4.24’) odvod́ıme:

|Rn
M(f)| ≤ π/2

24
2 eπ/2

(
π/2

n

)2

≤ 10−4 =⇒ n ≥ 125 .

Provedeme-li výpočet s t́ımto n podle (4.23), dostaneme Q125
M (f)

.
= 1,905277, takže

skutečná chyba je asi 3,8 · 10−5. Cestou pokus̊u se ukázalo, že pro dosažeńı požadované
tolerance stač́ı vźıt n = 78.
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V př́ıpadě lichoběžńıkové formule pomoćı (4.26’) odvod́ıme:

|Rn
T (f)| ≤

π/2

12
2 eπ/2

(
π/2

n

)2

≤ 10−4 =⇒ n ≥ 177 .

Výpočtem podle (4.25) dostaneme Q177
T (f)

.
= 1,905201, tj. skutečná chyba je asi 3,8 ·10−5.

Experimentálně lze ověřit, že požadovanou přesnost lze dosáhnout už při n = 110.
Všimněte si, že Q177

T (f) < I(f) < Q125
M (f). To neńı náhoda. Na 〈0, π/2〉 je f ′′(x) < 0,

tj. f je konkávńı, a proto Qn1

T (f) < I(f) < Qn2

M (f) pro libovolné počty n1, n2 d́ılk̊u.
Pro odhad počtu d́ılk̊u Simpsonovy formule vypočtemef (4)(x) = −4ex cosx a urč́ıme

M4 ≤ 4eπ/2. Podle (4.28’) tak odvod́ıme:

|Rn
S(f)| ≤

π/2

180
4 eπ/2

(
π/2

n

)4

≤ 10−4 =⇒ n ≥ 12 .

Výpočtem podle (4.27) dostaneme Q12
S (f)

.
= 1,905226, tj. skutečná chyba je asi 1,3 · 10−5.

Požadovaná přesnost je ve skutečnosti dosažena už pro n = 8. �

Rombergova integrace je založena na Richardsonově extrapolaci složené lichoběžńıkové
formule. Když má totiž funkce f dostatečný počet spojitých derivaćı, pak je známo, že
pro F (h) := Qn

T (f), kde h = (b− a)/n, plat́ı rozvoj (4.5), v němž a0 = I(f), tj.

Qn
T (f) = I(f) + a1h

2 + a2h
4 + a3h

6 + . . .

Přibližný výpočet integrálu I(f) lze proto provést podle vzorc̊u (4.11) – (4.13). Označ́ıme-
li ns = 2sn a hs = 2−sh, s = 0, 1, . . . , pak Ts0 = Qns

T (f) je složená lichoběžńıková formule
pro ns d́ılk̊u. Při jej́ım výpočtu s výhodou využijeme hodnot funkce f , které jsme už dř́ıve
vypočetli na hrubš́ıch děleńıch. Dá se ukázat, že Ts1 = Qns

S (f) je složená Simpsonova
formule a Ts2 = Qns

B (f) je složená Booleova formule. Obecně plat́ı, že Tsi je kvadraturńı
formule řádu 2i+ 1 s krokem hs.

Př́ıklad 4.5. Rombergovou metodou vypočteme
∫ π/2

0
ex cosx dx s přesnost́ı 10−4. Výsledek

je zaznamenán v následuj́ıćı tabulce. Protože |I(f)− T22| .
= 2,7 · 10−6, T22 = 1,90524 má

s ns Ts0 Ts1 Ts2

0 2 1,61076

1 4 1,83082 1,90418

2 8 1,88659 1,90517 1,90524

všechny cifry platné. �

4.3.3. Doplňuj́ıćı poznatky

Obecný tvar kvadraturńı formule je

Q(f) = w0f(x0) + w1f(x1) + · · ·+ wnf(xn) . (4.29)
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Body x0, x1, . . . , xn se nazývaj́ı uzly a č́ısla w0, w1, . . . , wn koeficienty (někdy také váhy)
kvadraturńı formule.

Gaussovy kvadraturńı formule vyb́ıraj́ı uzly a koeficienty tak, aby formule měla ma-
ximálńı řád r = 2n+ 1 (dá se ukázat, že vyšš́ı řád formule (4.29) mı́t nemůže). Gaussovy
formule se běžně uváděj́ı pro interval 〈−1, 1〉. To však neńı žádné omezeńı, nebot’ substitućı

x =
a+ b

2
+

b− a

2
t

lze výpočet integrálu převést z intervalu 〈a, b〉 na interval 〈−1, 1〉. Uzly a koeficienty
Gaussových formuĺı najdeme v každé učebnici numerické matematiky. My zde uvedeme
jen prvńı tři formule pro n = 0, 1, 2 (pro výpočet integrálu na intervalu 〈−1, 1〉):

QG0(f) = 2f(0), RG0(f) =
1

3
f ′′(ξ) ,

QG1(f) = f

(
− 1√

3

)
+ f

(
1√
3

)
, RG1(f) =

1

135
f (4)(ξ) ,

QG2(f) =
5

9
f(−

√
0, 6) +

8

9
f(0) +

5

9
f(
√

0, 6), RG2(f) =
1

15 750
f (6)(ξ) .

Ve vzorćıch pro chybu je ξ nějaký (bĺıže neurčený) bod z intervalu (−1, 1), pro každou
formuli obecně jiný. Všimněte si, že QG0(f) je obdélńıková formule. Formule QG1(f)
integruje přesně polynomy stupně 3 stejně jako Simpsonova formule. Zat́ımco Simpsonova
formuleQS(f) je tř́ıbodová, Gaussova formuleQG1(f) je jen dvoubodová. Srovnáńım tvaru
zbytku RS(f) Simpsonovy formule a RG1(f) Gaussovy formule lze usuzovat, že Gaussova
formule je přibližně o 50% přesněǰśı. Tř́ıbodová formule QG2(f) integruje přesně polynomy
stupně 5.

Adaptivńı integrace je založena na nerovnoměrném děleńı intervalu integrace 〈a, b〉:
v mı́stech, kde je integrovaná funkce dostatečně hladká a měńı se pomalu, použijeme
děleńı hrubš́ı, a v mı́stech, kde je výpočet integrálu obt́ıžný, použijeme děleńı jemněǰśı.

Vysvětleme si, jak se to dá prakticky udělat. Integrál I(a, b) :=
∫ b

a
f(x) dx poč́ıtáme

dvěma kvadraturńımi formulemi: základńı formuĺı Q1(a, b) a přesněǰśı formuĺı Q2(a, b).
Když si představ́ıme, že formule Q2 je zcela přesná, můžeme chybu I(a, b) − Q1(a, b)
aproximovat výrazem Q2(a, b) − Q1(a, b). Proto, je-li |Q2(a, b) − Q1(a, b)| ≤ ε, kde ε je
zadaná přesnost, považujeme Q(a, b, ε) := Q2(a, b) za přibližnou hodnotu integrálu I(a, b).
V opačném př́ıpadě, tj. pro |Q2(a, b)−Q1(a, b)| > ε, interval 〈a, b〉 rozděĺıme na dva stejně
dlouhé intervaly 〈a, c〉 a 〈c, b〉, kde c = (a+ b)/2, na těchto intervalech spočteme nezávisle
na sobě přibližné hodnoty Qac := Q(a, c, ε̂) a Qcb := Q(c, b, ε̂) integrál̊u I(a, c) a I(c, b),
a nakonec polož́ıme Q(a, b, ε) := Qac + Qcb. Algoritmus je rekurzivńı: výpočet Q(a, c, ε̂)
aQ(c, b, ε̂) na dceřiných intervalech 〈a, c〉 a 〈c, b〉 prob́ıhá analogicky jako výpočetQ(a, b, ε)
na rodičovském intervalu 〈a, b〉.

Šikovnou implementaci adaptivńı integrace dostaneme, když základńı formule Q1 je
složená Simpsonova formule Q4

S a přesněǰśı formule Q2 je Booleova formule QB ≡ Q4
B. Obě

formule použ́ıvaj́ı stejné uzly: krajńı body a, b, střed c = 1
2
(a+ b) a body d = a+ 1

4
(b− a)

v jedné čtvrtině a e = b − 1
4
(b − a) ve třech čtvrtinách intervalu 〈a, b〉. Na dceřiném
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intervalu proto stač́ı dopoč́ıtat jen dvě hodnoty f(d) a f(e), nebot’ zbývaj́ıćı tři hodnoty
f(a), f(b) a f(c) se převezmou z rodičovského intervalu.

Protože délka dceřiného intervalu je rovna polovině délky intervalu rodičovského, zdá
se přirozené volit ε̂ = 1

2
ε. Teoretická analýza i praktické zkušenosti však potvrdily, že stač́ı

uvažovat ε̂ = ε. Podrobný popis tohoto algoritmu může čtenář naj́ıt např. v [15] nebo
[11], viz také funkce integral nebo quadgk v MATLABu. Hruhý popis zaznamenává
následuj́ıćı

algoritmus ADAPT:

function Q(f, a, b, ε) ;
I1 := Q1(f, a, b) ; {Simpsonova formule Q4

S }
I2 := Q2(f, a, b) ; {Booleova formule Q4

B }
c := (a + b)/2 ; { střed intervalu 〈a, b〉 }
if abs (I2 − I1) < ε then { je dosažena požadovaná přesnost ? }

Q := I2 { ano, hodnota I2 se akceptuje }
else {ne, rekurzivńı voláńı funkce Q na dceřin- }

Q := Q(f, a, c, ε) +Q(f, c, b, ε) ; {ných subintervalech 〈a, c〉 a 〈c, b〉 }

Kv̊uli jednoduchosti jsme do algoritmu ADAPT nezahrnuli přenos funkčńıch hodnot f(a),
f(d), f(c), f(e) a f(b) (použ́ıvaj́ı se při vyhodnoceńı formuĺı Q1 a Q2) z rodičovského
intervalu 〈a, b〉 do dceřiných interval̊u 〈a, c〉 a 〈c, b〉.
Podmı́něnost numerického výpočtu integrálu. Ukážeme, že výpočet podle kvadra-
turńı formule (4.29) s kladnými koeficienty wi je dobře podmı́něná úloha. Pro jedno-
duchost se omeźıme jen na prozkoumáńı vlivu nepřesnost́ı ve funkčńıch hodnotách, tj.
nebudeme uvažovat zaokrouhlovaćı chyby vznikaj́ıćı při prováděńı aritmetických operaćı
v pr̊uběhu vyhodnocováńı formule.

Předpokládejme tedy, že mı́sto přesných hodnot f(xi) dosad́ıme do formule přibližné
hodnoty f̃(xi) = f(xi) + εi. Pak

Q̃(f) :=
n∑

i=0

wif̃(xi) =
n∑

i=0

wif(xi) +
n∑

i=0

wiεi = Q(f) +
n∑

i=0

wiεi .

V daľśım využijeme toho, že každá smysluplná formule integruje přesně konstantńı funkci.
Pak ale

∑n
i=0wi = Q(1) =

∫ b

a
1 dx = b−a. Když označ́ıme ε = maxi |εi| velikost maximálńı

chyby ve funkčńıch hodnotách, dostaneme pro chybu kvadraturńı formule odhad

|Q̃(f)−Q(f)| =
∣∣

n∑

i=0

wiεi
∣∣ ≤

n∑

i=0

wi|εi| ≤ ε

n∑

i=0

wi = (b− a)ε .

Odtud je vidět, že když jsou chyby εi malé, je chyba kvadraturńı formule také malá.

Numerický výpočet integrálu funkce dvou proměnných. V odstavci 3.1.3 jsme
uvedli dva př́ıklady, jak funkci f v oblasti Ω aproximovat interpolantem S. Integraćı funkce
S přes oblast Ω pak dostaneme složenou kvadraturńı formuli Q(f) =

∫
Ω
S(x, y) dxdy

aproximuj́ıćı I(f) =
∫
Ω
f(x, y) dxdy.
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V př́ıpadě po částech lineárńı interpolace

Q(f) =

∫

Ω

S(x, y) dxdy =

m∑

k=1

∫

Tk

Sk(x, y) dxdy ,

kde Sk je lineárńı polynom jednoznačně určený hodnotami funkce f ve vrcholech troj-
úhelńıka Tk a Ω = T1 ∪ T2 ∪ · · · ∪ Tm. Snadným výpočtem dostaneme

∫

Tk

Sk(x, y) dxdy = 1
3
|Tk| · [f(Ak) + f(Bk) + f(Ck)] ,

kde |Tk| je obsah trojúhelńıka Tk a f(Ak), f(Bk), f(Ck) jsou hodnoty funkce f ve vrcholech
Ak, Bk, Ck trojúhelńıka Tk. Pro f ∈ C2(Ω) je |I(f)−Q(f)| ≤ Ch2, kde h je nejdeľśı strana
trojúhelńık̊u Tk a C je konstanta nezávislá na h. Vid́ıme tedy, že chyba je libovolně malá,
když zvoĺıme dostatečně jemnou triangulaci oblasti Ω.

V př́ıpadě bilineárńı interpolace postupujeme podobně:

Q(f) =

∫

Ω

S(x, y) dxdy =

n∑

i=1

m∑

j=1

∫

Rij

Sij(x, y) dxdy ,

kde Sij je bilineárńı polynom jednoznačně určený hodnotami funkce f ve vrcholech čtyř-
úhelńıka Rij a Ω = R11 ∪ R12 ∪ · · · ∪Rnm. Na obdélńıku Rij pak snadno odvod́ıme

∫

Rij

Sij(x, y) dxdy = 1
4
|Rij| · (fi−1,j−1 + fi,j−1 + fi−1,j + fij) ,

kde |Rij | = (xi−xi−1)(yj−yj−1) je obsah obdélńıka Rij. Pokud f ∈ C2(Ω), pak pro chybu
plat́ı |I(f)−Q(f)| ≤ C(h2+k2), kde h = maxi(xi−xi−1), k = maxj(yj−yj−1) a kde C je
konstanta nezávislá na h, k. Chybu zřejmě opět učińıme libovolně malou, pokud obdélńık
Ω rozděĺıme dostatečně jemně.

4.4. Cvičeńı

4.1. Naprogramujte Richardsonovu extrapolaci z př́ıkladu 4.1. Spočtěte t́ımto programem derivaci f ′(1,5)

pro funkce (a) x sin x, (b) sinx
x . Zvolte startovaćı krok h0 = 1 a tolerance εr = εa = 10−5.

[ (a) T00 = 0,628234 T11 = 1,093421 T22 = 1,103579 T32 = 1,103600 T33 = 1,103601 ;

(b) T00 = −0,359731 T11 = −0,395853 T22 = −0,396173

T31 = −0,396172 T32 = −0,396173 . ]

4.2. Ověřte, že pro druhou centrálńı diferenci (4.4) plat́ı rozvoj (4.6), konkrétně

F (h) :=
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
= f ′′(x) +

1

4!
h2f (4)(x) +

1

6!
h4f (6)(x) + . . . . (4.30)

Naprogramujte Richardsonovu extrapolaci (4.11)-(4.13) pro F (h) podle (4.30). Spočtěte t́ımto programem

druhou derivaci f ′′(0,5) pro funkce (a) x cosx, (b)
tgx
x . Zvolte startovaćı krok h0 = 0,8 a tolerance

εr = εa = 10−5.

[ (a) T00 = −1,275680 T11 = −1,396717 T22 = −1,397641 T31 = −1,397639 T32 = −1,397642 ;

(b) T00 = 2,526186 T11 = 0,977209 T22 = 1,198335 T33 = 1,190579

T42 = 1,190647 T43 = 1,190646 . ]
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4.3. Pomoćı vzorc̊u (4.24’), (4.26’) a (4.28’) odhadněte potřebné počty d́ılk̊u n pro dosažeńı přesnosti

ε = 10−6 pro integrál
∫ 5

0 xe−x2

dx. Maxima M2 a M4 odhadněte graficky.

[M2 ≈ 2,M4 ≈ 16,4 ; n = 4565, pro složenou lichoběžńıkovou formuli, n = 3228 pro složenou obdélńıkovou
formuli, n = 130 pro složenou Simpsonovu formuli. ]

4.4. Naprogramujte Rombergovu integraci. Spočtěte t́ımto programem určité integrály (a)
∫ 2

0
e−x2

dx,

(b)
∫ π/2

0
sinx
x dx. Začněte s jedńım d́ılkem, tj. n0 = 1, a zvolte tolerance εa = εr = 10−6.

[ (a) T00 = 1,018316 T11 = 0,829944 T22 = 0,885270 T33 = 0,882032

T41 = 0,882080 T42 = 0,882081 ;

(b) T00 = 1,285398 T11 = 1,371275 T22 = 1,370761 T32 = 1,370762 T33 = 1,370762 . ]

4.5. Pomoćı vzorc̊u (4.17) a (4.19) dokažte, že formule Q�(f) =
2
3QM (f) + 1

3QT (f) je nejméně řádu 2.
Dále pak ukažte, že Q�(f) je ve skutečnosti Simpsonova formule řádu 3.

4.6.Ověřte, že Gaussova formuleQG1 je řádu 3 aQG2 je řádu 5. (Návod: prověřte, že
∫ 1

−1 x
i dx = QG1(x

i)

pro i = 0, 1, 2, 3, a že
∫ 1

0
xi dx = QG2(x

i) pro i = 0, 1, 2, 3, 4, 5.)

4.7. Ověřte, že když v Rombergově metodě zvoĺıme T00 = QT (f), dostaneme T11 = QS(f) a T22 =
QB(f).

4.8. Naprogramujte algoritmus ADAPT včetně přenosu již vypočtených funkčńıch hodnot z mateřského
intervalu do dceřiných interval̊u. Pro funkci f(x) = sinx2 a přesnost ε = 10−6 spočtěte (a)

∫ π

0 f(x) dx,

(b) délku křivky [x, f(x)], x ∈ 〈0, π〉, tj.
∫ π

0

√
1 + (f ′(x))2 dx. Určete počet pf vyhodnoceńı integrandu.

[ (a) I
.
= 0,772652, pf = 89, (b) I

.
= 7,562235, pf = 153. ]

4.9. Čı́slo π lze definovat jako obsah jednotkového kruhu {[x, y]; x2 + y2 ≤ 1}. Nakreslete si a ověřte, že

(i) π = 4

√
2/2∫

−
√
2/2

√
1− x2 dx− 2 , (ii) π = 4

∫∫

Ω

dxdy ,

kde Ω = {[x, y]; x2 + y2 ≤ 1, |x| ≤ y}. (a) Určete π pomoćı vzorce (i), integrál poč́ıtejte algorit-
mem ADAPT s přesnost́ı ε = 10−6. Kolik dělićıch bod̊u algoritmus ADAPT potřebuje? (b) Určete π
pomoćı vzorce (ii). Dvojný integrál poč́ıtejte složenou kvadraturńı formuĺı. Oblast Ω triangulujte jed-
noduchým zp̊usobem: Ω =

⋃m
k=1 Tk, kde Tk je trojúhelńık s vrcholy [0, 0], [xk, f(xk)], [xk+1, f(xk+1)],

f(x) =
√
1− x2 a xk = −

√
2/2+

√
2(k− 1)/m, k = 1, 2, . . . ,m+ 1. (nakreslete!) Obsah |T | trojúhelńıka

T s vrcholy [xa, ya], [xb, yb], [xc, yc] se poč́ıtá podle vzorce

|T | = 1
2 |d| , kde d =

xa ya 1
xb yb 1
xc yc 1

.

Kolik trojúhelńık̊u muśıte zvolit k dosažeńı stejné přesnosti ε = 10−6? Který z obou algoritmů je
vhodněǰśı?

[ (a) 25, (b) 1155. ]
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5. Řešeńı nelineárńıch rovnic

Kořeny nelineárńı rovnice f(x) = 0 obecně neumı́me vyjádřit explicitńım vzorcem.
K řešeńı nelineárńı rovnice proto použ́ıváme iteračńı metody: z jedné nebo několika počá-
tečńıch aproximaćı hledaného kořene x∗ generujeme posloupnost x0, x1, x2, . . . , která ke
kořenu x∗ konverguje. Pro některé metody stač́ı, když zadáme interval 〈a, b〉, který obsa-
huje hledaný kořen. Jiné metody vyžaduj́ı, aby počátečńı aproximace byla k hledanému
kořenu dosti bĺızko; na oplátku takové metody konverguj́ı mnohem rychleji. Často proto
zač́ınáme s hrubou, avšak spolehlivou metodou, a teprve když jsme dostatečně bĺızko
kořene, přejdeme na jemněǰśı, rychleji konverguj́ıćı metodu.

Abychom naše úvahy zjednodušili, omeźıme se na problém určeńı reálného jednodu-
chého kořene x∗ rovnice f(x) = 0, tj. předpokládáme, že f ′(x∗) 6= 0. Budeme také auto-
maticky předpokládat, že funkce f(x) je spojitá a má tolik spojitých derivaćı, kolik je jich
v dané situaci zapotřeb́ı.

5.1. Určeńı počátečńı aproximace

Počátečńı aproximaci kořen̊u rovnice f(x) = 0 můžeme zjistit z grafu funkce f(x):
ručně, nebo raději pomoćı vhodného programu na poč́ıtači, vykresĺıme funkci f(x) a vy-
hledáme jej́ı pr̊useč́ıky s osou x.

Jinou možnost́ı je sestaveńı tabulky [xi, f(xi)] pro nějaké děleńı

a = x0 < x1 · · · < xi−1 < xi < · · · < xn = b

zvoleného intervalu 〈a, b〉. Když ve dvou sousedńıch bodech tabulky nabývá funkce f(x)
hodnot s opačným znaménkem, tj. když f(xi−1)f(xi) < 0, pak mezi body xi−1 a xi lež́ı
reálný kořen rovnice f(x) = 0.

Př́ıklad 5.1. Źıskáme hrubý odhad kořen̊u rovnice f(x) = 0, kde

f(x) = 4 sin x− x3 − 1 .

Z obrázku 5.1 zjist́ıme, že existuj́ı tři kořeny: x∗
1 ∈ (−2,−1), x∗

2 ∈ (−1, 0) a x∗
3 ∈ (1, 2). �

Na principu znaménkových změn je založena

Metoda bisekce známá také jako metoda p̊uleńı interval̊u. Předpokládejme, že funkce
f(x) má v koncových bodech intervalu (a0, b0) opačná znaménka, tj. plat́ı f(a0)f(b0) < 0.
Sestroj́ıme posloupnost interval̊u (a1, b1) ⊃ (a2, b2) ⊃ (a3, b3) ⊃ . . . , které obsahuj́ı kořen.
Intervaly (ak+1, bk+1), k = 0, 1, . . . , urč́ıme rekurzivně zp̊usobem, který si nyńı poṕı̌seme.

Střed intervalu (ak, bk) je bod xk+1 =
1
2
(ak + bk). Když f(xk+1) = 0, pak xk+1 = x∗ je

kořen a dál nepokračujeme. Pokud f(xk+1) 6= 0, polož́ıme

(ak+1, bk+1) =

{
(ak, xk+1) , když f(ak)f(xk+1) < 0 ,

(xk+1, bk) , když f(ak)f(xk+1) > 0 .
(5.1)

Z konstrukce (ak+1, bk+1) okamžitě plyne f(ak+1)f(bk+1) < 0, takže každý interval (ak, bk)
obsahuje kořen. Po k kroćıch je kořen v intervalu Ik := (ak, bk) délky

|Ik| = bk − ak = 2−1(bk−1 − ak−1) = · · · = 2−k(b0 − a0) .
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Obr. 5.1: Graf funkce 4 sinx− x3 − 1

Střed xk+1 intervalu (ak, bk) aproximuje kořen x∗ s chybou

|xk+1 − x∗| ≤ 1
2
(bk − ak) = 2−k−1(b0 − a0) . (5.2)

Pro k → ∞ zřejmě |Ik| → 0 a xk → x∗.

Př́ıklad 5.2. Metodu bisekce aplikujeme na rovnici z př́ıkladu 5.1. Jako počátečńı zvo-

k ak bk xk+1 f(xk+1)

0 1 2 1,5 < 0

1 1 1,5 1,25 > 0

2 1,25 1,5 1,375 > 0

3 1,375 1,5 1,4375 < 0

4 1,375 1,4375 1,40625 > 0

5 1,40625 1,4375 1,421875

ĺıme interval (a0, b0) = (1, 2). Připomeň-
me, že f(1) > 0, f(2) < 0. Proto také
f(ak) ≥ 0, f(bk) ≤ 0 pro každé k. Posloup-
nost interval̊u zaznamenáváme do tabul-
ky. Po pěti kroćıch má interval (a5, b5)
délku 2−5 = 0,03125 a x6 = 1,421875
aproximuje kořen s chybou nepřesahuj́ıćı
2−6 = 0,015625. �

Metoda bisekce konverguje pomalu: protože 10−1 .
= 2−3,32, zpřesněńı o jednu dekadic-

kou cifru vyžaduje v pr̊uměru 3,32 kroku. Všimněte si, že rychlost konvergence vyjádřená
vztahem (5.2) v̊ubec nezáviśı na funkci f(x). To proto, že jsme využ́ıvali pouze znaménka
funkčńıch hodnot. Když tyto hodnoty (a př́ıpadně také hodnoty derivaćı f(x)) využijeme
efektivněji, můžeme dosáhnout podstatně rychleǰśı konvergence. Takové zpřesňuj́ıćı meto-
dy však konverguj́ı pouze tehdy, když pro ně zvoĺıme dostatečně dobrou počátečńı apro-
ximaci. Vhodná počátečńı aproximace bývá často určena právě metodou bisekce.

5.2. Zpřesňuj́ıćı metody

Snad nejznáměǰśı mezi nimi je

Newtonova metoda nebo-li metoda tečen. Jak je u iteračńıch metod zvykem, vyjdeme
z počátečńı aproximace x0 a postupně poč́ıtáme x1, x2, . . . zp̊usobem, který si ted’ vysvět-
ĺıme.

Předpokládejme, že známe xk a máme určit lepš́ı aproximaci xk+1. Uděláme to tak, že
bodem [xk, f(xk)] vedeme tečnu ke křivce y = f(x) a pr̊useč́ık tečny s osou x považujeme
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za xk+1. Do rovnice tečny

y = f(xk) + f ′(xk)(x− xk)

tedy dosad́ıme y := 0, vypočteme x a polož́ıme xk+1 := x. Tak dostaneme předpis

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
. (5.3)

Výpočet ukonč́ıme a xk+1 považujeme za dostatečně přesnou aproximaci kořene, pokud

|xk+1 − xk| ≤ ε , př́ıpadně |xk+1 − xk| ≤ ε|xk| nebo |f(xk+1)| ≤ ε , (5.4)

kde ε je požadovaná přesnost. T́ım sice neńı zaručeno, že také |xk+1 − x∗| ≤ ε, je to ale
obvyklý zp̊usob, pomoćı něhož iterace ukonč́ıme. Tato tzv. stop kritéria jsou vhodná i pro
daľśı metody, které v tomto odstavci uvedeme.

x
0
 x

1
 x

2
 x

3
 

f(x)
y=0
[x

i
,f(x

i
)]

(y−y
i
)/(x−x

i
) = f ’(x

i
)

Obr. 5.2: Newtonova metoda

Př́ıklad 5.3. Newtonovou metodou urč́ıme kladný kořen rovnice z př́ıkladu 5.1. Zvoĺıme
x0 = 2. Výpočet ukonč́ıme, když |f(xk)| < 10−5. Posledńı sloupec vyžaduje znalost přes-

k xk f(xk) f ′(xk) f(xk)/f
′(xk) xk − x∗

0 2 −5,362810 −13,66459 0,392460 0,563550

1 1,607540 −1,156877 −7,899490 0,146450 0,171089

2 1,461090 −0,143158 −5,966406 0,023994 0,024640

3 1,437096 −0,003653 −5,662524 0,000645 0,000646

4 1,436451 −0,000003 0,000000

ného řešeńı. To źıskáme provedeńım ještě jednoho kroku Newtonovy metody. Dá se uká-
zat, že x∗ .

= x5 = 1,43645032 má všechny cifry platné. Požadovaná přesnost byla tedy
dosažena ve čtvrtém kroku, x4

.
= 1,43645 má všechny cifry platné. �
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Konvergence Newtonovy metody. Necht’ ek = xk − x∗ je chyba v k-tém kroku.
Ukážeme si, jak souviśı s chybou ek+1 v kroku následuj́ıćım. Z Taylorova rozvoje f(x∗)
okolo xk dostaneme

0 = f(x∗) = f(xk) + (x∗ − xk)f
′(xk) +

1

2
(x∗ − xk)

2f ′′(ξ) ,

kde ξ je nějaký bĺıže neurčený bod intervalu, jehož krajńı body jsou xk a x∗. Když rovnici
děĺıme f ′(xk), dostaneme

−1

2
(x∗ − xk)

2 f
′′(ξ)

f ′(xk)
=

f(xk)

f ′(xk)
+ (x∗ − xk) = x∗ −

[
xk −

f(xk)

f ′(xk)

]
= x∗ − xk+1 ,

takže máme

ek+1 =
1

2

f ′′(ξ)

f ′(xk)
e2k , (5.5)

a když xk → x∗, pak

ek+1

e2k
−→ C , kde C =

1

2

f ′′(x∗)

f ′(x∗)
.

Protože chyba ek+1 je úměrná druhé mocnině chyby ek, ř́ıkáme, že Newtonova metoda
konverguje kvadraticky nebo také, že je druhého řádu. Uved’me si přesněǰśı definici:

Necht’ x0, x1, x2, . . . je posloupnost, která konverguje k x∗ a ek = xk − x∗. Když existuje
č́ıslo p a konstanta C 6= 0 taková, že

lim
k→∞

|ek+1|
|ek|p

= C , (5.6)

pak p se nazývá řád konvergence posloupnosti a C je chybová konstanta. Speciálně ř́ıkáme,
že

konvergence je
lineárńı,
superlineárńı,
kvadratická,

když
p = 1 a C < 1 ,
p > 1 ,
p = 2 .

Řekneme, že daná metoda je řádu p, jestlǐze všechny konvergentńı posloupnosti źıskané
touto metodou maj́ı řád konvergence věťśı nebo rovný p a nejméně jedna z těchto posloup-
nost́ı má řád konvergence rovný přesně p.

V bĺızkosti kořene plat́ı: č́ım vyšš́ı řád p, t́ım rychleǰśı konvergence, nebot’

|ek+1| ≈ C|ek|p ,

takže když |ek| je malé, pak |ek+1| je t́ım menš́ı, č́ım je p větš́ı.
V́ıme už, že když Newtonova metoda konverguje, pak rychlost konvergence xk → x∗

je alespoň kvadratická (pro některé funkce f může být i vyšš́ı). Zbývá ještě zodpovědět
otázku, za jakých podmı́nek je zaručeno, že konvergence v̊ubec nastane. Ukažme si to.
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Předpokládejme, že v nějakém okoĺı I kořene plat́ı

1

2

∣∣∣∣
f ′′(y)

f ′(x)

∣∣∣∣ ≤ m pro všechna x, y ∈ I .

Když xk ∈ I, pak z (5.5) plyne |ek+1| ≤ m|ek|2 nebo-li |mek+1| ≤ |mek|2. Opakováńım
této úvahy dostaneme

|mek+1| ≤ |mek|2 ≤ |mek−1|4 ≤ |mek−2|8 ≤ |mek−3|16 ≤ · · · ≤ |me0|r , kde r = 2k+1.

Když plat́ı |me0| < 1, pak jistě |ek+1| → 0 a tedy xk+1 → x∗. Dokázali jsme tedy, že

Newtonova metoda vždy konverguje za předpokladu, že počátečńı aproximaci zvoĺıme dosta-
tečně bĺızko ke kořenu.

Dobrou počátečńı aproximaci x0 můžeme źıskat např. metodou bisekce. Vhodným
spojeńım metody bisekce a Newtonovy metody lze sestrojit kombinovanou metodu, která
vždy konverguje, viz např. procedura rtsafe v [18]. V bĺızkosti kořene se přitom uplatńı
jen Newtonova metoda, takže konvergence je rychlá.

Pomoćı náčrtku snadno ověř́ıme, že Newtonova metoda konverguje, když jsou splněny
tzv. Fourierovy podmı́nky:

a) f ∈ C2〈a, b〉 a přitom f(a)f(b) < 0;

b) f ′ a f ′′ neměńı na intervalu 〈a, b〉 znaménko a f ′(x) 6= 0 pro každé x ∈ 〈a, b〉;

c) jako x0 voĺıme ten z bod̊u a, b, v němž je f(x0)f
′′(x0) > 0.

Praktický význam však Fourierovy podmı́nky nemaj́ı, nebot’ pro velké b− a obvykle tyto
podmı́nky bud’to neplat́ı nebo je neumı́me snadno ověřit.

Metoda sečen. V každém kroku Newtonovy metody muśıme poč́ıtat hodnotu f(xk) a de-
rivaci f ′(xk). Když vzorec pro výpočet derivace nemáme k dispozici, nebo když náklady
spojené s výpočtem derivace jsou vysoké, můžeme derivaci aproximovat pod́ılem

f ′(xk) ≈
f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1

.

Tak dostaneme metodu sečen: zadáme dvě počátečńı aproximace x0, x1 a poč́ıtáme
x2, x3, . . . podle předpisu

xk+1 = xk −
xk − xk−1

f(xk)− f(xk−1)
f(xk) . (5.7)

Název metody vycháźı z jej́ı geometrické interpretace: xk+1 je x-ová souřadnice pr̊useč́ıku
př́ımky procházej́ıćı body [xk−1, f(xk−1)] a [xk, f(xk)] s osou x:

y = f(xk) +
f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1
(x− xk) = 0 =⇒ x = xk+1 .

Protože tato př́ımka prot́ıná graf funkce f , je to sečna, odtud metoda sečen.
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Obr. 5.3: Metoda sečen

Všimněte si, že v každém kroku vyč́ıslujeme hodnotu funkce jen jednou: vypočteme
f(xk), hodnotu f(xk−1) převezmeme z předchoźıho kroku.

Dá se odvodit, že rychlost konvergence metody sečen je řádu p = 1
2
(1 +

√
5) ≈ 1,618,

tedy poněkud nižš́ı než u Newtonovy metody. Č́ıslo τ = (
√
5−1)/2 ≈ 0,618 je tzv. poměr

zlatého řezu. Toto magické č́ıslo se znovu objev́ı v odstavci 6.1, kde si o něm řekneme
trochu v́ıc (viz poznámka o zlatém řezu).

Př́ıklad 5.4. Metodou sečen urč́ıme kladný kořen rovnice z př́ıkladu 5.1. Zvoĺıme x0 = 1,

k xk f(xk) xk − x∗

0 1 1,365884 −0,436450

1 2 −5,362810 0,563550

2 1,202994 0,991513 −0,233456

3 1,327357 0,543420 −0,109094

4 1,478177 −0,246970 0,041726

5 1,431051 0,030349 −0,005400

6 1,436208 0,001370 −0,000242

7 1,436452 −0,000008 0,000001

x1 = 2. Výpočet ukonč́ıme, když bude
|f(xk)| < 10−5. Až do čtvrtého kroku
(výpočet x5) je konvergence poměrně po-
malá. Teprve v posledńıch dvou kroćıch se
plně uplatnila rychlá konvergence metody
sečen. �

Metoda sečen zaručeně konverguje, pokud zvoĺıme startovaćı hodnoty x0 a x1 dosta-
tečně bĺızko ke kořenu x∗. To lze zajistit např. metodou bisekce. Daľśı metodou, jak źıskat
dobré startovaćı aproximace, je varianta metody sečen známá jako

Metoda regula falsi. Počátečńı aproximace x0 a x1 se voĺı tak, aby f(x0)f(x1) < 0. Nová
aproximace xk+1 se opět źıská jako pr̊useč́ık sečny s osou x. Sečna však tentokrát spojuje
bod [xk, f(xk)] s bodem [xℓ, f(xℓ)], kde ℓ je největš́ı index, pro který f(xk)f(xℓ) < 0.
Výpočet tedy prob́ıhá podle vzorce

xk+1 = xk −
xk − xℓ

f(xk)− f(xℓ)
f(xk) , k = 1, 2, . . . . (5.8)
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Přitom pro k = 1 je ℓ = 0, a po výpočtu xk+1 urč́ıme index ℓ takto:

když f(xk+1)f(xℓ) > 0, pak ℓ = k, v opačném př́ıpadě se ℓ neměńı.

Výhodou metody regula falsi je to, že podobně jako metoda bisekce vždy konverguje:
interval Ik, jehož koncové body jsou xk a xℓ, obsahuje kořen. Na rozd́ıl od metody bisekce
však délka intervalu Ik nekonverguje k nule. Rychlost konvergence metody regula falsi je
jen lineárńı. Metodu regula falsi (podobně jako metodu bisekce) proto použ́ıváme pouze
pro źıskáńı dobré počátečńı aproximace, pak přecháźıme na rychleǰśı metodu.

x
0

x
1

x
2

x
3

x
4

Obr. 5.4: Regula falsi

Př́ıklad 5.5. Metodou regula falsi urč́ıme kladný kořen rovnice z př́ıkladu 5.1. Zvoĺıme

k ℓ xℓ xk f(xk) xk − x∗

0 1 1,365884 −0,436450

1 0 1 2 −5,362810 0,563550

2 1 2 1,202994 0,991513 −0,233456

3 1 2 1,327357 0,543420 −0,109094

4 1 2 1,389245 0,253012 −0,047205

5 1 2 1,416762 0,108896 −0,019688

6 1 2 1,428369 0,045283 −0,008081

7 1 2 1,433156 0,018561 −0,003295
...

15 1 2 1,436448 0,000014 −0,000002

16 1 2 1,436449 0,000006 −0,000001

x0 = 1, x1 = 2. Z tabulky je vidět,
že poč́ınaje druhým krokem je
xℓ = 2. Dále je zřejmé, že do čtvr-
tého kroku je přesnost metody re-
gula falsi srovnatelná s přesnost́ı
metody sečen, viz př́ıklad 5.4.
V následuj́ıćıch kroćıch je už ale
patrná lineárńı konvergence, pod-
mı́nka |f(xk)| < 10−5 je splněna
až pro x16. Všimněte si: délka in-
terval̊u Ik = (xk, 2), k ≥ 2, kon-
verguje k č́ıslu x−x∗ .

= 0, 563550.
�

Steffensenova metoda se ř́ıd́ı předpisem

xk+1 = xk −
f(xk)

dk
, kde dk =

f(xk + f(xk))− f(xk)

f(xk)
(5.9)
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je speciálně spočtená aproximace f ′(xk) připomı́naj́ıćı dopřednou diferenci:

f ′(xk) ≈ dk =
f(xk + hk)− f(xk)

hk

, kde hk = f(xk) .

V každém kroku se funkce f vyhodnocuje dvakrát: kromě hk = f(xk) se poč́ıtá ještě také
f(xk + hk). Oproti metodě sečen je tu jedno vyhodnoceńı funkce nav́ıc. Na druhé straně
lze ukázat, že rychlost konvergence Steffensenovy metody je stejná jako u Newtonovy
metody, tedy kvadratická.

Metoda inverzńı kvadratické interpolace. Metoda sečen použ́ıvá dva předchoźı body
k źıskáńı daľśıho, proč tedy nepouž́ıt tři?

Body [xk−2, f(xk−2)], [xk−1, f(xk−1)] a [xk, f(xk)] můžeme proložit parabolu P2(x)
a hledat jej́ı pr̊useč́ık s osou x. Za daľśı aproximaci xk+1 pak zvoĺıme ten z kořen̊u polynomu
P2(x), který je bĺıž k předchoźı aproximaci xk. Na tomto principu je založena Műllerova
metoda. Pot́ıž je v tom, že parabola nemuśı x-ovou osu protnout, nebot’ kvadratická funkce
P2(x) nemuśı mı́t reálné kořeny. Výpočet je proto třeba provádět v komplexńı aritmetice,
a to i v př́ıpadě, že rovnice f(x) = 0 má jen reálné kořeny.

Mı́sto paraboly v proměnné x můžeme třemi body proložit parabolu Q2(y) v proměn-
né y, určenou interpolačńımi podmı́nkami

Q2(f(xk−2)) = xk−2 , Q2(f(xk−1)) = xk−1 , Q2(f(xk)) = xk .

Jsou-li hodnoty f(xk−2), f(xk−1) a f(xk) navzájem r̊uzné, parabola Q2(y) existuje a prot́ı-
ná osu x v jediném bodě. Klademe tedy xk+1 = Q2(0). Tato metoda je známa jako metoda
inverzńı kvadratické interpolace. Jej́ı konvergence je superlineárńı řádu p ≈ 1, 839, viz [7].

Brentova metoda. Metoda inverzńı kvadratické interpolace spolu s metodou sečen a me-
todou bisekce jsou základem populárńı Brentovy metody, viz např. [15], dále také program
zbrent v [18] nebo funkce fzero v MATLABu.

Přednost́ı Brentovy metody je to, že nepouž́ıvá derivace funkce f , je spolehlivá, tj.
zaručeně konverguje ke kořenu, a po několika počátečńıch kroćıch se chyba rychle zmenšuje,
nebot’ rychlost konvergence je superlineárńı.

Startovaćı body x0 a x1 je třeba zvolit tak, aby f(x0)f(x1) < 0. Aproximace x2 se urč́ı
metodou sečen. Necht’ (a1, b1) je interval, jehož koncové body jsou x0 a x1. Pak zřejmě
x2 ∈ (a1, b1). Daľśı aproximaci x3 budeme hledat v kratš́ım intervalu (a2, b2) ⊂ (a1, b1),
jehož jeden koncový bod je x2 a druhý je ten z bod̊u a1, b1, v němž má funkce f opačné
znaménko než v x2, takže f(a2)f(b2) < 0 a (a2, b2) obsahuje kořen.

Při výpočtu x3, x4, . . . Brentova metoda použ́ıvá jednu ze tř́ı základńıch metod tak, aby
nová aproximace xk+1 ∈ (ak, bk). Dále se vybere interval (ak+1, bk+1) ⊂ (ak, bk) obsahuj́ıćı
kořen. Jedńım z jeho koncových bod̊u je xk+1, druhým je ten z bod̊u ak, bk, v němž má
funkce f znaménko opačné než v xk+1. Při výpočtu xk+1 se přednostně použije metoda
inverzńı kvadratické interpolace, pokud takto źıskaná aproximace neńı dostatečně dobrá,
zkuśı se metoda sečen, a když ani ta nezabere, použije se jako záchrana metoda bisekce.
Podrobněǰśı popis Brentovy metody je uveden např. v [15], [18].

Př́ıklad 5.6. Budeme hledat kladný kořen rovnice z př́ıkladu 5.1 a porovnáme jednotlivé
metody podle počtu pk krok̊u a počtu pf vyhodnoceńı funkce f (u Newtonovy metody
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do pf zahrneme také počet vyhodnoceńı derivace f ′). Pro výpočet Brentovou metodou
jsme použili upravený program fzerotx, viz [15].

Výpočet jsme zahájili takto:
v metodě bisekce počátečńı in-
terval (a0, b0) = (1, 2), v New-
tonově a Steffensenově metodě
x0 = 2, v ostatńıch metodách
x0 = 1 a x1 = 2. Použili
jsme stop kritérium |f(xk)| < ε.
V tabulce jsou uvedeny hodnoty
pk/pf pro několik toleranćı ε.

ε 10−3 10−6 10−9 10−12 10−15

bisekce 9/11 19/21 29/31 39/41 49/51

regula falsi 10/12 17/19 25/27 33/35 40/42

sečny 6/8 7/9 8/10 8/10 9/11

Newton 4/8 5/10 5/10 6/12 6/12

Steffensen 4/8 5/10 6/12 6/12 7/14

Brent 6/7 7/8 7/8 8/9 8/9

Nejmenš́ı pkmá Newtonova metoda, nejmenš́ı pf Brentova metoda. Z výpisu o pr̊uběhu
výpočtu Brentovou metodou vyplývá, že se ani jednou nepoužila bisekce, proto tak skvělý
výsledek. �

Poznámka (O metodě prosté iterace). Předpokládejme, že funkce g ∈ C〈a, b〉 splňuje tyto
dvě podmı́nky:

(α) g(x) ∈ 〈a, b〉 ∀x ∈ 〈a, b〉,

(β) existuje č́ıslo q, 0 ≤ q < 1, takové, že |g(x)− g(y)| ≤ q|x− y| ∀x, y ∈ 〈a, b〉 .

Pak rovnice x = g(x) má v 〈a, b〉 jediné řešeńı x∗ a posloupnost postupných aproximaćı
xk+1 = g(xk), k = 0, 1, . . . , konverguje k x∗ pro každé x0 ∈ 〈a, b〉. Bod x∗ = g(x∗) se
nazývá pevný bod funkce g (zobrazuje x∗ na sebe). Následuje náčrt d̊ukazu.

1) Existence. Z podmı́nky (α) plyne g(a) ≥ a, g(b) ≤ b, odtud (a−g(a)) ·(b−g(b)) ≤ 0,
takže v 〈a, b〉 lež́ı kořen rovnice x− g(x) = 0.

2) Jednoznačnost. Necht’ pro x∗, y∗ ∈ 〈a, b〉 plat́ı x∗ = g(x∗), y∗ = g(y∗). Podle (β)
|x∗ − y∗| = |g(x∗)− g(y∗)| ≤ q|x∗ − y∗|, což je možné jedině když x∗ = y∗.

3) Konvergence. Podle (β) je |xk −x∗| = |g(xk−1)− g(x∗)| ≤ q|xk−1−x∗|. Opakováńım
této úvahy dostaneme nakonec |xk − x∗| ≤ qk|x0 − x∗| → 0 pro k → ∞, takže
xk → x∗.

Mı́sto podmı́nky (β) můžeme pro g ∈ C1〈a, b〉 použ́ıt silněǰśı podmı́nku

(β ′) |g′(x)| ≤ q < 1 ∀x ∈ 〈a, b〉 .

Podle věty o středńı hodnotě totiž g(x)− g(y) = g′(ξ)(x− y), kde ξ lež́ı mezi x a y, takže
pro x, y ∈ 〈a, b〉 podle (β ′) je |g(x)− g(y)| = |g′(ξ)| · |x− y| ≤ q|x− y|, tj. plat́ı (β).

Všimněte si, že pro 〈a, b〉 = 〈x∗ − δ, x∗ + δ〉 je platnost podmı́nky (α) d̊usledkem plat-
nosti podmı́nky (β): |g(x)−x∗| = |g(x)−g(x∗)| ≤ q|x−x∗| < |x−x∗|, tj. když |x−x∗| ≤ δ,
pak také |g(x)− x∗| ≤ δ.

Přibližný výpočet kořene x∗ rovnice x = g(x) podle formule xk+1 = g(xk) se nazývá
metoda prosté iterace nebo také metoda postupných aproximaćı. Podmı́nky (α) a (β) nebo
(β ′) jsou postačuj́ıćı pro konvergenci této metody.
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Vhodnou úpravou rovnice f(x) = 0 na tvar x = g(x) můžeme dostat řadu r̊uzných
konkrétńıch metod. Tak třeba pro g(x) = x− f(x)/f ′(x) dostaneme Newtonovu metodu.

Rychlost konvergence posloupnosti postupných aproximaćı {xk}∞k=0 záviśı na chováńı
funkce g v bodě x∗. Jsou-li splněny podmı́nky (α) a (β) nebo (β ′), a má-li g dostatečný
počet spojitých derivaćı, daj́ı se dokázat následuj́ıćı tvrzeńı.

• Pokud g′(x∗) 6= 0, je řád konvergence roven jedné a plat́ı |xk+1 − x∗| ≤ q|xk − x∗|.

• Pokud g′(x∗) = 0 a g′′(x∗) 6= 0, je řád konvergence roven dvěma.

• Obecně, pokud jsou derivace g(s)(x∗) = 0, s = 1, 2, . . . , r− 1, a g(r)(x∗) 6= 0, konver-
gence je řádu r.

Pro Newtonovu metodu g′(x) = f(x)f ′′(x)/(f ′(x))2, tj. g′(x∗) = 0, takže konvergence
xk → x∗ je řádu alespoň dva (což potvrzuje nám již známý výsledek).

Dá se také dokázat, že když |g′(x∗)| > 1, pak pro x0 6= x∗ posloupnost postupných
aproximaćı k x∗ konvergovat nemůže. �

Př́ıklad 5.7. Nelineárńı rovnice f(x) = x2 − 2x − 3 = 0 má kořeny x∗ = −1 a x∗ = 3.
Prozkoumáme konvergenci ke kořenu x∗ = 3 pro několik iteračńıch funkćı g.

1. g(x) = (x2 − 3)/2, g′(x) = x, |g′(3)| = 3, pro x0 6= 3 konvergence nenastane.

2. g(x) =
√
2x+ 3, g′(x) = 1/

√
2x+ 3, |g′(3)| = 1/3, lineárńı konvergence nastane např.

pro libovolné x0 z intervalu 〈2, 4〉, nebot’ v něm |g′(x)| ≤ 1/
√
7.

3. g(x) = 2 + 3/x, g′(x) = −3/x2, |g′(3)| = 1/3, lineárńı konvergence nastane např. pro
libovolné x0 z intervalu 〈2, 4〉, nebot’ v něm |g′(x)| ≤ 3/4.

4. g(x) = (x2+3)/(2x−2), g′(x) = 2(x2−2x−3)/(2x−2)2, g′(3) = 0, g′′(3) = 1/2, kvad-
ratická konvergence nastane např. pro x0 z intervalu 〈2,5; 3,5〉, v němž |g′(x)| < 0,39,
jak snadno zjist́ıme. Ověřte, že tato iteračńı funkce odpov́ıdá Newtonově metodě. �

Poznámka (O násobných kořenech). Řekneme, že kořen x∗ rovnice f(x) = 0 má násob-
nost q, jestliže funkce g(x) = f(x)/(x − x∗)q je v bodě x∗ definována a kořen v něm už
nemá, tj. když 0 < |g(x∗)| < ∞. Jestliže má funkce f(x) v okoĺı kořene x∗ spojité derivace
až do řádu q včetně, pak f (j)(x∗) = 0, j = 0, 1, . . . , q − 1.

Některé z doposud uvedených metod lze použ́ıt také pro nalezeńı násobných kořen̊u,
konvergence však bývá pomaleǰśı. Tak třeba Newtonova metoda konverguje jen lineárně
s chybovou konstantou C = (q − 1)/q.

Když očekáváme, že rovnice f(x) = 0 může mı́t násobné kořeny, je vhodné využ́ıt
toho, že funkce u(x) = f(x)/f ′(x) má pouze jednoduché kořeny. Mı́sto rovnice f(x) = 0
tedy řeš́ıme rovnici u(x) = 0. �

Poznámka (O dosažitelné přesnosti). Necht’ xk je aproximace jednoduchého kořene rov-
nice f(x) = 0. Pomoćı věty o středńı hodnotě dostaneme

f(xk) = f(xk)− f(x∗) = f ′(ξ)(xk − x∗) ,

kde ξ je nějaký bod lež́ıćı mezi xk a x∗. Předpokládejme, že při výpočtech pracujeme jen
s přibližnými hodnotami f̃(xk) = f(xk) + δk, přičemž |δk| ≤ δ. Pak nejlepš́ı výsledek,
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kterého můžeme dosáhnout, je f̃(xk) = 0. V tom př́ıpadě |f(xk)| ≤ δ, takže

|xk − x∗| = |f(xk)|
|f ′(ξ)| ≤ δ

|f ′(ξ)| ≈
δ

|f ′(x∗)| =: ε∗x ,

pokud se f ′ v bĺızkosti kořene př́ılǐs neměńı. Vypoč́ıtat x∗ s menš́ı chybou než ε∗x nelze.
Proto se ε∗x nazývá dosažitelná přesnost kořene x∗. Všimněte si: když je velikost směrnice
|f ′(x∗)| v kořenu x∗ malá, je dosažitelná přesnost ε∗x velká, viz obr. 5.5. V takovém př́ıpadě
je výpočet kořene x∗ špatně podmı́něný problém: malá změna f vyvolá velkou změnu x∗.

x*−ε*
x

x*+ε*
x

f(x)
y=0

Obr. 5.5: Dosažitelná přesnost kořene

Podobná úvaha pro kořen násobnosti q dává dosažitelnou přesnost

ε∗x =

(
δ · q !

f (q)(x∗)

)1/q

.

Exponent 1/q je př́ıčinou toho, že výpočet násobného kořene je obecně špatně podmı́něná
úloha. Tak třeba pro f(x) = xq je x∗ = 0 kořen násobnosti q a ε∗x = δ1/q. Pro q = 15
a δ = 10−15 dostaneme ε∗x = 0,1! �

Poznámka (O kořenech polynom̊u). Polynom pn(x) stupně n má n obecně komlexńıch
kořen̊u. Pro výpočet jednoduchých reálných kořen̊u funkce f(x) = pn(x) lze použ́ıt li-
bovolnou z dosud uvedených metod. O tom, jak se vypořádat s př́ıpadnými násobnými
kořeny, pojednává výše uvedená poznámka. Pro výpočet komplexńıch kořen̊u lze použ́ıt
např. Newtonovu metodu, v ńıž jako počátečńı aproximaci voĺıme komplexńı č́ıslo.

Pokud nás zaj́ımaj́ı všechny kořeny polynomu, tak po nalezeńı reálného kořene x∗

polynom pn(x) děĺıme členem x− x∗. Tak dostaneme polynom pn−1(x) = pn(x)/(x− x∗)
stupně n − 1 a dále hledáme jeho kořeny. Když je x∗ komplexńı kořen, pak je kořenem
také komplexně sdružené č́ıslo x̄∗. V tom př́ıpadě děĺıme pn(x) kvadratickým polynomem
(x − x∗)(x − x̄∗), jehož koeficienty jsou reálná č́ısla. Tak dostaneme polynom pn−2(x)
stupně n− 2 s reálnými koeficienty a pokračujeme hledáńım jeho kořen̊u.

Pro výpočet kořen̊u polynomů jsou navrženy také speciálńı, velmi efektivńı metody,
o nichž lze źıskat informace např. v [22]. �

5.3. Soustavy nelineárńıch rovnic

Mnohé z metod určených pro řešeńı jedné nelineárńı rovnice lze zobecnit na řešeńı
soustav nelineárńıch rovnic. Bohužel to neplat́ı pro metodu bisekce ani pro metodu regula

89



falsi. A co je ještě horš́ı: pro soustavy nelineárńıch rovnic neńı známa žádná univerzálńı
metoda, která by dokázala spolehlivě určit dostatečně dobrou počátečńı aproximaci řešeńı.
Uspokojivou počátečńı aproximaci proto muśıme odhadnout. Pomoci nám může znalost
konkrétńıho problému, který na řešeńı nelineárńı soustavy vede. Odhad řešeńı lze někdy
źıskat také na základě pomocných výpočt̊u provedených za zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u,
např́ıklad tak, že nelineárńı problém aproximujeme vhodným problémem lineárńım.

Uvažujme tedy soustavu n nelineárńıch rovnic o n neznámých

f1(x1, x2, . . . , xn) = 0 ,

f2(x1, x2, . . . , xn) = 0 ,

...

fn(x1, x2, . . . , xn) = 0 ,

nebo-li f(x) = o , (5.10)

kde

x =




x1

x2
...
xn


 , f(x) =




f1(x1, x2, . . . , xn)
f2(x1, x2, . . . , xn)

...
fn(x1, x2, . . . , xn)


 ≡




f1(x)
f2(x)
...

fn(x)


 a o =




0
0
...
0


 .

Řešeńım soustavy (5.10) je každý č́ıselný vektor x∗, pro který f(x∗) = o.
V tomto odstavci budeme automaticky předpokládat, že funkce f(x) je spojitá a má

tolik spojitých derivaćı, kolik je jich v dané situaci zapotřeb́ı.

Newtonova metoda a jej́ı modifikace. Pro n = 1 lze Newtonovu metodu odvodit také
z Taylorova rozvoje

0 = f(x∗) = f(xk) + f ′(xk)(x
∗ − xk) + chyba

.
= f(xk) + f ′(xk)(x

∗ − xk)

tak, že přibližnou rovnost nahrad́ıme rovnost́ı a mı́sto x∗ ṕı̌seme xk+1, tj. poč́ıtáme

f ′(xk)(xk+1 − xk) = −f(xk) , k = 0, 1, . . . .

Podobně lze pomoćı Taylorovy formule v n dimenźıch odvodit Newtonovu metodu pro
soustavu (5.10),

f ′(xk)(xk+1 − xk) = −f(xk) , (5.11)

kde f ′(x) je Jacobiho matice funkce f(x), tj.

f ′(x) =




∂f1(x)

∂x1

∂f1(x)

∂x2
. . .

∂f1(x)

∂xn

∂f2(x)

∂x1

∂f2(x)

∂x2
. . .

∂f2(x)

∂xn
...

...
...

∂fn(x)

∂x1

∂fn(x)

∂x2
. . .

∂fn(x)

∂xn




.
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Výpočet organizujeme tak, že nejdř́ıve vyřeš́ıme soustavu lineárńıch rovnic

f ′(xk)dk = −f(xk) a pak urč́ıme xk+1 = xk + dk . (5.12)

Když je matice f ′(xk) regulárńı, můžeme lineárńı soustavu rovnic vyřešit metodami po-
psanými v kapitole 2 (je-li f ′(xk) singulárńı, je třeba metodu vhodně modifikovat, popř.
výpočet jako neúspěšný ukončit). Pro velké n a ř́ıdkou matici f ′(x) lze efektivně použ́ıt
iteračńı metody (xk je dobrá počátečńı aproximace, nav́ıc xk+1 neńı třeba poč́ıtat př́ılǐs
přesně, nebot’ je to jen mezivýsledek na cestě k nalezeńı x∗).

Newtonova metoda konverguje, pokud je počátečńı aproximace x0 dostatečně bĺızko
kořene x∗. Rychlost konvergence je kvadratická, tj. existuje okoĺı O(x∗) bodu x∗ a kon-
stanta C taková, že

‖xk+1 − x∗‖ ≤ C‖xk − x∗‖2 ∀xk ∈ O(x∗) .

Pro ukončeńı iteraćı použijeme některé ze stop kriteríı

‖xk+1 − xk‖ < ε , ‖xk+1 − xk‖ < ε‖xk‖ nebo ‖f(xk+1)‖ ≤ ε , (5.13)

kde ε je zadaná přesnost. Tato kritéria jsou obecně použitelná také pro daľśı metody,
které si v této kapitole uvedeme.

V každém kroku Newtonovy metody je třeba řešit soustavu lineárńıch rovnic (5.11), což
pro velké n představuje značný objem výpočt̊u. Nav́ıc je třeba v každém kroku vypoč́ıtat
n2 složek ∂fi(xk)/∂xj matice f ′(xk). To může být také velmi obt́ıžné v př́ıpadě, že parciálńı
derivace nejsou určeny jednoduchými vzorci. Proto se někdy postupuje tak, že se f ′(xk)
přepoč́ıtává jen občas, např. každých m krok̊u, tj. xk+1 poč́ıtáme podle

f ′(xp)(xk+1 − xk) = −f(xk) , k = p, p+ 1, . . . , p+m− 1 , p = 0, m, 2m, . . . .

V takovém př́ıpadě je účelné rozložit matici f ′(xp) pomoćı LU rozkladu na součin dolńı
trojúhelńıkové matice Lp a horńı trojúhelńıkové matice Up,

f ′(xp) = LpUp .

Tato náročná operace se provede jen pro k = 0, m, 2m, . . . . Aproximaci xk+1 pak dosta-
neme řešeńım dvou soustav lineárńıch rovnic s trojúhelńıkovými maticemi,

Lpy = −f(xk) , Updk = y , xk+1 = xk + dk .

Pro k /∈ {0, m, 2m, . . . } tedy provád́ıme jen laciné zpětné chody. V propracovaných algo-
ritmech se přepočet Jacobiho matice nevoĺı staticky, tj. každých m krok̊u, ale dynamicky,
tj. pro p = 0 < p1 < p2 < . . . , a to podle rychlosti poklesu ‖f(xk)‖.

Parciálńı derivace v Jacobiho matici f ′(x) se často aproximuj́ı pomoćı diferenčńıch
pod́ıl̊u,

∂fi(x)

∂xj
≈ ∆ij(x,h) :=

fi(x1, . . . , xj + hj , . . . , xn)− fi(x)

hj
,
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kde hj 6= 0 jsou vhodně zvolené parametry, h = (h1, h2, . . . , hn)
T . Pro malé hj > 0 je

∆ij(x,h) standardńı aproximace ∂fi(x)/∂xj dopřednou diferenćı. Matice ∆(x,h) s prvky
∆ij(x,h) je aproximaćı Jacobiho matice f ′(x). Když tedy v (5.11) nahrad́ıme f ′(xk) po-
moćı ∆(xk,hk), dostaneme diskretizovanou Newtonovu metodu

∆(xk,hk)(xk+1 − xk) = −f(xk) . (5.14)

Zobecněnou metodu sečen dostaneme, když za j-tou složku h
(k)
j vektoru hk dosad́ıme

h
(k)
j = x

(k−1)
j −x

(k)
j (pro n = 1 je pak rovnice (5.14) totožná s předpisem (5.7)) a zobecněnou

Steffensenovu metodu obdrž́ıme, když polož́ıme h
(k)
j = fj(xk) (pro n = 1 je pak rovnice

(5.14) totožná s předpisem(5.9)). Řád konvergence obou metod je stejný jako v jedné
dimenzi, tj. 1,618 pro metodu sečen a 2 pro Steffensenovu metodu. Metoda sečen potřebuje
dvě dostatečně dobré počátečńı aproximace x0 a x1.

Př́ıklad 5.8. Newtonovou metodou urč́ıme kořeny soustavy rovnic

f(x, y) = x3 − xy2 − 1 = 0 ,

g(x, y) = y3 − 2x2y + 2 = 0 .

Podle (5.12) urč́ıme xk+1 ≡ (xk+1, yk+1)
T takto:

(
fx(xk, yk) fy(xk, yk)
gx(xk, yk) gy(xk, yk)

)(
ak
bk

)
=

(
−f(xk, yk)
−g(xk, yk)

)
,

(
xk+1

yk+1

)
=

(
xk + ak
yk + bk

)
.

Soustavu rovnic je výhodné vyřešit pomoćı Crammerova pravidla, tj.

ak = −Dx

D
, bk = −Dy

D
,

kde

D = fxgy − fygx , Dx = fgy − fyg , Dy = fxg − fgx ,

přičemž hodnoty všech funkćı se poč́ıtaj́ı v bodě [xk, yk].
Z obrázku 5.6 zjist́ıme, že soustava má celkem tři kořeny. Vybereme si třeba ten, který

lež́ı ve čtverci Ω := {[x, y] | − 2 ≤ x ≤ −1, 1 ≤ y ≤ 2}, a jako počátečńı aproximaci
zvoĺıme x0 = −1, y0 = 1. Výpočet ukonč́ıme, když

‖f(xk+1)‖∞ = max{|f(xk+1, yk+1)| ; |g(xk+1, yk+1)|} < 10−5 .

Výpočet je zaznamenán v následuj́ıćı tabulce (fk a gk označuje hodnotu v bodě [xk, yk]).

k xk yk fk gk xk − x∗ yk − y∗

0 −1 1 −1 1 0,394069 −0,631182

1 −1,5 2 1,625 1 −0,105931 0,368818

2 −1,379562 1,673966 0,240186 0,318968 0,014507 0,042784

3 −1,392137 1,629879 0,000193 0,012219 0,001932 −0,001303

4 −1,394072 1,631182 −0,000005 −0,000018 −0,000002 0,000000

5 −1,394069 1,631182 −0,000000 −0,000000 0,000000 0,000000
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Obr. 5.6: Soustava dvou nelineárńıch rovnic

Všimněte si, že v bĺızkosti kořene je konvergence velmi rychlá. Přesné řešeńı jsme aproxi-
movali pomoćı x5. x5 = −1,39407 a y5 = 1,63118 maj́ı všechny cifry platné. �

Zvýšeńı spolehlivosti metod Newtonova typu. Newtonova metoda a jej́ı varianty
nemusej́ı konvergovat, když startujeme daleko od kořene. Je však možné přijmout jistá
opatřeńı, která oblast konvergence těchto metod podstatně rozš́ı̌ŕı.

Nejjednodušš́ı je použ́ıt tlumenou Newtonovu metodu, ve které se Newton̊uv (nebo
aproximovaný Newton̊uv) krok dk poč́ıtá jako obvykle, ale pak se jako daľśı aproximace
bere xk+1 = xk + λkdk, kde λk je č́ıselný parametr. Daleko od kořene bývá krok dk

nespolehlivý, mnohdy př́ılǐs velký, a tak se můžeme pokusit vybrat λk tak, aby xk+1 byla
lepš́ı aproximace x∗ než xk. Jedńım ze zp̊usob̊u, jak toho dosáhnout, je sledovat ‖f(xk)‖2
a zajistit, aby v každé iteraci délka vektoru f(xk) dostatečně poklesla. Parametr λk je
také možné určit minimalizaćı funkce ϕ(λ) = ‖f(xk + λdk)‖2 (minimalizaci se věnuje
následuj́ıćı kapitola). At’ už parametr λk voĺıme jakkoliv, v bĺızkosti kořene vždy stač́ı
brát λk = 1 a dosáhnout tak řádu konvergence netlumené metody.
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Poněkud komplikovaněǰśı, avšak mnohem spolehlivěǰśı, je Newtonova metoda s lokálně
omezeným krokem, ve které xk+1 = xk + dk a krok dk dostaneme minimalizaćı funkce
ϕ(d) = ‖f(xk)+ f ′(xk)d‖2 na oblasti ‖d‖2 ≤ ∆k, kde ∆k je vhodně volený parametr. Pro
ϕ(dk) = 0 dostaneme standardńı Newtonovu metodu (5.12).

Podrobněǰśı (a mnohé daľśı) informace k tomuto tématu čtenář najde ve specializované
literatuře, např. v [16].

Metoda prosté iterace. V mnoha významných aplikaćıch se řeš́ı nelineárńı soustava

x = a+ hϕ(x) , (5.15)

kde a je č́ıselný vektor a h je malé kladné č́ıslo. Polož́ıme-li f(x) = x − a − hϕ(x),
můžeme soustavu f(x) = o vyřešit Newtonovou metodou nebo některou z jej́ıch modifi-
kaćı. V př́ıpadě úlohy (5.15) se však př́ımo nab́ıźı jiný, velmi jednoduchý postup, který si
ted’ poṕı̌seme. Označ́ıme-li g(x) = a+ hϕ(x), dostáváme úlohu

určit x∗ splňuj́ıćı x∗ = g(x∗) . (5.16)

Bod x∗ se nazývá pevný bod zobrazeńı g(x).
Úlohu (5.16) se pokuśıme vyřešit metodou prosté iterace: zvoĺıme počátečńı aproximaci

x0 a poč́ıtáme

xk+1 = g(xk) , k = 0, 1, . . . (5.17)

a doufáme, že takto generovaná posloupnost postupných aproximaćı xk konverguje k x∗.
Postačuj́ıćı podmı́nky konvergence udává následuj́ıćı

Věta (O konvergenci metody prosté iterace). Necht’ Ω je uzavřená oblast, ve které má
funkce g spojité prvńı parciálńı derivace a splňuje tyto dvě podmı́nky:

(α) g(x) ∈ Ω ∀x ∈ Ω ,

(β ′) ‖g′(x)‖ ≤ q < 1 ∀x ∈ Ω .
(5.18)

Pak v Ω existuje jediný pevný bod x∗ zobrazeńı g a posloupnost postupných aproximaćı
źıskaná předpisem (5.17) k němu konverguje pro libovolnou počátečńı aproximaci x0 ∈ Ω.
Přitom

‖xk+1 − x∗‖ ≤ q‖xk − x∗‖ ,

tj. rychlost obecně jen lineárńı konvergence záviśı na q. �

Vrat’me se zpět k úloze (5.15). Když má funkce ϕ(x) v okoĺı kořene x∗ ohraničené
parciálńı derivace, pak pro dostatečně malé h a pro x0 dosti bĺızké k x∗ posloupnost
postupných aproximaćı

xk+1 = a+ hϕ(xk) , k = 0, 1, . . .

konverguje k x∗. (Snadno se ověř́ı, že v tom př́ıpadě lze aplikovat předchoźı větu, když
zvoĺıme O(x∗) = {x | ‖x− x∗‖ < δ}, kde δ > 0 je dostatečně malé č́ıslo.)
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Př́ıklad 5.9. Metodou prosté iterace urč́ıme řešeńı soustavy rovnic

x = 0,2 + 0,1(−xy2 + 3x) ,

y = 0,6 + 0,1(−x2y3 − 2y)

v oblasti Ω = {[x, y] | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1]}. Nejdř́ıve ověř́ıme, že funkce

g1(x, y) = 0,2 + 0,1(−xy2 + 3x) , g2(x, y) = 0,6 + 0,1(−x2y3 − 2y)

splňuj́ı podmı́nky (5.18).
Protože pro [x, y] ∈ Ω plat́ı

0 ≤ 0,2 + 0,1(−xy2 + 3x) ≤ 1 , 0 ≤ 0,6 + 0,1(−x2y3 − 2y) ≤ 1 ,

tj. [g1(x, y), g2(x, y)] ∈ Ω, podmı́nka a) je splněna.
Abychom ověřili podmı́nku b), vyjádř́ıme si Jacobiho matici

g′(x) =




∂g1(x, y)

∂x

∂g1(x, y)

∂y

∂g2(x, y)

∂x

∂g2(x, y)

∂y


 =



−0,1y2 + 0,3 −0,2xy

−0,2xy3 −0,3x2y2 − 0,2




a odhadneme např. v ‖ · ‖∞ normě

‖g′(x)‖∞ = max{| − 0,1y2 + 0,3|+ | − 0,2xy| ; | − 0,2xy3|+ | − 0,3x2y2 − 0,2|} .
Zřejmě

‖g′(x)‖∞ ≤ max{0,3 + 0,2 ; 0,2 + 0,5} = 0,7 pro x = [x, y] ∈ Ω ,

takže podmı́nka b) je splněna pro q = 0,7.
Výpočet zaháj́ıme třeba z počátečńı aproximace x0 = y0 = 0 a pro ukončeńı iteraćı

použijeme stop kritérium

‖xk+1 − xk‖∞ = max{|xk+1 − xk| ; |yk+1 − yk|} < 10−5 .

Výpočet je zaznamenán v následuj́ıćı tabulce.

k xk yk xk − xk−1 yk − yk−1 xk − x∗ yk − y∗

0 0 0 −0,275892 −0,499211

1 0,2 0,6 0,2 0,6 −0,075892 0,100789

2 0,252800 0,479136 0,052800 −0,120864 −0,023092 −0,020075

3 0,270036 0,503470 0,017236 0,024334 −0,005856 0,004259
...

8 0,275882 0,499209 0,000025 −0,000009 −0,000010 −0,000001

9 0,275889 0,499211 0,000007 0,000002 −0,000003 0,000000

Přesné řešeńı jsme aproximovali pomoćı x15. x9 = 0,27589 a y9 = 0,49921 maj́ı všechny
cifry platné. �

Poznámka. Když g(x) = Tx + c je lineárńı funkce, pak g′(x) = T. Pokud ‖T‖ < 1,
pak jsou postačuj́ıćı podmı́nky (5.18) splněny pro každé x, takže xk → x∗ pro libovolnou
počátečńı aproximaci x0. Tento výsledek jsme dokázali v kapitole 2, viz (2.27).
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5.4. Cvičeńı

5.1. K jakému č́ıslu konverguje posloupnost iteraćı, definovaná takto

x0 = 1, xk+1 =
1

2
xk +

1

xk
.

Zd̊uvodněte konvergenci!

[ lim
k→∞

xk =
√
2, iteračńı předpis je Newtonova metoda pro rovnici x2 − 2 = 0. ]

5.2. Metodou sečen a tečen spočtěte řešeńı dále uvedených rovnic na 6 platných desetinných cifer přesně.
Porovnejte počet iteraćı nutných k dosažeńı požadované přesnosti. (a) x − e−x = 0, x0 = 0,5, x1 = 0,6;
(b) x− cosx = 0, x0 = 0,5, x1 = 0,6; (c) x3 +4x2− 10 = 0, x0 = 1,5, x1 = 1,6. (x1 použijte jen v metodě
sečen.)

[ (a) 0,567143 (b) 0,739085 (c) 1,365230. ]

5.3. (a) Naprogramujte hledáńı znaménkové změny. Vstupem je funkce f(x), interval 〈a, b〉 a přirozené
č́ıslo n. Program rozděĺı interval 〈a, b〉 na n stejných d́ılk̊u. V dělićıch bodech xi, i = 0, 1, . . . , n, spočte
f(xi) a vrát́ı seznam subinterval̊u (xk, xk+1), v nichž plat́ı f(xk)f(xk+1) < 0.
(b) Naprogramujte metodu p̊uleńı intervalu. Vstupem bude funkce f(x), interval 〈a, b〉 a požadovaná
délka d = |bk − ak| výsledného intervalu 〈ak, bk〉.
(c) Propojte (a) s (b); dostanete nástroj pro hledáńı kvalitńıch počátečńıch aproximaćı.
(d) Naprogramujte metodu sečen a tečen včetně testováńı požadované přesnosti ε. Počátečńı aproximaci
určete pomoćı (c) jako x0 = (ak + bk)/2.

5.4. Jaké výsledky přinese program ze cvičeńı 5.3 pro vstupńı data:
(a) f(x) = x3 + 5x2 − 10, 〈a, b〉 = 〈−5, 3〉, n = 5, d = 0,1, ε = 10−6?
(b) f(x) = x5 + 2x4 − x3 − 2x2 + 0,1, 〈a, b〉 = 〈−3, 3〉, n = 5, d = 0,1, ε = 10−6?
(c) f(x) = x5 + 2x4 − x3 − 2x2 + 0,1, 〈a, b〉 = 〈−3, 3〉, n = 10, d = 0,1, ε = 10−6?

[ (a) Najde všechny kořeny x∗
1
.
= −4,507903, x∗

2
.
= −1,755640, x∗

3
.
= 1,263543;

(b) najde jen kořeny x∗
1
.
= −2,008176, x∗

2
.
= −0,945472, x∗

3
.
= 0, 982479;

(c) najde všechny kořeny x∗
1
.
= −2,008176, x∗

2
.
= −0,945472, x∗

3
.
= 0, 982479,

x∗
4
.
= −0,246397, x∗

5
.
= 0,217566. ]

5.5. Ověřte, že Newtonova metoda pro f(x) = (x− 1)2 konverguje k x∗ = 1 jen lineárně.

[xk+1 − 1 = 1
2 (xk − 1). ]

5.6. Hledejte kořen rovnice f(x) := x2 + lnx− 10/x = 0 na intervalu I = 〈1, 4〉 metodou prosté iterace.

Zkoumejte na poč́ıtači konvergenci pro iteračńı funkce (a) g(x) = e10/x−x2

, (b) g(x) = 10/(x2 + lnx),
(c) g(x) =

√
10/x− lnx, (d) g(x) = 3

√
10− xlnx. Počátečńı iteraci x0 zvolte vždy ve středu intervalu,

tj. x0 = 2,5. Ověřte, že f(x) = 0 ⇐⇒ x = g(x) a odhadněte q = max
x∈I

|g′(x)|. Jsou výsledky v souladu

s větou o konvergenci?

[ (a) nekonverguje, q
.
= 9,72 · 104; (b) nekonverguje, q

.
= 30; (c) konverguje, q

.
= 1,74; (d) konverguje

rychleji, q
.
= 0,57. ]

5.7. Newtonovou metodou řešte soustavy rovnic na 6 desetinných cifer přesně.

(a)
2 cos(xy) = 1

2 sin(x + y) = 1
(b)

2 cos(xy)− sinx = 0

2x sin y − 3y sinx = −1
(c)

x2y − exy = −2

ln(x+ 1)y − y2/x = 0

Jako starovaćı hodnoty použijte (a) x0 = 2,5, y0 = 0,25; (b) x0 = 1, y0 = 1; (c) x0 = 1, y0 = 1.
Bĺızkost kořene ověřte graficky.

[ (a) x∗ .
= 2,125254, y∗

.
= 0,492740; (b) x∗ .

= 1,023402, y∗
.
= 1,103856; (c) x∗ .

= 1,256558, y∗
.
= 1,022638. ]
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6. Optimalizace

Optimalizačńı úlohy se zabývaj́ı výběrem nejlepš́ıch řešeńı z dané množiny možných
řešeńı. Matematicky můžeme optimalizačńı úlohu formulovat jako nalezeńı prvku x∗ ∈ M
takového, že pro libovolný prvek x ∈ M plat́ı

f(x∗) ≤ f(x) ∀x ∈ M , (6.1)

kde f : M 7→ R je minimalizovaná (někdy se také ř́ıká účelová nebo ćılová nebo kriteriálńı)
funkce a M je množina př́ıpustných řešeńı. Jestliže př́ıpustným řešeńım může být každý
bod x = (x1, x2, . . . , xn)

T n-rozměrného Euklidova prostoru R
n, tj. M = R

n, hovoř́ıme
o nepodmı́něné optimalizaci. O funkci f budeme předpokládat, že je spojitá (př́ıpadně i se
svými prvńımi a daľśımi derivacemi).

Optimalizačńı úloha (6.1) se nazývá úlohou globálńı optimalizace. My se v této kapitole
omeźıme na jednodušš́ı úlohu lokálńı optimalizace spoč́ıvaj́ıćı v nalezeńı lokálńıho minima,
tj. prvku x∗ ∈ M takového, že plat́ı

f(x∗) ≤ f(x) ∀x ∈ M ∩ O(x∗) , (6.2)

kde O(x∗) je nějaké okoĺı bodu x∗.
Podrobněji si všimneme dvou speciálńıch úloh: v odstavci 6.1 se seznámı́me s metodami

pro minimalizaci funkce jedné proměnné na intervalu 〈a, b〉 a v odstavci 6.2 se budeme
věnovat metodám nepodmı́něné minimalizace funkce v́ıce proměnných.

Poznámka. Určeńı maxima funkce g(x) můžeme převést na úlohu určeńı minima funkce
f(x) = −g(x). �

6.1. Jednorozměrná minimalizace

V tomto odstavci uvedeme metody pro přibližné určeńı bodu x∗ lokálńıho minima
funkce f(x) na intervalu 〈a, b〉. Jestliže je funkce f na intervalu 〈a, b〉 unimodálńı, tj.
když má v intervalu 〈a, b〉 jediné minimum, pak ho (dále uvedenými metodami přibližně)
najdeme. Pokud však má funkce f na intervalu 〈a, b〉 v́ıce lokálńıch minim, najdeme jedno
z nich.

Intervalovou bisekci použ́ıt nemůžeme: i když známe f(a), f(b) a f((a + b)/2), ne-
dokážeme rozhodnout, ve které polovině intervalu 〈a, b〉 minimum lež́ı.

Použ́ıt lze intervalovou trisekci. Necht’ h = (b− a)/3, takže u = a+ h a v = b− h děĺı
interval na tři stejné části. Předpokládejme, že f(u) < f(v). Pak minimum jistě lež́ı vlevo
od v, takže b nahrad́ıme pomoćı v. T́ım se délka intervalu (obsahuj́ıćıho minimum) zkrát́ı
na dvě třetiny své p̊uvodńı délky. Bod u se však stane středem nového intervalu a nebude
proto v daľśım kroku využitelný. Funkci f tedy muśıme vyhodnocovat v každém kroku
dvakrát. To je neefektivńı.

Metoda zlatého řezu je založena na šikovněǰśım výběru dělićıch bod̊u u a v. Necht’

h = ̺(b − a), kde ̺ je č́ıslo o něco větš́ı než 1/3, jehož přesnou hodnotu teprve urč́ıme.
Pak body u = a+ h a v = b− h děĺı interval 〈a, b〉 na tři nestejné části. V prvńım kroku
vyhodnot́ıme f(u) a f(v). Předpokládejme, že f(u) < f(v). Pak v́ıme, že minimum je
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mezi a a v. Nahrad́ıme b pomoćı v a proces opakujeme. Když zvoĺıme správnou hodnotu
̺, bod u bude ve správné pozici použitelné v př́ı̌st́ım kroku. Po prvńım kroku se tak
funkce f bude vyhodnocovat v každém kroku už jen jednou.

Jak tedy zvolit ̺? Tak, aby bod u hrál v redukovaném intervalu 〈a, v〉 stejnou roli jako
bod v v p̊uvodńım intervalu 〈a, b〉, tj. aby poměr délky intervalu 〈a, u〉 k délce intervalu
〈a, v〉 byl stejný jako poměr délky intervalu 〈a, v〉 k délce intervalu 〈a, b〉,

u− a

v − a
=

v − a

b− a
⇐⇒ ̺

1− ̺
=

1− ̺

1
⇐⇒ ̺2 − 3̺+ 1 = 0 .

Vyhovuj́ıćı řešeńı je

̺ = (3−
√
5)/2 ≈ 0,382, kde τ = 1− ̺ = (

√
5− 1)/2 ≈ 0,618

je č́ıslo známé jako poměr zlatého řezu.

a bu

ρ(b−a)

v

ρ(b−a)

(1−ρ)(b−a) (1−ρ)(b−a)

Obr. 6.1: Zlatý řez

Poznámka (O zlatém řezu). Řı́káme, že bod děĺı interval v poměru zlatého řezu, když
dva nově vzniklé subintervaly maj́ı tuto vlastnost: poměr délky kratš́ıho subintervalu
k délce deľśıho subintervalu je stejný jako poměr délky deľśıho subintervalu k délce celého
intervalu. Z výše uvedené konstrukce je zřejmé, že bod u (ale také bod v) děĺı interval
〈a, b〉 v poměru zlatého řezu.

Připomeňme si, že s č́ıslem τ jsme se setkali již v kapitole 5.2, kde jsme uvedli, že
rychlost konvergence metody sečen p = 1 + τ

.
= 1,618. �

Zat́ım jsme předpokládali, že f(u) < f(v). V opačném př́ıpadě, tj. když f(u) ≥ f(v),
lež́ı minimum v intervalu 〈u, b〉, takže a nahrad́ıme pomoćı u. Snadno ověř́ıme, že v re-
dukovaném intervalu 〈u, b〉 bude mı́t v stejnou roli jako mělo u v p̊uvodńım intervalu
〈a, b〉, takže hodnotu funkce f na redukovaném intervalu opět stač́ı poč́ıtat jen jednou.

Délka redukovaného intervalu je τ -krát menš́ı než délka p̊uvodńıho intervalu. Z výcho-
źıho intervalu〈a0, b0〉 = 〈a, b〉 tak postupně sestroj́ıme intervaly 〈a1, b1〉 ⊃ 〈a2, b2〉 ⊃ . . . ,
které obsahuj́ı minimum a jejichž délka je v každém kroku redukována faktorem τ . Na
výchoźım intervalu 〈a0, b0〉 urč́ıme u0 = a + ̺(b − a), v0 = b − ̺(b − a) a vypočteme
f(u0), f(v0). Interval 〈ak+1, bk+1〉, k = 0, 1, . . . , dostaneme pomoćı ak, bk, uk, vk a již
dř́ıve vypočtených hodnot f(uk), f(vk) takto:

1) když f(uk) < f(vk), pak

ak+1 := ak, bk+1 := vk, vk+1 := uk, uk+1 := ak+1 + bk+1 − vk+1

a vypočteme f(uk+1);

2) v opačném př́ıpadě, tj. když f(uk) ≥ f(vk), provedeme

ak+1 := uk, bk+1 := bk, uk+1 := vk, vk+1 := ak+1 + bk+1 − uk+1

98



a vypočteme f(vk+1).

a
k

b
k

u
k

v
k

a
k+1

b
k+1

a
k

b
k

u
k

v
k

a
k+1

b
k+1

Obr. 6.2: Metoda zlatého řezu

Po k kroćıch lež́ı minimum v intervalu Ik := 〈ak, bk〉 délky

|Ik| = bk − ak = τ(bk−1 − ak−1) = · · · = τk(b0 − a0) .

Střed xk+1 intervalu 〈ak, bk〉 aproximuje minimum x∗ s chybou

|xk+1 − x∗| ≤ 1
2
(bk − ak) =

1
2
τk(b0 − a0) . (6.3)

Pro k → ∞ zřejmě |Ik| → 0 a xk → x∗.
Konvergence metody zlatého řezu je poměrně pomalá. Proto je v bĺızkosti minima

účelné přej́ıt na rychleji konvergentńı metodu. Jednou z možnost́ı je metoda kvadratické
interpolace, s ńıž se také seznámı́me. Předt́ım ale

Př́ıklad 6.1. Metodou zlatého řezu urč́ıme minimum funkce f(x) = x4−3x3+x+7. Jako
počátečńı zvoĺıme interval 〈a0, b0〉 = 〈1, 3〉. Výpočet provedeme s přesnost́ı ε = 10−3, tj.
když bk−ak < 2ε, polož́ıme xk+1 = (ak+bk)/2. Výpočet je zaznamenán v následuj́ıćı tabul-
ce. Podtržeńım jsou vyznačeny ty vnitřńı body, v nichž se poč́ıtá hodnota účelové funkce.

k ak uk vk bk f(uk) f(vk)

0 1,0000 1,7639 2,2361 3,0000 1,979900 ≥ 0,695048

1 1,7639 2,2361 2,5279 3,0000 0,695048 < 1,901312

2 1,7639 2,0557 2,2361 2,5279 0,852324 ≥ 0,695048

3 2,0557 2,2361 2,3475 2,5279 0,695048 < 0,906510

4 2,0557 2,1672 2,2361 2,3475 0,690296 < 0,695048

5 2,0557 2,1246 2,1672 2,2361 0,729249 ≥ 0,690296
...

14 2,1973 2,1982 2,1988 2,1997 0,681572 < 0,681575

15 2,1973 2,1988

Požadovaná přesnost je dosažena pro k = 15, takže (po zaokrouhleńı na 3 desetinné cifry)
x16

.
= 2,198. Hodnota účelové funkce se poč́ıtá celkem 16-krát. Protože přesná hodnota

x∗ .
= 2,198266, má x16 := 2,198 všechny cifry platné. �
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Metoda kvadratické interpolace. Předpokládejme, že minimum lež́ı v intervalu 〈ak, bk〉,
a že v nějakém jeho vnitřńım bodě ck hodnota funkce f nepřesáhne hodnoty f(ak), f(bk)
v krajńıch bodech ak, bk, tj. že

pro ak < ck < bk plat́ı f(ck) ≤ min{f(ak); f(bk)} . (6.4)

Body [ak, f(ak)], [ck, f(ck)] a [bk, f(bk)] prolož́ıme parabolu P2(x) (kvadratický inter-
polačńı polynom) a bod xk+1 jej́ıho minima považujeme za daľśı aproximaci x∗. Vzorec
pro výpočet xk+1 dostaneme řešeńım lineárńı rovnice P ′

2(xk+1) = 0. Dá se ukázat, že

xk+1 = ck −
1

2

(ck − ak)
2[f(ck)− f(bk)]− (ck − bk)

2[f(ck)− f(ak)]

(ck − ak)[f(ck)− f(bk)]− (ck − bk)[f(ck)− f(ak)]
. (6.5)

Z (6.4) plyne, že xk+1 ∈ (ak, bk). Když náhodou xk+1 = ck, vlož́ıme do xk+1 jiný vnitřńı bod
intervalu 〈ak, bk〉. S t́ımto slabým mı́stem metody kvadratické interpolace (a s daľśımi, zde
nezmı́něnými nedostatky) se úspěšně vyrovnává Brentova metoda. Stručná zmı́nka o ńı
je uvedena v následuj́ıćım textu.

Z bod̊u ak, bk, ck a xk+1 pak vybereme nový interval (ak+1, bk+1) obsahuj́ıćı mini-
mum a bod ck+1 splňuj́ıćı podmı́nku (6.4), tentokrát pro index k+ 1. Postupujeme podle
následuj́ıćıch pravidel:

A : xk+1 < ck a f(xk+1) < f(ck) =⇒ ak+1 = ak, ck+1 = xk+1, bk+1 = ck,

B : xk+1 < ck a f(xk+1) ≥ f(ck) =⇒ ak+1 = xk+1, ck+1 = ck, bk+1 = bk,

C : ck < xk+1 a f(ck) < f(xk+1) =⇒ ak+1 = ak, ck+1 = ck, bk+1 = xk+1,

D : ck < xk+1 a f(ck) ≥ f(xk+1) =⇒ ak+1 = ck, ck+1 = xk+1, bk+1 = bk.

a
k

b
k

x
k+1

c
k

a
k+1

c
k+1

b
k+1

A

a
k

b
k

x
k+1

c
k

a
k+1

c
k+1

b
k+1

B

a
k

b
k

c
k

x
k+1

a
k+1

c
k+1

b
k+1

C

a
k

b
k

c
k

x
k+1

a
k+1

c
k+1

b
k+1

D

Obr. 6.3: Metoda kvadratické interpolace

Výpočet ukonč́ıme a xk+1 považujeme za dostatečně dobrou aproximaci minima x∗,
když je splněno některé ze stop kriteríı

|xk+1−xk| < ε , |xk+1−xk| < ε|xk| , |f(xk)−f(xk+1)| < ε , |f(xk)−f(xk+1)| < ε|f(xk)| ,
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kde ε je předepsaná tolerance.
Výpočet xk+1, k = 0, 1, . . . , vyžaduje k + 3 vyhodnoceńı účelové funkce: f(a0), f(c0),

f(b0) a dále f(xi), i = 1, 2, . . . , k.
Pokud metoda kvadratické interpolace konverguje, pak je rychlost jej́ı konvergence

superlineárńı řádu p ≈ 1,324, viz [7].

Př́ıklad 6.2. Minimum funkce f(x) = x4−3x3+x+7 urč́ıme metodou kvadratické inter-
polace. Výpočet ukonč́ıme, když |xk+1−xk| < 10−5. Výpočet je zaznamenán v následuj́ıćı
tabulce. V posledńım sloupci je uvedeno, který z př́ıpad̊u A,B,C,D nastává, a podtržeńım

a0 = 2,000000 x1 = 2,204918 < c0 = 2,500000 b0 = 3,000000 f(x1) < f(c0) =⇒ A

a1 = 2,000000 x2 = 2,180689 < c1 = 2,204918 b1 = 2,500000 f(x2) ≥ f(c1) =⇒ B

a2 = 2,180689 x3 = 2,197322 < c2 = 2,204918 b2 = 2,500000 f(x3) < f(c2) =⇒ A

a3 = 2,180689 c3 = 2,197322 < x4 = 2,198232 b3 = 2,204918 f(c3) ≥ f(x4) =⇒ D

a4 = 2,197322 c4 = 2,198232 < x5 = 2,198264 b4 = 2,204918 f(c4) ≥ f(x5) =⇒ D

a5 = 2,198232 c5 = 2,198264 < x6 = 2,198265 b5 = 2,204918

jsou (postupně zleva doprava) vyznačeny body ak+1 < ck+1 < bk+1. Z tabulky je zřejmé, že
požadovaná přesnost byla dosažena pro x6

.
= 2,19827 (všechny cifry jsou platné). Hodnota

účelové funkce se poč́ıtala celkem 8-krát. �

Brentova metoda je kombinovaná metoda, která v sobě spojuje spolehlivost metody
zlatého řezu a rychlou konvergenci metody kvadratické interpolace. Popis Brentovy me-
tody lze naj́ıt např. v [18], viz funkce brent, nebo v [15], viz funkce fmintx. Brent̊uv algo-
ritmus je také základem funkce fminbnd pro jednorozměrnou minimalizaci v MATLABu.

6.2. Minimalizace funkce v́ıce proměnných

Nelderova-Meadova metoda známá také jako metoda simplex̊u je populárńı metoda
nepouž́ıvaj́ıćı derivace účelové funkce. Patř́ı mezi tzv. komparativńı metody, což jsou me-
tody, které hledaj́ı minimum účelové funkce f porovnáváńım jej́ıch hodnot v určitých vy-
braných bodech prostoru R

n. V př́ıpadě metody simplex̊u jsou vybranými body
vrcholy simplexu (pro n = 2 trojúhelńıka, pro n = 3 čtyřstěnu).

Hlavńı myšlenka jednoho kroku metody je jednoduchá: mezi vrcholy x0,x1, . . . ,xn sim-
plexu vybereme nejhorš́ı vrchol xw (v angličtině worst), v němž účelová funkce nabývá
největš́ı hodnotu, a nahrad́ıme ho lepš́ım vrcholem x̂, v němž je hodnota účelové funkce
menš́ı.

Vrchol x̂ hledáme na polopř́ımce, která vycháźı z nejhorš́ıho vrcholu xw a procháźı
těžǐstěm x̄ zbývaj́ıćıch vrchol̊u. Nejlepš́ı z nich označ́ıme xb (v angličtině best), tj. xb je
ten z vrchol̊u x0,x1, . . . ,xn, v němž účelová funkce nabývá nejmenš́ı hodnotu.

Prvńı pokus, jak vybrat x̂, označujeme jako reflexi: bod xr = x̄ + (x̄ − xw), je obraz
bodu xw ve středové souměrnosti se středem x̄. Když je f(xr) < f(xb), pak to znamená, že
pokles hodnot na polopř́ımce xwx̄ je značný, a proto zkuśıme postoupit po této polopř́ımce
ještě dál, do bodu xe = x̄+2(x̄−xw). Výběr bodu xe bývá označován jako expanze. Když
f(xe) < f(xb), pak x̂ = xe, tj. nejhorš́ı vrchol xw nahrad́ıme bodem xe.
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Jestliže f(xe) ≥ f(xb), zkuśıme použ́ıt alespoň bod xr. Podmı́nkou pro jeho zařazeńı
do simplexu je splněńı podmı́nky f(xr) < f(xg) pro některý vrchol xg jiný než nejhorš́ı,
tj. pro xg 6= xw (index g připomı́ná anglické sl̊uvko good). Pokud taková podmı́nka plat́ı,
bereme x̂ = xr mı́sto p̊uvodńıho xw.
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Obr. 6.4: Nelderova-Meadova metoda: 0) originálńı trojúhelńık, 1) expanze, 2) reflexe, 3) vněǰśı
kontrakce, 4) vnitřńı kontrakce, 5) redukce

Když nevyhovuje xe ani xr, zkuśıme naj́ıt bod x̂ na úsečce s koncovými body xw, xr

tak, aby f(x̂) < min{f(xw); f(xr)}. Konkrétně postupujeme takto:

a) pokud f(xr) < f(xw), zkuśıme bod xce = 1
2
(x̄ + xr) (lež́ı bĺıže k bodu xr),

a když f(xce) < f(xr), pak x̂ = xce, takže provedeme xw := xce.

b) jestliže f(xr) ≥ f(xw), zkuśıme bod xci = 1
2
(x̄ + xw) (lež́ı bĺıže k bodu xw),

a pokud f(xci) < f(xw), pak x̂ = xci, tj. provedeme xw := xci.

Výběr bodu xce resp. xci označujeme jako kontrakci (v dolńım indexu: ṕısmeno c
připomı́ná anglické slovo contraction, ṕısmeno e anglické slovo external (xce lež́ı vně
p̊uvodńıho simplexu) a ṕısmeno i připomı́ná anglické slovo internal (xci lež́ı uvnitř p̊uvodńıho
simplexu)).

Když nevyhovuje xe, xr, xce ani xci, usoud́ıme, že vrchol xb, v němž účelová funkce
nabývá své nejmenš́ı hodnoty, je bĺızko minima. Proto provedeme redukci simplexu: vrchol
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xb v simplexu z̊ustane a zbývaj́ıćı vrcholy xi se posunou do střed̊u úseček xbxi. Simplex
se tedy stáhne k nejlepš́ımu vrcholu xb.

Transformaci simplexu, představuj́ıćı jeden krok Nelderovy-Meadovy metody, poṕı̌seme
v pěti bodech takto:

1) expanze : f(xr) < f(xb) a nav́ıc f(xe) < f(xb) =⇒ xw := xe

2) reflexe : f(xr) < f(xg) pro nějaký vrchol xg 6= xw =⇒ xw := xr

3) vněǰśı kontrakce : f(xr) < f(xw) a nav́ıc f(xce) < f(xr) =⇒ xw := xce

4) vnitřńı kontrakce : f(xr) ≥ f(xw) a nav́ıc f(xci) < f(xw) =⇒ xw := xci

5) redukce : xi :=
1
2
(xb + xi) pro všechna xi 6= xb

Body 1 až 5 procháźıme postupně shora dol̊u. Když některá z podmı́nek v bodech
1 až 4 neńı splněna, přejdeme na následuj́ıćı bod. Když splněna je, provedeme náhradu
xw podle př́ıkazu za šipkou a transformace je hotova. Neńı-li splněna podmı́nka v žádném
z bod̊u 1 až 4, provedeme redukci podle bodu 5.

Na začátku výpočtu je dána počátečńı aproximace x0 = (x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n )T a malé

č́ıslo δ. Daľśı vrcholy xi startovaćıho simplexu odvod́ıme z vrcholu x0 tak, že k jeho i-té
složce x

(0)
i přičteme č́ıslo δ, tj. xi = (x

(0)
1 , . . . , x

(0)
i + δ, . . . , x

(0)
n )T , i = 1, 2, . . . , n.

Simplex opakovaně transformujeme. Výpočet ukonč́ıme a vrchol xb považujeme za
dostatečně dobrou aproximaci minima x∗, pokud jsou vrcholy simplexu navzájem dosti
bĺızko a funkčńı hodnoty v nich se málo lǐśı, tj. když pro zadané tolerance ε1, ε2 plat́ı

‖xi − xb‖ < ε1 a současně |f(xi)− f(xb)| < ε2 pro každý vrchol xi 6= xb . (6.6)

Nelderova-Meadova metoda je heuristická metoda (heuristický nebo-li objevovaćı je
takový postup, který je založen nejenom na logickém uvažováńı a zkušenostech, ale také
na pozorováńı a experimentováńı). Metoda je vhodná pro minimalizaci funkćı menš́ıho
počtu proměnných, řekněme pro n ≤ 10. Přestože o konvergenci metody je toho známo
jen velmi málo, praxe hovoř́ı v jej́ı prospěch: metoda je až překvapivě úspěšná. Proto
je považována za metodu spolehlivou nebo-li robustńı. Podstatnou nevýhodou metody
je to, že je pomalá, zejména v bĺızkosti minima. Daľśı minus představuje velký objem
výpočt̊u. Přesto nejde o mrtvou metodu, což je zřejmé např. z toho, že je implementována
v MATLABu jako funkce fminsearch.

Př́ıklad 6.3. Funkce f(x, y) = 70 [(x−2)4+(x−2y)2] nabývá minima pro x∗ = 2, y∗ = 1.
Výpočet provedeme metodou Neldera-Meada, v ńıž zvoĺıme x0 = (2,1; 0,7)T a δ = 0,1.
Výpočty jsou prováděny přesně, do tabulky 6.1 však (kv̊uli úspoře mı́sta) zapisujeme
hodnoty zaokrouhlené na dvě desetinná mı́sta. Pro každý bod zapisujeme ve sloupci pod
sebou x-ovou souřadnici, y-ovou souřadnici a funkčńı hodnotu. V rámečku uvád́ıme nově
určený lepš́ı bod x̂ (a funkčńı hodnotu v něm). Pro ε1 = 10−4 a ε2 = 10−8 výpočet konč́ı
po 47 kroćıch a xb

.
= (1,999953; 0,999976)T . �

Metoda největš́ıho spádu je základńı minimalizačńı metoda, která použ́ıvá derivace
účelové funkce. Takové metody se nazývaj́ı gradientńı.

Začneme t́ım, že si vysvětĺıme obecný princip spádové metody. Předpokládejme tedy,
že jsme v bodu xk a chceme se dostat bĺıže k minimu. Zvoĺıme směr dk, v němž funkce f

103



krok typ xw xg xb x̄ xr xe xce xci

1 expanze
2,20
0,70
44,91

2,10
0,70
34,31

2,10
0,80
17,51

2,10
0,75
−

2,00
0,80
11,20

1,90
0,85
2,81

2 reflexe
2,10
0,70
34,31

2,10
0,80
17,51

1,90
0,85
2,81

2,00
0,82
−

1,90
0,95
0,01

1,80
1,08
8,69

3
vněǰśı

kontrakce

2,10
0,80
17,51

1,90
0,85
2,81

1,90
0,95
0,01

1,90
0,90
−

1,70
1,00
6,87

1,80
0,95
0,81

4
vnitřńı

kontrakce

1,90
0,85
2,81

1,80
0,95
0,81

1,90
0,95
0,01

1,85
0,95
−

1,80
1,05
6,41

1,88
0,90
0,41

Tab. 6.1: Př́ıklad 6.3

klesá, a na polopř́ımce xk + λdk, λ ≥ 0, vybereme bod

xk+1 = xk + λkdk , (6.7)

v němž f(xk+1) < f(xk). Směrový vektor dk nazýváme spádový (ve směru dk hodnota
účelové funkce f padá dol̊u), odtud spádová metoda. Č́ıslo λk se nazývá parametr délky
kroku (je-li dk jednotkový vektor, tj. když ‖dk‖2 = 1, pak λk = ‖xk+1−xk‖2 je vzdálenost
bod̊u xk a xk+1, tj. λk je délka kroku). λk dostaneme minimalizaćı funkce ϕ(λ) = f(xk +
λdk) pro λ ≥ 0. Minimum λk funkce ϕ(λ) urč́ıme přibližně pomoćı několika málo krok̊u
vhodné metody jednorozměrné minimalizace (přesná minimalizace je zbytečný přepych,
nebot’ prostřednictv́ım λk určujeme jen mezivýsledek xk+1 na cestě k minimu x∗). Určeńı
λk tedy vyjádř́ıme zápisem

λk
.
= argmin

λ>0
ϕ(λ) , kde ϕ(λ) = f(xk + λdk) . (6.8)

Nyńı se věnujme už vlastńı metodě největš́ıho spádu. Je známo, že funkce f(x) nej-
rychleji klesá ve směru záporného gradientu. Označ́ıme-li tedy gradient jako

g(x) ≡ ∇f(x) =

(
∂f(x)

∂x1
,
∂f(x)

∂x2
, . . . ,

∂f(x)

∂xn

)T

,

pak v metodě největš́ıho spádu voĺıme jako spádový vektor

dk = −g(xk) . (6.9)

Výpočet ukonč́ıme a xk+1 považujeme za uspokojivou aproximaci minima x∗, když

‖g(xk+1)‖ < ε , (6.10)
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Obr. 6.5: Princip spádových metod

kde ε je předepsaná tolerance (připomeňme, že v minimu g(x∗) = o).
V počátečńı fázi výpočtu, když jsme od minima ještě dosti daleko, docháźı obvykle

k poměrně rychlému poklesu hodnot účelové funkce. Zato v bĺızkosti minima je konver-
gence pomalá, jen lineárńı, tj. plat́ı ‖xk+1 − x∗‖ ≤ C‖xk − x∗‖, kde konstanta C je sice
menš́ı než jedna, ale často jen nepatrně.

Cik-cak efekt. Pokud λk vypočteme přesně, má funkce ϕ(λ) v bodě λk minimum, a proto

0 = ϕ′(λk) =

n∑

i=1

∂f(xk+1)

∂xi
d
(k)
i = −

n∑

i=1

d
(k+1)
i d

(k)
i = −dT

k+1dk ,

tj. směrové vektory dk+1 a dk jsou navzájem kolmé. Ukážeme si, že právě tato vlastnost
může být př́ıčinou velmi pomalé konvergence.

Pro jednoduchost předpokládejme, že minimalizujeme funkci dvou proměnných. V tom
př́ıpadě si můžeme vypomoci jednoduchou představou: nacháźıme se v terénu a chceme
naj́ıt nejnižš́ı bod, tj. dno nějaké prohlubně. Předpokládejme, že prohlubeň má tvar po-
dlouhlé zahnuté rokle. Metoda největš́ıho spádu nás nasměruje z počátečńıho stanovǐstě
x0 dol̊u kolmo k vrstevnici f(x) = f(x0). Sestupujeme tak dlouho, dokud terén klesá.
V nejnižš́ım mı́stě je daľśı stanovǐstě x1. Zde se zastav́ıme, otoč́ıme se o 90 stupň̊u
a sestupujeme znovu dol̊u (kolmo k vrstevnici f(x) = f(x1)) do daľśıho stanovǐstě x2

atd. Je zřejmé, že vzdálenosti mezi jednotlivými stanovǐsti se budou postupně zkraco-
vat. V bĺızkosti minima bude naše putováńı p̊usobit směšně: mı́sto abychom do něj došli
několika málo kroky, budeme se k němu sṕı̌se pĺıžit než bĺıžit po trase tvořené č́ım dál
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t́ım kratš́ımi navzájem kolmými úseky. Tento jev bývá označován jako cik-cak efekt. V ta-
kovém extrémńım př́ıpadě metoda největš́ıho spádu selhává, nebot’ počet krok̊u potřebný
k dosažeńı přijatelné aproximace minima je neúnosně velký. Obdobná situace nastane
i v př́ıpadě, když jednorozměrnou minimalizaci provád́ıme jen přibližně. �

−0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
−0.1

−0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

Obr. 6.6: Cik-cak efekt

Př́ıklad 6.4. Funkci f(x, y) = x2 + 2y2 + xy − x minimalizujeme metodou největš́ıho
spádu. Jako počátečńı aproximaci zvoĺıme x0 = 1, y0 = 2. Podrobně provedeme prvńı dva
kroky. Nejdř́ıve urč́ıme

g(x, y) =

(
2x+ y − 1
x+ 4y

)
a odtud d(x, y) =

(
−2x− y + 1
−x− 4y

)
.

Pro

x0 =

(
1
2

)
tak dostaneme d0 =

(
−3
−9

)
, takže x1 = x0 + λ0d0 =

(
1− 3λ0

2− 9λ0

)
.

Funkce ϕ(λ) je tedy tvaru

ϕ(λ) = f(x0 + λd0) = (1− 3λ)2 + 2(2− 9λ)2 + (1− 3λ)(2− 9λ)− (1− 3λ) =

=198λ2 − 90λ+ 10 .

Minimalizaci funkce ϕ(λ) umı́me provést přesně:

z podmı́nky ϕ′(λ0) = 396λ0 − 90 = 0 dostaneme λ0 =
5

22
, takže
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x1 =

(
1− 3 · 5/22
2− 9 · 5/22

)
=

1

22

(
7

−1

)
.
=

(
0,318

−0,045

)
.

Daľśı krok provád́ıme podobně. Nejdř́ıve urč́ıme d1 a pak zaṕı̌seme hledaný tvar pro x2:

d1 =

(
−2 · 7/22− (−1/22) + 1
−7/22− 4 · (−1/22)

)
=

1

22

(
9

−3

)
, x2 = x1 + λ1d1 =

1

22

(
7 + 9λ1

−1− 3λ1

)
.

Odtud pro ϕ(λ) = f(x1 + λd1) po úpravě dostaneme

ϕ(λ) =
1

222
(72λ2 − 90λ− 110) a z podmı́nky ϕ′(λ1) = 0 máme λ1 =

5

8
.

Dosazeńım za λ1 do x2 nakonec obdrž́ıme

x2 =
1

176

(
101
−23

)
.
=

(
0,574

−0,131

)
.

V tomto ilustračńım př́ıkladu metoda největš́ıho spádu rychle konverguje k přesnému
řešeńı x∗ = 4/7, y∗ = −1/7: už hodnoty x6, y6 jsou na 6 desetinných mı́st přesné. �

Poznámka (O spádových metodách pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic). KdyžA je pozi-
tivně definitńı matice, pak pro funkci f(x) = 1

2
xTAx−xTb je g(x) = Ax−b a g′(x) = A,

takže jediné minimum x∗ funkce f(x) je řešeńım soustavy lineárńıch rovnic Ax = b.
Pro spádový vektor dk poč́ıtáme xk+1 = xk + λkdk, přičemž délku λk kroku vyjádř́ıme

z podmı́nky 0=ϕ′(λk) = d
dλ

f(xk + λdk)
∣∣
λ=λk

= dT
kAdkλk − dT

k rk, kde rk = b − Axk.

(Ověřte!) Tak dostaneme metodu: x0 dáno, r0 = b−Ax0, pro k = 0, 1, . . . poč́ıtáme

vk = Adk , λk =
dT
k rk

dT
k vk

, xk+1 = xk + λkdk , rk+1 = rk − λkvk . (6.11)

(Vzorec pro rk+1 obdrž́ıme tak, že do rk+1 = b − Axk+1 dosad́ıme xk+1 = xk + λkdk.)
Výpočet ukonč́ıme, když je reziduum rk dostatečně malé, tj. když ‖rk+1‖ < ε. V meto-
dě největš́ıho spádu dk = −g(xk) = rk. V praxi se však tato metoda nepouž́ıvá, nebot’

obvykle konverguje př́ılǐs pomalu. Existuje lepš́ı volba: zvoĺıme-li d0 = r0, a poč́ıtáme-li
dk+1 pro k ≥ 0 ze vzorce dk+1 = rk+1 + βkdk, v němž βk = (rTk+1rk+1)/(r

T
k rk), dostaneme

metodu sdružených gradient̊u, která konverguje podstatně rychleji, viz [13], [22], [7].

Newtonova metoda je gradientńı metoda, která se pokouš́ı naj́ıt minimum jako řešeńı x∗

soustavy nelineárńıch rovnic g(x) = o Newtonovou metodou. Takovým řešeńım ale může
být každý stacionárńı bod funkce f (bod x∗, ve kterém pro funkci f plat́ı ∇f(x∗) = o,
se nazývá stacionárńı bod funkce f), tedy také maximum nebo sedlový bod (obdoba
inflexńıho bodu pro funkci jedné proměnné). Budeme tedy potřebovat Jacobiovu matici

g′(x) ≡ H(x) =




∂2f(x)

∂x2
1

∂2f(x)

∂x1 ∂x2
. . .

∂2f(x)

∂x1 ∂xn

∂2f(x)

∂x2 ∂x1

∂2f(x)

∂x2
2

. . .
∂2f(x)

∂x2 ∂xn
...

...
...

∂2f(x)

∂xn ∂x1

∂2f(x)

∂xn ∂x2
. . .

∂2f(x)

∂x2
n




,
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která se v tomto př́ıpadě nazývá Hessova matice funkce f . Výpočet provád́ıme podle
vzorc̊u (5.12), tj. najdeme řešeńı dk lineárńı soustavy rovnic

H(xk)dk = −g(xk) a pak urč́ıme xk+1 = xk + dk . (6.12)

Všimněte si, že vzorec (6.12) pro xk+1 je formálně stejný jako vzorec (6.7), když v něm
λk = 1. Pro ukončeńı výpočtu použijeme stop kritérium (6.10). Směrový vektor

dk = −H−1(xk)g(xk) (6.13)

obecně neńı spádový. Dá se však ukázat, že v bĺızkosti minima vektor dk spádový je.
Z odstavce 5.3 už v́ıme, že Newtonova metoda konverguje, když je počátečńı aproxi-

mace x0 dostatečně bĺızko řešeńı x∗, a že v tom př́ıpadě je konvergence rychlá, totiž
kvadratická. Na druhé straně, když x0 neńı dosti bĺızko x∗, Newtonova metoda v̊ubec
konvergovat nemuśı. Proto se nab́ıźı možnost zač́ıt výpočet metodou největš́ıho spádu
a dokončit ho Newtonovou metodou. Tento poznatek je východiskem pro odvozeńı řady
efektivńıch metod. Mezi takové patř́ı např́ıklad

Kvazinewtonovské metody.Výpočet prob́ıhá podobně jako v metodě největš́ıho spádu.
Směrový vektor dk je však tvaru dk = −Bkg(xk). Matice Bk se vyb́ıraj́ı tak, aby vektor
dk byl spádový. Pro k = 0 je přitom B0 = I jednotková matice, takže d0 = −g(x0) je
směr metody největš́ıho spádu. Č́ım v́ıc se xk bĺıž́ı minimu, t́ım je Bk lepš́ı aproximaćı
H−1(xk), takže dk se bĺıž́ı směrovému vektoru −H−1(xk)g(xk) Newtonovy metody. To je
jen velmi hrubý popis, detaily viz např. [16], [22].

Př́ıklad 6.5. Pro testováńı kvality minimalizačńıch metod se použ́ıvá mezi jinými také
tzv. banánová funkce f(x, y) = 100(y − x2)2 + (1 − x)2. Pr̊uběh funkce f navozuje
představu hluboké rokle se strmými stěnami, jej́ıž zakřivené dno o rovnici y = x2 (vzdáleně
připomı́naj́ıćı banán) se jen velmi mı́rně svažuje k minimu v bodě x∗ = y∗ = 1.

Minimum hledejme Newtonovou metodou, tj. soustavu rovnic

∂f(x, y)

∂x
= −400x(y − x2)− 2(1− x) = 0 ,

∂f(x, y)

∂y
= 200(y − x2) = 0

řeš́ıme Newtonovou metodou: v každém kroku vypočteme ak, bk ze soustavy rovnic
(
1200x2

k − 400yk + 2 −400xk

−400xk 200

)(
ak

bk

)
=

(
400xk(yk − x2

k) + 2(1− xk)

−200(yk − x2
k)

)

a potom urč́ıme daľśı aproximaci

xk+1 = xk + ak , yk+1 = yk + bk .

Pro numerický experiment jsme zvolili počátečńı aproximaci x0 = 3, y0 = 2. Výpočet
potvrdil velmi rychlou konvergenci Newtonovy metody, nebot’ už v pátém kroku jsme
dostali aproximaci, která měla 16 platných cifer. To je skvělé!

Pro srovnáńı jsme tutéž úlohu řešili také metodou největš́ıho spádu. Jednorozměrnou
minimalizaci (6.8) jsme provedli přibližně metodou zlatého řezu na intervalu 〈0, 1〉 s přes-
nost́ı 10−4. Pro ε = 10−3 byla podmı́nka (6.10) splněna až pro k = 1324, kdy jsme dostali
aproximaci (1,001; 1,001)T . To je neuspokojivé.
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To metoda Neldera-Meada si vedla lépe. Pro výpočet jsme vybrali parametry δ = 0,2,
ε1 = 10−2 a ε2 = 10−4. Podmı́nka (6.6) byla splněna po 57 kroćıch, kdy jsme dostali
aproximaci (1,001; 1,001)T . To je přijatelné. �

Poznámka. Řešeńı x∗ soustavy n nelineárńıch rovnic f(x) = o můžeme źıskat jako bod,
v němž funkce h(x) =

∑n
i=1[fi(x)]

2 (tj. součet čtverc̊u reziduíı) nabývá svého globálńıho
minima (nebot’ 0 = h(x∗) = minx∈Rn h(x), právě když f(x∗) = o). Minimalizaci h(x) lze
provádět pomoćı algoritmů pro řešeńı nelineárńı úlohy nejmenš́ıch čtverc̊u, viz např. [16].

6.3. Cvičeńı

6.1. Naprogramujte metodu zlatého řezu a spočtěte minima funkćı f(x) s přesnost́ı ε = 10−6.
(a) f(x) = x4 − 3x3 + 6x2 − 4x na intervalu 〈0, 1〉
(b) f(x) = x4 − 2x3 + 1,5x2 − sinx+ 2 na intervalu 〈0, 2〉
(c) f(x) = x2 sin(x2 + x− 1)− x na intervalu 〈0, 1〉
[ (a) x∗ .

= 0,459211 (b) x∗ .
= 0,844759 (c) x∗ .

= 0,640572. ]

6.2. Naprogramujte metodu kvadratické interpolace a spočtěte minima funkćı f(x) s přesnost́ı ε = 10−6.
(a) f(x) = cos(x2 + x) sinx na intervalu 〈1, 2〉
(b) f(x) = x sinx− cosx+ x na intervalu 〈−1, 1〉
(c) f(x) = − cos[(x2 − x+ 1)/(x+ 1)] na intervalu 〈0, 2〉
[ (a) x∗ .

= 1,357381 (b) x∗ .
= −0,344607 (c) x∗ .

= 0,732051. ]

6.3. Naprogramujte metodu Neldera-Meada a spočtěte minima funkćı f(x, y) s přesnost́ı ε1 = 10−6 a
ε2 = 10−8.
(a) f(x, y) = x2 + 5y2 + 2xy − 3x− y pro x0 = (2,1; 0,7)T

(b) f(x, y) = x2 + y4 + x− sin(xy) pro x0 = (0; 0)T

(c) f(x, y) = (x− y + xy)2 + x2 − xy + y2 + x pro x0 = (0; 0)T

[ (a) x∗ .
= (1,75;−0,25)T (b) x∗ .

= (−0,754039;−0,556309)T (c) x∗ .
= (−0,675251;−0,385880)T . ]

6.4. Naprogramujte metodu největš́ıho spádu a spočtěte minima funkćı f(x, y) s přesnost́ı ε = 0,1.
(a) f(x, y) = x4 + y4 + x2 − 2yx+ y2 − x pro x0 = (0; 0)T

(b) f(x, y) = (x+ y)4 + x2 + y2 − x pro x0 = (1; 1)T

[ (a) x∗ .
= (0,6; 0,4)T (b) x∗ .

= (0,4;−0,1)T . ]

6.5. Naprogramujte Newtonovu metodu a spočtěte minima funkćı ze cvičeńı 6.4 s přesnost́ı ε = 10−6.
Výsledek z cvičeńı 6.4 použijte jako počátečńı aproximaci.

[ (a) x∗ .
= (0,561992; 0,416984)T (b) x∗ .

= (0,420582;−0,079418)T . ]

6.6. Naprogramujte metodu největš́ıho spádu pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic, viz (6.11), kde polož́ıte
dk = rk. Zvolte ε = 10−5 a iteračńı proces ukončete podmı́nkou ‖rk‖2 < ε‖b‖2. (a) Kolik iteraćı se
vykoná při řešeńı soustavy z cvičeńı 2.12? (b) Kolik iteraćı se vykoná při řešeńı soustavy Kx = b, kde K
je matice řádu n2 popsaná v př́ıkladě 2.5 a b je vektor, který má všechny složky bi = (n + 1)−2? Volte
n = 5, 10, 15, 20, 25 a porovnejte s obrázkem 2.3!

[ (a) 77 (b) 74, 254, 584, 1000, 1566.]

6.7. Naprogramujte metodu sdružených gradient̊u pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic, viz (6.11), kde
polož́ıte d0 = r0 a dk+1 pro k ≥ 0 poč́ıtáte ze vzorce dk+1 = rk+1+βkdk, v němž βk = (rTk+1rk+1)/(r

T
k rk).

Zvolte ε = 10−5 a iteračńı proces ukončete podmı́nkou ‖rk‖2 < ε‖b‖2. (a) Kolik iteraćı se vykoná
při řešeńı soustavy z cvičeńı 2.12? (b) Kolik iteraćı se vykoná při řešeńı soustavy Kx = b, kde K je
matice řádu n2 popsaná v př́ıkladě 2.5 a b je vektor, který má všechny složky bi = (n + 1)−2? Volte
n = 5, 10, 15, 20, 25 a porovnejte s obrázkem 2.3!

[ (a) 3 (b) 5, 14, 22, 29, 36. ]
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