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Predmluva

Tato skripta jsou urcéena studentim prvniho roéniku Fakulty strojniho inzenyrstvi VUT
v Brné pro studium predmétu Numerické metody I. Skripta jsou vénovana tradi¢nim tématum
numerické matematiky: zdrojum chyb a jejich §ifeni, feSenf soustav linedrnich rovnic, aproximaci
funkci, numerickému derivovani a integrovani, feSeni nelinearnich rovnic a minimalizaci funkci.

Predpoklada se, ze ¢tenar skript mé zékladni znalosti z linedrni algebry, z diferencialniho
a integrdlniho poctu funkci jedné proménné a z programovani. Funkce vice proménnych se
v tomto textu vyskytuji jen v odstavcich 3.1.3, 4.3.3, 5.3 a 6.2 a k pochopeni zde probirané
latky postaci znalosti prubézné ziskdvané v paralelné probihajicim kurzu MATEMATIKA 11,
vénovaném prevazné diferencidlnimu a integralnimu poctu funkef vice proménnych.

Do skripta jsme ke kazdému tématu zaradili klasické metody, standardné uvadéné v kazdém
tvodnim kurzu numerické matematiky, které slouzi predevsim k pochopeni a ilustraci dané
problematiky. Klasické metody jsou dnes jiz ¢asto prekondny efektivngj§imi postupy. Potiz
s modernimi, v soucasnosti pouzivanymi algoritmy, je vSak v tom, ze byvaji casto pomérné
komplikované, takze porozumét jim nebyva snadné. Ptresto se alespon o nékterych modernich
algoritmech v tomto textu strué¢né zminujeme.

Vétsinu metod jsme se pokusili zduvodnit, preciznimu dokazovani jsme se vSak tmyslné
vyhybali. U nékterych tvrzeni uvadime literarni zdroj, v némz lze najit odpovidajici vysvétleni.
Jde-li vSak o tvrzeni natolik bézné, Ze ho lze najit prakticky v jakékoliv zédkladni ucebnici nume-
rickych metod, pak literarni zdroj neuvadime.

Resené piiklady jsme volili tak, aby pomshaly pochopit a pouzivat nékdy ponékud tézko
stravitelné formule a postupy.

Skripta obsahuji celou fadu algoritmt, feSenych prikladu a 1loh k samostatnému procviceni.
Vétsina 1loh se da jen tézko zvlddnout bez vyuziti pocitace. Proto se predpokladd, ze studenti
si nékteré algoritmy sami v MATLABu naprogramuji.

Pti zpracovani skript jsme vychézeli z osvédéenych ucebnic numerické matematiky, jakymi
jsou napf. knihy [3], [22], ale také z modernéjsich knih [17], [7], [11] a [15]. Zvlasté posledné
citovand kniha Molerova, kterd je volné ke stazeni na Internetu, byla pro nas velkou inspiraci.
Pokud jde o ¢eské zdroje, nejvice podnétu jsme ¢erpali z knih [19], [14], [8]. Moderni ¢esky psand
monografie numerickych metod v soucasnosti neni k dispozici. Kromé vyse uvedenych knih lze

Douféame, ze se Vam, mily ¢tenaii, numerické metody zalibi, a ze je dokazete pozdéji efektivné
vyuzit pii feSeni konkrétnich technickych problému. Méjte ale prosim pofad na zieteli, Ze to, co
se o numerickych metodéch v tomto textu dozvite, je opravdu jen naprosty zaklad. Zbytek je uz
na Vas, zdroju informaci je dostatek, zejména diky Internetu. Zékladni orientace v numerickych
metoddch Vam pak umozni kvalifikované pouzivat nepieberné mnozstvi programt, at uz volné
dostupnych na Internetu nebo programu komercénich. A to se muze hodit.

Brno, listopad 2016 Libor Cermak
Rudolf Hlavicka



1. Uvod do problematiky numerickych metod

Pii Teseni problému realného svéta se stale cCastéji setkdvame s potfebou popsat
zkoumanou skutec¢nost pomoci vérohodného matematického modelu a ten pak uspokojive
vyfesit. Zijeme v dobé pocitaci a tak je prirozené, ze k realizaci matematického modelu
pocitac vyuzijeme. Pocitace umi pracovat velmi rychle s informacemi kédovanymi pomoci
¢isel. A pravé zde je misto pro numerickou matematiku (v anglictiné numerical analysis)
jakozto védni disciplinu, ktera vyviji a analyzuje metody, jejichz technologickym jadrem
jsou manipulace s ¢isly. V poslednich letech se v anglicky psané literatufe misto terminu
numerical analysis stéle ¢astéji pouziva termin scientific computing (odpovidajici cesky
termin ndm bohuzel neni znam).

Kdyz chceme metodami numerické matematiky vytesit dany problém popsany obec-
nym matematickym modelem, musime takovy model nejdiive digitalizovat, to jest for-
mulovat ho ve tvaru numerické ilohy, jejiz vstupni i vystupni data jsou cisla. Numerickd
metoda je postup TeSeni numerické tlohy. Ptesny popis kroku realizujicich numerickou
metodu oznacujeme jako algoritmus numerické metody. Lze ho vyjadrit jako posloupnost
akel (proveditelnych na pocitaci), které k danému (presné specifikovanému konecnému)
souboru vstupnich ¢isel jednoznaéné priradi odpovidajici (presné specifikovany koneény)
soubor vystupnich cisel.

Piiprava rozsahlych souboru vstupnich dat byva oznacovana jako preprocessing. Roz-
sah souboru vyslednych tidaju je casto ohromny, pro ¢lovéka nestravitelny, a proto je tfeba
vysledky vhodné zptistupnit tak, aby je zadavatel vypoctu byl viibec schopen vyhodnotit.
Metodam, které to provadéji, se fika postprocessing. Jednou z forem postprocessingu je
vizualizace vysledku.

Jako ptiklad problému ze Zivota uvazujme predpovéd pocasi. Pohyb vzduchu v at-
mosfére dovedeme alespon priblizné popsat pomoci soustav parcialnich diferencialnich
rovnic a vhodnych dopliujicich podminek. Metodami numerické matematiky dokazeme
tyto rovnice priblizné fesit. Potfebna vstupni data se ziskavaji pomoci druzic a pozemnich
meteorologickych stanovist. Vysledky numerickych vypoéti zpracované do animovanych
meteorologickych map pak sledujeme v televizni predpoveédi pocasi.

Pti feseni realnych problému témeér nikdy neziskdme presné feSeni, musime se spokojit
jen s feSenim pribliznym, které je zatiZzeno chybami. Nasim cilem je organizovat vypocet
tak, aby celkova chyba byla co nejmensi.

Ptedevsim se musime vyvarovat hrubych lidskych chyb, které vyplyvaji z nepochopeni
problému a z nepozornosti nebo nedbalosti clovéka pti jeho feSeni.

Chyba matematického modelu. Pii vytvareni matematického modelu realného pro-
blému provadime vzdy jisté idealizace. Rozdil mezi feSenim idealizovaného problému
a fesenim problému realného nazyvame chybou matematického modelu. Do této kategorie
chyb zahrnujeme také chyby ve vstupnich udajich.

Piiklad. Mdme urcit povrch zemského plasté. K vypoétu pouzijeme vzorec S = 4mr? pro
povrch koule o poloméru r. Chyba modelu spociva v predpokladu, ze Zemé je koule.

Chyba numerické metody. Jestlize k Feseni (numerické) tilohy pouzijeme numerickou
metodu, kterd nam neposkytne presné (teoretické) feseni dané tlohy, pak chybu, které
se dopustime, nazyvame chybou numerické metody. Dulezitou soucasti navrhu numerické



metody je odhad chyby numerické metody.

Priiklad. Mame spocitat hodnotu funkce sin 1 se¢tenim koneé¢ného poctu clenu Taylorovy
rady

3 5 7 9 l,2n+1

X A X A 17’L
sihr=o0x— —+ — — + — "l—(—)m‘F

350 7ol
pro x = 1. Je znamo, ze se¢tenim prvnich ti{ ¢lenu tfady se dopustime chyby velikosti
nejvyse 1/7!, obecné se¢tenim prvnich n ¢lenu se dopustime chyby nejvyse 1/(2n + 1)!.

Zaokrouhlovaci chyby. Pii praci na pocitaci muzeme k reprezentaci Cisel pouzit jen
konecny pocet cifer. Pracujeme proto s ptibliznymi hodnotami ¢isel, které dostaneme
zaokrouhlenim pfesnych hodnot. Zaokrouhlovaci chyby vznikaji uz pti vklddani dat do
pocitace, dalsi pak vznikaji pti ¢iselnych vypoctech. Pii Spatné organizovaném vypoctu
muze dojit v dusledku nahromadéni zaokrouhlovacich chyb k naprostému znehodnoceni
vysledku, viz priklad 1.7.

Priklad. Cislo m neumime do pocitace vlozit presné. Také vysledek operace, pfi niz ¢islo 2
délime ¢islem 3, nezobrazime na standardnim pocitaci pracujicim s bindrnimi ¢isly presneé.

Je tfeba mit na paméti, ze pii feSeni readlného problému vystupuji obvykle vSechny
chyby soucasné.

1.1. Chyby v numerickych vypoctech

Absolutni a relativni chyba. Ve vypoctech jsme ¢asto nuceni nahradit pfesné ¢islo x
pribliznym ¢islem Z. Cislo & potom nazyvame aproximaci c¢isla x. Rozdil ¥ — x = Ax
nazyvame absolutni chybou aproximace T a ¢islo

Ar T—=x

- = ) x7£0,

i i

nazyvame relativni chybou aproximace T. Pro |Azx| < e se pouziva také symbolicky zdpis
T =x £ ¢ aminise tim, ze v —e <7 <z + ¢e. Podobné se pro |Az/z| < § pouzivd zapis
Z = x(1 £ §). Absolutni hodnota relativni chyby se casto uvadi v procentech.

Nyni posoudime chybu, které se dopustime pii vypoctu hodnoty f(xy,zs,...,z,)
funkce f, kdyz ptresné hodnoty x; nahradime pribliznymi hodnotami z; = z; + Auw;.
Z Taylorova rozvoje f(X) okolo bodu x dostaneme

O f(x ) 4
]895@ 8@

f(x +Zn:A af

1,j=1

Povazujeme-li souciny chyb Axz;Ax; za malé, mame pro absolutni chybu

> U0

=1

af

AfX)] = 1f(x) = f(x)] = Al (1.1)




a pro chybu relativni

xz sz xi f(x)

A.I'Z'

X

(1.2)

=1
Pii praktickych odhadech se hodnota funkce f a hodnoty jejich derivaci f /Ox; na pravych
strandch pfibliznych nerovnosti (1.2) a (1.1) pocitaji v bodé x.

Chyby zakladnich aritmetickych operaci. Zvolime-li f(z,y) = x £y, dostaneme pro
absolutni a relativni chybu souctu a rozdilu

Alzty) . @ Az y Ay

895@ T f(x) &cz

Alrty)=Az+ A = —. 1.3
(r+y)=Ar£Ay, ity 1ty Tits (1.3)
Pro vyjadreni chyby sou¢inu volime f(z,y) = zy a obdrzime
A A A
A(zy) = yAz + 2y, wy) . Az | By (1.4)
Ty x Y
a pro chybu podilu dostaneme volbou f(x,y) = z/y
1 A A A
A(Z)=tan-tay, S S0 S0 (15)
y) Y y /Y Ty

Vsimnéte si, ze relativni chyba souctu resp. rozdilu muze byt vyrazné vétsi nez relativni
chyby operandu v piipadé, kdyz |z + y| je podstatné mensi nez |z| nebo |y|. Pti déleni
malym ¢islem je (diky druhé mocniné y ve jmenovateli) vyznamna chyba absolutni.

Platné dekadické cifry. Necht 7 je aproximace ¢isla x, kterou zapisme v mocninném
dekadickém rozvoji jako

T =4[d - 10°+dy- 10 4 - 4 dp, - 10°TF oy 107 L], di #0.
Rekneme, ze k—td dekadickd cifra dj, aproximace & je platnd, jestlize
1 — x| <5-10°7F, (1.6)

tj. kdyz se x lisi od x nejvySe o 5 jednotek tadu pfislusného nasledujici cifre. Plati-li
nerovnost (1.6) pro k < p, ale pro k = p+ 1 uz neplati, ifikdme, ze & md p platnich cifer.
Cislo & = 4+ dy,dods . . .d, - 10°, které ma vSech p cifer platnych, je sprdavné zaokrouhlenou
hodnotou ¢isla x.

Platna desetinna mista. Rekneme, ze aproximace T Cisla x ma k-té desetinné misto
platné, jestlize

1z — x| <5-1071 (1.7)

tj. kdyz se z 1isi od = nejvyse o 5 jednotek tadu prislusného nasledujicimu desetinnému
mistu. Plati-li nerovnost (1.7) pro k& < p, ale pro k = p + 1 uz neplati, iikdme, ze T
ma p platnych desetinnych mist. Ve spravné zaokrouhleném c¢isle je tedy kazdé desetinné
misto platné.

V nasledujici tabulce uvadime nékolik piikladu:
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x T platné cifry platna desetinnd mista

284 290

— 45,8472 —45,798
100,002 99,9973
99,0973 100,002
—0,003728  —0,0041
1,841-10°¢ 25107

e RS NG JUR—
CUW N MO

Pti odecitani dvou blizkych ¢isel dochazi ke ztraté platnych cifer, jak o tom svedéi
Priklad 1.1. Je-li
Ax

T

r=4,998949 - 10", 7 =4,999-10', |Az|=5,10-10"", = 1,020 - 107°,

A
y = 5,001848 - 10", 7 =5,002-10", |Ay|=1,52-10"7, ’—y’ = 3,039 - 1077,
Y

pak pro rozdily z =y — x, Z = y — & dostavame

Az

z

2=12899-10"2, 2=3-10"% |Az|=1,01-107%, =3,484-1072,

takze Z ma jen jednu platnou cifru, zatimco i y maji ¢tyfi platné cifry. O

Piiklad 1.2. Nechf z = 1,3262£5-107°, y = —6,5347 4+ 5- 1075, 2 = 13,235 £ 5 - 1074
Méme urcit aproximaci funkéni hodnoty f = zy/z, absolutni a relativni chybu a pocet

platnych cifer vysledku.
Spocteme f = Zy/z = —6,548031...-107!. Podle (1.1) pak piiblizné plati

<l |
f

Odtud |Af| = 8,31- 107°- |f| =544-107% < 5-107173  takze (se tfemi platnymi ciframi)
f = —0,6548 4+ 0,0001. O

o -1
Y Az

22

Az

z

Ty x

— =831-107°.
z

_|_

gAx
Z

A
+'Ty+
Yy

gAy'Jr —
z xXr

1.2. Reprezentace cisel v pocitaci

Redlna cisla jsou v pocitacich reprezentovana v systému cisel s pohyblivou Tdadovou
¢arkou (v anglictine floating point numbers). Zékladni myslenka je podobné semilogarit-
mickému zdpisu (v angli¢ting scientific notation), v némz napt. ¢islo 245700 piSeme jako
2,457-105 a ¢&islo 0,0005768 jako 5,768-107%. V tomto formatu se desetinnd ¢arka pohybuje
(v doslovném prekladu plave) v zavislosti na dekadickém exponentu. Formélné lze systém
F normalizovangch c¢isel pohyblivé Tadové ¢darky charakterizovat ¢tyimi celymi cisly:

I6] zaklad ciselné soustavy (8 > 2),
D presnost (p > 1),
L, U] rozsah exponentu (L < 0 < U).

9



Kazdé ¢islo x € F m4 tvar

. dy  ds d,
r=2m-p5°, kde m—dl—l—g—i—ﬁ—i—---—i—ﬁpil
je normalizovand mantisa, d; € {0,1,...,8 — 1}, i = 1,2,...,p, jsou cifry mantisy, p je

pocet cifer mantisy a e € (L,U) je celociselny exponent. Normalizace mantisy znamena,
ze pro x # 0 je prva cifra mantisy nenulova, tj. plati d; > 1, takze 1 < m < g. Kdyz
x = 0, pak je nulovd mantisa i exponent, tj. m = e = 0.
¢isel se bézné pouziva hexadecimdlni soustava, v niz = 16 (cifry 10 az 15 zapisujeme
pomoci pismen A B,C,D.EF), a nékdy rovnéz oktalovd soustava, kdy B = 8. Vysledky
vypoctu se zpravidla uvadéji v bézné dekadické soustave, tj. pro 5 = 10.

Mnozina F ¢isel pohyblivé tadové carky je konecnd, pocet ¢isel v ni je

2081 (U ~L+1)+1,

nebot muizeme volit dvé znaménka, 8 — 1 moznost{ pro prvni cifru mantisy, 8 moznosti
pro zbyvajicich p — 1 cifer mantisy a U — L + 1 moznych hodnot exponentu. Posledni
jednicka odpovida ¢islu nula.

Nejmensi kladné ¢islo v F je ¢islo UFL = B (podle anglického UnderFlow Level), které
ma prvni cifru mantisy rovnu jedné, zbyvajici cifry mantisy nulové a exponent nejmensi
mozny. Nejvétsi ¢islo v IF je &fslo OFL = (3—31"?)8Y (podle anglického OverFlow Level),
které ma vsechny cifry mantisy rovné g — 1 a exponent nejvétsi mozny.

Zaokrouhlovani. Realnd ¢isla, ktera jsou presné zobrazitelnd v systému F, se nazyvaji
strojovd ¢isla. Pokud dané redlné ¢islo « ¢ F, musime ho aproximovat blizkym strojovym
¢islem, které znacime f1(z) (podle anglického floating). Standardni zptisob je zaokrouhlent:
fl(x) je strojové ¢islo nejblizsi k = (kdyz méame na vybér ze dvou moznosti, pak vybereme
to strojové ¢islo, které ma posledni cifru sudou).

Strojova piesnost. Cislo ¢,, = AP se nazyva strojové epsilon nebo také strojovd
presnost (anglicky machine epsilon, oznacované jako €,,4c,). Vyznam cisla e, dokldda
nékolik jeho charakteristickych vlastnosti:

a) v intervalu (3¢, ™) jsou strojova &isla rozmisténa rovnomérné s krokem e,,/3¢;

b) nejvétsi moznd relativni chyba, kterd vznikne pii aproximaci redlného ¢isla v sys-
tému F pohyblivé fddové c¢drky, nepresdhne ie,,, tj. plati [f1(z) — x| < 1&,|z];

¢) em je nejvétsi z kladnych ¢isel €, pro ktera f1(1 + %5) =1

Je dobré uvédomit si, ze ¢, € F, jen kdyz 1 —p > L.

Priklad 1.3. Prozkoumejme, jaké ¢isla muzeme zobrazit v modelovém binarnim systému
F v piipadé, ze mantisa ma p = 4 cifry a exponent e je omezen zdola ¢islem L = —3 a shora
¢islem U = 2, tj. —3 < e < 2. Umisténi kladnych strojovych ¢isel na ¢iselné ose je patrné
z obrézku 1.1: nejmensi z nich UFL= 272 = 1/8 a nejvétsi OFL= (2—277)-22 =8 —1/2.
Vsimnéte si, Ze v kazdém bindrnim intervalu 2¢ < z < 2°*! jsou &fsla rozlozena rovnomérné

10



1/8 12 1 2 4 8-1/2

Obr. 1.1: Strojova ¢isla

s krokem ¢,,2°. Tak tfeba mezi 1 a 2, tj. pro e = 0, je vzdélenost dvou sousednich ¢isel
rovna €, = 1/8. Systém F obsahuje 48 kladnych ¢isel, 48 zapornych ¢isel a nulu, tj. celkem
97 cisel. OJ

Standard IEEE. V pocitacich vyvinutych po roce 1985 se redlna ¢isla zobrazuji prakticky
vyhradné podle standardu IEEE, a to zpravidla v téchto presnostech:

a) Jednoduchd presnost. Pouziji se 4 bajty, tj. 32 bitu, z toho 23 bitu pro mantisu, 8 bita
pro exponent a 1 bit pro znaménko mantisy. Protoze mantisa je normalizovana, pro
x # 0 je dy = 1. Tato cifra se neuklada, takze pocet cifer mantisy p = 24. Rozsah
exponentu je —126 < e < 127. Zobrazit lze dekadicka ¢isla s absolutni hodnotou
v rozsahu

UFL=2"'=12x10"" a7z OFL=(2-2"%) x 2% =34 x 10*®

a nulu (mé véechny bity nulové). Strojové presnost e, = 272 = 1,2x 1077, Rikdme,
ze mantisa ma zhruba 7 dekadickych cifer presnosti.

b) Dvojndsobnd presnost. Pouzije se 8 bajtu, tj. 64 biti, z toho 52 bitu pro man-
tisu, 11 bitu pro exponent a 1 bit pro znaménko mantisy. Prvni bit mantisy se
neuklada (pro = # 0 je d; = 1), takze mantisa ma p = 53 cifer. Rozsah exponentu je
—1022 < e < 1023. Zobrazit 1ze dekadicka ¢isla s absolutni hodnotou v rozsahu

UFL =212 =22 x 107°® a7z OFL = (2 —27°%) x 21% = 18 x 10°®

a nulu (m4 viechny bity nulové). Strojové presnost €, = 2752 = 2,2x 1076, Rikdme,
ze mantisa md zhruba 16 dekadickych cifer presnosti.

Podle TEEE standardu existuje také binarni reprezentace INF pro vyrazy typu +oo
(tfeba vysledek operace 1/0), —INF pro vyrazy typu —oo (tfeba vysledek operace —1/0)
a NAN (not a number) pro vyrazy typu 0/0, co — oo a 0 x (£o0) (tFeba vysledek operace
1/0 —2/0). Systém I je na veétsiné pocitacu rozsiten o tzv. subnormdini ¢isla, coz jsou
nenulova nenormalizovana ¢isla s nejmensim moznym exponentem e = L. Nejmensi kladné
subnormalni ¢islo UFL, = &, - UFL, tj. v jednoduché piesnosti UFL, = 1,4 -107% a ve
dvojnéasobné presnosti UFL, = 4,9 - 107324,

Pocitacova aritmetika. Necht z,y € IF jsou strojova ¢isla, op je nékterd ze zdkladnich
aritmetickych operaci +,—,%,/ a £lop je odpovidajici operace provadénd pocitacem v re-
zimu pohyblivé tadové ¢arky podle IEEE standardu. Pak z flop y = fl(z op y). To
znamena, ze vysledek aritmetické operace provedené v pocitaci je stejny, jako kdyz operaci
provedeme presné a pak ziskany vysledek vlozime do pocitace.
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Preteceni, podteceni. Jestlize je absolutni hodnota vysledku aritmetické operace vétsi
nez OFL, dochazi k tzv. pretecent, a je-li naopak absolutni hodnota nenulového vysledku
mensi nez UFL (resp. UFL; na pocitacich se subnormélnimi ¢isly), dochézi k tzv. podtecent.
Dojde-li pti béhu programu k preteceni, systém vydé varovani a vypocet prerusi. V pripadé
podteceni situace neni tak vazna: vysledek se nahradi nulou a vypocet pokracuje bez
preruseni. Reakci programu na pfeteceni vsak muze pouceny programator sam tidit.

1.3. Podminénost iloh a algoritmu

Korektni tlohy. Matematickou tlohu lze chépat jako zobrazeni y = f(x), které ke
kazdému vstupnimu udaji x z mnoziny D vstupnich dat pfifadi vysledek y z mnoziny R
vystupnich dat. Rekneme, Ze matematicka tloha

y= f(z), xreD, yeR,
je korektni, kdyz
1) ke kazdému vstupu x € D existuje jediné feseni y € R,
2) toto feSeni zavisi spojité na vstupnich datech, tj. kdyz x — a, potom f(z) — f(a).

Velkou tiidu nekorektnich tloh tvofi nejednoznacné tesitelné tlohy. Nekorektni tlohy
se nedaji rozumné tesit a proto se jimi nebudeme vubec zabyvat.

Podminénost dloh. Budeme tikat, ze korektni tloha je dobre podminend, jestlize mala
zmeéna ve vstupnich datech vyvold malou zménu teseni. Je-li y + Ay resp. y teSeni tlohy
odpovidajici vstupnim datim z 4+ Az resp. z, potom ¢islo

_|Ay|/ly| _ [|relativni chyba na vystupul

c, (1.8)

~ |Az|/]z|  |relativni chyba na vstupul

(kde misto absolutnich hodnot jsou obecné normy, viz kap. 2) nazyvame c¢islo podminé-
nosti ilohy y = f(x). Je-li C,, malé ¢islo, je tloha dobie podminéna, pro velka C,, je iloha
Spatné podminénd. Misto o dobré nebo Spatné podminénosti mluvime nékdy o malé nebo
velké citlivosti vzhledem ke vstupnim datum.

Priklad 1.4. Odhadnéte ¢islo podminénosti tlohy: stanovit funkéni hodnotu (diferenco-
vatelné) funkce y = f(x). Z (1.2) plyne, ze

zf'(x)
/()

Konkrétné pro funkci f(z) = tgx dostaneme C, = |2z/sin2z|. Vypocet tgz je velmi
citlivy pro x blizké celociselnému ndsobku /2. Tteba pro x = 1,57079 je C), = 2,48 - 10°.
Vysledek muzeme ovérit také primym vypoctem podle vzorce (1.8), pro Az = 107 do-
staneme opét C), = 2,48 - 10°. O

Cislo podminénosti definované podle (1.8) se nékdy oznacuje jako relativni ¢islo podmi-
nénosti. Vétsinou je to vhodné meéritko citlivosti, je-li vSak x nebo y rovno nule, pouzit

C, = (1.9)
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ho nelze. V takovych pripadech lze zkusit absolutni c¢islo podminénosti definované jako

Cp = Ay /|Az].

Priklad 1.5. Posoudime citlivost vypoctu funkéni hodnoty f(z) = z* — 1. Pro kofeny
712 = *£1 neni relativni ¢islo podminénosti definovano. Stejny zavér potvrzuje vyjadieni
C, = |22%/(2? — 1)] odvozené podle (1.9). Absolutni ¢islo podminénosti je

A _ |flatAr) = f@)| .
Cp_ Al‘ _‘f (l’)|,

tj. pro f(z) = 22 — 1 je C, = |2z| a specialné pro z = 41 dostaneme C,, = 2. O

Stabilita algoritmu. Pii realizaci numerické metody na pocitaci vznikaji zaokrouhlovaci
chyby, nejdtive ve vstupnich datech a pak v prubéhu vypoctu pii provadéni aritmetickych
operaci. Chceme-li se pii vypoctech vyvarovat nesmyslnych vysledki, musime si vybirat

tzv. stabilni algoritmy, které jsou k siteni zaokrouhlovacich chyb malo citlivé. Aby byl
algoritmus stabilni, musi byt

1) dobre podminéng, tj. malo citlivy na poruchy ve vstupnich datech,

2) numericky stabilni, tj. mélo citlivy na vliv zaokrouhlovacich chyb vznikajicich behem
vypoctu.

Priklad 1.6. Kvadraticka rovnice 22 — 2bx +c¢ = 0 m4 pro b? > ¢ dva rtizné realné koteny
T2 =b+xd, (A1)

kde d = /b? — c. Jestlize |b| = |d|, pak se pii vypoctu jednoho z kofenu budou odecitat
dvé priblizné stejné velka ¢isla téhoz znaménka, coz vede, jak uz vime, ke vzniku velké
relativni chyby (viz (1.3) a ptiklad 1.1). Vypocet podle algoritmu (A;) tedy obecné stabilni
neni. Existuje vSak snadnd pomoc: protoze xr;xo = ¢, muzeme postupovat takto:

b+d, je-lib >0,
o {b—d, jelib<o, 2T (42)
Algoritmus (As) nedostatek algoritmu (A;) odstranuje, tj. je stabilni. O

Priklad 1.7. Pocitejme integral
1
En:/ e tdx pron=1,2 ...
0
Integraci per-partes dostaneme
1 1
/ " dr = [2"e" ) — / na" te* tdx,
0 0

nebo-li

E,=1-nE, . (F)
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Protoze FEy = 1/e, muzeme pii vypoctu £, postupovat podle algoritmu
Elz]_/@, Enzl—TLEn_l, TL:2,3,... (Al)

Vypocet jsme provedli na pocitaci v jednoduché presnosti (tj. cca na 7 platnych cifer),
a pro n = 12 jsme dostali Ej5 = —4,31. To je ale zcela nepfijatelny vysledek, nebot pro
kladny integrand nemuzeme dostat zapornou hodnotu integrélu! Tento jev je zptisoben
tim, ze pri vypoctu E, se chyba obsazena v FE, _; nasobi n—krat, takze celkova chyba
roste podobné jako n!.

Algoritmus(A;) je tedy nestabilni. Vznikd otdzka, zda muzeme vypocitat Fis uzitim
rekurentni formule (F') tak, aby vysledek mél vSech 7 cifer platnych. Mozné to je, musime
ale pouzit jiny algoritmus. Prepiseme-li formuli (F') na tvar

1—-F,

’

Enfl =

n
bude se chyba vstupujici do kazdého kroku délit n. Z odhadu

1 1 1
E, = / e tdx < / "dx =
0 0 n—+1

vyplyva, ze E, — 0 pro n — oo. Pii vypoctu proto budeme postupovat podle algoritmu

1-£E,
EN:O, En,1: y n:N,N—l,..., (AQ)
n

kde N je dostatecné velké. Zvolime-li N = 20, dostaneme E5 = 7,177325 - 1072, coZ je
hodnota, kterd mé 7 cifer platnych.

Jestlize vypocet provadime ve dvojndsobné ptesnosti (cca 16 platnych cifer), dosta-
neme obdobné vysledky. Rozdil je pouze v tom, ze vypocet algoritmem (A;) se pokazi
az pro vetsi n; pro n = 20 uz ale vyjde nesmyslna hodnota Fyy = —30,19. Stabilnim
algoritmem (Ay) pro N = 35 dostaneme FEyy = 4,554488407581805- 1072 s 16-ti platnymi
ciframi. [

Dalsi priklady vénované podminénosti problému a zejména algoritmu uvedeme po-
stupné v nasledujicich kapitolach.

1.4. Cviceni

1.1. Reste kvadratickou rovnici

a) 22 —-101z4+1 = 0,
b) 22 —1000000,0000012+1 = 0,
¢) 2 —1000000000,000000001z+1 = 0,

numericky stabilnim algoritmem. Porovnejte s vypoctem pomoci klasického vzorce.

[ Stabiln{ algoritmus déva presné vysledky. Absolutni hodnota chyby klasického algoritmu roste:
a) |[E| =3,6-107 b) |[E| =7,6-107'2 ¢c) |E| =107Y.]

1.2. Vysvétlete, pro¢ se vyrazy fi(z) = vz(vVx +1—+/z) a fa(z) = \/T#Jr\/_ chovaji pro velkd x
x T

odlisné, prestoze matematicky je f1 = fo. Ktery z nich je numericky stabilni?

[ f2 je stabilni, ve vzorci f1 dochézi pro velkd x k odecitdni blizkych ¢isel a ke ztraté platnych cifer. |
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1.3. Naprogramujte zobrazeni binarni reprezentace realnych ¢isel standardu IEEE pomoci Fetézce znaku
'0” a ’1’. Oddélte bity znaménka, exponentu a mantisy. Jakym zpusobem se zobrazi ¢isla %, w, —70,077

[ Zobrazeni je ve tvaru | znaménko ‘ exponent ‘ ‘ mantisa ‘

Jednoduchéa piesnost:
1 =[0][01111101][01010101010101010101011]

7 =[0][10000000][10010010000111111011011]
—70,07 ={1][ 10000101 ][ 00011000010001111010111

Dvojnasobna presnost:
% = @ | 01111111101 | | 0101010101010101010101010101010101010101010101010101 |

= = [0][10000000000] [ 1001001000011111101101010100010001000010110100011000]
—70,07 = [1][10000000101][0001100001000111101011100001010001111010111000010100] ]

1.4. Pieved'te nésledujici ¢isla standardu IEEE zobrazens pomoci ’0’ a ’1’ na semilogaritmicky tvar:

(a) jednoduché presnost: znaménko @ exponent | 10011101 | mantisa | 00100110010110000000110|
(b) jednoduchd pFesnost: znaménko exponent | 01110101 | mantisa | 00100110001 101101001011|

(¢) dvojndsobnd ptesnost: znaménko |1 | exponent 01111101010

mantisa | 1010000110010000111100111111111111001011010011100100 |

[(a) 4+  (140/2+40/224+1/2%+0/2* +...)-2¢ = 1,149780988693237 - 230 = 1,234568 - 10,

znaménko bity mantisy

k =1 24+1.2241.234+1.2% .95 220 41.27— 127 =30;
de e +0-2+ + + +0 +0 + 7 =30;
U

bity exponentu (zprava)

(b) —  (140/24+0/22 +1/23+0/2% 4 ...) -2 = —1,149270415306091 - 210 = —0,001122334,

znaménko bity mantisy

fr— . . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7* —_— — N
kdee=14+0-2+1-2"+0-2°+1-2"+1-2°4+1-2"4+1-2 127 10;
U

bity exponentu (zprava)
(c) postupujeme analogicky jako pro jednoduchou pfesnost, nyni viak U = 1023; tak dostaneme ¢islo
—1,6311180591104 - 221 = —7.777777-107".]

1.5. Ovérte na pocitaci, ze vyraz abs (3% (4/3-1)-1) se vy¢isli jako strojové epsilon.

1.6. Uréete maximalni chybu pro y = z122//73, kde 1 =2 40,1, 22 =34+ 0,2, z3 = 1 £0,1.
[y =18 +4,2, tj. |Ay| < 4,2 a |Ay/y| < 0,233, coz je piiblizné 23%. ]

1.7. Uvazujme tii rekurentni formule

1 £ 1

(a) pr =1, P2 =735 =5 Pit1 = 5Pi
1 ¢ 3 1 .

(b) 1 =1, ©2=75" 5 Gt = 5%~ 54i-1 pro:=2,3,....
1 ¢ 7 3

(C) T = ]., T9 = 5 — 5, Ti+1 = 57“1' — 57“1',1

Ovéfte, Ze pro e = 0 viechny tii formule generuj{ éleny posloupnosti a; = 1/2¢. Napiste program a pocitejte
a;, pi, ¢i, ri pro nékolik malych hodnot € (napf. e = 1076, i = 1,2,...,50). Co pozorujete?

[lpi —1/21 = 0, |gs — 1/2Y — &, |ri — 1/2¢] — 00.]
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2. ReSeni soustav linearnich rovnic

Jednou z nejcastéji se vyskytujicich tloh vypocetni praxe je tloha vyfesit soustavu
linearnich rovnic. Takové soustavy byvaji ¢asto velmi rozsahlé, soucasné vypocetni tech-
nika umoznuje v prijatelnych c¢asech vyftesit soustavy s nékolika miliony neznamych. Me-
tody Teseni délime na piimé a iteracni. Primé metody jsou takové metody, které dodaji
v konecném poctu kroku presné reSeni za predpokladu, ze vypocet probiha bez zaokrouh-
lovacich chyb, tedy zcela presné. [lteracni metody poskytnou jen tfeSeni ptiblizné. To ale
vubec nevadi, pokud je pfiblizné feseni dostatecné dobrou aproximaci feseni ptfesného.
Pocet kroku iteracni metody zavisi na pozadované presnosti.

Budeme se tedy zabyvat fesenim soustavy linearnich rovnic

a1 r1 + apxre + - 4+ apT, = b,
asn 1 + axpre + - 4+ apT, = by, (2.1)
11 + ApaX2 + -+ AupTp, = bn .
Soustavu (2.1) muzeme psat ve tvaru
n
E aijxj:bi, i:1,2,...,n, (22)
j=1
nebo v maticovém tvaru
Ax =b, (2.3)
kde
ailz Qi - Aip 1 by
ag1 Q22 -+ A2p X2 by
A= . . . . 3 X = . 3 b=
Ap1 Ap2 -+ App Ty bn

Matici A nazyvame matici soustavy, b je vektor pravé strany a x vektor nezndmijch.
Budeme predpokladat, ze matice soustavy je regularni, takze feSend soustava ma jediné
feSeni.

2.1. Primé metody

2.1.1. Gaussova elimina¢éni metoda

Zakladni ptimou metodou feSeni soustav linearnich rovnic je Gaussova eliminacni
metoda, strutné GEM. Sklad& se ze dvou casti. V primém chodu GEM se soustava (2.1)
prevede na ekvivalentni soustavu

Ux =c, (2.4)
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kde U je tzv. horni trojihelnikova matice, coz je matice, kterda ma pod hlavni diagonalou
viechny prvky nulové, tj. U = {u;;}7;_; a ug; =0 pro i > j,

Uy Uz U3 -+ Uln—1 Uin
0 uo w3z --- U2, n—1 Uan,
0 0 wusg -+ Ugp-1 Ugn,
U= .
0 0 e 0 Up—1,n—1 Un—1n
0 0 o .- 0 Unn,

Ve zpétném chodu se pak Tesi soustava (2.4). Protoze A je regularni, je také U reguldrni,
coz znamena, ze diagonalni prvky u,; # 0,7 =1,2,...,n. Diky tomu vypocteme z posledni
rovnice x,, z predposledni x,,_; atd. az nakonec z prvni rovnice vypocteme x;.

Pifmy chod GEM. Pro usnadnéni popisu piimého chodu GEM polozime A® = A,
b® = b, prvky matice matice A ozna¢ime a;; = a;; a prvky vektoru b©® oznacéime
b§°> = b;. Piimy chod GEM popisuje nasledujici

algoritmus GEMz (zékladni, bez vybéru hlavniho prvku):

for k:=1ton—1do
begin
fori:=k+1tondo
begin
ma = ay) gy
for j:=k+1tondo ag-g) = az(f) — mikag? ;
b = b — b
end
end

Pifmy chod ma n — 1 kroki. V k-tém kroku se soustava rovnic A*~Yx = b*~1 trans-
formuje na soustavu A*¥x = b®)_ Prvnich k rovnic se uz neméni. Tato skutecnost je v al-
goritmu GEMz vyjddiena pifkazy A®) := A*=1D 3 b(#) .= b= Smyslem transformace
je vylou¢it nezndmou x, z rovnic ¢ > k, tj. vynulovat poddiagondlni koeficienty v k-tém
sloupci matice A®) . Dosdhneme toho tak, ze od i-té rovnice odeé¢teme m;; nasobek k-té
rovnice. Multiplikdtory m;, museji zajistit, aby v pozici (4, k) matice A®) vznikla nula:

agf;) - mika,(jz;) =0 = M = agz)/a,ﬁ) .

Cislo agz) se nazyva hlavni prvek nebo také pivot. Pfi vypoctu multiplikdtoru m, muze al-
goritmus GEMz zhavarovat v piipade, ze agz) = (. Tomuto problému bychom se mohli vy-
hnout, kdybychom k-tou rovnici prohodili s nékterou z dalsich rovnic, kterd ma u proménné
xr nenulovy koeficient. Postup zalozeny na této myslence se nazyva GEM s vybérem
hlavniho prvku. Podrobneé se jim budeme zabyvat v nasledujicim odstavci. GEMz je tedy

algoritmus GEM bez vybéru hlavniho provku.
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V tomto odstavci budeme predpokléddat, ze A je takova matice soustavy, pro kterou

jsou vsechny hlavni prvky a,(glz) nenulové.

Programovéni. Prvky matic A®) uchovavame v dvourozmérném poli A a prvky vektori
b®*) v jednorozmérném poli b. Pitkazy A®) := A= a4 b*) .= b1 ge proto ve skutec-
nosti neprovadéji. Protoze v pozici (i, k) pole A vznikne nula, lze prvek A(i,k) vyuzit pro

uskladnéni multiplikatoru m;.

LU rozklad. Po ukonéeni piimého chodu je horni trojihelnikova matice U v rovnici (2.4)

uréena diagonalnimi a naddiagonalnimi prvky matice A= tj.

{O proj=1,2...,i—1,
uij::

(n—l) .
a;; proj=1d4,:t+1,...,n,

i=1,2,....n.

Vektor ¢ v (2.4) je transformovanou pravou stranou b1 tj.

cl-::bgnfl), i=1,2,...,n.

Multiplikatory m;; z piimého chodu umistime do dolnf trojihelnikové matice L = {¢;;}

l;; = 0 pro j > 1,

{11 0 0 e 0 0
621 622 0 s 0 0
R
En—l,l En—1,2 En—l,fﬂ s En—l,n—l 0
€n1 €n2 €n3 T gn,nfl gnn

definované predpisem

0 proi=1,2,....k—1,
. =< 1 proi =k, k=1,2,...,n.
my proi=k+1,k+2,....n,

Da se ukazat, ze plati

A=LU.

(2.5)

(2.6)

n
ij=1>

(2.7)

(2.8)

Vyjadieni matice A jako souc¢inu dolni trojihelnikové matice L a horni trojihelnikové
matice U se nazyva LU rozklad matice A. Ten je mozné pouzit k pozdéjsimu feSeni sou-
stavy rovnic se stejnou matici soustavy A, avsak s jinou pravou stranou. To je uzitecné
zejména pii feSeni posloupnosti tloh Ax; = b;, kdy se nova prava strana b; muze sestavit

az poté, co se vytesily predchozi soustavy Ax; = by pro k < 1.

Ukazme si, jak lze soustavu LUx = b efektivné vytesit. Kdyz si ozna¢ime Ux =y,
vidime, ze y je feSeni soustavy Ly = b. Uréime tedy nejdiive y jako feseni soustavy

Ly = b a pak x jako teSeni soustavy Ux =y, tj.

Ly =b, Ux=y.
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Ziejmé y = b1 je transformovand pravé strana ziskand algoritmem GEMz.

Soustavu Ly = b vyfesime snadno, z prvni rovnice vypocéitame y;, ze druhé rovnice
Yo atd. az nakonec z posledni rovnice vypocitame vy,. Soustavu Ux = y TeSime pozpatku,
tj. z posledni rovnice vypocteme x,, z predposledni z,,_; atd. az nakonec z prvni rovnice
vypocteme .

Pti teSeni soustav rovnic byva LU rozklad oznacovan také jako eliminace nebo pfimy
chod a vypocet teseni podle (2.9) byva oznacovan jako zpétny chod.

Kdy lze algoritmus GEMz pouzit? Jak jsme jiz uvedli, slabym mistem algoritmu
GEMz muze byt vypocet multiplikdtoru mg, nebot obecné nelze vyloucit, Ze v prubéhu
eliminace vznikne a,(glz) = 0. V aplikacich se vSak pomérné casto Tesi soustavy rovnic, pro
které nulovy pivot v algoritmu GEMz vzniknout nemuze. Abychom takové soustavy mohli
popsat, zavedeme si nékolik novych pojmu.

Rekneme, ze matice A = {aij}gszl je ryze diagondlné dominantni, jestlize

n
jaiil > > ayl,  i=1,2,...,n, (2.10)
j=1
J#i
nebo-li slovy, v kazdém fadku je absolutni hodnota diagonalniho prvku vétsi nez soucet
absolutnich hodnot zbyvajicich prvku tohoto fadku. I kdyz matice A soustavy rovnic
Ax = b diagondlné dominantni neni, lze nékdy vhodnym presklddénim rovnic docilit
toho, ze matice A takto vzniklé ekvivalentni soustavy rovnic Ax = b w diagonalneé
dominantni je.

V aplikacich se také pomérné ¢asto setkavame s tzv. pozitivné definitnimi maticemi.
Takové matice lze specifikovat pomoci fady navzajem ekvivalentnich definic. Jednu z nich
si ted uvedeme: fekneme, Ze matice A = {aij};szl je pozitivné definitni, jestlize je syme-
trickd a pro kazdy nenulovy sloupcovy vektor X = (xq, s, ..., z,)" plati

xT Ax = Z zia;;x; > 0. (2.11)

i,j=1

Oveérit primo tuto podminku neni snadné. Je-li vsak A reguldrni, pak z (2.11) okamzité
plyne, ze ATA je pozitivné definitni. (Dokazte to!) Vyndsobime-li tedy soustavu rovnic
Ax = b zleva matici AT, dostaneme ekvivalentni soustavu ATAx = ATb s pozitivné
definitni matici soustavy. Tento postup se vSak pro praktické feseni soustav rovnic nehodi
(operace ATA vyzaduje velky objem vypoctl, u iteracnich metod se navic vyznamné
zhorsuje rychlost konvergence).

Pii feSeni konkrétnich praktickych iloh byva obvykle uz predem zndmo (z povahy
feseného problému a ze zpusobu jeho diskretizace), zda matice vznikajicich soustav li-
nearnich rovnic jsou (resp. nejsou) pozitivné definitni. Uvedme si vsak piesto alespon
jednu ¢asto uvddénou (nutnou a postacujici) podminku pozitivni definitnosti, zndmou
jako

Sylvesterovo kritérium. Ctvercova symetrickd matice A = {ai; }? 'j—1 Je pozitivne defi-

nitni, pravé kdyz jsou kladné determinanty vSech hlavnich rohovych submatic {a;;}? =1
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k=1,2,...,n,tj. kdyz plati

a a ap; Giz Qi3 air ... Qin
11 a2 ) )
apip >0, a a >0, Q91 Qoo Qo3| >0, ... | : : >0. ]
21 022
aszy Gz2 Aas3 an1 nn

D4 se ukdzat, ze algoritmus GEMz lze pouZit pro fesend soustav, jejichZ matice je bud’to
ryze diagondlné dominantni nebo pozitivné definitni. Uspééné pouziti algoritmu GEMz lze
zaruCit také pro dalsi typy matic, které se pti feseni praktickych tloh ¢asto vyskytuji (viz
napi. [4], [13]).

Vypoctova naroénost GEM. Pifmy chod GEM vyzaduje 3n® + O(n?) operaci nésobi-
cich (tj. ndsobeni nebo délenf) a $n®+ O(n?) operaci stitacich (tj. séitdnf nebo odeéitdni).
Symbolem O(n?) jsme piitom vyjadiili fadové méné vyznamny pocet operaci Ffadu n?
(tvaru aon? 4+ an + g, kde s, a1, o jsou éisla nezdvisld na n). Clen %n‘g souvisi s trans-
formaci matice soustavy. Pocet operaci souvisejicich s transformaci pravé strany je o tad
nizsl a je tedy zahrnut do ¢lenu O(n?).

Zpétny chod GEM je vypocetné podstatné méné naroény. Reseni soustavy rovnic
s trojihelnikovou matici vyzaduje $n? + O(n) operaci ndsobicich a $n? + O(n) operaci
sc¢itacich. Pritom O(n) reprezentuje pocet operaci fadu n (tvaru a;n+ ag, kde aq, aq jsou
¢isla nezavisla na n). GEM zpétny chod, tj. vypocet x ze soustavy (2.4), proto vyzaduje
%nQ + O(n) operaci a LU zpétny chod, tj. vypocet y a x ze soustav (2.9), vyzaduje
dvojndsobny pocet operaci, tj. n? + O(n).

Pro velky pocet rovnic, tj. pro velké n, proto muzeme tvrdit, ze eliminace vyzaduje
priblizné $n? operaci a GEM resp. LU zpétny chod pfiblizné $n? resp. n® operaci (ndsobi-
cich a stejné tak scitacich).

Choleského rozklad. Pozitivné definitni matici A lze vyjadrit ve tvaru
A =LL", (2.12)

kde L je dolni trojuhelnikova matice, jejiz nenulové prvky jsou postupné prok =1,2,...,n
urceny predpisem

gkk -

k—1
ap— Y B, (2.13)
j=1

k—1
1
gik:€—<aik—z&-j€kj>, 1=k+1k+2....n.
kk :
7j=1

Soustavu rovnic fesime podle (2.9) pro U = LT. Vyjddieni matice A ve tvaru (2.12)
se nazyva Choleského rozklad matice A. Choleského rozklad vyzaduje ptiblizné poloviéni
vypoctové nadklady oproti obecnému LU rozkladu, tedy ptiblizné %n3 operaci nasobicich
a zhruba stejny pocet operaci sé¢itacich (vypocet odmocnin nemé na celkovy pocet operaci
podstatny vliv). Choleského algoritmus (2.13) lze pouzit k efektivnimu posouzeni pozitivni
definitnosti matice A: je-li A symetricka a plati-li az, — Zf;ll 62]- >0prok=1,2,...,n,
pak A je pozitivné definitni. V MATLABu Ize pro Choleského rozklad pouzit funkci chol.
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2.1.2. Vybér hlavniho prvku

Zacneme piikladem.

Priiklad 2.1. Mame vyftesit soustavu rovnic

10 -7 0 7 7
—3 2,009 6 2o | = 3,901
5 —11 48) \ 3 5,9

na hypotetickém pocitaci, ktery pracuje v dekadické soustavé s pétimistnou mantisou.
Ptesné teseni je

0
x= -1
1

V prvnim kroku eliminujeme poddiagonalni prvky v prvnim sloupci a dostaneme

10 -7 0 7 7
0 —0001 6 zy | = (6,001
0 24 48/ \u; 2,4

Prvek v pozici (2,2) je ve srovnéani s ostatnimi prvky matice maly. Presto pokra¢ujme
v eliminaci. V dalsim kroku je tfeba ke tfetimu radku pricist fadek druhy nésobeny 2400:

(4,8 + 6 - 2400) - 23 = 2,4 + 6,001 - 2400.

Na levé strané je koeficient 4,84 6-2400 = 14404,8 zaokrouhlen na 14405. Na pravé strané
vysledek nasobeni 6,001 - 2400 = 14402,4 nelze zobrazit presné, musi byt zaokrouhlen na
14402. K tomu se pak pricte 2,4 a znovu dojde k zaokrouhleni. Posledni rovnice tak nabude
tvaru

14405 x5 = 14404 .

Zpétny chod zacne vypoctem
14404
14405

Ptesny vysledek je x3 = 1. Zda se, ze chyba neni nijak vazna. Bohuzel, x5 je tfeba urcit
Z rovhice

T3 = 0,99993 .

—0,001 22 + 6 - 0,99993 = 6,001,

coz dava, po zaokrouhleni 6 - 0,99993 = 5,9996,

~0,0014
-~ —0,001

) —1,4

Nakonec vypocteme xy z prvni rovnice

10z —7-(=14) =7
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a dostaneme z; = —0,28. Misto presného feseni x jsme dostali pfiblizné feSeni

—0,28
x=| -14
0,99993

Kde vznikl problém? Nedoslo k zadnému hromadéni chyb zpusobenému provadénim
tisicu operaci. Matice soustavy neni blizka matici singularni. PotiZz je jinde, pusobi ji maly
pivot ve druhém kroku eliminace. Tim vznikne multiplikator —2400 a v dusledku toho
ma posledni rovnice koeficienty zhruba 1000 krat vétsi nez koeficienty puvodni rovnice.
Zaokrouhlovaci chyby, které jsou malé vzhledem k témto velkym koeficientiim, jsou nepfi-
jatelné pro koeficienty puvodni matice a také pro samotné feseni.

Snadno se provéri, ze kdyz druhou a tieti rovnici prohodime, nevzniknou zadné velké
multiplikdtory a vysledek je zcela presny. Ukazuje se, ze to plati obecné: jestlize jsou
absolutni hodnoty multiplikdtori mensi nebo nejvyse rovny 1, pak je numericky spoctené
feseni vyhovujici. U

Casteény vybér hlavniho prvku je modifikace GEM zajistujici, aby absolutni hodnota
multiplikatoru byla mensi nebo rovna jedné. V k-tém kroku eliminace se jako pivot vybira
prvek s nejvetsi absolutni hodnotou v zatim neeliminované ¢asti k-tého sloupce matice
A®=D tj mezi prvky ag,]:*l) pro i > k. Necht tedy r je takovy faddkovy index, pro ktery

a5V = max oY) (2.14)

k<i<n

Pak prohodime k-tou a r-tou rovnici. Ze soustavy rovnic A*~Dx = b1 tak dostane-
me soustavu AFx = b®) pficemz A®) ziskdme prohozenfm k-tého a r-tého faidku matice
A¥=D 4 podobné b mskame prohozenim k-tého a r-tého prvku vektoru b*~1. Pod-
diagonaln{ prvky v k-tém sloupci matice A®) eliminujeme stejné jako v algoritmu GEMZ.
Reseni soustavy linedrnich rovnic s édsteénym vybérem hlavnich prvka v MATLABu
dostaneme pomoci pitkazu x=A\b.

(k—l) _ (k—l).

(k 1)

| |
o o
o
-
[
@‘ =
=
L_J

((k 1) (k 1) | o
0o 0 .. a;g—1>...a;§l—1>; o, bﬁf-l)

Obr. 2.1: GEM s ¢asteénym vybérem hlavniho prvku (v krouzku)

U’plny vybér hlavniho prvku je postup, ktery muze absolutni hodnoty multiplikatora
zmensit jesté vyraznéji. Dociluje se toho tim, Ze v k-tém kroku eliminace se jako pivot
vybira prvek s nejvétsi absolutni hodnotou v dosud neeliminované ¢asti matice A*=1 | tj.
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v fadcich ¢ > k a sloupcich j > k. Necht tedy r je fddkovy a s sloupcovy index vybrany
tak, ze

(k—1)

s

| = max |a$_1)|. (2.15)

k<i,j<n

Pak prohodime k-tou a r-tou rovnici a k-tou a s-tou neznamou. Ze soustavy rovnic

f _TE_-D
A1
k-1
aék )
C| 0 0 - daf e ag Vel |
| 0 0 Eag’z—l)!,,. aﬁ’i—n_,@ --ai’%‘”|
: ' A Lo~
0 0 iag’z—l)i,,. agﬁ_l)__:‘agl;—mi.“ag;;_l)
. : I :
L 0 Ean]jc_l)i"' aszkr_l)--:lanks_l)i...ag“n—l)

Obr. 2.2: GEM s dplnym vybérem hlavniho prvku (v krouzku)

AF=DxE=1) — pE=1) Jostaneme soustavu AFx® = b*) pricemz A® ziskdme pro-
hozenim k-tého a r-tého Fadku a k-tého a s-tého sloupce matice A®—1 b*) ziskdme
prohozenim k-tého a 7-tého prvku vektoru b*=1 a x®*) ziskdme prohozenim k-tého
a s-tého prvku vektoru x*~V. Piitom x(® = x je puvodni vektor nezndmych. Proha-
zovani proménnych registrujeme ve vektoru p = (p1,ps,...,pn)’. Na pocatku polozime
p; =t a pri kazdém prohozeni proménnych prohodime také odpovidajici prvky vektoru p.
Po ukonéeni pifmého chodu je i-t4 slozka vektoru x™~Y rovna p;-té slozce ptivodniho
vektoru x. Ve zpétném chodu vypocteme x(™~1 a pomoci vektoru p uréime x.

Casteény nebo uplny vybér hlavniho prvku? Vétsinou se pouzivéd jen Céstecny
vybér hlavniho prvku. Praxe i teorie potvrzuje, ze i ¢astecny vybér hlavnich prvku staci
k tomu, aby zaokrouhlovaci chyby zustaly dostatecné malé a neznehodnotily vysledné
feSeni. Dal$im duvodem, pro¢ ¢astecnému vybéru hlavnich prvka davame ptrednost, je to,
ze jeho realizace vyzaduje vyrazné mensi pocet operaci nez vybér uplny.

LU rozklad s ¢astecnym vybérem hlavniho prvku je standardni rutina dostupna
v kazdé knihovné programu pro numerické feseni tloh linedrni algebry (v MATLABu viz
funkce 1u). Vstupnim parametrem je matice A. Vystupni parametry jsou tfi: dolni troj-
thelnikovd matice L (s jednickami na hlavni diagondle), horni trojihelnikovd matice U
a tzv. permutacni matice P, pficemz

LU = PA. (2.16)

Ptitom permutacni matice je takova matice, ktera vznikne z jednotkové matice néjakym
prohdzenim jejich radku. Nasleduje popis algoritmu pro LU rozklad matice A s ¢astecnym
vybérem hlavnich prvku.
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Algoritmus LUp (s ¢dstecnym vybérem hlavniho prvku)
1) Polozime A® = A, P® =1.
2) Postupné pro k =1,2,...,n — 1 provadime

2a) Urcéime index r pivotniho fadku, viz (2.14).

2b) Prohodime fadky k a r v matici A*~1) a takto ziskanou matici oznacime jako
A®_ Prohodime rovnéz fadky k a r v matici P*~1 a takto ziskanou matici
oznaéime jako P,

2¢) Upravime matici A® tak, ze eliminujeme poddiagondlni prvky v k-tém sloupci,
tj. postupné prot =k + 1,k + 2,...,n pocitame

k), (k
Mk = aﬁk)/aik) )

ag?) = “z(f) —mikag;) proj=k+1,k+2,...,n,

CLZ(Z) =Mk -
Do anulovanych pozic (i, k) matice A®) tedy ukldddme multiplikdtory m;.

3) Dolni trojihelnikovou matici L sestrojime tak, ze do hlavni diagonély dame jednicky
a poddiagonalni prvky pfevezmeme z vysledné matice A1), Horni trojthelnikovou
matici U dostaneme z diagonalnich a naddiagonélnich prvki vysledné matice A™~1).
Permutaéni matice P je rovna vysledné permuta¢ni matici P,

Po ziskani matic L, U a P vyfesime uz soustavu rovnic Ax = b snadno. Ziejmé
PAx =Pb — LUx =Pb.

Proto nejdiive uréime vektor z = Pb, tj. prvky vektoru b pravé strany prohazime stejneé,
jako jsme prohazovali fadky matic A*~1 a P*=1 v algoritmu LUp. Oznacéime-li Ux =y,
vidime, ze y je TeSeni soustavy Ly = z. VyTeSenim této soustavy dostaneme y. Zbyva
jeste vytesit soustavu Ux = y a TeSeni x je nalezeno. Shrneme-li to, pocitame postupné
Z,y a X 7 roviic

z =Pb, Ly =1z, Ux=y. (2.17)

Uchovavat historii prohazovéni iadki v matici P je ziejmé plytvani paméfovym
mistem, vzdyt z celkového poctu n? prvki matice P je jich pouze n nenulovych. Proto
misto s matici P staci pracovat jen s vektorem radkovich permutaci p.

Na zacétku polozime p(® = (1,2,...,n)7 a ve zbytku algoritmu pak prohazujeme
prvky vektoru p* 1. Matice P byla zapotiebi jen pro sestaveni vektoru z. To ale dokdzeme
s pomoci vektoru p také: do i-té slozky vektoru z vlozime p;-tou slozku vektoru b, po-
stupné proi=1,2,...,n.

Priklad 2.2. Provedeme LU rozklad matice
-0,4 —-0,95 —-04 734

0,5 —-0,3 2,15 —245

-2 4 1 -3

-1 55 25 3,5

A =
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V prvnim sloupci najdeme jako pivota ¢islo —2 ve tfetim fadku. Proto prohodime prvni
a treti radek. Pak eliminujeme poddiagondalni prvky v prvnim sloupci a na jejich mista
zapiseme pouzité multiplikatory. Prohozeni tadku vyznacime také v permutaénim vektoru.
Tak dostaneme

) 4 1 -3 3
025 07 24 —32 9

1) — ) ) ’ ’ 1 —
A 02 —1,75 —0.6 —6,74 | p 1
05 35 9 5 4

Prvni fadek se uz ménit nebude. Ve druhém kroku najdeme pivota ve druhém sloupci. Je
to éfslo 3,5 ve étvrtém fadku. Proto prohodime druhy a étvrty fadek jak v matici A®) tak
ve vektoru p(V). Pak eliminujeme prvky v pozicich (3,2) a (4,2) a na jejich mista zapiseme
pouzité multiplikatory. Vysledkem je

_2 4 1 -3 3
05 35 2 5 4

2 _ : , @ _
A 02 —05 04 —424 |’ p 1
025 02 2 —42 2

Prvni dva tadky uz zustanou bez zmény. Pivot ve tfetim sloupci je ¢islo 2 ve ¢tvrtém rfadku.
Prohodime tedy tieti a ¢tvrty fadek v matici A i ve vektoru p®. Pak eliminujeme prvek
v pozici (4,3) a na jeho misto vlozime pouzity multiplikdtor. Tak dostaneme

-2 4 1 -3 3
0,5 3.9 2 5 4
3) _ ) ) 3) _
AT=1l025 02 2 —42| P= 19
0,2 -0,5 02 —-34 1
Dostali jsme tedy

1 0O 00 -2 4 1 -3
0,5 1 00 B 0 35 2 5
L= —0,25 0,2 1 01’ U= 0 0 2 —4.2
0,2 -0,5 02 1 0O 00 —-34

Permutacni vektor p = p®. Pokud bychom chtéli vytvofit permutaéni matici P, staci
vzit jednotkovou matici a preuspotfadat ji tak, ze puvodné p;-ty fadek se stane fadkem
i-tym. Kdyz to provedeme, dostaneme pro permutacni vektor

3 0 0 0

1
4 BV B 01
p= 9 permutacni matici P = 0 0
1 0 0

—_ o O

0
1
0

Snadno se ovéri, ze LU = PA.

—13,14 9
2,15 | 215

b= o | Pk z=1 o5
27,5 13,14
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a déle Tfesenim soustav Ly = z a pak Ux =y dostaneme

9 3
| 23 |4
Y= 102" *7 |2
—34 1

Vypocet determinantu. Je zndmo, ze determinant det(A) matice A
a) se nezméni, kdyz k faddku matice A pficteme nasobek jiného fadku matice A;
b) zméni znaménko, kdyz prohodime dva jeho (ruzné) radky nebo sloupce.

Provadime-li tedy GEM podle algoritmu GEMz, tj. bez vybéru hlavnich prvku, pak
det(A) = det(U) = uyqugs - - - Uy, dostaneme jako souc¢in diagondlnich prvku matice U.
Pokud provadime ¢asteény nebo tplny vybér hlavnich prvku, pak staci, kdyz si pozna-
mename, tieba do proménné ¢, celkovy pocet prohozeni fadku (pro ¢dstecny vybér) nebo
radku i sloupcu (pro uplny vybér). Je-li ¢ sudé, pak det(A) = det(U), a je-li ¢ liché, je
det(A) = —det(U). Plati tedy

det(A) = (_1)q U11U22 * * * Upp - (218)

Reseni soustavy rovnic s vice pravymi stranami nepiedstavuje zadny problém,
misto s jednou pravou stranou pracujeme soucasné s m pravymi stranami. Vzorce (2.9)
a (2.17) zustavaji v platnosti, jediny rozdil je v tom, ze ted b = (by, by, ..., b,,) je matice
pravych stran, takze také y, x a pripadné z jsou matice téhoz typu jako b. Zejména tedy
i-ty sloupec matice x = (X1,X2,...,X;,) je FeSeni piislusné i-té pravé strané. Piipad
uplného vybéru hlavnich prvku zde rozebirat nebudeme.

Pokud jde o pocet operaci, tak pro kazdou pravou stranu je tfeba zapocitat ptiblizné
n? operaci nasobicich a stejny pocet operaci séitacich, takze celkem jde o mn? operaci. Je-
li po¢et m pravych stran maly ve srovnani s poctem n rovnic, jsou naklady na provedeni
LU rozkladu, tj. ptiblizné %n‘g operaci, vyrazné prevazujici.

Vypocet matice inverzni lze provést tak, ze reSime soustavu rovnic Ax = b s n pravymi
stranami pro b = I, kde I je jednotkové matice. KdyZ tlohu fesime bud'to bez vybéru
hlavnich prvki nebo s ¢dsteénym vybérem hlavnich prvki, pak dostaneme x = A~
tj. matici inverzni. Pocet operaci potiebny pro feseni trojihelnikovych soustav vyzaduje

pfiblizné n?® operaci. Protoze LU rozklad potfebuje piiblizné %n3 operaci, je to celkem
%n3 operaci. Da se ukazat, ze pfi dumyslné organizovaném vypoctu lze pocet potfebnych

operaci snizit o jednu tfetinu, tj. na ptiblizné n3 operaci, viz napi. [3].

Ridk4 matice soustavy. Rekneme, ze matice je 7idkd, kdyz pocet jejich nenulovych
prvku je vyrazné mensi nez pocet vSech jejich prvki. Takové matice vznikaji pti feSeni
fady vyznamnych aplikaci. Casty je piipad, kdy pocet nenulovych koeficientii v rovnici
neprevysi malé ¢islo m, které viibec nezavisi na poc¢tu n rovnic, takze s rustem n dostavame
stale Fidsf matice soustav. Ridké matice jsou v paméti pocitace icelné reprezentovany jen
pomoci svych nenulovych koeficientu. Pro feseni soustav s fidkymi maticemi existuji velice
efektivni algoritmy. Jednim z hlavnich cilt, které tyto algoritmy sleduji, je provadéni elimi-
nacnich kroku v takovém potadi, aby vznikalo co nejméné novych nenulovych koeficientu.
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Pasova matice soustavy. Specidlnim piipadem tidké matice je pasovd matice, ktera ma
nenulové koeficienty jen v pasu okolo hlavni diagonaly. Presnéji, matice A = {aij}?jzl,
pro kterou existuji cela nezaporna cisla p, q takova, ze

a;; =0 kdyz i>j+p nebo j>i+gq,

se nazyva pasova matice s pasem o sitce w = p+¢g+1 (ma p poddiagonédl a ¢ naddiagondl).
Cislo s = max(p, q) se nazyva polovicéni $irka pdsu. Pro matici s poloviéni sitkou pédsu s
tedy ziejmeé plati

a; =0 pro |i — j| > s.

Pfi eliminaci pasovych matic mohou nenulové koeficienty vznikat jen uvnitt pasu. Toho
lze vyuzit a docilit znatelnou tdsporu jak v reprezentaci matice soustavy v paméti pocitace,
tak v poc¢tu potfebnych operaci. Pro matici s poloviéni sitkou pasu s = p = ¢q potiebuje LU
rozklad bez vybéru hlavnich prvki ns(s+4)+O(s?) operaci a zpétny chod n(2s+§)+0(s?)
operaci, kde § = 0 pro operace séitaci a 6 = 1 pro operace nasobici.

Soustava rovnic s tridiagonalni matici. V ptipadé s = 1 hovoiime o tridiagonalni
matici. Algoritmus GEM pro feseni soustavy rovnic s tiidiagondlni matici je velmi jedno-
duchy. Bez vybéru hlavnich prvka pro soustavu

a; C 0 0 0 0 0 T d1
b1 as Co 0 0 0 0 ) dg
0 bg as Cg 0 0 0 T3 d3
0 0 0 0 bn72 Gp—1 Cp—1 Tn—1 dnfl
00 0 0 0 Dot Gy Tn dn,

v piimém chodu pocéitame

bi = bi/ai, Ait1 = Qi1 _bici> dz‘+1 = di+1 —bzdl, 1= 1,2,...,71—]_,
a ve zpétném chodu urcéime

Ty = dy/an a déle ;= (d; — cxip1)/a;, i=n—1n—-2,...,1

Transformovana matice soustavy obsahuje koeficienty LU rozkladu puvodni matice.
2.1.3. Vliv zaokrouhlovacich chyb

Pi feSeni soustav linearnich rovnic téméi vzdy pusobi zaokrouhlovaci chyby. Jejich
vliv prozkoumame v nasledujicim prikladu.

27



Priklad 2.3. Predpokladejme, ze na hypotetickém pocitaci s tiimistnou mantisou mame
vytesit soustavu

3,96 1,01\ (1) (5,03
1 025) \ay) \125/)°
Piiblizné feseni budeme znacit X = (7, 32)7. Protoze 3,96 > 1, nemusime rovnice pro-

hazovat a multiplikdtor mo; = 1/3,96 = 0,253. Od druhé rovnice odecitdme mq;-ndsobek
prvni rovnice, tj.

(0,25 —0,253-1,01) - x5 = 1,25 — 0,253 - 5,03..

Pti zaokrouhlovani na 3 platné cifry dostaneme 1,010,253 = 0,256 a 5,03 - 0,253 = 1,27,
takze

_ —0,02
~ —0,006

i = 3,33,

Z prvni rovnice pak vypocteme #; = (5,03 — 1,01 - 3,33)/3,96 = 0,422 . Dostali jsme tedy
priblizné feseni

L (0422
S\ 333 )
Spocteme-li (pfesné) reziduum r = b — Ax, obdrzime

(503 —13,96-0,422 —1,01-3,33\ _ [ —0,00442
“\ 125-1-0422-025-333 )~ \—0,00450 ) -

To by nas mohlo svadét k domnénce, ze ziskané feseni x je prakticky presné. Tak tomu
ale neni, presné feseni je

(025
X = 1 ,

takze 1 a 9 nemaji ani jednu cifru platnou! Pro zajimavost uvadime, ze pro p = 4,6, ...
cifer mantisy dostaneme pfesné feSeni a pro p = 5,7,... TeSeni, jehoz slozky maji p — 3
platnych cifer. ([l

Prestoze ptiklad 2.3 je znacné umély, je jednoduchou ilustraci obecné platného tvrzeni:
Gaussova eliminace s ¢dstecnym vybérem hlavnich prvkiu zarucuje vznik malych rezidud.

K tomuto tvrzeni je tfeba pripojit nékolik vysvétlujicich poznamek. Slovem zarucuje
se mini, ze lze dokézat presnou vétu, kterd (za splnéni jistych technickych predpokladu
tykajicich se vypoétu v pohyblivé fadové ¢arce) uvadi nerovnosti omezujici velikost jednot-
livych slozek rezidua. Déle slovem malych minime v fadu zaokrouhlovacich chyb relativné
vzhledem ke tiem veli¢inam: k velikosti prvku puvodni matice koeficientu A, k velikosti
prvki matic A®) vznikajicich v pribéhu eliminace a k velikosti prvki feseni X. Koneéné
je tieba dodat, ze i kdyz je reziduum malé, tvrzeni netika nic o velikosti chyby x — x.
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K posouzeni vztahu mezi velikosti rezidua a velikosti chyby se pouziva veli¢ina znaméa
jako ¢islo podminénosti matice.

2.1.4. Podminénost

Abychom mohli ur¢it podminénost tlohy najit feseni x soustavy linedrnich rovnic
Ax = b, potfebujeme posoudit, jak moc se zméni feseni x, kdyz trochu zménime data,
tj. matici soustavy A a vektor pravé strany b. Zatimco k méreni velikosti ¢isel pouzivame
absolutni hodnotu, podobny néstroj pro méreni velikosti vektoru a matic si teprve musime
zavést.

Norma vektoru je nezaporné cislo, které reprezentuje jeho velikost. Tiida vektorovych
norem, znama jako l,, zavisi na parametru 1 < p < oo:

n 1/p
x|, = <Z |$i|p> :
i=1

Nejcastéji se pouziva p = 1, p = 2 nebo limitni ptipad pro p — oc:

n " 1/2
Il = laal, Il = (Z x?) v xllee = maxa]
i=1 i=1

li-norma je zndma také jako Manhattan norma, nebot odpovidd vzdéalenosti mezi dvéma,
misty v pravouhlé miizi méstskych ulic. ls-norma je bézna Euclidova vzdélenost neboli
délka vektoru. l-norma je zndma také jako Cebysevova norma. V MATLABu lze vekto-
rové normy || - ||, ur¢it pomoci funkce norm.

Konkrétni hodnota p je ¢asto nepodstatnd, normu pak jednoduse znacéime ||x||. Vek-
torova norma splnuje nasledujici zakladni vlastnosti, typické pro pojem vzdélenosti:

1. |[x]| >0, kdyzx#o a Jo| =0,

2. |lex|| = || - [|x]| pro kazdé cislo c,

3. Ix+ ¥yl <|Ix||+ |lyl| (trojuhelnikova nerovnost).
Symbolem o jsme ptitom oznacili nulovy vektor, tj. vektor, jehoz vSechny slozky jsou rovny
nule.

Cislo podminénosti matice. Nasobenim vektoru x matici A zleva dostaneme novy
vektor Ax, ktery muze mit Uplné jinou normu nez x. Tato zména normy piimo souvisi
s citlivosti, kterou chceme méfit. Rozsah moznych zmén Ize vyjadrit pomoci dvou ¢isel:

Y . —.c
<2 I o x|

(2.19)

kde maximum resp. minimum se uvazuje pro vSechny nenulové vektory x. Pomér M /m
se nazyva cislo podminénosti matice A.:

Ay = M _ (r}r}jg( ”Ax”) : (min ”Ax”)_l. (2.20)

m Il xzo x|
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Konkrétni hodnota x(A) zavisi na pouzité vektorové normé. Protoze nas vsak obvykle
zajima jen fadova velikost vhodné spocteného odhadu ¢isla podminénosti, nebyva pouzity
typ normy vétsinou podstatny.

Uvazujme systém rovnic

Ax=Db
a druhy systém rovnic, ktery dostaneme, kdyz zménime pravou stranu:
A(x+ Ax) =b+ Ab, nebo-li Ax =b.

Ab = b — b miZzeme povazovat za chybu pravé strany b a Ax = X — x za odpovidajici
chybu feseni x. Protoze AAx = Ab, z definice M a m okamzité plyne

bl < M[x[[, [|Ab] > m|[Ax]],

takze pro m # 0,

Iax] _

[

|Ab][

bl /{(A)M kde r=b—-A(x+ Ax) (2.21)

bl

je reziduum. Cislo podminénosti tedy puisobi jako zesilovaé velikosti relativni chyby: rela-

tivni zména [|Ab||/||b|| pravé strany vyvola x(A) krat vétsi relativni zmeénu || Ax||/||x||

feSeni. Da se ukéazat, ze zmény v matici koeficientu maji na zmény feSeni obdobny vliv.
Nerovnost (2.21) také potvrzuje zkuSenost, kterou jsme udélali v piikladu 2.3, totiz

ze malé reziduum neznamena malou relativni chybu. Na pravé strané nerovnosti (2.21) je

totiz norma rezidua ||r|| ndsobena ¢islem podminénosti x(A) matice A, takze i kdyz je

reziduum malé, muze byt ptesto relativni chyba feseni velkd, kdyz k(A) je velké.
Vsimnéme si nékterych vlastnosti ¢isla podminénosti.

1. Protoze M > m, je k(A) > 1.

2. Pro jednotkovou matici I je Ix = x, takze ~(I) = 1.

3. Je-li A singuldrni, je m =0 a tedy x(A) = oo.

4. Kdyz matici A vyndsobime ¢islem ¢, pak M i m se ndsobi |c| a k(cA) = k(A).

5. Pro diagondlni matici D je (D) = max |d;| / min|d;;| (dokazte!).

Z poslednich dvou vlastnosti plyne, ze k(A) je lepsim métitkem blizkosti matice A
k matici singuldarni nez jeji determinant det(A). Jako extrémni priklad uvazujme dia-
gondln{ matici f4du 100, kterd ma na diagonale ¢fsla 0,1. Pak det(A) = 10719 coz lIze
povazovat za velmi malé ¢islo, avsak k(A) = 1. Soustava rovnic s takovou matici se chova

spise jako soustava s jednotkovou matici nez jako soustava s matici témeér singularni.
V MATLABu lze ¢islo podminénosti matice urcit pomoci funkce cond.

Norma matice. Cislo M je znamo jako norma matice. Oznac¢ujeme ji stejné jako normu

vektoru:

A
[ (2.22)

|A|| = max
X#0 ||X|| [|x]|=1
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Snadno se overi, ze ||A7|| = 1/m, takze ekvivalentni vyjddreni ¢isla podminénosti je
R(A) = [A] - [lATY]. (2.23)

Znovu je tfeba pripomenout, ze konkrétni hodnota k(A) zdvisi na pouzité vektorové
normé. Snadno se spoctou maticové normy odpovidajici vektorovym normam l; a l.
Plati

A1 = mjaxz |ai;] (maximum sloupcovych souctu)
i

|A]l = max Z || (maximum Fadkovych souctu) .
J

Casto pouzivanou maticovou normu piislusnou k nejznamé;jsi vektorové l-normeé uz snadno
spocitat nelze. Plati totiz

IAll2 = vV Anae(ATA),  kde A\nae(ATA) je nejvétsi viastni ¢islo matice ATA,

coz je nejvetsi koten polynomu p(x) = det(ATA — z-T). Je-li matice A tadu n, pak p(z)

je polynom stupné n a jeho kofeny pro n > 4 umime najit jen numericky, viz kapitola 5.

Poznamenejme, ze v MATLABu lze vlastni ¢isla matic uréit pomoci funkce eig.

Vice o normdach matic. Maticova norma definovand vztahem (2.22) se nazyvé prirozend

norma. Nekdy také fikame, Ze je to norma pridruZend k vektorové normé, pomoci niz je

definovana. Napiiklad maticovd || - || norma je pfidruzend k vektorové £ ,-norme.
Vsimnéte si, ze z definice (2.22) pfirozené maticové normy okamzité plyne

A < [l A}l (2.24)

Jestlize vektorova a maticova norma spliuji vztah (2.24), tikame, ze jsou souhlasné.
Existuji i jiné nez prirozené maticové normy. Jednou z nich je Frobeniova norma

" 1/2
- () (25)
ij=1
o které lze dokézat, ze je to norma souhlasna s Euklidovou ly-normou, tj. ze plati
[AX]|y < [[A[[F - [Ix]|2-

V MATLABu lze maticové normy || - ||1, || - |2, - [l @ || - || F uréit pomoci funkce norm.
Maticové normy, které jsme si doposud definovali, maji nasledujici vyznaéné vlastnosti:

1 |A|>0, kdyz A£0 a [O] =0,

2. ||[cAll = |e| - ||[A]] pro kazdé ¢islo ¢,

3. |A+B| <JJA||+ |B| (trojihelnikova nerovnost),

4. |AB|| < |A|| - ||B]|| (multiplikativnost),

5. ||Ax| < ||A|l - ||x]| pro kazdy vektor x (souhlasnost).
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Symbolem O jsme si pfitom oznacili nulovou matici, tj. matici, jejiz vSechny prvky jsou
rovny nule. Poznamenejme, Ze obecné je norma ¢tvercové matice definovana jako realna
funkce splnujici jen prvni ¢tyii z vyse uvedenych podminek.

Priklad 2.4. Soustava rovnic Ax = b, kde

1 10 11 S N
A= (10 101) ! b= (111) ’ ma resenit X = (1) )

Pouzijeme [, -normu a spocteme ||bl|o, = 111, ||X[| = 1. KdyZz pravou stranu zménime
na

N dost o . (1321
= 110,89 s ostaneme resenl X = _0’21 .

Oznacéime-li Ab = b — b, Ax = X — x, pak |Ab||o = 0,11 a ||Ax||, = 12,21. Vidime, ze
pomérné mald zména pravé strany zcela zménila feseni. Relativni zmény jsou

Ab — A
|| ||C>O — 97 09 . ]_0—47 || )(HC>O

=1221.
Ibl]o 1%/l oo

Podle (2.21) muzeme odhadnout ¢islo podminénosti

12,21
K(A) > ’ = 12321.

= 0,900 - 104

Ve skutecnosti je b a Ab zvoleno tak, ze k(A) = 12321. To se snadno ovéif, nebot

Al = (_1(1)(1) _1?> ,takie A" o = 111 = Al a #(A) = 111% = 12321,

Ukazme si jesté, ze vztah (2.21) plati jako rovnost:

K—xlw 1221 011 1A
= =111 =
e 1 SRR TY

= 111+ | Ab|s = 111 - ||1]|wo ,

kde r = b — Ax je reziduum. U

K urceni x(A) potfebujeme znét ||A||. Avsak vypocet A~! vyzaduje priblizné tiikrat
tolik prace jako celé feSeni soustavy rovnic. Na§tésti pfesnou hodnotu k(A) obvykle
nepotiebujeme, vysta¢ime s dostatecné dobrym odhadem r(A). Spolehlivé a pomérné
velmi rychlé odhady ¢isla podminénosti matic patii v soucasné dobé ke standardnimu
vybaveni programu pro feseni soustav linearnich rovnic. Jestlize program zjisti, ze ¢islo
podminénosti je piilis velké, vyda varovani nebo dokonce vypocet prerusi.

Shrnuti. Soustava linedrnich rovnic je dobre (Spatné) podminénd, pravé kdyz je matice
soustavy dobfe (8patné) podminéné. Podminénost matice soustavy A méfime pomoci Cisla
podminénosti k(A) > 1. Je-li ¢islo x(A) malé, je matice A dobfe podminéna. V opaéném
piipadeé, tj. kdyz k(A) > 1, je matice A §patné podminéna. Spatné podminénou soustavu
rovnic lze obvykle jen velmi obtizné Tesit. Pomoci muze vypocet s vicemistnou mantisou
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(je vhodné pouzit dvojndsobnou nebo jesté vétsi presnost). Existuji vsak vyjimky: je-li
naptiklad A diagondlni matice, ve které a; = 10°, pak je k(A) = 10"71, coz je pro velké
n velké &fslo, a piesto feSeni z; = 107%; ziskdme bez problémt pro libovolné velky pocet
rovnic.

Predpokladejme, ze matice soustavy je dobfe podminéna. Pak je GEM s caste¢nym
(nebo uplnym) vybérem hlavniho prvku dobfe podminény algoritmus: protoze velikost
multiplikdatora nepresahuje jednicku, vznikajici zaokrouhlovaci chyby se dalsim vypoc-
tem nezesiluji. Kdyz naopak vybér hlavnich prvku neprovadime, muzeme dostat multi-
plikatory, jejichz absolutni hodnota je vétsi nez jedna, coz ma za nésledek zvétSovani
drive vzniklych zaokrouhlovacich chyb. GEM bez vybéru hlavnich prvku je tedy obecné
Spatné podminény algoritmus. Vyjimku z tohoto pravidla predstavuje feseni soustav se
specialni matici soustavy, napt. kdyz je matice soustavy ostie diagonalné dominantni nebo
pozitivné definitni, pak je i GEM bez vybéru hlavnich prvka dobfe podminény algoritmus.

2.2. Iteracéni metody

Mnoho praktickych problému vyzaduje feSeni rozsahlych soustav linedarnich rovnic
Ax = b, v nichz matice A je nastésti ridka, tj. ma relativné malo nenulovych prvku. Stan-
dardni elimina¢ni metody studované v predchozi kapitole 2.1 nejsou pro feSeni takovych
soustav vhodné, nebot v prubéhu eliminace dochézi postupné k zapliiovdni puvodné ne-
nulovych pozic v matici soustavy, coz vede k velkym narokium na pocet aritmetickych
operaci a klade také vysoké ndroky na pamét pocitace.

To je duvod, pro¢ se pro feseni takovych soustav pouzivaji iteracni metody. Zvoli se
pocatecni vektor xg a generuje se posloupnost vektoru xg — X; — Xz . . ., kterd konverguje
k hledanému teseni x. Spole¢nym rysem vsech iteracnich metod je fakt, ze kazdy jednotlivy
iteracni krok x; — Xp,1 vyzaduje objem vypoctu srovnatelny s nasobenim matice A
vektorem, coz je pro ridké matice objem nevelky (pokud je v kazdém fadku matice A
fadu n nejvyse m nenulovych prvku, jde o mm operaci nasobeni a s¢itani). Prijatelny
objem vypoctu lze proto dosdhnout i pro pomérné velky pocet iteraci.

Na obhajobu primych metod je vSak tieba dodat, ze pro soustavy s fidkymi maticemi
existuji také velmi efektivni algoritmy eliminac¢niho typu. Pfesto, pro extrémné rozsahlé
soustavy rovnic se specidlni strukturou matice soustavy jsou vhodné zvolené itera¢ni me-
tody efektivnéjsi a jsou casto jedinou prakticky realizovatelnou metodou fesSeni.

Konvergence. Vétsina klasickych iteracnich metod vychazi z rozkladu matice soustavy
A =M — N, kde M je regularni matice. Pak je posloupnost x; definovdna ptredpisem

MXk;—H = NXk + b, (226)
pricemz pocatecni aproximace xq je dana.
Rekneme, ze iteracni metoda konverguje, a pisSeme x;, — X, kdyz ¢iselna posloupnost

|xr — x|| = 0. Ozna¢me e, = x; — x chybu v k-té iteraci. Protoze Mx = Nx + b,
dostaneme

M(xp+1 — x) = N(x; — x) nebo-li epi1 = M 'Ney, .
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Oznacime-li T = M !N, pak pomoci (2.24) dostdvéame
lexsall < T - lewll < ITI2 - flexoall < - < [TIF - fleo]

Konvergence iteracni metody z libovolného startovaciho vektoru proto jisté nastane, kdyz
T <1, kde T = M'N je iteracni matice. (2.27)

Podminka (2.27) se neovéruje snadno, a proto si u konkrétnich metod uvedeme jiné
postacujici podminky konvergence.

Kritéria pro ukoncéeni iteraci. Jde o to, jak rozhodnout, zda x;.; je uz dostatecnée
dobré aproximace fesenf x. ReSen{ x nezname, takze se bez néj musime obejit. Nabizi se
zkoumat velikost zmény X.; — X, nebo velikost rezidua ry,; = b — Ax;. 1. Postupuje
se tak, ze uzivatel zada malé kladné cislo € jako pozadovanou presnost a v kazdém kroku
metody se testuje, zda je uz splnéna napf. jedna z nasledujicich podminek

Lo Ixeg1 — xil| < ellxll,
2. legga|l < e(JJAN - 1%kl + [BI])
3. lrtrgall < ellrolf -

Je-li podminka na ukonceni iteraci splnéna, vypocet prerusime a Xj,; povazujeme za
pribliznou hodnotu feseni x.

Jacobiova metoda. Piedpokldadejme, ze A = L + D + U, kde D je diagondlni matice,
ktera ma stejnou diagonalu jako A, a kde L resp. U je ryze dolni resp. horni trojihelnikova
cast A, tj.

a1 0 ce 0
D— 0 929 0 |
0 0 Qnn,
0 0 0 aia - Q1n
L-|™ .O 0 . U=
0 0 anfl,n
(07 I an’n_l O 0 . e e O

Nejjednodussi rozklad A dostaneme pro M =D a N = —(L + U). Metoda (2.27) je pak
tvaru

ka+1 =b— (L -+ U)Xk (228)

a je znama jako Jacobiova metoda. Soustava (2.28) s diagondlni matici se fesi snadno.
(k)

Zapiseme-li (2.28) po slozkach (slozky vektoru xj jsou znaceny z;”’, podobné pro xj1),

dostaneme
kL~ w -
x; _a—ii<bZ E ij T ), 1=1,2,....n.
j=1
JF£i
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Analyzou vlastnosti itera¢n{ matice T = —D~!(L + U) lze dokdzat, ze
Jacobiova metoda konverguje, kdyz A je ryze diagondlné dominantny.

Gaussova-Seidelova metoda. Vsimnéte si, ze Jacobiova metoda pouziva x; k vypoctu
vsech slozek x4 1. Protoze (alespon na sériovych pocitacich) prvky vektoru x;,1 pocitame
postupné jeden za druhym, vznikl pfirozeny napad vyuzit ihned ty slozky xj1, které jsou
uz k dispozici. Tak dostavame Gaussovu-Seidelovu metodu:

i—1 n
k1) 1 (k+1) (k) o
X, —a_<bl_za’1]xj _Zaijxj )7 2—1727"'777"

v j=1 j=i+1
Vyjadiime-li tuto metodu v maticovém tvaru, mame
(D + L)Xk+1 =b— UXk .

Je dokéazano, ze

Gaussova-Seidelova metoda konverguje, kdyz A je ryze diagondlné dominantni nebo pozi-
tivné definitni.

Poznamky. Nasleduje nékolik poznatki o vzajemném vztahu Jacobiovy a Gaussovy-
Seidelovy metody.

1. Konvergence Gaussovy-Seidelovy metody je pro mnohé matice A rychlejsi nez kon-
vergence Jacobiovy metody. Tak je tomu tieba v piipadé, kdyz A je ryze diagonalné
dominantni.

2. Existuji matice, pro které Gaussova-Seidelova metoda konverguje a Jacobiova me-
toda nekonverguje a naopak, pro které konverguje Jacobiova metoda a Gaussova-
Seidelova metoda nekonverguje.

3. Jacobiova metoda umoznuje paralelni vypocet (vsechny slozky :Egkﬂ) mohou byt
pocitany soucasné, kazda na jiném procesoru), zatimco Gaussova-Seidelova metoda
(k+1)
i

je ze své podstaty sekvencni (x lze vypocitat az po té, co byly spocteny vsechny

slozky :cg.kﬂ) pro j < i). Pro specidlni typy matic A jsou vSak vypracovany postupy

umoznujici paralelizovat i Gaussovu-Seidelovu metodu.

Relaxaéni metody. Bezprostiedné poté, co jsme zakladni metodou (Jacobiovou nebo
Gaussovou-Seidelovou) spocetli i-tou slozku xEkH), provedeme jeji modifikaci

(k)

%

(k+1)

7 )

)

= (1 + wzx

—w)x
kde w > 0 je tzv. relaxacni parametr. Volime ho tak, abychom vylepsili konvergenci
zdkladni metody. Pro w = 1 dostavame puvodni metodu. Zvolime-li w < 1, hovotime
o dolni relazaci, v ptipadé w > 1 jde o horni relazaci. Efektivni volba relaxaéniho para-
metru w zavisi na zvolené zékladni metodé a na matici soustavy A.

Praktické zkusenosti potvrzuji, ze dolni relaxace muze zajistit konvergenci v pripade,
kdyz zakladni metoda nekonverguje. Vhodnou volbou relaxac¢niho parametru 1ze rychlost
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konvergence puvodni metody podstatné zrychlit. Pro zvolenou metodu a specialni tvar
matice A jsou znamy vzorce pro optimalni hodnotu w,y relaxacniho parametru. Tyto
vzorce vSak maji vyznam spiSe teoreticky, nebot vypocet podle nich je piilis ndrocny.
Proto se pracuje s proménnym relaxacnim faktorem, v k-té iteraci s wg, a jeho hodnota
se v kazdé iteraci zpiesnuje tak, aby se postupné blizila k optimalnimu w,y;. Konkrétni
metody lze najit ve specializované literatufte.

Relaxace Jacobiovy metody. D4 se ukézat, ze kdyz konverguje Jacobiova metoda, tak
konverguje také relaxovana Jacobiova metoda pro 0 < w < 1.

Relaxace Gaussovy-Seidelovy metody je v literatuie znama jako SOR metoda (podle
anglického Successive Over Relaxation). O konvergenci SOR metody mame zejména nasledujici
poznatky:

1. Pokud SOR metoda konverguje, pak je 0 < w < 2.

2. SOR metoda konverguje, kdyz A je ryze diagonalné dominantni a 0 < w < 1.

3. SOR metoda konverguje, kdyz A je pozitivné definitni a 0 < w < 2.
SOR metoda zapsanda po slozkach je tvaru

kH) (b — Zaw (k+1) i iy x§k)> +(1— w)xgk) , 1=1,2,...,n,
j=it+1
a SOR maticové je
(W'D +L)xpy1 =b— (1 —w H)D + U)x,

Kdyz ve slozkovém zapisu SOR metody na pravé strané misto :c§-k+1) piseme z; (k) , dosta-

neme relaxaci Jacobiovy metody oznacovanou jako JOR metoda, maticove

w DX =b— (L+ (1 —w D + U)x;,

Priklad 2.5. Velké tidké matice vznikaji pfi numerickém feseni parcidlnich diferencialnich
rovnic. MATLAB ma ve své galerii priklady takovych matic. Ptikazem

= gallery(’poisson’,n)

vygenerujeme matici, jejiz strukturu nynf popiseme.

'Parcidln{ diferencidlni rovnice jsou nezbytné pro modelovani technickych problému. P#i Feseni Di-
richletovy 1lohy pro Poissonovu rovnici na ¢tverci Q = (0,1) x (0,1),

_ Pu(z,y)  Ou(z,y)
Ox? Oy?

= f(z,y) vQ a wu(z,y)=g(x,y) na hranici 99,

(funkce f a g jsou dané, nezndmd je funkce u) metodou siti vznikd soustava linedrnich rovnic s matic{

soustavy K uvazovanou v tomto piikladu 2.5.
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Matice K je blokové tiidiagonalni, pro devét rovnic vypada takto

4 -1 0(-1 0 O O O O
-1 4 -1} 0 =1 0] O O O
0O -1 4, 0 0 -1 0 0 O
-1 0 0] 4 -1 -1 0 O
0O -1 0f-1 4 -1 0 -1 O
o 0 -1 0 -1 4 0 0 -1
o o0 o(-1 0 0 4 -1 O
o o0 of 0 -1 O0(-1 4 -1
o o oL 0 O -1] 0 -1 4

Obecné je K slozena z ¢tvercovych submatic fadu n (tzv. bloku) B, —I, O, které jsou
ve ¢tvercové matici fddu n? rozmistény ve tfech diagondlach

B/ -I|O|---] O] O

-I, B|-I|---] O O

O/-I B|---|] O] O
K=

OO0 O|---| B|-1

O, 0 0O0|---|-1I| B

Matice I je jednotkova matice, O je ¢tvercova matice s nulovymi prvky a B je tiidiagonalni
matice

4 -1 0 -~ 0 O
-1 4 -1 -+ 0 O
o -1 0 -+ 0 O
B = :
o o0 0 -+ 4 -1
o o o0 - =1 4

Na matici K se ¢asto testuje uc¢innost numerickych metod pro feseni soustav linearnich
rovnic s fidkou matici. Na obrazku 2.3 je vidét zavislost poctu iteraci (potfebnych pro
dosazen{ zvolené piesnosti) na poctu rovnic n?. P¥i metodé SOR bylo zvoleno optiméalni w.

Poznamka. Itera¢ni metody, se kterymi jsme se seznamili, byvaji oznacovany jako kla-
sické iteracni metody. V soucasnosti se pouzivaji uz jen ziidka. Do uc¢ebniho textu jsme
je zatadili hlavné proto, ze jsou pomérné jednoduché a pritom na nich lze dobie ukéazat,
jak iteracni metody funguji.

Na druhé strané metody, které se skuteéné pouzivaji, jsou pomeérné slozité k pocho-
peni, takze je v tomto zakladnim kurzu nelze dost dobte vysvétlit. Spokojime se tedy
s konstatovanim, ze existuje zna¢né mnozstvi vykonnych iteracnich metod, viz napt. [13].
Tak tteba pro soustavy s pozitivné definitni matici patii mezi nejpopularnéjsi metoda
sdruzenych gradientu (struéné CG podle anglického conjugate gradient), v MATLABu
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viz funkce pcg. Zakladni verze této metody je struéné popsana v kapitole 6.2, viz také
cviceni 6.7. Pro soustavy s nesymetrickou matici je situace komplikovanéjsi, jednoznacny
favorit mezi metodami pro jejich feseni neexistuje. Jednou z mnoha pouzivanych metod
je zobecnénd metoda minimdlnich rezidui (strutné GMRES podle anglického generalized
minimal residual), v MATLABu viz funkce gmres.

1600 T T T T T T

1400 | =——@=— Jacobi
—ah— Gauss-Seidel

1200 | == Optimalni SOR

1000

800

Iteraci

600

400

200

Il

0 100 200 300 400 500 600 700
Rovnic

Obr. 2.3: Srovnani klasickych itera¢nich metod

2.3. Cviceni

2.1. Metodou GEMz a GEM s ¢dsteénym vybérem hlavniho prvku (GEMpp) feste rovnice
z + 2y 4+ 3z = 6

a) 2r + 4y + Bz = 11 b)
v 4+ 8y + 9y = 24

107152 + y = 141071
r + 10ty = 1+10

[a) GEMz selze, GEMpp najde feseni (1 1 1)7; b) GEMz spocte (0,888 1)7, GEMpp dava (1 1)T.]
2.2. Odvod'te (pro n = 3) vzorce (2.13).

i 0 0 i o I % liloy lils
[LLY = (21 lp2 O 0 oo g2 | = | lailis 13, +13, lo1l31 +l22l32 |,
ls1 lsa a3 0 0 I3 Isiliy lsiloy + ls2loe 3] + 135 + 133

LLT:A = 111:\/(1117 121:(121/1117 1311031/111, lag = 022*1317 ]

2.3. Pomoci Choleského rozkladu feste soustavy rovnic Ax; = b;, i = 1,2, 3, kde

2 1 2 1 0
A=1[1 2 2|, bi=(-1], bo=[-1
2 2 3 0 -1
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1,414214 0 0 1 1
[L={0,707107 1,224745 0 , x1=|-1], x2= 0].]
1,414214 0,816497 0,577350 0 -1

2.4. Reste soustavy rovnic Ax; = by, i = 1,2,3, kde

1 -1 1 -1 1
A= 2 -1 1 s b1: 0 y b2: 2 s b3:2X27X1.
1 1 2 0 7
1 0 0 2 -1 1
[Provedte LU rozklad PA = LU, kde L= | 0,5 1 0],U=1(10 15 1,51,
0,5 —0,33 1 0 0 1
01 0
P=|0 0 1].Nejdiive ziskdme x7, x5 , sestavime b3 a opét LU rozkladem spocteme x3:
1 00
1 1
s b5 = 3 s X3 = 1,% ]
5 0,66

2.5. Spoctéte ¢islo podminénosti matice soustavy A ze cviceni 2.1 b).
[k(A) = 1022 v normé || - ||co- ]

2.6. Spoctéte determinant matice A ze cviceni 2.4 pouzitim LU rozkladu.

[[A|=(-1)?U| =2-1,5-1=3.]

2.7. Spoctéte inverzni matici k matici A ze cviceni 2.4.

-1 1 0
[A-'=|-1 033 033].]
1 —-066 0,33

2.8. Naprogramujte metodu GEMz a upravte ji tak, aby bylo mozné volitelné zapnout/vypnout ¢astecny
vybeér hlavniho prvku (GEMpp).

2.9. Naprogramujte vypocet vektorovych a maticovych norem.

2.10. Naprogramujte feseni soustav s tfidiagonalni matici. Prvky matice drzte v paméti pocitace v tspor-
ném formétu napi. jako t¥i vektory (jednorozmérnd pole). Jak vypadd transformovand matice A := LU
a matice L a U ziskané LU rozkladem matice

100 12 0 0
A — 21 100 23 0 2
0 32 100 34

0 0 43 100

100 12 0 0
A= 0,21 97,48 23 0

0 0,3283 92,4497 34 |

0 0 04651 84,186

1 0 0 0 100 12 0 0
- |02t 1 0 0 ue | 0 oras 23 0 |

0 0,3283 1 o]’ 0 0 92,4497 34 |

0 0 04651 1 0 0 0 84,186
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2.11. Naprogramujte (a) Jacobiovu a (b) Gauss-Seidelovu itera¢ni metodu. Jak vypada vektor x5 pro
soustavu rovnic

-1 9 4\ [z 29
4 -4 15| |a]|=133],
33 -3 -1/ \u3 24

kdyz nejdiive rovnice soustavy vhodné pierovnate (tak, aby matice soustavy byla ryze diagondlné domi-
nantni) a kdyz jako po¢dtecni aproximaci zvolite vektor xo = (0,0, 0)7?

[(a) x5 = (0,995405; 2,007110; 2,986472), (b) x5 = (1,000144; 1,999887; 3,000008)7 .|

2.12. Ovéite, ze pro soustavu rovnic

1 11 1 3
1 2 2 z2 | =[5
1 2 3 T3 6

plati: (a) matici soustavy nelze zddnym prerovndnim faddku upravit tak, aby byla ryze diagondlné domi-
nantni; (b) Jacobiova metoda nekonverguje (pouzijte pocitac); (¢) matice soustavy je pozitivné definitn{
(pouzijte Sylvesterovo kriterium); (d) Gaussova-Seidelova metoda konverguje (pouzijte pocitac).

2.13. Oveétte, ze pro soustavu rovnic

1 1 2 1 4
1 2 2 zo | =15
2 2 3 T3 7

plati: (a) matici soustavy nelze zddnym pierovndnim radku upravit tak, aby byla ryze diagonédlné domi-
nantni; (b) Jacobiova metoda nekonverguje (pouzijte pocitac); (¢) matice soustavy neni pozitivné definitnf
(pouzijte Sylvesterovo kriterium); (d) Gaussova-Seidelova metoda nekonverguje (pouzijte pocitac).

2.14. Upravte soustavu ze cviceni 2.13 na tvar ATAx = ATb s pozitivné definitni matici soustavy.
Jako poééteéni aproximaci zvolte vektor xo = (0,0,0)7 a feste Gaussovou-Seidelovou metodou. Pouzijte
pocitac a pozorujte pomalou konvergenci k feseni. Kolik iteraci je tfeba k dosazeni pfesnosti ¢ = 1076,
pouzijeme-li k ukonceni vypoctu podminku ||Xx41 — Xil|co < €]|Xk|loo? Konverguje Jacobiova metoda?

6 7 10 23
[ATA=[ 7 9 12|, ATb= |28 ], k+ 1 = 681. Jacobiova metoda nekonverguje. |
10 12 17 39

2.15. Naprogramujte Jacobiovu relaxa¢ni metodu (struéné JOR) a Gaussovu-Seidelovu relaxaéni metodu
SOR. Pracujte se soustavami

(i) 10 3\ [z1) _ (10 (i) 3 2\ (xz1\ _ (5
2 20/ \z) \ 2)° 2 3)\zy) \5)’
pocéteen{ iteraci zvolte xg = (0,0)7. (a) Jak vypadaji vektory x5 vznikajici pti Fesen{ soustavy (i)
metodou JOR a SOR, kdyz pouzijeme relaxaéni parametr w = 0,57 (b) Experimentélné najdéte pribliznou
optimalni hodnotu wep: pro metodu SOR a soustavu (i¢). Pro nalezené wop, a také pro w = 0,5, urcete

nejmensi pocet krokt, pti kterém je splnéna podminka ||Xpi1 — Xillee < 107°||x%|/0o. Ndvod: pomoci
programu ménte w od 1 s krokem 0,01 do 1,99 a urcete ptipad, kdy vyjde k nejmensi.

[(a) JOR: x5 = (0,9592;0,0166)7, SOR: x5 = (0,9640; 0,0083)7;
(b) pro wept = 1,15 je k+1 =10, prow = 0,5 je k+1 = 50.]
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3. Aproximace funkci

Aproximovat funkci f(z) znamend nahradit ji funkei ¢(z), kterd je k f(x) v jistém
smyslu blizkd. Piseme ¢(z) ~ f(x). Budeme se zabyvat dvéma zdkladnimi typy aproxi-
mace, a to interpolaci a metodou nejmensich ¢tvercu.

Interpolace je takova aproximace, ptiniz ¢(x) nabyva v zadanych bodech z; predepsanych
hodnot y; = f(z;). Nékdy navic zdddme, aby funkce ¢ a f mély v bodech z; také
stejné derivace. Interpolaci je vénovan odstavec 3.1.

Metoda nejmensich ctverci je takové aproximace, pii niz ¢(x) prokldddme mezi zada-
nymi body [z;, y;] tak, aby vzdédlenost funkei f a ¢ byla v jistém smyslu minimélni.
Je pritom charakteristické, ze funkce ¢ body [z;, y;] neprochézi. Metoda nejmensich
¢tvercu je vylozena v odstavei 3.2.

Aproximaci ¢(z) pouzijeme k piibliznému vypoctu hodnot funkce f(x), tieba pii vy-
kreslovani ¢ ~ f. Je zadouci, aby vypocet ¢(x) byl jednoduchy. Proto se ¢ casto hleda
ve tvaru polynomu.

Obecné, p(z) se pouzivéa k feseni tloh, v nichz vystupuje funkce f, kterou je ucelné
nebo dokonce nezbytné nahradit jeji vhodnou aproximaci . Jako pifklad uvedme vypocet
derivace nebo ur¢itého integralu: f’(z) nahradime pomoci ¢'(z) a fab f(z) dx nahradime

pomoci fab o(z)dz.

3.1. Interpolace

Interpolacnd funkci p(x) vybirame z vhodné tiidy funkci. Omezime se na dva nejbéznéjsi
pripady:

a) () je polynom;

b) ¢(x) je po castech polynom, na kazdém subintervalu obecné jiny.

3.1.1. Interpolace polynomem
Predpokladejme, Ze jsou dany navzajem ruzné body
T, L1y eny Th T #x; Pro i #7j,

fikdme jim také wzly interpolace, a v kazdém z nich je predepsana hodnota y;. Hledame
interpolacni polynom P, (x) stupné nejvyse n, ktery spliuje interpolacni podminky

P.(z;) = vi, 1=0,1,...,n. (3.1)

Existenci interpola¢niho polynomu dokazeme tak, ze ho zkonstruujeme.

Lagrangetiv tvar interpolacniho polynomu ma vyjadieni
Po(x) = yolo(x) + yil1(z) + -+ + ynlu(x) = Y _wili(z), (3.2)
i=0
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kde ¢;(z) jsou tzv. fundamentdlni polynomy definované predpisem

(i) = (x —xo)(x—21) ... (x — i) (x — wiq1) ... (T — ) . (3.3)
(l‘i — l’o)(l‘z — .%'1) Ce (l‘z — .I'Z',l)(l'i — xi+1) Ce (.I'Z — .%'n)
Snadno nahlédneme, ze
1 pro k =1, ——
Ei(:pk)—{o pro k£ i, i,k=0,1,...,n, (3.4)
takze interpolacni podminky P,(zy) = Y i yili(zx) = yx, k =0,1,...,n, jsou splnény.
Interpolaéni polynom je daty [z;, ], ¢ = 0,1,...,n, uréen jednoznacéné. Skutecné,
jsou-li P a @ interpolaéni polynomy splnujici interpola¢ni podminky P(z;) = Q(x;) = v;,
pak polynom P — @ je roven nule v uzlech xg, x4, ..., z,. AvSak polynom stupné nejvyse

n nemuze mit vice nez n korent, pokud se nerovna identicky nule. V nasem ptipadé proto
nutné P—@Q = 0 a tedy P = (). Tim je jednoznacnost interpolaé¢niho polynomu dokazana.

Priklad 3.1. Uréime interpolaéni polynom pro data predepsana tabulkou

il -1 1 2 3

-6 -2 -3 2

Yi

Nejdrive ziskdme fundamentalni polynomy

lo(z) = LoD (1-3) —2—14 (z° — 62% + 11z — 6),
t(z) = iﬁﬂgigﬁfj = 4 b6,

B s T LU
- MR L s

a pak sestavime interpolacni polynom
Py(z) = =6 - ly(z) — 2 -y (x) — 3 - lo(x) +2 - l3(x) = 2° —32* + 2 — 1. O

Hlavni pfednosti Lagrangeova tvaru interpola¢niho polynomu je jeho elegantni forma.
Pouziva se proto zejména v teoretickych tivahach. Pro praktické pouziti vSak idealni neni.
Upozornéme na dva jeho hlavni nedostatky:.

(a) Priddme-li dalsi uzel x, 1, musime prepocitat vsechny fundamentalni polynomy.

(b) Pocet operaci potiebnych k vypoctu hodnoty P,(Z) je pomérné znaény, vyzaduje
O(n?) operaci.
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Oba tyto nedostatky odstranuje efektivnéjsi zapis Lagrangeova interpola¢niho poly-
nomu, viz cviceni 3.1, formule (3.36), nebo barycentricka interpolacni formule (3.37), vice
viz [2]. Dalsi moznosti je pouzit

Newtontuv tvar interpolacniho polynomu
P,(z) = ap+ar(x—xp)+as(x—x0)(x—21)+ - Fan(z—x0)(x—21) - - - (T—2p_1) . (3.5)
Pridén{ dalstho uzlu z,,1 je snadné, k P,(z) staci pricist jeden dalsi ¢len, nebot
Poii(x) = Py(z) + ant1(z —xo)(x — 1) - -+ (T — 2p)

Nedostatek (a) Lagrangeova tvaru interpolac¢niho polynomu jsme tedy prekonali. Hodnotu
z = P,(Z) ur¢ime podobné jako v Hornerové schématu, tj. postupem:

z:=a,apakproi=n—1,n—2...,0 pocitej z := z(T — x;) + a; . (3.6)

Koeficienty a; lze vypocitat piimo z interpolacnich podminek (3.1) a doséhnout tak
vyznamné tspory v poc¢tu operaci. Existuje vsak jesté lepsf zptisob a ten si ted uvedeme.
Nejdrive definujeme pomeérné diference:

P[xz] =Y,
Plziy, z;] == (Plzi] = Plzia])/ (z — wi1)
Plz; o, xi 1,2 = (Plxi_1, 2] — Plai_o, 1)) /(x; — x_2), (3.7)

a dale, pro 3 <k <n:
Plri ko, Tipity - T, ) := (PlTi—kat, - @] — Plrip, o xi1]) /(2 — 2 ) -
Da se ukazat, ze
a; = Plxo, x1,..., 2], (3.8)
takze Newtonuv tvar interpolacniho polynomu je

P,(x) = Plxo] + Plxo, x1](x — xo) + Plxo, x1, 22)(x — x0)(x — 1) + . .. (3.9)

+ Plzo,x1,...,25)(x —x0)(x —21) ... (¥ — 211) .
Oznacime-li Py, = Plx;_y, ..., x;], pak a; = P;. Néasleduje
algoritmus vypoctu pomeérnych diferenci
Pro:=0,1,...,n provadéj:
Py =y
Pro k=1,2,...,1 proved :
Py = (Pij-1— P_1j-1)/(x; — zi_y)
konec cyklu k ,

konec cyklu 7.

43



Vypocet lze prehledné zaznamenat do ta-
xo | Poo bulky, kterou vyplaujeme po tadcich. Vy-

pocet koeficienttt a; = Py vyzaduje O(n?)
vy | Poo Pu , - P =

operaci, avsak vypocet P,(Z) podle (3.6)
Ty | Pyg Py Pao vyzaduje jen O(n) operaci. Dosahli jsme tedy

radove nizstho poctu operaci, nez kolik je jich
x3 | Pso P31 P2 Psg . . pv p, ) ‘].
tfeba pro vypocet P,(z) z Lagrangeova in-
terpolacniho polynomu. To znamena, ze také
nedostatek (b) Lagrangeova interpola¢niho
polynomu je uspokojivé vytesen.

L, PnO Pnl Pn2 s Pn,n—l Pnn

Priklad 3.2. Sestavime Newtonuv interpolacni polynom pro data z prikladu 3.1. Prubéh
vypoctu zaznamenavame do tabulky. Dostaneme

v | Po Pa Pao P

—1| -6 = qy = —6
12 2 == a; = 2
2| -3 -1 -1 = ay = -1
3 2 5 3 1 = a3 = 1,

takze Py(z) = —6+4+2-(z+ 1)+ (=) -(z+Dz-1)+1-(z+1)(z—1)(x—2).
V bodé z = 0,5 podle (3.6) vypocteme

Ps(05) = ((1-(05—2)—1)- (05 —1)+2)- (0,5 +1) —6 = —1,125.

Kdyz pridame dalsi uzel x4 = 0 a v ném predepiSeme hodnotu y, = 2, stac¢i dopocitat
jeden tadek tabulky. Dostaneme

3U4‘P40 Py Py Py Py
02 0 25 05 —05 — a = 05,

a tedy Py(x) = Py(z) + (=05) - (x + 1)(z — 1)(z —2)(x—3). O
Chyba aproximace interpolacnim polynomem. Nejdiive zavedeme nasledujici

Oznacend. Symbolem C'(a, b) budeme znacit mnozinu vech funkei, které jsou v intervalu
{a,b) spojité, a symbolem C*(a,b) pak mnozinu viech funkei, které jsou v intervalu {(a, b)
spojité spolu se svymi derivacemi az do faddu k véetné. Pro k = 0 ziejmé C°(a, b) = C{a, b).

Ptredpoklddejme, ze ¢isla y; nejsou libovolnd, ale ze y; = f(x;) jsou hodnoty funkce f
v uzlech interpolace. Pak nas jisté bude zajimat chyba

En(T) := f(Z) — Pu(T)

ve zvoleném bodeé z. Pro z = z; je E,(x;) = 0. Jaka je ale chyba mimo uzly interpolace?
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Necht tedy z je libovolny bod, (a,b) je n&jaky interval obsahujici vsechny uzly z;
interpolace a také zkoumany bod 7, a necht f € C""!(a,b). Pak pro chybu E,(Z) plati

F(E)

E.(z)= f(z) — P,(z) = CE (Z —20)(T— 1) ... (T —xp), (3.10)
kde & = £(z) je (blize neurceny) bod z intervalu (a,b). Zapisem £ = £(z) ptitom chceme
zduraznit, ze poloha bodu & zavisi nejen na funkci f a na interpolantu F,, ale také na

zvoleném bodu 7.

Poznamky. Abychom zjednodusili vyklad, budeme predpokladat, ze xo < x1 < -+ < x,,.

1) Jestlize M,y je takové konstanta, ze | f"+V(z)| < M, 41 pro kazdé x € (a,b), pak

M,
L max |wag (2)], (3.11)

E,(2)| < ——
| (x>| = (n+ 1)! z€(a, b)

kde wy1(x) = (z — x0)(x — 1) ... (z — x,). Odhad (3.11) je vsak obvykle pitili§
pesimisticky.

------- n=12
n=18
-~ \ _ -
\:./ -~ - se” -~ SN2
| | |
-0.5 0 0.5

Obr. 3.1: Graf funkce |wp4+1(z)|

2) Jestlize ma funkce f(x) derivace vSech Fadu ohrani¢ené stejnou konstantou, pak pro
dostatecné velké n je chyba libovolné mala.

Priklad 3.3. Pro f(x) = sinx lze vzit M, = 1, proto

(b— a)n+1 ) ) ) _ a)n+1
|En(x)] < ————. D4 se dokdzat, ze ——— —0 pro n— oo,
(n+1)! (n+1)!
takze P,(x) — f(z) pro kazdé x z libovolného koneéného intervalu (a, b). O

3) Jestlize interpolacni polynom pouzivame k vypoctu hodnot interpolované funkce
vné intervalu (zo, z,), fikdme, ze provadime extrapolaci. V tomto piipadé muze byt
chyba aproximace velkd, nebot hodnota |w,,1(z)| rychle roste, kdyz se x vzdaluje
od xg doleva nebo od z,, doprava.
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4) wpy1(x) muze nabyvat velkych hodnot také uvnitt intervalu (xg, x,,), zejména kdyz
jsou uzly x; rozmistény rovnomérné, tj. kdyz z; = xq + ih, kde h je pevné zvoleny
krok. Na obr. 3.1 vidime, ze ve stfedu intervalu (xg, z,,) nabyva |w,1(z)| nejmensich
hodnot, v blizkosti stfedu krajnich intervalu, zejména intervalu (xg, z1) a (x,_1, ),
je vsak hodnota |w,1(z)| znaéna. Toto chovani polynomu w,, () se promitne i do
prubéhu interpolantu P,(z).

Piiklad 3.4. Sestrojime interpolac¢ni polynom Rungeovy funkce

1

A e

na rovnomérném déleni intervalu (—1,1).

2

l‘l |===P 0 | n
. | — 2| n
I 1/(1+25x?) 0
15 .

0.5§

-0.5 : : :
- 0.5 0 05 1

Obr. 3.2: Interpolaéni polynom Rungeovy funkce

Jde o znamy piiklad, na kterém se demonstruje, ze pro rostouci pocet dilki chyba
interpolace neomezené roste. U

Vhodnym rozmisténim uzli lze chybu |wy,41(2)| minimalizovat, viz cvic¢eni 3.6. Tuto
moznost viak obvykle nemame, nebot uzly jsou pevné dény. Proto pouzivdni inter-
polacnich polynomai vysokijch stupniu obecné nelze doporudit.

Hermitova interpolace. Doposud jsme se zabyvali Lagrangeovou interpolaci. Jejim cha-
rakteristickym rysem je to, ze interpola¢ni polynom P, (z) je uréen zadanymi hodnotami
P.(z;) = y; v uzlech x;. Pokud interpolaéni polynom urcuji navic také predepsané deri-
vace, hovoiime o Hermitové interpolaci.
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Predpokladejme tedy, ze v kazdém uzlu z; je zadano «; + 1 ¢isel yi(o), yi(l), e ,yi(ai).

Oznaéme o = n + Y . ;. Pak Hermitovym interpolacnim polynomem P,(x) nazveme
polynom stupné nejvyse «, ktery spliuje interpola¢ni podminky
L e R ) R i
- P (x;) =y, i=0,1,...,04, 1=0,1,...,m. (3.12)
dx’
Nultou derivaci pritom rozumime funkéni hodnotu. Je dokézano, ze existuje jediny takovy
polynom. Jestlize

0_ ¥ o - o
v = —f(x:), ji=0,1,...,04, i=0,1,...,m,
dx’

fikdme, ze P,(x) je Hermituv interpola¢ni polynom funkce f(x).

Necht (a,b) je interval obsahujici uzly interpolace. Jestlize f € C*™'(a,b), pak pro
chybu Hermitovy interpolace v bodé z € (a,b) plati

f(z) — Py(z) = w(a‘c —20)® (T — 2) (T — 2T (3.13)
(a+1)! ’

kde £ = £(Z) je (néjaky blize neurceny) bod z intervalu (a, b).

Pouziti Hermitova polynomu vysokého stupné obecné nelze doporucit, protoze (stejné
jako u Lagrangeovy interpolace) muze byt chyba interpolace mezi uzly znacna.

Vzorec pro urceni koeficienti Hermitova interpolaéniho polynomu je pomérné kom-
plikovany, lze ho najit napt. v [22], zde ho neuvadime. Misto toho si na piikladu ukédzeme,
jak lze Hermittv polynom uré¢it ptimo z interpolacnich podminek.

Piiklad 3.5. Sestrojime Hermituv interpolacni polynom pro data podle tabulky

L TR T
Tedy xo et —1’ @0 — 2’ y(()O) — 2’ yél) — _4’ yéQ) — 12,
-1 2 —4 12
rr= 1, a; =1, y%o) =2, yﬁl) = 4.
1| 2 4

Protoze je predepsano celkem 5 podminek, Hermituv polynom navrhneme jako polynom
stupné o = 4. Abychom si usettili praci, zapiseme ho ve tvaru mocninného rozvoje okolo
toho bodu, v némz je predepsan nejvétsi pocet podminek, v nasem ptipadé tedy okolo
zo = —1. Pak

Piz)=a+bx+1)+clx+1)2+d(x+1)° +e(z+1)*.

Koeficienty a, b, ¢ ziskdme snadno. Z podminky P,;(—1) = 2 okamzité dostaneme a = 2.
Podobné z podminky P;(—1) = —4 obdrzime b = —4, a protoze P} (—1) = 2¢, z podminky
Py (—1) = 12 dostaneme ¢ = 6. Dale

P(1)=2-4-246-224+d-2%+¢-2"=2 = 8d + 16e = —16,
Pi(1)=—4+2-6-2+3-d-2°+4-¢-2°=4 — 12d + 32 = —16.
Tuto soustavu vyfesime a dostaneme d = —4, e = 1. Tedy

Piz)=2—4x+1)+6(x+1)? —4@+1)P+@+D)'=2*~-1. O
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3.1.2. Interpolacni splajny

Jestlize chceme interpolovat funkci f(z) na pomérné dlouhém intervalu (a, b), musime
zadat splnéni interpolacnich podminek v dostatecné velkém poctu bodu. Pokud bude in-
terpolantem polynom, musi byt vysokého stupné a to, jak vime, obvykle vede k velkym
chybam mezi uzly. Tudy proto cesta nevede. Lepsi je rozdélit interval (a,b) na tadu
mensich subintervalu a na kazdém z nich sestrojit interpolac¢ni polynom nizstho stupné.

Predpokladejme, ze

Aa=x0<T1 <+ <X 1 <T;<Tip1 <+ <Tp1<Tp=0>0 (3.14)

je délent intervalu (a,b). V kazdém uzlu z; je predepsana hodnota y; interpolantu. Délku
i-tého intervalu (z;_1,x;) oznaéime h; a délku nejdelsiho intervalu h, tj.

hi:.fll'i—l'l',l, i:1,2,...,n, h = maXhi. (315)

1<i<n

Hledany po ¢astech polynomicky interpolant budeme znaéit S(z) a nazveme ho inter-
polacnim splajnem. Na kazdém intervalu (x;_1,z;) je S(x) polynom, jehoz piislusnost
k i-tému intervalu vyznacime indexem 1, tj.

S(x) je na intervalu (x;_1,z;) polynom S;(x).
K vyjadreni polynomu S;(z) s vyhodou pouzijeme lokdlni proménnou
S=X—Ti1.

Budeme také pouzivat prvni pomérnou diferenci

5 = Yi = Yi-1  Yi — Yi-1 .

Ty — Tj—1 hi

Linedrni interpolacéni splajn (dédle jen linedrni splajn) je to nejjednodussi, co nds
napadne: kazdé dva sousedni body [x;_1,v;_1] a [z;, y;] spojime tseckou. Ziejme

Yi — Yi—1
—(

Si) = yi
() =y 1+9E¢—$i71

T — fL‘z‘—l) = Yi-1 + sél- (316)

je linedrni interpolaéni polynom prochézejici body [x;_1,v;-1] a [x;,y;]. Linedrni splajn

S(z) je spojita funkce, derivace S’(x) je vSak ve vnitinich uzlech obecné nespojité.
Jestlize y; = f(x;), i =0,1,...,n, a f € C*(a,b), pak pro chybu interpolace plati

|f(z) = S(x)| < Ch?, (3.17)

kde z € (a,b) je libovolné a C' je konstanta nezavisla na h.

Pro dostatecné mnoho uzlu Ize ucinit chybu libovolné malou. Napriklad pti vykres-
lovani na obrazovku monitoru s rozlisenim 1920x 1080 bodu jisté staci pouzit 1920 in-
terpolacnich uzlu k ziskdni kvalitniho grafu interpolované funkce. Mozna bychom byli
spokojeni, i kdybychom zvolili méné uzlu, avsak pti postupném snizovani poctu uzla by
nutné nastal okamzik, kdy by nds jiz zacaly rusit ostré hrany grafu S(x) v interpolacnich
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uzlech. Pokud bychom soucasné vykreslovali také funkci f(z), pak by nam zacaly vadit
také viditelné odchylky interpolantu S(z) od interpolované funkce f(z) mezi uzly inter-
polace.

Ptesnéjsi interpolant bychom mohli sestrojit tak, ze bychom na intervalech (xg, ),
(g, Tok), . .. aproximovali f(z) pomoci interpola¢nich polynomu stupné (nejvyse) k > 1.
Chyba interpolace by v tom pifpadé byla tmérnd h**!, derivace v uzlech zy, o, . ..
by vsak zustaly nespojité. Velké k ale nema smysl pouzivat, jinak bychom zase mohli
dostat velké chyby mezi uzly interpolace a byli bychom zpét v situaci, které jsme se prave
interpolaci po ¢astech chtéli vyhnout.

Velmi popularni je aproximace po ¢astech kubickym polynomem, kterd je nejen spojitd,
ale ma také spojité prvni nebo dokonce i druhé derivace. Popisu takovych aproximaci se
budeme vénovat v nasledujicich odstavcich.

Hermitav kubicky interpolaéni splajn (dale jen Hermittuv kubicky splajn) hleddme
jako funkci S(z), kterd

a) je v intervalu (a,b) spojitd spolu se svou prvni derivaci, tj. S € C'{a,b),
b) spliuje interpolaéni podminky
S(x;) =y, S'(x;) = d;, i=0,1,...,n, (3.18)
kde y;, d; jsou predepsané funkcni hodnoty a derivace,
¢) je na kazdém intervalu (z;_1,;), i = 1,2,...,n, polynom tietiho stupné.
S;(z) je tedy kubicky Hermituv polynom jednoznaéné uréeny podminkami

Si(wi1) =y, Si(rica) =diy,
Si(wi) = yi Si(w:) = d;.
Snadno ovérime, ze tyto podminky jsou splnény pro

3(2 — 2d1;1 — dz 1 83 difl — 251 + dz
hi h? ‘

SZ(ZL') = Yi—1 —+ Sdi,1 -+ 82 (319)

Funkce S(x) je spojita spolu se svou prvni derivaci, druhd derivace uz obecné spojita neni.
Jestlize y; = f(z;), di = f'(x;), 1 =0,1,...,n,a f € C*¥a,b), pak pro chybu interpo-
lace plati

|f(x) = S(x)] < Ch*, (3.20)

kde z € (a,b) je libovolné a C je konstanta nezavisla na h.
Pokud derivace d; nejsou k dispozici, musime je vypocitat pomoci vhodné zvolenych
dodateénych podminek.

Kubicky interpolaéni splajn (dale jen kubicky splajn). Smérnice d; ve vnitinich uzlech
muzeme urcit tak, ze pozadujeme, aby splajn S € C*{(a,b), tj. aby platilo
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Derivovanim (3.19) dostaneme

Pro x = x; je s = h;, takze

=60, + 2d; 1 + 4d;

Si (i) »

Prox=z;,1jes=0a

S;l(xi,l) = hl ! .

Kdyz v poslednim vzorci zvétsime index ¢ o jednicku, dostaneme

60i41 — 4d; — 2d;i4q

hit

i (@) =
Dosazenim do (3.21) tak dostaneme rovnice
hividi—1 +2(hiy1 + hi)d; + hidiyr = 3(hip10; + hidiv) i=1,2,...,n—1. (3.22)
Jestlize predepiseme okrajové podminky
S'(a)=d,, S'(b)=d,, (3.23)

pak v soustavé (3.22) dosadime v prvni rovnici dy := d, a ¢len hyd, pfevedeme na pravou
stranu, a v posledni rovnici dosadime d,, := d, a ¢len h,_1d, pfevedeme na pravou stranu.
Soustavu pak fesime a ziskame zbyvajici smérnice d;, 7 = 1,2, ..., n—1. Matice soustavy je
tiidiagonélni, diagondlné dominantni, takze soustavu lze snadno vytesit GEM upravenou
pro soustavy s tiidiagondlni matici. V MATLABu lze pro vypocet kubického splajnu
pouzit funkci spline.

Jestlize y; = f(x;), 1 =0,1,...,n, dy = f'(x0), dp = f'(x,,), a kdyz f € C*a,b), pak
pro chybu interpolace opét plati (3.20).

Obrazek 3.3 potvrzuje, ze pomoci kubického splajnu lze pro data stejné jako v piikladu
3.4 dostat zcela vyhovujici aproximaci Rungeovy funkce.

Kubicky splajn ma pozoruhodnou eztremdlni vlastnost, kterou si ted popiseme. Ozna-
¢ime

V ={veC¥a,b)|v(z) =vy;,i =0,1,...,n,0 () = do, V' (,,) = d,}

mnozinu vech funkei, které maji v intervalu (a,b) spojitou druhou derivaci, prochazeji
zadanymi body [x;,y;], 4 =0,1,...,n, a v krajnich bodech a = xy a x, = b jejich derivace
nabyvaji predepsanych hodnot dy a d,,. Pak fab [v"(2)]? dz nabyvé na mnoziné funkei V
své nejmensi hodnoty pro kubicky splajn S(z), tj. plati

/a '(57(2)]? di = min / ()] d

veV
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Obr. 3.3: Aproximace Rungeovy funkce kubickym splajnem

Tato vlastnost mé zajimavou interpretaci v mechanice. Je totiz znamo, ze ohybova
energie homogenniho izotropniho prutu, jehoz stfednicové ¢ara ma rovnici y = v(z),
r € {a,b), ma piiblizné hodnotu E(v) = cfab['u”(yc)]2 dx, kde ¢ je vhodnd konstanta.
A dale je také znamo, ze prut, ktery je donucen prochézet pevnymi interpola¢nimi body
[z;, y;], zaujme pozici s minimalni energii. Extremdlni vlastnost tedy tvrdi, ze kubicky
splajn aproximuje stfednicovou caru takového prutu.

Jestlize smérnice d, a d, v krajnich bodech intervalu (a,b) nezndme, osvédcil se po-
stup, oznacovany v anglicky psané literatute jako not a knot. Myslenka je jednoducha:
pozadujeme, aby splajn byl jednoduchym polynomem tfetiho stupné na prvnich dvou in-
tervalech, tj. pro xg < x < x4, a na poslednich dvou intervalech, tj. pro x, o < x < z,.
V uzlech z; a x,_ 1 tedy uz nedochazi k napojovani dvou ruznych polynomu, tj. uzel x;
a Tp_1 uz neni knot, ¢esky wzel splajnu, odtud nazev postupu not a knot.

Polynomy Si(x) a Se(z) maji v bodé z; spole¢nou funkéni hodnotu yy, stejnou prvni
derivaci d; a podle (3.21) také stejnou druhou derivaci. Aby oba polynomy byly totozné
staci, kdyz budou mit v bodé x; také stejnou tteti derivaci. Stejnou tuvahu lze provést
v bodé x,,_1. Dostavame tak okrajové podminky

SU'(1) =55 (1), Sply(@n1) = 87 (2na). (3.24)

Kdyz pomoci (3.19) vyjadiime podminku SY'(z1) = S¥(z1) a upravime ji pomoci prvni
rovnice soustavy (3.22), dostaneme rovnici

hado + (hy + h1)dy = [(3h1 + 2h2)hady + hida]/(hy + ha) . (3.25)
Podobné zpracujeme také podminku S | (z,—1) = S)/(x,-1) a dostaneme rovnici

(hpy 4 hp—1)dp—1 + hp_1dy = [h20n—1 + (2hp—1 + 3hn) h—16,]/(hu_1 + hy) . (3.26)
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Neznamé dy, dy, . . ., d, pak dostaneme jako feSeni soustavy rovnic, z nichz prvni je rovnice
(3.25), pak nasleduje n — 1 rovnic (3.22) a nakonec ptijde jesté rovnice (3.26). Pouzijeme
opét GEM upravenou pro soustavy s tiidiagonalni matici.

Je-li aproximovand funkce periodickd s periodou b—a, je prirozené pozadovat, aby apro-
ximujici splajn byl rovnéz periodicky s toutéz periodou. Je-li tedy S periodicky kubicky
splajn s periodou b — a, pak na intervalu (b,b + hq) nabyvé stejnych hodnot jako na
intervalu (a,a + hy). Jestlize oznacime h,.1 = hy, Tpi1 = Tp + hos1, S(Tnt1) = Yoot
a S'(xp11) = dni1, pak musi platit y, = yo, dn = do, Yns1 = Y1 & dypy1 = dy. Spojitost
S"” v bodé x,, znamend, ze rovnice (3.22) plati také pro i = n. Periodicky kubicky splajn
je tedy urcen, pokud vypocteme di,ds, ..., d, z rovnic (3.22) proi =1,2,...,n s tim, Ze
v prvni z nich, tj. pro ¢ = 1, misto dy piSeme d,,, v posledni z nich , tj. pro ¢ = n, misto
dn+1 pisSeme dy a polozime h, 1 = hy, 0,41 = 01.

Shrnuti. Kubicky interpola¢ni splajn S(z) je funkce, ktera
a) je v intervalu (a, b) spojitd spolu se svou prvn{ a druhou derivaci, tj. S € C?*{a,b),

b) splauje interpolac¢ni podminky S(x;) = vy;, ¢ = 0,1,...,n, kde y; jsou predepsané
funkéni hodnoty,

¢) je na kazdém intervalu (z;_1, z;) polynom tfetiho stupné,

d) spliuje okrajové podminky (3.23) nebo (3.24) nebo je periodicka s periodou b — a.

Piiklad 3.6. Oblouk [z(t), y(t)] = [cost,sint], t € (0,7/2), budeme aproximovat kiivkou
[S*(t), S¥(t)], kde S*(t) resp. SY(t) jsou kubické splajny funkei cost resp. sint¢ na intervalu
(0,7/2). Interval (0,7/2) rozdélime na n stejnych dilku, takze ¢; = mi/(2n). Oznacime
d? = [S*]'(t;), d? = [SY]'(t;). Protoze 2'(t) = —sint, y'(t) = cost, polozime

dy =—sin0=0, di =—sin(r/2)=-1, dj=cos0=1, d’=-cos(r/2)=0.

n

V dalsim budeme uvazovat n = 3. Soustavu rovnic (3.22) sestavime zvl4st pro z-ovou
a zvlast pro y-ovou slozku. Matice obou soustav je stejnd, pravé strany jsou vsak ruzné.
Na dalsim radku je uvedena soustava rovnic se dvéma pravymi stranami a jeji feSeni:

0 1

(L4 L0\ [dd |, -1 13 . df=—df =0,865537,

01 4 1)|d d -iv3 dy = —d¥ = 0,499813.
-1 0

=1

S¥(t) a SY(t) urcime podle (3.19). Napiiklad pro ¢t € (7/6,7/3) dostaneme

(2

S3(t) = 0,8660 — 0,4998(¢ — #7) — 0,4431(t — £m)* + 0,1195(¢ — m)?,

SY(t) = 0,5000 + 0,8655(¢ — 2m) — 0,2554(¢ — +m)* — 0,1195(¢ — im)*. O

(=]

(=]

Konstrukce kubického interpolacniho splajnu uzitim druhych derivaci. Snadno
overime, ze kubicky polynom
60; — 2h;M;_1 — h; M, o Miy

M; — M,;_
. — 9. 3 ? i—1
Si(z) =yi—1 + s : +5 5+ o

(3.27)
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splnuje podminky

Sz‘($i—1) = Yi—1, Sé’(%‘—l) =M1,
Si(xi) = Ys Si (i) = M;.

Funkce S(z), kterd je na kazdém intervalu (z;_1, ;) definovdna predpisem (3.27), proto
ziejmé spliuje podminky S(x;) = y;, S"(x;) = M;, i = 0,1,...,n. S(z) je tedy na
intervalu (a,b) spojitd a ma v ném spojitou druhou derivaci. Abychom dostali kubicky
splajn, musi mit S(x) v {(a, b) spojitou také prvni derivaci. Protoze nespojitost S’(z) muze
nastat jediné ve vnitinich uzlech, stac¢i pozadovat

Si(xi) = Si (), i=1,2,...,n—1. (3.28)

(2

Vyjadiime-li (3.28) pomoci (3.27), dostaneme rovnice

hiMi1 + 2(R + hii)Mi + higi Mips = 6(640 — 6:),  i=1,2,...,n—1. (3.29)
Kdyz zvolime okrajové podminky

S"(a) = M,, S"(b) = M,, (3.30)

dosadime je do (3.29), soustavu rovnic vytesime a ziskdme M;, 71 = 1,2,...,n—1. Viimnéte
si, ze matice soustavy (3.29) je symetricka. Je samoziejmé mozné uvazovat také jiné typy
okrajovych podminek, napt. (3.23) nebo (3.24).

Kubicky splajn s vlastnosti S”(a) = S”(b) = 0 se nazyva prirozeny kubicky splajn.
Je znamo, ze piirozeny kubicky splajn aproximuje prihyb prosté podepieného nosniku
prochéazejiciho body [x;, y;]. M; maji vyznam ohybovych momentu v uzlech [x;, y;].

3.1.3. Interpolace funkci vice proménnych

Omezime se na piipad, kdy f je funkce dvou proménnych definovana v oblasti €.

Interpolace po ¢astech linearni. Predpokladejme, ze ) je mnohouhelnik. Oblast €2
triangulujeme, tj. vyjadiime ji jako sjednoceni trojuhelniku T4, 75, ..., T,,, z nichz kazdé
dva ruzné budto nemaji Zadny spoletny bod nebo maji spoleény vrchol popiipadé maji
spolecnou stranu. Mnozinu T = {7} }}"; vSech takovych trojihelnikt nazyvame trian-
gulact oblasti Q. Vrcholy trojuhelniku triangulace oznacime Py, = [x1,y1], P» = [z2, 2],
..y Py =[xy, yn] a nazveme je uzly triangulace. Piedpokladejme, ze v kazdém uzlu P; je
predepsana hodnota f; = f(x;,y;) interpolované funkce f.

Po cdstech linedrnim interpolantem funkce f na oblasti €2 rozumime funkci S, ktera
je v Q spojita, spliuje interpolaéni podminky S(z;,v;) = fi, i = 1,2,...,n, a kterd je na
kazdém trojuhelniku T} € T linedrni. Na T}, je tedy z = S(z,y) = Sk(z,y) rovnice roviny
urcené hodnotami funkce f ve vrcholech Tj. Pfipomenme, Ze rovnice roviny prochézejici
body [Ta, Yas Zals [T, Yb, 2] & [Te, Ye, 2c] MUZe byt vyjddiena ve tvaru

T — Tq Y — Yq Z — Zq
Ty = Tag Yb —Ya <b — Za =0.
Te = Tag Ye = Ya Zc— Za
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Vypocitat hodnotu z = S(z,y) pro (z,y) € € je snadné: uréime trojuhelnik T}, v némz
bod [z,y] lezi, a vypocteme z = Si(x,y).

Chyba interpolace je tim mensi, ¢im jemnéjsi triangulaci zvolime. Kdyz f € C?(Q)
(tj. kdyz f je v Q spojita spolu se svymi prvnimi a druhymi parcidlnimi derivacemi), pak

|f(x,y) - S(l‘,y)‘ < Ch27

kde h je nejdelsi strana trojuhelnika triangulace a C' je konstanta nezavisla na h.

Interpolace po ¢astech bilinedrni. Predpokladejme, ze Q2 = (a, b) X (¢, d) je obdélnik.
Pomoci déleni a = 29 < 21 < - < xp =0, c=1yg < y1 < -+ < Ym = d rozlozime
vychozi obdélnik © na mensi obdélniky R;; = {(z,y)|zi-1 < z < z;,y;-1 < y < y;},
i =1,2,...,n, 7 = 1,2,...,m. Predpokladejme, ze v uzlech [z;,y;] jsou pfedepsiny
hodnoty fi; = f(x;,y;) funkece f.

Na obdélniku R;; definujeme funkci

Ti—x Y~y T—Ti1 Yj—Y
Sij(x7y) = fi—l,j—l J + fi,j—l J +

Ti — Ti—1 Yj —Yj—1 Ti — Ti—1 Yj — Yj—1
Ti =T Y —Yj T—Ti1 Y—Yj—

+ fic1,) + fij :
Ty = Ti—1 Yj —Yj—1 Ty —Ti1 Yj —Yj—1

Funkce S;; je bilinedrni, tj. pro pevné z = C je S;;(C,y) linearni funkce proménné y a pro
pevné y = D je S;;(x, D) linedrni funkce proménné z. Funkce S;; je interpolant funkce
f na obdélniku R;;, tj. S;; nabyva ve vrcholech [z;_1,y;-1], [z, yi—1], (74, y5] & [ziz1, y;]
stejnych hodnot jako funkce f, jak se snadno presvédéime.

Na Q definujeme funkci S predpisem S(z,y) = S;;(z,y) pro (z,y) € R;j, i =1,2,...,n,
Jj=1,2,...,m. Protoze S(x;,y;) = fij, 1 =0,1,...,n, j =0,1,...,m, fekneme, ze S je
po cdstech bilinedrni interpolant funkce f na obdélniku 2. Snadno ovérime, ze S je v €
spojita (staci si uvédomit, ze S;;, a tedy také S, je na kazdé strané obdélnika R;; linearni
funkce jednozna¢né uréena pomoci hodnot funkce f v koncovych bodech této strany).
Kdyz f € C?*(Q), pak pro chybu interpolace plati odhad

1S(z,y) — f(z,y)| < C(W*+k*), kde h = max(z; — z;-1), k= max (y; — yj_1)

1<i<n 1<j<m

a (' je konstanta nezavisla na h, k.

3.2. Metoda nejmensich ¢tverca
oznacuje postup pro priblizné feseni preur¢enych nebo neptesné zadanych soustav rovnic,
zalozeny na minimalizaci kvadrati jejich rezidui.

Prokladani dat krivkami je vyznamnd skupina uloh, které lze metodou nejmensich
¢tvercu tesit (v anglicky psané literatufe se pro tyto aplikace pouzivd oznaceni curve
fitting). Popisme si, o co v takovych tlohéch jde.
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Necht ¢ je nezdvisle proménné, napiiklad ¢as, a y(t) je nezndm4 funkce proménné ¢,
kterou chceme aproximovat. Predpokladejme, ze jsme provedli m pozorovdni, pii nichz
byly hodnoty y pfiblizné zméfeny pro urcité (navzajem ruzné) hodnoty t, takze

yzzy(tz)a i:172a"'ama

kde symbol ~ vyjadfuje ptibliznou rovnost. Nasim zdmérem je modelovat y(t) linedarni
kombinaci n bdzovych funkci pro néjaké n < m:

y(t) = 2101 () + 2apa(t) + -+ Zupn(t) = Ba(t).

Funkce R, (t) se ve statistice nazyva linedrni regresni funkce. Bdzové funkce navrhujeme
podle ocekavaného prubéhu neznamé funkce y(t), urcit se maji parametry xy, s, . .., Ty,
a to tak, aby

v~ Ry (t;), 1=1,2,...,m, maticove y ~ Ax,

kdey = (Y1,%2, - - Ym)? jsou naméfend data, x = (x,T,...,7,)T je vektor neznamych
parametri a A je tak zvand ndvrhovd matice,
e1(t1)  pa(tt) .. enltr)
p1(t2)  paltz) .. @nlta)
A= . . . E(SolaSOQa"'vSon)'
P1(tm) @2(tm) - onltm)

Vektor ¢, = (;(t1), pi(ta), ... 0i(tm))T, i =1,2,...,n, je i-ty sloupec matice A.
Rezidua jsou rozdily mezi pozorovanimi y; a modelovanymi hodnotami R, (t;):

ri =y — Ry(ty) :yi—Z%‘(tz‘)%‘ Eyi—zaz‘j%‘, i=1,2,....m,
j=1 j=1

kde a;; = ¢;(t;). V maticovém zapisu
r=y— Ax. (3.31)

Parametry x; chceme urcit tak, aby rezidua byla co nejmensi. Metodu nejmensich ¢tvercu
dostaneme, kdyz minimalizujeme soucet ¢tvercu rezidui:

m

Ir3 =Y 77 — min. (3.32)

i=1

Nekdy se pouziva také vdzZend metoda nejmensich ¢tvercu: kdyz jsou néktera pozorovani
vyznamnéjsi nez ostatni, muzeme jednotlivym pozorovanim ptisoudit vahy w; > 0 a mini-
malizovat soucet vazenych ¢tvercu rezidui

m
||r||§w = Zwir? — min.
i=1
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m | | | |
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Y, - -/~ | | ™ 1% - min '
| | | = |
Yy, o | | | | |
2
rl | | | | |
| | | | L,
tl t2 ti—l ti ti+1 tm
Obr. 3.4: Princip metody nejmensich ¢tverct
Je-1i naptiklad chyba i-tého pozorovéani priblizné rovna e;, zvolime w; = 1/e;.
Normaélni soustava rovnic. Oznaéme F(x) = |y — Ax||? = ||r||2. Reseni minimalizaéni
ulohy (3.32) musi spliovat nutnou podminku pro extrém:
2
oF(x) 0
O &L“kz Yi — Zawxj =0, k=1,2,...,n.
Kdyz provedeme naznacené derivovéni, dostaneme
oF (x “ .
% = QZ <yi - Zaz‘j%‘ (—aix) =0,
k i=1 j=1
a odtud
n m m
z(zaikaij)xj:zam%, =12,
j=1 \i=1 i=1
coz lze zapsat maticové jako
ATAx = ATy. (3.33)

Soustava linedrnich rovnic (3.33) je zndma jako normdini soustava rovnic. Kdyz jsou
sloupce matice A linedrné nezavislé, je matice G := AT A pozitivné definitni, takze feseni
x* normaln{ soustavy rovnic minimalizuje F'(x) = ||r||3 a je tedy feSenim tlohy (3.32):

|y — Ax*||5 = min ||y — Ax||3 nebo-li x* = argmin|y — Ax||3.
xER™ xER”™

26



Vyjadiime-li normalni soustavu rovnic pomoci vektoru ¢, dostaneme

(P1,01) (P1,p2) oo (P1pn)\ [T (1,¥)
(P2, 1) (P2, p2) oo (Papn) | | 22 (¥2,¥)

. . . = : : (3.34)
(Pns 1) (P P2) (PnrPn)) \Tn (Pn,¥)

kde

(P w;) =Y enltdei(t)  a  (pry) =D ety
i=1 i=1

jsou skaldrni souciny vektort ¢y, ; a ¢, y. Matice G soustavy (3.34) se nazyvd Gramova
matice soustavy vektoru {goj fap

Pti ndvrhu aproximace R, (t) bychom méli vybirat funkce ¢;(t) tak, aby sloupce ¢,
matice A byly linedrné nezdvislé. V opa¢ném piipadé, jak se dd ukédzat, ma tloha (3.32)
nekoneéné mnoho feseni, coz je ziejmé nezadouci.

Uvedme si dva vyznamné specidlni ptipady, pro které jsou sloupce matice A linedrné
nezavislé (dukaz lze najit napt. v [1]):

a) pron = N+ 1 volime ¢;(t) =t/"1, j=1,2,...,N + 1;
b) pro n = 2N + 1 volime

k k
w1(t) =1,  pop(t) = cos %t, Yort1(t) = sin %t, k=1,2,...,N,

a Casy pozorovani t; vybirdme z intervalu(c, ¢ + 2L), kde L > 0, ¢ libovolné.

Aproximace R, (t) je v pfipadé a) algebraicky polynom stupné N a v piipadé b) trigono-
metricky polynom stupné N.

Kdyz je m = n a matice A je regularni, pak x* = A~y ar = o, tj. R,(t;) = v,
1 = 1,2,...,m. Pokud jsou vSak naméfend data y; zatizena chybami, pak neni ucelné,
aby funkce R, (t) tyto chyby kopirovala. Naopak, aby R,(t) vérohodné vystihovala (re-
konstruovala) nezndmou funkci y(t), je zddouci, aby R, (t) naméfend data vyrovndvala
(vyhlazovala). To je ale mozné jen tehdy, kdyz pocet pozorovani m je vyrazné vetsi nez
pocet n navrhovych parametru, tj. pro m > n.

Priiklad 3.7. Pro data predepsana tabulkou
til 0 ‘0,5‘ 1 ‘1,5‘ 2 ‘2,5‘ 3
Ui | 3,57 ‘ 2.99 ‘ 2.62 ‘ 2.33 ‘ 2,92 ‘ 2.10 ‘ 2.05

uréime aproximaci Ra(t) = x1 + xoe”! metodou nejmensich étvercu. Zrejmé oq(t) = 1

a po(t) = e~'. Normadlni soustava rovnic je tvaru

7 7 7
21-1 le-e_ti T leyz
E E E
Z et Z e~ ti . gt Ty Z e ti. i
i=1

i=1 i=1
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Vypocteme-li prislusné sumy, dostaneme soustavu (zobrazujeme nejvyse 4 desetinnd mista)

7 24647\ [z 17,88
24647 1,5805) \ =) \74422)°
jejiz teseni je x; = 1,9879 a x5 = 1,6087. Hledand aproximace Ry(t) = 1,99 + 1,61e™*
a ||r|| = 0,0651. ]

Priklad 3.8. Daty z predchoziho ptikladu prolozime postupné polynomy prvniho, druhého
a trettho stupné. Za bézové volime funkce ¢;(t) = #~!, kde j =1,2,...,nan=2,3,4.

a) Polynom pruniho stupné. Pro p1(t) = 1 a ps(t) = t dostaneme normdlni soustavu

rovnic
7105\ (o 17,88
10,5 22,75) \zo) \2345)°
kterd ma reseni x; = 3,28 a o = —0,48, takze Ry(t) = 3,28 — 0,48t a ||r||; = 0,4756.

Aproximace linedrnim polynomem tedy neni vhodnd, nebot je mélo piesna.

b) Polynom druhého stupné. Normdlni soustava rovnic

7105 22,75 ) 17,88
10,5 22,75 55,125 z | = 2345
22,75 55,125 1421875/ \x3 49,0625

m4 feSeni x; = 3,53, x5 = —1,09 a z3 = 0,20, takze R3(t) = 3,53 — 1,09t + 0,22
a ||r|l2 = 0,1006. Velikost rezidua se zmensila, je vSak stéle vétsi nez v piikladu 3.7.

c) Polynom tretiho stupné. Normalni soustava rovnic (zobrazujeme nejvyse 4 desetinnd

mista)
7 10,5 22,75 55,125 T 17,88
10,5 22,75 595,125 142,1875 T 23,45
9275 55125 1421875 3812813 | | s | | 49,0625
55125 142,1875 3812813 1049,5469) \uz, 116,78

ma Teseni x1 = 3,57, 9 = —1,35, x3 = 0,43 a x4 = —0,05, takze
Ry(t) = 3,57 — 1,35t + 0,43t — 0,05¢3 a ||r||2 = 0,0360.

Pokud bychom stupen polynomu déle zvysovali, zjistili bychom, ze polynom R7(t) Sestého
stupné prochazi véemi body [t;, v, takze je to interpolacni polynom.

Vsimnéte si jesté prvku Gramovych matic: s rostoucim fadem nejvétsi koeficient
prudce roste. Spolu s nim prudce roste také ¢islo podminénosti Gramovych matic. Do
nésledujici tabulky jsme zaznamenali ¢isla podminénosti k2(G) pron = 2,3,...,7 (spoc-
tend v MATLABu pomoci maticové || - || normy)
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n 2 3 4 5 6 7
ko(G) | 16 | 4,27-10% | 1,91-10* | 1,20 108 | 1,17 - 108 | 2,31 - 1010

Pokud bychom tabulku dat z piikladu 3.7 rozsitili o dalsi sloupce, mohli bychom teore-
ticky v regresni funkci Y 7, z;#/~ zvétsovat n (az do poctu m sloupci). Prakticky to
vsak mozné neni, nebot pro velké n by ¢islo podminénosti Gramovy matice bylo netinosné

velké. Regresni funkce R, (f) s bdzovymi funkcemi p;(t) = #/~', j = 1,2,...,n, se proto
pro vétsi n nepouzivaji. Pokud potfebujeme polynomickou regresni funkci vyssiho stupneé,
méli bychom pouzit tzv. ortogondlni polynomy, viz napt. [22]. O

Reseni pireuréenych soustav linearnich rovnic Ax ~ b ve smyslu metody nejmensich
¢tvercu znamend najit piiblizné feseni, které minimalizuje délku rezidua ||b — Ax||2. Jsou-
li sloupce matice soustavy A linedrné nezavislé, lze ptiblizné teseni lze urcit jako teseni
normalni soustavy rovnic ATAx = ATh.

Pro velké soustavy rovnic to vSak neni dobrd cesta, nebot ¢islo podminénosti Gram-
movy matice ATA muze byt znacné velké. Existuji lepsi postupy zalozené na tzv. QR
rozkladu matice A nebo na tzv. pseudoinverzi matice A, viz napt. [22], [15]. Tyto metody
se pouziti Gramovy matice vyhybaji, jsou stabilni a vypotradaji se i s pripadem, kdyz jsou
sloupce matice A linearné zavislé. V MATLABu lze pouzit prikaz x=A\b, ktery je zalozen
na QR rozkladu, nebo piikaz x=pinv(A)*b, ktery pouziva pseudoinverzi.

3.3. Cviceni

3.1. Lagrangeovy fundamentdlni polynomy ¢;(z) lze vyjadfit ve tvaru

1
li(x) = Mwi, kde w; = ——.
T — X
g I (zi —=x
ICRES
J#i

Lagrangeuv interpolaéni polynom (3.2) proto muzeme zapsat ve tvaru

n
w;
P (%) = wny1 () ; Vi (3.35)
Protoze interpolacni polynom P, interpoluje funkci f(x) = 1 pfesné, plati
n w;
1 =wpyi() ; . (3.36)
Délime-li (3.35) vyrazem (3.36), ¢len wyy1(x) se zkrati a dostaneme barycentrickou interpolacni formuli
T — 1 Yi
i=0 L — T
i=0 L — Zj

Kolik operaci vyzaduje vypocet koeficientu {w; }7_, a kolik vypocet P, (x) podle (3.35) nebo (3.37)? Kolik
operaci vyzaduje pfiddni dalstho uzlu 2,11, tj. modifikace {w;}?, a vypocet wy 417

3.2. Pro rovnomérné déleni nedava interpola¢ni polynom nejlepsi vysledky. Presto se vSak casto pouziva.
Plati odhad
n+l b—a

n! VZ € (a,b), kde h= — z;=a+ih, i=0,1,...,n. (3.38)

Porovnejte s obrédzkem 3.1. Ovéite experimentdlné pomoci jednoduchého programu. Volte ruzna x, a, b, n.

|wn41(Z)] <
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3.3. Pomoci (3.38) muzeme interpolaéni chybu (3.11) odhadnout takto:
n+1

4(n+1)
Jak velké n musime volit, aby pro f(z) = sinx +cosz, {a,b) = (0, 7), chyba interpolace klesla pod 10787
[n>11.]

|En(‘f)| < Mn+1 VI € <aa b> . (339)

3.4. Symbolicky (napi. pomoci MAPLE) odhadnéte My pro Rungeovu funkci f(z) = 1/(1 + 2522) na
intervalu I = (—1,1). Pomoci{ vzorce (3.39) odhadnéte chybu interpola¢niho polynomu P;y Rungeovy
funkce pro rovnomérné déleni na I. Porovnejte s obrazkem 3.2.

[ M1 = 1,77 - 105, takto ziskany odhad |E1(Z)| < 8,24 - 10° chyby interpolace je silné nadhodnocen. |

3.5. Napiste program pro vypocet hodnot interpola¢niho polynomu a dopliite ho o moznost grafického
posouzeni kvality aproximace.

3.6. Vhodnou volbou interpola¢nich uzli 1ze dosdhnout lepsi aproximace. Ovéite si to tak, ze sestrojite
2i+1
—m,1=0,1,...,n.
5 2n + 2 7T7 ? ) ) ) n
(a) Vykreslete graf Cebysevova interpolantu Rungeovy funkce na intervalu (—1,1) pro n = 10, 20, 30.
(b) Pomoci transformace z = $[a+ b+ (b — a)¢], £ € (—1,1), uréete CebySevovy uzly na libovolném
intervalu (a, b). Napiste program véetné grafického vystupu.

interpolant nad tzv. Cebysevovymi uzly, které pro interval (—1,1) jsou x; = cos

3.7. Ovéite, ze Cebysevovy uzly na intervalu (—1, 1) jsou 2-ové soufadnice bodi rovnomérné rozmisténych
na polokruznici 2 +y? =1, y > 0.

21+ 1
[Body [z;,v:], kde m; = cosep;, y; = sing; a ¢; = 2:1——:277, lez{ na polokruznici 2 + 3% = 1, y > 0,
el 1 = ™ 19 ]
ficemz g = — a Y — Y] =——, 0= T
p ') 2n+1 Pi Pi—1 n+17 ) &y ’

3.8. Naprogramujte Newtonuv tvar interpola¢niho polynomu véetné efektivniho vypoctu funkénich hod-
not a moznosti pridavani uzli. Najdéte Newtontuv tvar interpola¢niho polynomu pro
(a) f(x) =sinx, interval (1,3), n = 4, rovnomérné déleni. )
(b) f(x) = cosz, interval (1,3), n = 3, vzestupné uspoiddané Cebysevovy uzly.
[(a) Py =0,841471 + 0,312048(x — 1) — 0,488443(x — 1)(x — 1,5) + 0,028792(x — 1)(x — 1,5)(x — 2)+
+0,036338(x — 1)(z — 1,5)(z — 2)(z — 2,5).
(b) P3 =0,474746 — 0,963144(x — 1,07612) + 0,058075(x — 1,07612)(x — 1,617317)+
+0,144128(x — 1,07612)(xz — 1,617317)(x — 2,382683).]

3.9. Pro chybu interpolaéniho polynomu s Cebysevovymi uzly plati odhad

(b—a)"t!

|En(2)] < Mn+1m

vz € (a,b). (3.40)

Pomoci (3.39) a (3.40) odhadnéte chyby interpola¢nich polynomu ze cviceni 3.8 (a), (b).
[(a) | E4(7)| < 0,0015625, (b) |E5(z)| < 0,0052083. |

3.10. Jak velky pocet n Cebysevovych uzli musime zvolit, aby pro f(z) = sinz + cosz, (a,b) = (0, ),
chyba interpolace klesla pod 10787

[n>10.]

3.11. Napiste program, ktery sestavi soustavu rovnic pro obecny Hermituv interpola¢ni polynom. Sou-
stavu linedrnich rovnic potom feste algoritmem GEMpp. Jaky polynom dostanete pro data
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[Ps(z) =2+ 3(z— 1) = Z(z - 1)* — 2(z — 1) = —3,8332° + 14,52* — 19,52° + 9,833z + = — 1.]

3.12. Urcete kubicky splajn pro data z prikladu 3.1. Smérnice v krajnich bodech volte dy =1 a d3 = 0.
—6+ (z+1) +2,63(z + 1) — 1,0681(z + 1)3 pro z € (—1,1),

[ S(x) =4 —2—-127(x —1) —3,772(x — 1)> + 4,045(x —1)>  prox € (1,2), |
-3+ 3,318(x — 2) + 8,363(z — 2)? — 6,6818(x — 2)® pro x € (2,3).

3.13. Uréete piirozeny kubicky splajn pro data z piikladu 3.1. Vypoéet provedte pomoci momenttt M;.
—6 + 3,565217(z + 1) — 0,391304(x + 1)3 pro z € (—1,1),

[ S(x) =< —2—1,130435(x — 1) — 2,347826(x — 1)? + 2,478261(x — 1)®> pro x € (1,2), ]
—3 4 1,608696(z — 2) + 5,086957(x — 2)? — 1,695652(x — 2)3 pro z € (2,3).

3.14. Odvodte not a knot podminky pomoci momentt M;.
My — My Ms—My My — M, _ M, — M, ]

s he ' has Fon

3.15. (a) Urcete kubicky splajn s podminkami not a knot pro data

-2 -1 0 1 2
-1 0 1 0 -1

X

Yi

(b) Ovérte, ze kubicky splajn S pro data z piikladu 3.1 a okrajové podminky not a knot splyvé s inter-
polaénim polynomem Ps.

[ =1+15(x+2)2-05(x+2)* proze (—2,0),
[(a) S(x) = { 1—1,522 4+ 0,523 pro x € (0,2). ]
3.16. Odvodte podminky (3.30) pomoci (3.19).
[ 4d0 + 2d1 = 651 - Ma a 2dn,1 + 4dn = 65n - han . ]

3.17. Odvodte podminky (3.23) pomoci (3.27).
[ 2h1 My + hi My = 6(51 — da) a h,M,_1+2h, M, = 6(db — 5n) ]
3.18. Napiste program, ktery body [z;,v:], ¢ = 0,1,...,n, [Zn, yn] = [To, Yo, proloz uzavienou kiivku

[S®(t), S¥(t)]. Navod. Sestavte periodicky kubicky splajn S*(¢) prochdzejici body [t;,z;] a periodicky
kubicky splajn S¥(t) prochazejici body [t;,y;]. Zvolte bud'to

(a) ti= '

? .
— 1=0,1,...,n,
n

nebo

() to=0, ti=tix+(xi—zi 1)+ @Wi—vi1)? i=12,...,n

2 2
Pro [x;,y:;] = |3 cos %i,Qsin %z], i=0,1,...,n, vykreslete [S”(t), SY(¢)], t € (0,t,) pro n = 8,16, 32.
Pro n = 8 spoctéte derivace d% = [S*]'(t7), dy = [SY]'(t7).
[(a) d2 = 13,2983, d¥ = 8,8656, (b) d& = 0,8540, d¥ = 0,6234.]

61



3.19. Napiste program, ktery pro uzly zg < z; < --- < =z, sestroji posloupnost g, ©1,...,Ynta tzv.
kardindlnich splajni. Kardinalni splajny jsou kubické splajny: ¢g, 1, .. ., @ jsou uréené podminkami

Nv_J 1 proi=k, . / ) _ _
(pk(l'z){ 0 proi;«ék, kﬂZ*Oala"'ana @k(xo)*cpk(zn)*ov kiOala"'ana

A Pnt1, Pnto jsou uréené podminkami

SDnJrl(xi) = 07
0

:0,1,...,Tl, CP;LJrl(xO):]" CP;LJrl(Zn):O?
Pnt2(@i) = 0,1

yerey T, ()0;H»2(x0):0’ (p;H»Q(In):l

Zkonstruujte kardinaln{ splajny pro posloupnost uzli {z;}:%, = {-5, -4, —3,-2,-1,0,1,2,3,4,5}. Jaké
jsou hodnoty 5(—4,5) a ©11(0,5)?
[p5(—4,5) = 1,79 - 1073, ©11(0,5) = —2,19 - 10~.]

3.20. Necht g, @1, ..., Pni2 jsou kardindlni splajny na délenf a = 2o < 21 < --- < @, = b. Ovéite, Ze
n
S(@) = ykepn () + daons1(x) + dopna(x)
k=0

je kubicky splajn spliujici podminky S(z;) = v, ¢ = 0,1,...,n, S'(a) = da, S’(b) = dp. Protoze pro

derivace d; = S'(z;), i =1,2,...,n — 1, ve vnitinich uzlech plati (zdivodnéte!)
d o) @il ) @) G\ [
da eo(z2) i) .o Ph(@2)  ena(@2)  @hia(T2) :
dn—2 ©o(@n—2) @1 (Tn-2) ... @n(Tpn_2) 90;1+1(xn—2) ‘P;z+2($n—2) Zn
a
dn1 ©o(@n—1) V1(Tn-1) ... @h(Tp_1) 90;1+1(xn—1) ‘P;z+2($n—1) dy

je podstatnd informace o kardinalnich splajnech obsazena v matici jejich prvnich derivaci.

Napiste program, ktery pomoci kardindlnich splajnu poéita kubické splajuy [S*(t), SY(t)] aproximujic
parametricky zadanou rovinnou kiivku [z(t),y(¢)], t € (0,1). Na intervalu (0,1) pouzijte rovnomérné
déleni t; = i/n, i = 0,1,...,n, kde n > 1 je volitelné. Matici derivaci kardindlnich splajna {¢} (¢;)},
k=0,1,....,n+2,i=1,2,...,n, sta¢i spocitat jen jednou a pak ji pouzit pro jakoukoliv kfivku popsanou
na déleni {¢; }1_!

3.21. Rovnomérnym délenim intervalu I = (—1,2) na 5 stejnych dila dostanete hodnoty ¢;. Hodnoty y;
spoctéte jako y; = f(¢;), kde f(t) = et Vyrovnejte takto vzniklou tabulku metodou nejmensich ¢tvercu
pomoci bazovych funkei (a) 1,sint, cost, (b) 1,sint, cost,sin 2t, cos 2¢, (c) kvadratickym a (d) kubickym
polynomem. Porovnejte hodnoty norem rezidui ||r||.

[(a) Rs(t) = 0,139765 + 0,027624 sin ¢ + 0,686403 cost, ||r| = 0,308041,

(b) R5(t) = 0,271575+ 0,076233 sint + 0,415631 cost — 0,056804 sin 2¢ + 0,288253 cos 2¢, ||r|| = 0,039053,
(c) Rs(t) = 0,779604 + 0,043244t — 0,248728¢2, ||r|| = 0,383744,
(d) Ra(t) = 0,946472 — 0,184071¢ — 0,567990¢2 + 0,212842t3, ||r|| = 0,101482.]

3.22. Reste pieurcenou soustavu rovnic

x + 2y = 6
2¢ + 4y = 11
v + 8y = 24

[2=0,533, y = 2,533, ||r| =0,4472.]
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4. Numericky vypocet derivace a integralu

Spoleénym vychodiskem obou postupu je ndhrada funkce f(z) vhodnou aproximaci
o(z), kterd je pak derivovana nebo integrovana. Jsou-li hodnoty y; ~ f(x;) ziskdny
meétfenim, je vhodné data nejdiive vyrovnat, tj. ¢ ziskdme pomoci metody nejmensich
¢tvercu. Pokud je funkce f(x) zaddna pfesnymi hodnotami y; = f(z;) ve velkém poctu
uzlu x;, pak je tcelné urcit ¢ jako po castech polynomicky interpolant. Kdyz je uzlu jen
par, lze jako ¢ pouzit Lagrangeuv popt. Hermituv polynom nevysokého stupné.

4.1. Numerické derivovani

Ptiblizny vypocet derivace f’'(x) ma smysl napiiklad tehdy, kdyz

a) pro dané x muzeme ziskat odpovidajici hodnotu y = f(z), avSak explicitni vyjadfeni
funkce f(x) k dispozici nemame a proto vzorec pro f'(z) neumime napsat;

b) funkce f(x) je tak slozitd, ze vypocet jeji derivace je ptilis pracny;
¢) hodnoty funkce f(z) zndme jen v nékolika tabulkovych bodech.

V takovych piipadech je ucelné nahradit funkei f(x) vhodnou aproximaci ¢(x) a hodnotu
derivace ¢'(x) povazovat za pribliznou hodnotu derivace f’(x). Podobné postupujeme,
kdyz potiebujeme piiblizné uréit vyssi derivace: f*)(x) nahradime pomoci ¢®)(z).

V dalsim si uvedeme nékolik ¢asto pouzivanych formuli zalozenych na derivovani Lag-
rangeova interpolacniho polynomu P,(z), tj. kdyz f’(x) aproximujeme pomoci P (z).

Chyba aproximace v uzlovém bodé. Necht f € C""{a,b), kde a je nejmens{ a b je
nejvetsi z uzli interpolace. Pak pro chybu f'(xs) — P! (zs) v nékterém z uzlu x4 plati

_ SO

() = Pafan) = Tl aa) (11)

kde wyy1(x) = (x — xo)(x — 1) - - (x — x,) a & je néjaky bod z intervalu (a, b).

Piehled uzitecnych vzorci. Uvazme piipad, kdy uzly x; jsou ekvidistantni's krokem h,
tj. x; = xo + th, i = 1,2,...,n. Abychom docilili jednotného zapisu, ozna¢ime uzel xy,
v némz pocitame pribliznou hodnotu derivace, vzdy jako x. Také ostatni uzly necislujeme,
ale vyjadiujeme je pomoci x jako x + h, x — h apod. Piislusny vzorec je platny jen pro
funkce, které maji potfebny pocet spojitych derivaci. Bod & lezi vzdy mezi nejmensim
a nejvetsim uzlem pouzitym ve vzorci. Pomoci vztahu (4.1) tak dostaneme:

n=1: fl(z)= flo+ hf)L — /(@) — %hf”(f) ; (4.2a)
fiey = TEZTE 2R Ly, (1.20)
n=2: fl(z)= —3/(@) + 4f(x2—;h) —f+2h) + %thm(f) , (4.3a)
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flath)—fle—h) %h2fm(£) , (4.3b)

2h
3f(x) —4f(x —h)+ f(x —2h) 1

— FSI(E). (4.30)

fi(a) =
Uved'me jesté nejzndméjsi formuli f”(z1) = Py (z1) pro vypocet druhé derivace. Rovnost

overime uzitim Taylorova rozvoje f(x 4+ h) okolo x.

Formule ze vzorce (4.2a) je zndma jako pruni diference vpred (doprednd diference)
a formule ze vzorce (4.2b) jako pruni diference vzad (zpétnd diference). Formule ze vzorce
(4.3b) byva oznacovana jako proni centrdlni diference a formule ze vzorce (4.4) jako druhd
centralni diference.

Numericky vypocet parcialni derivace nepiedstavuje zadny novy problém: derivuje-
me-li podle proménné z;, ostatnich proménnych z; # x; si nevSsimame a nékterou z vyse
uvedenych formuli aplikujeme jen na x;. Tak tfeba pomoci doptedné diference (4.2a)
dostaneme

Of (v1,22) _ f(w1, 09+ h) — f(21,22)

~

81'2 h

Podminénost numerického vypoctu derivace. Ve vzorcich (4.2)—(4.4) jsme uvedli
vzdy formuli (jako prvni s¢itanec na pravé strané) a jeji diskretizacni chybu (jako druhy
s¢itanec). PTi numerickém vypoctu derivace hraji vyznamnou roli také zaokrouhlovaci
chyby, a to jak v hodnotach funkce f (tj. ve vstupnich datech), tak pfi vyhodnoceni
formule (tj. pfi vypoctu). Ukazeme si to pro formuli ze vzorce (4.2a).

Ve skute¢nosti za pribliznou hodnotu derivace f'(x) povazujeme vyraz

" flx +h)— f +h) +e1] - + 1 -
f/(l') = f(l' ) f(l') — [f(l‘ ) 61] [f(l') 80] — f/(x)+_hf//(£)+€1 60 ’
h h 2 h
kde £; resp. g je zaokrouhlovaci chyba, které se dopustime pii vypoctu f(x + h) resp.
f(z). Tedy

oy = Frt )= 1)
kde Eq := —3hf"(§) je diskretizacni chyba a E, :== —(g1 — €9)/h je chyba zaokrouhlovaci.
Chovani obou chyb je pro h — 0 diametralné odlisné: zatimco |Ey| — 0, |E,| — co. Pro
mald h se tedy zfejmé jednd o Spatné podminénou tlohu: malé zmény ¢y, 1 ve vstupnich
datech vyvolaji velkou zménu E, a nésledné také vysledku f'(z).

Kdyz pro jednoduchost zanedbdme zaokrouhlovact chyby vznikajici pri vycisleni for-
mule [f(x + h) — f(z)]/h, dostdvame pro celkovou chybu E = E; + E, odhad

+Ed+ET7

1 €
|E| < |Eq| + |E-| < §hM2 + QE = g(h),

64



kde My > |f"(¢)] a ¢ > max(|e1],|e2)]). Minimalizaci funkce g(h) obdrzime optimalni
délku kroku

Popt = 2,4 /]\/[i . pro kterou |Eup| = g(hopt) = 21/eMs .
2

Ptredpoklddejme, ze hodnoty f(z) i f(z + h) dokdzeme vypocitat s relativni chybou
rovnou piiblizné ¢islu §, takze € = Moo, kde My ~ max(|f(zo)|, | f(xo+h)|). Pro My =~ M,
je hopt = 2V6 a | Eopt| = 2MO\/5 . Pocitame-li tedy napt. ve dvojnasobné presnosti a pokud
6~ 10716, pak hyy ~ 2- 1078, Jestlize navic |f'(z)| = My, pak |Eu| ~ 2|f/(x)[v/3, a to
znamend, ze velikost relativn{ chyby derivace f’ (z) je tddové rovna druhé odmocniné
velikosti relativni chyby funkénich hodnot. To néds opraviuje k tvrzeni: pri priblizném
vypoctu derivace formuli dopredné (nebo zpétné) diference dochdzi pri optimdlni volbé
kroku ke ztrate priblizné poloviny platnijch cifer.

-7

x 10

1.5}

g(h)

0.51

0 0.2 05 1 15 2
x 107
Obr. 4.1: Chyba numerické derivace: pro g(h) = %h +2-1071%/h je hopt =2-1078 = Eyp
Podobné chovéani vykazuji i ostatni formule numerického derivovani, tj. pro krok h
blizky hope je mumericky vypocet deriwvace spatné podminénd tuloha: nepatrné zmenseni
kroku vyvola zna¢ny narust chyby, viz obr. 4.1.

4.2. Richardsonova extrapolace

Priblizny vypocet derivace 1ze efektivné zptesnit technikou zndmou jako Richardsonova
extrapolace. Je to univerzalni postup umoznujici pomoci zédkladni metody nizsi presnosti
vytvaret metody vyssi presnosti. Ukazme si, jak se to déla.

Predpokladejme, ze zakladni metoda je reprezentovana funkei F'(h) parametru h. Me-
todou F' umime vypocitat hodnotu F'(h) pro mald h > 0. Nasim cilem je co nejptresnéji
aproximovat hodnotu F(0), kterou vsak pfimo z formule F' ur¢it neumime.
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Ptredpoklddejme, ze funkce F'(h) muze byt zapsidna ve tvaru mocninného rozvoje
F(h) = Qo —f- a1h2 —f- a2h4 —I— a3h6 —I— e (45)

Konkrétni formule F' je zkouméana v piikladu 4.1, viz (4.14), v ptikladu 4.5 a ve cviceni
4.2, viz (4.30). Pro malé h je F'(h) jisté dobrou aproximaci F(0) = ag. Pokusime se najit
lepsi aproximaci ao. Zatneme tim, ze vypocteme F(%). Podle (4.5) plati

F(B) v () o (8) (B ”

Nejvétsi chybu ve vyrazu ag— F(h) i ag— F (%) predstavuje ¢len obsahujici druhou mocni-
nu h. Zbavime se ho tak, ze od ¢tyindsobku rovnice (4.6) ode¢teme rovnici (4.5) a vysledek
délime tfemi. Tak dostaneme

AF(5) — F(h)

Fy(h) = —2 =ag+aPnt + aPns + (4.7)
Snadno ovéfime, ze |a§2)| <lajl, j =2,3,.... F5(h) je proto lepsi aproximace ag nez F'(h)

nebot ag — Fy(h) za¢ind az ¢tvrtou mocninou h. Dostali jsme tedy metodu Fy, kterd je
(pro dosti mald h) lepsi nez puvodni metoda F'. Protoze Fy(h) ~ F(0) je spoc¢tena pomoci
hodnot funkce F' pro h a %, predstavuje Fy(h) extrapolaci funkce F' do nuly (ovéite, ze
Fy(h) = P1(0), kde Pi(t) je linedrni interpolacn{ polynom prochdzejici body [(2)2, F(%)]
a [h?, F(h)]).

Podobnym postupem odstranime z F»(h) clen obsahujici ¢tvrtou mocninu h a ziskdme
jesté lepsi aproximaci F'(0). Nejprve vypocteme Fy(%). Podle (4.7) plati

h h\* h\°

Rovnici (4.8) ndsobime 16, odec¢teme (4.7) a vysledek délime 15. Tak dostaneme metodu
F3, kterd je pro zvolené h definovana predpisem

16F5(2) — Fy(h
_I6BG) —BMk) _ e (4.9)

F3(h) : 15 3

pricem?z \a§3)| < \af)\ <laj|, j = 3,4,.... Vsimnéte si, abychom mohli vypoéitat F»(%),
musfime nejdiive urcit F(2).
Takto muzeme pokracovat a ziskavat stale lepsi metody, pro které
_AF(5) - FE(h)

E+1(h) - 4t — 1 :ao_'_a’z(‘fl—Jrll)hQiJrQ_'_"' ) 1= 1727"‘ (410)

akde Fy(h) = F(h). Pro koeficienty rozvoje pfitom plati |a§-i+1)| <laj|,j=i+1,i+2,....
Protoze F;(h) — F(0) = aZ@hZi + ..., fekneme, ze Fj(h) je aproximace F(0) fddu h*.
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Vypocet lze prehledné usporadat do tabulky

Fi(h) Too

Fi(%) F(h) Tvo Tn

(L) B(3) F(h) Ty Tor Tao

Bk B(%) Fa(3) B T Ty T Te T
Fi() Fa(2) F(B) Fu(%) Fs(h) Ty Ty Ty Tiz Tu

Tab. 4.1 Richardsonova extrapolace, Ts; = F;11(h/257%)

Tabulku vypliujeme po tadcich. Prvky tabulky oznac¢ime jako T, kde s = 0,1, ...
je radkovy index a ¢ = 0,1,...s je index sloupcovy. Prvek Ty, v prvnim sloupci tabulky
vypocteme pomoci zékladni metody F' = F7,

Ty =F(h/2%), s=0,1,..., (4.11)
a dalsi prvky v tomto fadku pocitame ve shodé s (4.10) podle predpisu

4Z'Tsi— _Ts— i— Tsi— _Ts— i )
= iz 1 Li-l _ si-1+T — ! Liml oy =1,2,...s. (4.12)

Tsi: -
40 —1

Vypocet ukoncime a Ty; povazujeme za dostatecné presnou aproximaci F'(0), pokud
|Tsi - Ts,z’fl‘ < maX(Er‘Tsi‘a ga) ) (413)

kde ¢, je pozadovana relativni presnost a €, pozadovana presnost absolutni.

Priklad 4.1. Richardsonovu extrapolaci pouzijeme pro zptesnéni vypoctu derivace podle
formule (4.3b). Jestlize ma funkce f dostatecny pocet spojitych derivaci, pak

fl@+h)—fle=h) fO),,  [O)
F h = = h
Q oh T
takze F'(h) je tvaru (4.5).
Pocitejme derivaci funkce f(x) = cosx pro x = 1. Zvolime napt. h = 0,8 a vypocet
ukonéime, kdyz bude splnéna podminka (4.13) pro €, = g, = 107°. V nasledujici tabulce
znaéime hg = h/2° prvky Ty pocitdme ze vztahu

At (4.14)

~cos(1 + hy) —cos(1 — hy)
s0 — 2h5 )

prvky Ty a Ty v dalsich sloupcich pocitame podle (4.12). Cisla v tabulce jsou zaokrouh-
lena na 6 cifer. Protoze |T3y — T31| < 107°, povazujeme T3y = —0,841471 za pribliznou
hodnotu f’(1). Pfesna hodnota f'(1) = —sin(1) = —0,84147098, takze T3, ma vSechny
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s | hs Tso Ta T2

0,8 | —0,754543

0,4 —0,819211 —0,840766

0,2 | —0,835872 —0,841426 —0,841470

0,1 | —0,840069 —0,841468 |—0,841471

w N = O

cifry platné. U

Poznamka. Richardsonovu extrapolaci lze aplikovat na zakladni metodu F' také v pripade,
kdyz mé funkce F'(h) obecny rozvoj

F(h) = ag + a1h?* + ash?? + azh?® + . .. (4.57)

kde 1 < p; < py < p3 < ... jsou prirozena cisla. Presnéjsi metodu F;.; v tom piipadé
definujeme predpisem

_ 2Fy(3) — Fi(h)

Fia(h) = =2 =a + a4 =12, (4.10")

a Ty pocitame podle
2piTs i—1 Ts— 1— Ts i—1 Ts— i— . )
Tsi:: ’2;_1 e 1: s,i—1+ : 12pi_11’ 17 Z:1a27"'78' (412)

Protoze Fi(h) — F(0) = agi)hpi + ..., fekneme, zeF;(h) je aproximace F(0) fadu h¥. Pro
pi = 2i dostaneme difve uvazovany piipad, viz (4.5), (4.10) a (4.12). O

Piiklad 4.2. Richardsonovou extrapolaci zpfesnime vypocet derivace podle formule (4.2a).
7 Taylorovy véty dostaneme

flx+h) - f(x)

) @), 19w

F(h) := 2l 30

R+ ..., (4.15)

= )+

coz odpovida (4.5") pro p; = i. Po¢itat budeme stejnou tlohu jako v prikladu 4.1. Ten-
tokrat pozadovanou presnost dosdhneme az pro Ty4. Richardsonova extrapolace je méné

S B Ty Tq Ty T3 Ty

0] 0,8 | —0,959381

1| 04 | —0,925838 —0,892295

21 0,2 | —0,889723 —0,853608 —0,840712

31 0,1 | —0,867062 —0,844401 —0,841332 —0,841421

410,05 | —0,854625 —0,842188 —0,841451 —0,841468

tc¢innd: zatimco pro formuli (4.3b) je T3y aproximace fadu h®, pro formuli (4.2a) je Ty,
aproximace Fadu h® a k dosazeni pozadované presnosti bylo tieba zvolit mensi h,. [
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4.3. Numerické integrovani

Cilem tohoto odstavce je ptiblizny vypocet integralu I(f) := fab f(x)dz. Existuje
nékolik duvodi, proc¢ tento integral nepocitame presné, napiiklad

a) integral I(f) neumime spocitat analytickymi metodami;
b) analyticky vypocet je prilis pracny;
c¢) funkce f(x) je ddna jen tabulkou.

Za ptibliznou hodnotu integralu I(f) povazujeme integral Q(f) = I(p), kde () je
vhodnd aproximace funkce f(z). Predpis Q(f) pro piiblizny vypocet integralu se nazyva
kvadraturni formule. Rozdil I(f) — Q(f) oznacime R(f) a nazveme (diskretizacni) chybou
kvadraturni formule, tedy

I(f) = Q(f) + R(f).

Rekneme, ze kvadraturni formule je #ddu r, kdyz integruje piesné polynomy stupné r
a polynomy stupné r + 1 uz piesné neintegruje, tj. kdyz R(z*) = 0 pro k = 0,1,...,r,
a R(z™1) #£0.

Rad formule stacf ovéfit na intervalu (a,b) = (0,1). Skuteéné, pomoci transformace
x = a+t(b—a) dostaneme ff ¥ dz = (b—a) fol g(t)dt, kde g(t) = (a+t(b—a))* je polynom
stupné k v proménné t. Proto kdyz formule integruje presné polynomy stupné k < r na
intervalu (0, 1), integruje presné také polynomy stupné r na intervalu (a, b).

4.3.1. Zakladni formule

dostaneme integraci interpola¢niho polynomu.

Obdélnikova formule. Kdyz Py(z) = f(5(a + b)) je polynom stupné 0, tj. konstanta
rovnd hodnoté funkece f ve stiedu 3(a + b) intervalu (a, b), pak odpovidajici formule

Quln) = | Pye)de = (b— a)f (“3) (4.16)

Nézev formule vyjadiuje skutecnost, ze pro f(3(a + b)) > 0 je Qu(f) obsah obdélnika
o strandch délky b — a a f(3(a + b)). Obdélnikovd formule (4.16) se v anglicky psané
literature oznacuje jako midpoint rule, odtud index M. Obdélnikova formule je fadu 1:
na intervalu (0,1) je Qu(1) =1 =1(1), Qu(z) = 5 = I(z) a Qu(a?®) = ; # 5 = I(2?).
Pro chybu Ry (f) obdélnikové formule Ize za piedpokladu, ze f € C?*{a,b), odvodit

Rulf) = = f"(€)(b—a)®, kde € € (a,D) (417)

24
je néjaky (blize neurceny) bod intervalu (a, b).
Lichobéznikova formule. Jako P;(z) oznacime linedrni polynom prochézejici body
la, f(a)] a [b, f(b)]. Integraci P;(z) na intervalu (a, b) obdrzime

Q1) = [ Pua)do =30 (1) + ). (1.18)
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a (at+bh)/2 b a b a (at+b)/2 b

Obr. 4.2: Obdélnikova, lichobéznikova a Simpsonova formule

Nézev formule vyjadiuje skutecnost, ze pro f(a) > 0, f(b) > 0 je Qr(f) obsah li-
chobéznika, jehoz rovnobézné strany maji délky f(a), f(b) a jehoz vyska je rovna b—a. In-
dex T je prvni pismeno anglického sluvka trapezoid, ¢esky lichobéznik. Lichobéznikova for-
mule je fddu 1: linedrn{ polynom integruje presné, kvadraticky nikoliv. Kdyz f € C?(a, b),
pak pro chybu lichobéznikové formule plati

1

Re(f) = =[O0 —a)*, kde € (a,b). (4.19)

Vsimneéte si:

a) Pokud se druhd derivace f”(z) funkce f(x) na intervalu (a, b) pfilis neméni, pak je
absolutni hodnota |Rr(f)| chyby lichobéznikové fomule piiblizné dvakrat vétsi nez
absolutni hodnota |Ry/(f)| chyby formule obdélnikové.

b) Pokud druhd derivace f”(x) funkce f(z) neméni na intervalu (a, b) znaménko, tj. je-
li funkce f(x) potdd konvexni nebo konkdvni, pak znaménko chyby lichobéznikové
formule je opacné nez znaménko chyby formule obdélnikové. Za téchto okolnosti
presnd hodnota I(f) integralu lezi v intervalu, jehoz krajni body jsou hodnoty

Qu(f) a Qr(f).

Simpsonova formule. Integraci kvadratického interpolaéniho polynomu P,(x) procha-
zejictho body [a, f(a)], [3(a+b), f(5(a+b))] a [b, f(b)] dostaneme

asthn - | Py de = 2 sa+ar (57) + ] (4.20)

6 2

Simpsonova formule je fadu 3. Ovéite! (Staci porovnat Qg(z*) a I(z*) na intervalu (0, 1)
postupné pro k= 0,1,2,3,4.) Kdyz f € C*{(a,b), pro chybu plati

Rs(f) = — 2 FO(6) (b;a) L kdege (ab). (4.21)

Booleova formule vznikne integraci interpola¢niho polynomu Py(z), jehoz uzly jsou,
kromé koncovych bodu a,b, také stied (a + b) intervalu (a,b) a body a + (b — a)
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a b— 1(b— a) lezicf v jedné ¢tvrtiné a ve tiech ¢tvrtindch intervalu (a,b). Booleova

formule
[7f(a) +32f (&LTM) +12f (‘%b) +32f (a ng) + 7f(b)}

je fadu 5 (ovéite!). Pokud f € C%{a,b), pro chybu plati

b—a
90

QB(f) =

8 L6 b—a\’
Ro(h) =~ (F7) ko€ (a.

4.3.2. Slozené formule

Abychom dostali dostatecné presnou aproximaci integralu I(f), rozdélime interval
(a,b) na kratsi podintervaly a na kazdém z nich pouzijeme nékterou ze zdkladnich for-
muli. Omezime se na piipad, kdy zakladni formule na podintervalech jsou vzdy stejné, a to
bud'to obdélnikové nebo lichobéznikové nebo Simpsonovy (sestaveni slozené Booleovy for-
mule ponechdvdme ¢tendii jako cviceni). Budeme uvazovat rovnomérné (= ekvidistantni)
délent

a=x0<x;<--<x,=0bkder; =a+ih,h=(b—a)/nai=0,1,...,n. (4.22)
Slozenou formuli na déleni (4.22) budeme znacit pomoci horntho indexu n. Délka h se
nazyva krok délen.

Slozenou obdélnikovou formuli dostaneme souc¢tem jednoduchych obdélnikovych for-
mulf A f(z;_1 + $h) na podintervalech (z;_q, z;). Vysledkem je slozend formule

1 1 1
Qu(f) = h [f (xo + §h> +f (x1 + §h> +ot f (xnl + §h>] : (4.23)
Chybu R7,(f) dostaneme jako soucet diléich chyb 5 f”(&)h® na (z;_1, z;):

1 1 1
Ri(f) =570 "(€) + b 11(&) + -+ W () =

21_4h2b_—a[f”(§1) + (&) + -+ (&)

Ze spojitosti f” plyne, ze aritmeticky prumeér [f”(&1) + f"(&) + -+ - + f”(&,)]/n druhych
derivaci je roven druhé derivacif”(§) v néjakém bodeé & € (a,b). Pro chybu R}, (f) slozené
obdélnikové formule tedy plati

b—a

Ry (f) = == f"(OF,  kde £ € (a,h). (4.24)

Slozena lichobéznikova formule vznikne souctem jednoduchych lichobéznikovych for-
mulf $h(f(2;_1) + f(z;)] na podintervalech (z;_1,z;). Vysledkem je formule

QR(P) = | 57w + F(a) &+ ) + 5 ()] (4.25)
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Obr. 4.3: Slozena obdélnikova a lichobéznikova formule

Chybu R} (f) dostaneme jako soucet chyb —<5 f”(&)h* na podintervalech (z;_1,x;). Po
jednoduché tpravé obdrzime

b—a
12
V MATLABu lze pouzit funkci trapz.

Slozenou Simpsonovu formuli dostaneme pro sudy pocet n dilka tak, ze secteme

f"(6h?, kde £ € (a,b) . (4.26)

Ri(f) = -

jednoduché Simpsonovy formule na intervalech (zg, xs), (22, x4), ..., (Tn_2, x,) délky 2h:
. 2h 2h
Qs(f) =g [f(wo) +4f (21) + flw)] + ~=[f(22) + 4f (23) + flza)] + -+
2h

o [ (@n—a) + 4f (@n-s) + f(2n-2)] + %[f(xnz) +4f (1) + f(zn)] -
Odtud tedy

QB(F) = SUF (@) +47 (01427 (22) 447 (23) 4+ 42 (w-) +4] (0 0) + ()] - (4:27)
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Chyba R%(f) je souctem chyb na podintervalech:

1 1 1
R5(f) =— %h5f(4)(§2) - %h5f(4)(§4) — .= %h5f(4)(£n) =

_ 9_10h4b;a {% [f(4)(§2) _|_f(4)(£4) +"'+f(4)(£n)]} )

Kdyz aritmeticky prumér ¢tvrtych derivaci (tj. vyraz ve slozené zévorce) nahradime cle-
nem f®(¢), dostaneme

b—a

RY(f) = — 0 f@ R, kde ¢ € (a,D). (4.28)

Jak dosdhnout pozadované presnosti. Vyvstava otazka jak zajistit, aby chyba, které
se pri numerickém vypoctu integralu dopustime, byla mensi nez zadana tolerance €. Ve
vzorcich (4.24), (4.26) a (4.28) bohuzel vystupuje blize neurcené ¢islo €, o némz vime jen
to, ze lezi nékde v intervalu (a,b). Kdyz oznacime

M, = max |f"(z)|, M= max |fP(z)],
x€{a,b) z€{a,b)

pak chyby muzeme odhadnout podle vztahu
b—a

IRy (f)] < 1 Myh? pro slozenou obdélnikovou formuli, (4.247)
bh—

|RE(f)| < Ta]\/&h2 pro slozenou lichobéznikovou formuli, (4.267)
h—

|Rs(f)] < FOCLMZJL4 pro slozenou Simpsonovu formuli. (4.28")

Pocet dilka n = (b — a)/h pak lze urcit tak, aby |R},(f)] < e popf. |R}(f)] < € nebo
|RE(f)| < e. Takto stanoveny pocet dilku je vsak zpravidla prehnané velky. To je dusledek
toho, ze jsme v odhadech chyb nahradili derivaci v blize neurceném bodé maximem této
derivace na celém intervalu (a, b).

Piiklad 4.3. Urceme pocet dilka n tak, abychom vypocitali foﬂ/ *etcoszdr s chybou
nejvyse 10~* pomoci slozené obdélnikové, lichobéznikové a Simpsonovy formule. Piesna

hodnota foﬂ/Q e” cosx dz = 3e”(cosz + sin x)’gﬂ = 1,905239.
Pro f(z) = e®cosz je f"(z) = —2e"sinx a tedy My < 2e™/2. V piipadé obdélnikové
formule pomoci (4.24’) odvodime:

2 2\ ?
Ry ()] < %26”/2 (%) <107 — n>125.

Provedeme-li vypocet s timto n podle (4.23), dostaneme Q2°(f) = 1,905277, takze
skuteénd chyba je asi 3,8 - 107°. Cestou pokust se ukdzalo, Ze pro dosazeni pozadované
tolerance staci vzit n = 78.
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V pripadé lichobéznikové formule pomoci (4.26”) odvodime:
2 2\°
|Rr(f)] < %26”/2 (i) <10 = n>117.
n

Vypoctem podle (4.25) dostaneme Q77(f) = 1,905201, tj. skutecnd chyba je asi 3,8-1075.
Experimentalné lze ovérit, ze pozadovanou piresnost lze dosahnout uz pii n = 110.
Vsimnéte si, ze QY7 (f) < I(f) < Q3 (f). To neni ndhoda. Na (0,7/2) je f"(x) <0,
tj. f je konkdvni, a proto Q7' (f) < I(f) < Q}7(f) pro libovolné pocty ny, ny dilki.
Pro odhad poétu dilkit Simpsonovy formule vypoctemef® () = —4e® cosz a uréime
M, < 4e™/2. Podle (4.28") tak odvodime:

/2 /2\* _
RAf)| < =42 —£=) <107 >12.
im0 < T ae (2) < — a2

Vypoctem podle (4.27) dostaneme Q& (f) = 1,905226, tj. skutecnd chyba je asi 1,3-1075.
Pozadovand ptesnost je ve skute¢nosti dosazena uz pro n = 8. 0

Rombergova integrace je zalozena na Richardsonové extrapolaci slozené lichobéznikové
formule. Kdyz mé totiz funkce f dostatecny pocet spojitych derivaci, pak je znamo, ze
pro F(h) := Q%(f), kde h = (b — a)/n, plati rozvoj (4.5), v némz ag = I(f), tj.

Qp(f) = I(f) + arh® + azh* + azh® + ...

Ptiblizny vypocet integralu I(f) lze proto provést podle vzorcu (4.11)—(4.13). Oznacime-
lins=2nahs;=2"°h,s=0,1,..., pak Tyo = Q7 (f) je slozend lichobéznikova formule
pro ng dilku. Pfi jejim vypoctu s vyhodou vyuzijeme hodnot funkce f, které jsme uz diive
vypocetli na hrubsich délenich. D4 se ukazat, ze Ts; = Q4 (f) je slozend Simpsonova
formule a Ty = Q%' (f) je slozend Booleova formule. Obecné plati, ze T; je kvadraturni
formule fadu 27 + 1 s krokem h,.

Priiklad 4.5. Rombergovou metodou vypocteme fow/ >e?cosxdr s piesnosti 10~4. Vysledek
je zaznamendn v ndsledujici tabulce. Protoze |I(f) — Tha| = 2,7- 1075, Thy = 1,90524 m4

S Uz TsO Tsl Ts2

01 2 |1,61076
114 ]1,83082 1,90418
21 8 | 1,88659 1,90517 |1,90524

vSechny cifry platné. 0
4.3.3. Doplinujici poznatky

Obecny tvar kvadraturni formule je

Q(f) = wof(wo) +wif(xy) + - +wnf(zn). (4.29)
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Body z¢, z1, ..., x, se nazyvaji uzly a ¢isla wg, wy, . .., w, koeficienty (nékdy také vdhy)
kvadraturni formule.

Gaussovy kvadraturni formule vybiraji uzly a koeficienty tak, aby formule méla ma-
ximdlni fad r = 2n + 1 (d4 se ukédzat, ze vyssi fad formule (4.29) mit nemuze). Gaussovy
formule se bézné uvadéji pro interval (—1, 1). To vSak nenf zddné omezeni, nebot substituct

_a+b b—a

t
2+2

T

lze vypocet integrdlu prevést z intervalu (a,b) na interval (—1,1). Uzly a koeficienty
Gaussovych formuli najdeme v kazdé ucebnici numerické matematiky. My zde uvedeme
jen prvni t¥i formule pro n = 0, 1,2 (pro vypocet integralu na intervalu (—1,1)):

Qao(1) = 21(0), Reo(f) = 51"(6).
_ (L 1 Lo
ath =1 (-)+1 (). Rea(f) = 121 90),

Qorlf) = g F(—v0.6) + g FO) + 2F(V/08), Raalf) = 52 /06

Ve vzorcich pro chybu je £ néjaky (blize neurceny) bod z intervalu (—1,1), pro kazdou
formuli obecné jiny. Vsimnéte si, ze Qgo(f) je obdélnikova formule. Formule Qg1(f)
integruje pfesné polynomy stupné 3 stejné jako Simpsonova formule. Zatimco Simpsonova
formule Qg(f) je tiibodové, Gaussova formule Qg1 (f) je jen dvoubodové. Srovnanim tvaru
zbytku Rg(f) Simpsonovy formule a Rg(f) Gaussovy formule 1ze usuzovat, ze Gaussova
formule je pfiblizné o 50% presnéjsi. Tiibodova formule Qo ( f) integruje presné polynomy
stupné 5.

Adaptivni integrace je zaloZzena na nerovnomérném déleni intervalu integrace (a,b):
v mistech, kde je integrovana funkce dostatecné hladka a méni se pomalu, pouzijeme
déleni hrubsi, a v mistech, kde je vypocet integralu obtizny, pouzijeme déleni jemné;jsi.

Vysvétleme si, jak se to dd prakticky udélat. Integrél I(a,b) := fab f(z)dz pocitdame
dvéma kvadraturnimi formulemi: zdkladni formuli @ (a,b) a presnéjsi formuli Qs(a,b).
Kdyz si predstavime, ze formule Qs je zcela pfesnd, muzeme chybu I(a,b) — Q1(a,b)
aproximovat vyrazem (z(a,b) — Q1(a,b). Proto, je-li |Q2(a,b) — Q1(a,b)| < e, kde € je
zadand presnost, povazujeme Q(a, b, €) := Q2(a, b) za pribliznou hodnotu integralu I(a, b).
V opacéném piipadé, tj. pro |Qa(a, b) — Q1 (a,b)| > €, interval (a, b) rozdélime na dva stejné
dlouhé intervaly (a, c) a (¢, b), kde ¢ = (a+b)/2, na téchto intervalech spoc¢teme nezdvisle
na sobé piiblizné hodnoty Q. := Q(a,c,€) a Qu = Q(c, b, €) integréla I(a,c) a I(c,b),
a nakonec polozime Q(a,b,¢) := Qu + Q. Algoritmus je rekurzivni: vypocet Q(a,c,é)
a Q(c, b, €) na dcefinych intervalech (a, ¢) a (¢, b) probihd analogicky jako vypocet Q(a, b, €)
na rodicovském intervalu (a, b).

Sikovnou implementaci adaptivni integrace dostaneme, kdyz zékladni formule Q; je
slozen4 Simpsonova formule Q% a presnéjsi formule Q5 je Booleova formule Qp = Q%. Obé
formule pouzivaji stejné uzly: krajni body a, b, stted ¢ = %(a +0b) abody d=a+ i(b —a)
v jedné &tvrting a e = b — 1(b — a) ve tiech ¢tvrtindch intervalu (a,b). Na dcefiném
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intervalu proto sta¢i dopocitat jen dvé hodnoty f(d) a f(e), nebot zbyvajici tii hodnoty
f(a), f(b) a f(c) se prevezmou z rodicovského intervalu.

Protoze délka dcetiného intervalu je rovna poloviné délky intervalu rodicovského, zda
se prirozené volit € = %6. Teoretickd analyza i praktické zkuSenosti vsak potvrdily, ze staci
uvazovat é = e. Podrobny popis tohoto algoritmu muze ¢tenai najit napt. v [15] nebo
[11], viz také funkce integral nebo quadgk v MATLABu. Hruhy popis zaznamendva
nasledujici
algoritmus ADAPT:

function Q(f,a,b,¢);

I = Q:(f,a,b); { Simpsonova formule Q% }

I := Qs(f,a,b); { Booleova formule Q% }
= (a+b)/2; { stied intervalu (a, b) }

if abs (Iy — ;) < € then { je dosazena pozadovana presnost 7 }
Q=1 {'ano, hodnota I, se akceptuje }

else { ne, rekurzivni volan{ funkce @) na dcefin- }

Q:=Q(f,a,c,e)+ Q(f,c,b,e); {nych subintervalech (a,c) a (c,b) }

Kvli jednoduchosti jsme do algoritmu ADAPT nezahrnuli prenos funkénich hodnot f(a),
f(d), f(c), f(e) a f(b) (pouzivaji se pri vyhodnoceni formuli @ a @)3) z rodicovského
intervalu (a, by do dcefinych intervalu (a,c) a (c, b).

Podminénost numerického vypoctu integralu. Ukdzeme, ze vypocet podle kvadra-
turni formule (4.29) s kladnymi koeficienty w; je dobie podminéna tloha. Pro jedno-
duchost se omezime jen na prozkoumani vlivu nepfesnosti ve funkénich hodnotach, tj.
nebudeme uvazovat zaokrouhlovaci chyby vznikajici pii provadéni aritmetickych operaci
v prubéhu vyhodnocovani formule.

Ptredpoklddejme tedy, ze misto presnych hodnot f(x;) dosadime do formule priblizné
hodnoty f(z;) = f(z;) + &;. Pak

— Zwif(l'i) = Zwif(l’i) + Zwiei =Q(f) + Zwigi '
=0 i=0 i=0 =0

V dalsim vyuzijeme toho, ze kazda smysluplna formule integruje presné konstantni funkci.
Pakale ) ! w; = Q(1) f 1dz = b—a. Kdyz ozna¢ime ¢ = max; |¢;| velikost maximdln{
chyby ve funkénich hodnotach, dostaneme pro chybu kvadraturni formule odhad

Q(f) |—}ZM€Z}<Zwl|5ll<52wZ (b—a)e

Odtud je vidét, ze kdyz jsou chyby e; malé, je chyba kvadraturni formule také mala.

Numericky vypocet integralu funkce dvou proménnych. V odstavci 3.1.3 jsme
uvedli dva priklady, jak funkci f v oblasti {2 aproximovat interpolantem S. Integraci funkce
S pres oblast pak dostaneme slozenou kvadraturni formuli @) = [, S(z,y)dzdy
aproximujici I(f) = [, f(z,y) dzdy.
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V piipadé po ¢éastech linedrni interpolace

Qf) = /S(x y dxdy—Z/ Sk(z,y) dedy,

kde Sj je linearni polynom jednoznacné uréeny hodnotami funkce f ve vrcholech troj-
thelnika T, a Q =Ty UT, U ---UT,. Snadnym vypoctem dostaneme

/T Si(x,y) dedy = 3|Th| - [f(Ar) + f(Br) + f(C)]

kde |7} | je obsah trojuhelnika Ty a f(Ax), f(Bk), f(Ck) jsou hodnoty funkce f ve vrcholech
Ay, By, Cy trojihelnika Ty. Pro f € C?(Q) je |I(f)—Q(f)| < Ch?, kde h je nejdelsi strana
trojuhelnika T a C' je konstanta nezavisld na h. Vidime tedy, ze chyba je libovolné mala,
kdyz zvolime dostatecné jemnou triangulaci oblasti €2.

V pripadé bilinearni interpolace postupujeme podobné:

an = [ st dxdy—ZZ/ () dady,

zl]lRl]

kde S;; je bilinedrni polynom jednoznacné urceny hodnotami funkce f ve vrcholech ctyi-
thelnika R;; a 2 = Ry; U Rip U - - - U R,,,,. Na obdélniku R;; pak snadno odvodime

/ Sij(x,y) dedy = ¢ Rijl - (ficrjo1 + figoo + ficrg + fij)
Rij
kde |R;;| = (2; —xi-1)(y; —yj—1) je obsah obdélnika R;;. Pokud f € C*(2), pak pro chybu
plati [1(f)—Q(f)| < C(h*+k?), kde h = max;(z; — x;_1), k = max;(y; —y;—1) a kde C je
konstanta nezavisld na h, k. Chybu zfejmé opét uc¢inime libovolné malou, pokud obdélnik
Q) rozdélime dostatecné jemneé.

4.4. Cviceni

4.1. Naprogramujte Richardsonovu extrapolaci z prikladu 4.1. Spoctéte timto programem derivaci f'(1,5)
pro funkce (a) zsinz, (b) L. Zvolte startovaci krok hg = 1 a tolerance &, =g, = 107°.

[(a) Tho = 0,628234 Ty = 1,093421 Ty = 1,103579 Tsp = 1,103600 | Tss = 1,103601 | ;
(b) Too = —0,359731 T1; = —0,395853 Thy = —0,396173
T3y = —0,396172 | Typ = —0,396173 ] . |

4.2. Ovérite, ze pro druhou centralni diferenci (4.4) plat{ rozvoj (4.6), konkrétnée
fl@+h)—2f(x)+ f(z —h)

F(h):= %
Naprogramujte Richardsonovu extrapolaci (4.11)-(4.13) pro F'(h) podle (4.30). Spoctéte timto programem

= @)+ R @) + gk O + (4:30)

druhou derivaci f”(0,5) pro funkce (a) xcosz, (b) % Zvolte startovaci krok hy = 0,8 a tolerance
er =4 = 1075,
[(a) Too = —1,275680 T11 = —1,306717 Top = —1,397641 Ty = —1,397639 [ Ty = —1,307642] ;
(b) Too = 2,526186 T11 = 0,977209 Thy = 1,198335 Ts3 = 1,190579
Tys = 1,190647 | Tys = 1,190646 . |
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4.3. Pomoci vzorcu (4.24°), (4.26") a (4.28’) odhadnéte potiebné pocty dilki n pro dosazeni pfesnosti
¢ = 1076 pro integral f05 ze~" dz. Maxima M, a M, odhadnéte graficky.

[Ms = 2, My =~ 16,4 ; n = 4565, pro slozenou lichobéznikovou formuli, n = 3228 pro slozenou obdélnikovou
formuli, n = 130 pro slozenou Simpsonovu formuli. ]

4.4. Naprogramujte Rombergovu integraci. Spoctéte timto programem urcité integraly (a) f02 e’ dz,

b) (/28T 4 Zacnste s jednim dilkem, tj. ng = 1, a zvolte tolerance ¢, = &, = 107,
0 x

[(a) Too = 1,018316 T1; = 0,829944 Ty = 0,885270 T535 = 0,882032
Ty1 = 0,882080 | Ty = 0,882081] ;

(b) Too = 1,285398 T11 = 1,371275 Tae = 1,370761 T52 = 1,370762 ‘ T33 = 1,370762‘ N

4.5. Pomoci vzorci (4.17) a (4.19) dokazte, ze formule Qry(f) = 2Qn(f) + 3Qr(f) je nejméné Fadu 2.

Déle pak ukazte, ze Qo(f) je ve skute¢nosti Simpsonova formule fadu 3.

4.6. Ovéite, ze Gaussova formule Qg1 je fddu 3 a Qg2 je Fadu 5. (Ndvod: provéite, Ze f_ll ridr = Qa1 (z?)
proi=0,1,2,3, aze [, ' dz = Qga2(z") proi = 0,1,2,3,4,5.)

4.7. Ovéite, ze kdyz v Rombergové metodé zvolime Tog = Qr(f), dostaneme T11 = Qgs(f) a Tae =
Qp(f)-

4.8. Naprogramujte algoritmus ADAPT vcetné prenosu jiz vypoctenych funkénich hodnot z mateiského
intervalu do deefinych intervali. Pro funkei f(z) = sinz? a presnost € = 107% spoctéte (a) [ f(z)dz,

(b) délku kiivky [z, f(z)], z € (0,7), tj. [, v/1+ (f'(z))? dz. Urcete pocet pf vyhodnocenf integrandu.
[(a) I = 0,772652, pf = 89, (b) I = 7,562235, pf = 153.]

4.9. Cislo 7 1ze definovat jako obsah jednotkového kruhu {[z,y]; 2> +? < 1}. Nakreslete si a ovéite, ze

V2/2
(1) w=4/\/1—$2dx—2, (i%) 7r:4//dxdy,
,\/5/2 Q

kde Q = {[z,y]; 22 +y?> < 1, |2| < y}. (a) Uréete 7 pomoci vzorce (i), integral pocitejte algorit-
mem ADAPT s presnosti e = 107°. Kolik délicich bodii algoritmus ADAPT potiebuje? (b) Urcete 7
pomoci vzorce (i7). Dvojny integrél pocitejte slozenou kvadraturni formuli. Oblast Q triangulujte jed-
noduchym zptisobem: Q = (J;-, T, kde T} je trojuhelnik s vrcholy [0,0], [zk, f(zk)], [@kt1, f(@rt1)]s
fx)=vV1—-aZax,=—V2/2+V2(k—1)/m, k=1,2,...,m+ 1. (nakreslete!) Obsah |T| trojihelnika
T s vrcholy [xa, Ya], [®b, Ybl, [Te, Ye] se poCitd podle vzorce

Ta Ya 1
|T| = % |d|, kde d=|x, 1wy 1
Te Yo 1
Kolik trojtihelnikii musite zvolit k dosazeni stejné piesnosti ¢ = 107? Ktery z obou algoritmi je

vhodnéjsi?

[(a) 25, (b) 1155.]
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5. ReSeni nelinearnich rovnic

Kofeny nelinedrni rovnice f(z) = 0 obecné neumime vyjadiit explicitnim vzorcem.
K teseni nelinearni rovnice proto pouzivame itera¢ni metody: z jedné nebo nékolika poca-
tecnich aproximaci hledaného kotfene x* generujeme posloupnost xg, x1, s, ..., ktera ke
kofenu z* konverguje. Pro nékteré metody staci, kdyz zadame interval (a,b), ktery obsa-
huje hledany koten. Jiné metody vyzaduji, aby poc¢ateéni aproximace byla k hledanému
kofenu dosti blizko; na oplitku takové metody konverguji mnohem rychleji. Casto proto
zaciname s hrubou, avsak spolehlivou metodou, a teprve kdyz jsme dostateéné blizko
kotene, prejdeme na jemnéjsi, rychleji konvergujici metodu.

Abychom nage uvahy zjednodusili, omezime se na problém urceni realného jednodu-
chého kotene x* rovnice f(z) = 0, tj. predpoklddame, ze f'(z*) # 0. Budeme také auto-
maticky predpoklddat, ze funkce f(z) je spojita a ma tolik spojitych derivaci, kolik je jich
v dané situaci zapotiebi.

5.1. Urceni pocatecni aproximace

Pocateéni aproximaci kofenu rovnice f(x) = 0 muzeme zjistit z grafu funkce f(z):
rucné, nebo radéji pomoci vhodného programu na pocitaci, vykreslime funkei f(z) a vy-
hleddme jeji pruseciky s osou x.

Jinou moznosti je sestaveni tabulky [x;, f(z;)] pro néjaké déleni

Aa=xg<T1 < Tig<z<--<xz,=0>

zvoleného intervalu (a,b). Kdyz ve dvou sousednich bodech tabulky nabyva funkce f(x)
hodnot s opatnym znaménkem, tj. kdyz f(x;_1)f(x;) < 0, pak mezi body x; 1 a x; lezl
redlny koten rovnice f(z) = 0.

Piiklad 5.1. Ziskdme hruby odhad kofenu rovnice f(z) = 0, kde
f(z) =4sinz —2° — 1.
Z obrazku 5.1 zjistime, Ze existuji tii kofeny: ] € (—2,—1), 25 € (—=1,0) a2} € (1,2). O
Na principu znaménkovych zmén je zalozena

Metoda bisekce znama také jako metoda puleni intervalu. Predpokladejme, ze funkce
f(z) ma v koncovych bodech intervalu (ag, by) opacnd znaménka, tj. plati f(ao)f(by) < 0.
Sestrojime posloupnost intervalu (ay, b1) D (az,b2) D (as, b3) D ..., které obsahuji kofen.
Intervaly (ajy1,bp+1), k= 0,1,..., uréime rekurzivné zpusobem, ktery si nyni popiseme.

Stied intervalu (ag, bg) je bod x4 = %(ak + bg). Kdyz f(zg11) =0, pak x4 = 2* je
koten a dél nepokracujeme. Pokud f(zgi1) # 0, polozime

(a best) = { (ak,xpy1), kdyz f(ag)f(zrs1) <O, o)
k+15 Ok41 (Tgs1,b), kdyz  f(ag)f(zgs1) > 0. )

Z konstrukee (ag1,br+1) okamzité plyne f(axs1)f(brs1) < 0, takze kazdy interval (ag, by)
obsahuje koten. Po k krocich je koten v intervalu Iy, := (ay, bx) délky

| = by — ar, = 271(bk—1 —Qpq) == 2%(60 —ap) .
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y= 4sinx-x>-1

Obr. 5.1: Graf funkce 4sinz — 2% — 1

Stred x4 intervalu (ay, by) aproximuje kofen z* s chybou
|21 — 2] < 2(bp — ar) =275 (b — ap) - (5.2)
Pro k — oo ziejmé |Ix| — 0 a x5 — z*.

Priiklad 5.2. Metodu bisekce aplikujeme na rovnici z ptikladu 5.1. Jako pocéatecni zvo-
lime interval (ag,by) = (1,2). Pfipomen-

ay by Th41 f(Tr41) me, ze f(1) > 0, f(2) < 0. Proto také
1 2 1,5 <0 f(ax) >0, f(by,) < 0prokazdé k. Posloup-
1 1,5 1,25 <0 nost intervglﬁ zaz/namer,léyéme do tabul-
1,25 15 1,375 -0 ky. Po péti krocich m4 interval (as, bs)

délku 27° = 0,03125 a x5 = 1,421875

1,375 1,5 1,4375 <0 o 5 . .
’ ’ ’ aproximuje kotfen s chybou nepfresahujici
1,375 1,4375 1,40625 >0 9-6 — 0,015625. 0

1,40625 1,4375 1,421875

T WD~ O

Metoda bisekce konverguje pomalu: protoze 107! = 27332 zpiesnéni o jednu dekadic-

kou cifru vyzaduje v prumeéru 3,32 kroku. Vsimnéte si, ze rychlost konvergence vyjadiena
vztahem (5.2) viibec nezavisi na funkci f(z). To proto, ze jsme vyuzivali pouze znaménka
funkénich hodnot. Kdyz tyto hodnoty (a piipadné také hodnoty derivaci f(z)) vyuzijeme
efektivnéji, muzeme dosdhnout podstatné rychlejsi konvergence. Takové zptesnujici meto-
dy vsak konverguji pouze tehdy, kdyz pro né zvolime dostateéné dobrou pocatecni apro-
ximaci. Vhodna pocatecéni aproximace byva ¢asto uréena pravé metodou bisekce.

5.2. Zpresnujici metody

Snad nejznaméjsi mezi nimi je
Newtonova metoda nebo-li metoda tecen. Jak je u itera¢nich metod zvykem, vyjdeme
7z potateéni aproximace g a postupné poéitdme x;, x, . .. zpusobem, ktery si ted vysvét-
lime.

Predpokladejme, ze zndme x; a méame urcit lepsi aproximaci xy 1. Udélame to tak, ze
bodem [z}, f(zr)] vedeme teénu ke kiivee y = f(x) a prusecik teény s osou x povazujeme
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za Tr+1. Do rovnice tecny

y = f(xx) + f(z) (@ — )
tedy dosadime y := 0, vypoc¢teme x a polozime ., := x. Tak dostaneme ptedpis

f(zy)

T )

(5.3)

Vypocet ukonéime a 1 povazujeme za dostatecné piesnou aproximaci kofene, pokud
|Tk1 — x| < e, pripadné |xgi — zg] <elzg| nebo | f(xpsr)| <e, (5.4)

kde ¢ je pozadovana presnost. Tim sice neni zaruceno, ze také |z;,1 — 2*| < &, je to ale
obvykly zptsob, pomoci néhoz iterace ukonéime. Tato tzv. stop kritéria jsou vhodna i pro
dalsi metody, které v tomto odstavci uvedeme.

f(x)
y=0
o Ixf(x)]

(Y=Y I0ex) = (x)

Obr. 5.2: Newtonova metoda

Priklad 5.3. Newtonovou metodou uréime kladny koten rovnice z piikladu 5.1. Zvolime
zo = 2. Vypocet ukonéime, kdyz | f(x;)] < 107°. Posledni sloupec vyzaduje znalost pies-

k T, f(xx) foe)  flow)/f(oe)  ap— 2
012 —5,362810 —13,66459  0,392460 0,563550
1] 1,607540 —1,156877 —7,899490 0,146450 0,171089
2| 1,461090 —0,143158 —5,966406 0,023994 0,024640
31 1,437096 —0,003653 —5,662524  0,000645 0,000646
4 1 1,436451 —0,000003 0,000000

ného teseni. To ziskdme provedenim jesté jednoho kroku Newtonovy metody. Da se uka-
zat, ze " = x5 = 1,43645032 m& vsSechny cifry platné. Pozadovand ptesnost byla tedy
dosazena ve ¢tvrtém kroku, x4 = 1,43645 mé vSechny cifry platné. U
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Konvergence Newtonovy metody. Nechf e, = z, — 2* je chyba v k-tém kroku.
Ukazeme si, jak souvisi s chybou eg,; v kroku nasledujicim. Z Taylorova rozvoje f(z*)
okolo x; dostaneme

0= (%) = flon) + (" = ) [ an) + 50" = 202" (€),

kde ¢ je néjaky blize neurceny bod intervalu, jehoz krajni body jsou x; a x*. Kdyz rovnici
délime f'(xy), dostaneme

L e 1O _ S

_ e IR G701 I
)~ Flag &) { ¢ f’(wk)]

takze mame

1 2
== 2.5

a kdyz z, — ¥, pak

% B lf”(x*)
7 —5C,  kde (J_Qf/(x*).

Protoze chyba ery; je imérnd druhé mocniné chyby e, fikame, ze Newtonova metoda
konverguje kvadraticky nebo také, Ze je druhého Fddu. Uvedme si piesnéjsi definici:

Necht xy, 1,9, ... je posloupnost, kterd konverguje k x* a e, = ), — x*. KdyZ existuje
¢islo p a konstanta C' # 0 takovd, Ze

lim 11l _ (5.6)

k—oo |€k‘p B

pak p se nazyvd Tad konvergence posloupnosti a C' je chybovad konstanta. Specidlné rikame,
ze

linedrnt, p=1 a C<1,
konvergence je superlinedrni, kdyz p>1,
kvadraticka, p=2.

Rekneme, Ze dand metoda je 7ddu p, jestlize viechny konvergentni posloupnosti ziskané
touto metodou maji rad konvergence vétsi nebo rovny p a nejméné jedna z téchto posloup-
nosti md rad konvergence rovny presné p.

V blizkosti kofene plati: ¢im vyssi fdd p, tim rychlejsi konvergence, nebot
|exs1| = Clexl”,

takze kdyz |ex| je malé, pak |e,y1] je tim mensi, ¢im je p vetsi.

Vime uz, ze kdyz Newtonova metoda konverguje, pak rychlost konvergence xp — x*
je alespon kvadratickd (pro nékteré funkce f muze byt i vyssi). Zbyva jesté zodpovédét
otazku, za jakych podminek je zaruceno, ze konvergence vibec nastane. Ukazme si to.
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Predpokladejme, ze v néjakém okoli I kotene plati
1] f"(y)
2] f'(x)

Kdyz x), € I, pak z (5.5) plyne |exs1| < m|ex|* nebo-li |mey, 1| < |meg|?. Opakovanim

této uvahy dostaneme

<m pro vSechna r,y€el.

Imersa] < meg|* < [mep_1]* < Ime_s|® < [mep_s]'® < -+ < meg|” kde r = 28

Kdyz plati |meg| < 1, pak jisté |exy1] — 0 a tedy x4 — x*. Dokézali jsme tedy, ze
Newtonova metoda vidy konverguje za predpokladu, Ze pocdtecni aproximaci zvolime dosta-

tecné blizko ke korenu.

Dobrou pocateéni aproximaci xy muzeme ziskat napt. metodou bisekce. Vhodnym
spojenim metody bisekce a Newtonovy metody lze sestrojit kombinovanou metodu, kterd
vzdy konverguje, viz napft. procedura rtsafe v [18]. V blizkosti kofene se pfitom uplatni
jen Newtonova metoda, takze konvergence je rychld.

Pomoci nacrtku snadno ovérime, ze Newtonova metoda konverguje, kdyz jsou splnény
tzv. Fourierovy podminky:

a) [ € C?%a,b) a ptitom f(a)f(b) < 0;
b) f" a f” neméni na intervalu (a,b) znaménko a f’(x) # 0 pro kazdé x € (a,b);
c) jako xq volime ten z bodu a, b, v némz je f(xo)f"(xo) > 0.

Prakticky vyznam vSak Fourierovy podminky nemaji, nebot pro velké b — a obvykle tyto
podminky bud’to neplati nebo je neumime snadno ovérit.

Metoda secen. V kazdém kroku Newtonovy metody musime pocitat hodnotu f(xy) a de-
rivaci f'(xy). Kdyz vzorec pro vypocet derivace nemame k dispozici, nebo kdyz naklady
spojené s vypoctem derivace jsou vysoké, muzeme derivaci aproximovat podilem

f(or) — f(xr-1) .

Ty — Tg-1

/ ~

fae) =

Tak dostaneme metodu secen: zadame dvé pocatecni aproximace xg, r; a pocitame
To, T3, ... podle predpisu

T — Tk—1

f(o) — f(xr-1)

Nazev metody vychazi z jeji geometrické interpretace: xy, 1 je x-ova soutadnice pruseciku
piimky prochézejici body [xg_1, f(xr—1)] & [xk, f(zx)] s osou :

fow) = flzr)

T — Th—1

f(zy). (5.7)

Tpt1 = T —

y = f(ax) +

(x—x) =0 = T = Thtq -

Protoze tato piimka protina graf funkce f, je to seéna, odtud metoda secen.
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f(x)
y=0

o [Ixfex)l
Y=y (x=x) = (¥,7y,_J(X=%_,)

Obr. 5.3: Metoda secen

Vsimnéte si, ze v kazdém kroku vyéislujeme hodnotu funkce jen jednou: vypocteme
f(zx), hodnotu f(x_1) prevezmeme z predchoziho kroku.

D4 se odvodit, ze rychlost konvergence metody secen je radu p = %(1 +/5) ~ 1,618,
tedy ponéekud nizsf nez u Newtonovy metody. Cislo 7 = (v/5—1)/2 =~ 0,618 je tzv. pomér
zlatého tezu. Toto magické cislo se znovu objevi v odstavci 6.1, kde si o ném tfekneme
trochu vic (viz poznamka o zlatém fezu).

Priiklad 5.4. Metodou secen urc¢ime kladny kofen rovnice z piikladu 5.1. Zvolime o = 1,
x1 = 2. Vypocet ukonc¢ime, kdyz bude

k i flog) oz —ar If(zx)| < 107°. Az do étvrtého kroku
ol1 1,365884 —0,436450 (vypocet x5) je konvergence pomérné po-
112 ~5.362810  0,563550 mala. Teprve v poslednich dvou krocich se
2 | 1.202094 0091513 —0.233456 plIvlé uplatnila rychla konvergence metody
3| 1,327357 0543420 —0,109094 secen. U

4 | 1,478177 —0,246970 0,041726

5 | 1,431051 0,030349 —0,005400

6 | 1,436208 0,001370 —0,000242

7| 1,436452 —0,000008 0,000001

Metoda sec¢en zarucené konverguje, pokud zvolime startovaci hodnoty xy a x; dosta-
tecné blizko ke kotenu z*. To lze zajistit napt. metodou bisekce. Dalsi metodou, jak ziskat
dobré startovaci aproximace, je varianta metody secen znama jako

Metoda regula falsi. Poc¢ateéni aproximace zg a x; se voli tak, aby f(xzo)f(z1) < 0. Nova
aproximace xp.1 se opét ziska jako prusecik seény s osou x. Se¢na vsak tentokrat spojuje
bod [z, f(xx)] s bodem [zy, f(z,)], kde ¢ je nejvétsi index, pro ktery f(xy)f(z,) < 0.
Vypocet tedy probiha podle vzorce

Ty — Xy

Tl = T — mf(l'k), k= 1,2,.... (58)
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Ptitom pro k =1 je £ = 0, a po vypoctu xy,; uréime index ¢ takto:

kdyz f(zry1)f(ze) > 0, pak £ = k, v opaéném piipadé se ¢ neméni.

Vyhodou metody regula falsi je to, ze podobné jako metoda bisekce vzdy konverguje:
interval [, jehoz koncové body jsou x; a x4, obsahuje koten. Na rozdil od metody bisekce
vsak délka intervalu I, nekonverguje k nule. Rychlost konvergence metody regula falsi je
jen linedrni. Metodu regula falsi (podobné jako metodu bisekce) proto pouzivdme pouze
pro ziskani dobré pocatecni aproximace, pak prechazime na rychlejsi metodu.

Obr. 5.4: Regula falsi

Priklad 5.5. Metodou regula falsi uréime kladny kofen rovnice z piikladu 5.1. Zvolime

k1l =z, T f(zy) T — xF
0 1 1,365884 —0,436450
110 1 2 —5,362810 0,563550
211 2 1,202994 0,991513 —0,233456
311 2 1327357 0,543420 —0,109094
411 2 1,389245 0,253012 —0,047205
511 2 1416762 0,108896 —0,019688
611 2 1,428369 0,045283 —0,008081
711 2 1433156 0,018561 —0,003295
15 2 1,436448 0,000014 —0,000002
1611 2 1,436449 0,000006 —0,000001

Steffensenova metoda se 7idi predpisem

Tpt1 = T —

dy,

Fze)

)

kde d

fQor + flex) = f)

xo = 1, 21 = 2. Z tabulky je vidét,
Zze pocinaje druhym krokem je
xy = 2. Déle je ztejmé, ze do ¢tvr-
tého kroku je pfesnost metody re-
gula falsi srovnatelna s presnosti
metody secen, viz piiklad 5.4.
V nésledujicich krocich je uz ale
patrna linearni konvergence, pod-
minka |f(xx)| < 107° je splnéna
az pro rig. Vsimneéte si: délka in-
tervalu I, = (zx,2), k > 2, kon-
verguje k ¢islu x —a* = 0, 563550.
O
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je specidlné spoctend aproximace f’(xy) pripominajici doptednou diferenci:

[+ hi) — fa)

/ %d —
f(l'k) k hk ;

vvvvvv

f(z + hy). Oproti metodé secen je tu jedno vyhodnoceni funkce navic. Na druhé strané
lze ukézat, ze rychlost konvergence Steffensenovy metody je stejnd jako u Newtonovy
metody, tedy kvadraticka.

Metoda inverzni kvadratické interpolace. Metoda secen pouziva dva predchozi body
k ziskani dalsiho, pro¢ tedy nepouzit ti?

Body [zr_2, f(2k_2)], [xk_1, f(xk_1)] a [zk, f(xx)] muzeme prolozit parabolu Ps(x)
a hledat jeji prusecik s osou x. Za dalsi aproximaci x 1 pak zvolime ten z kofenu polynomu
Py(z), ktery je bliz k ptedchozi aproximaci xj. Na tomto principu je zalozena Millerova
metoda. PotiZ je v tom, Ze parabola nemusi z-ovou osu protnout, nebot kvadratické funkce
P, (z) nemusi mit redlné koteny. Vypocet je proto tieba provadét v komplexni aritmetice,
a to 1 v pfipadé, ze rovnice f(z) =0 ma jen reilné koteny.

Misto paraboly v proménné x muzeme tfemi body prolozit parabolu Q2(y) v promén-
né y, ur¢enou interpola¢nimi podminkami

Qao(f(zh-2)) = T2, Qo(f(zr1)) =1,  Q2(f (7)) = 21 -

Jsou-li hodnoty f(xx_2), f(zr_1) a f(zx) navzdjem ruzné, parabola Qs (y) existuje a proti-
nd osu z v jediném bodé. Klademe tedy z511 = Q2(0). Tato metoda je zndma jako metoda
inverzni kvadratické interpolace. Jeji konvergence je superlinedrni tadu p ~ 1,839, viz [7].

Brentova metoda. Metoda inverzni kvadratické interpolace spolu s metodou se¢en a me-
todou bisekce jsou zdkladem populdrni Brentovy metody, viz napt. [15], ddle také program
zbrent v [18] nebo funkce fzero v MATLABu.

Prednosti Brentovy metody je to, Zze nepouziva derivace funkce f, je spolehliva, tj.
zarucené konverguje ke kotenu, a po nékolika poc¢atecnich krocich se chyba rychle zmensuje,
nebot rychlost konvergence je superlinedrni.

Startovaci body xq a ;1 je tieba zvolit tak, aby f(zo)f(x1) < 0. Aproximace x5 se urci
metodou secen. Necht (ay,b;) je interval, jehoZ koncové body jsou zy a x;. Pak ziejmé
x9 € (ay,by). Dalsi aproximaci x3 budeme hledat v kratsim intervalu (ag, by) C (aq, by1),
jehoz jeden koncovy bod je zo a druhy je ten z bodu ay, by, v némz ma funkce f opacéné
znaménko nez v xo, takze f(az)f(by) < 0 a (ag, be) obsahuje kofen.

Ptivypoctu xs, 24, . .. Brentova metoda pouziva jednu ze tii zakladnich metod tak, aby
nova aproximace i1 € (ag,by). Déle se vybere interval (ajy1,bk+1) C (ag, bx) obsahujici
koten. Jednim z jeho koncovych bodu je xg, 1, druhym je ten z bodu ag, by, v némz méa
funkce f znaménko opacné nez v xp,q. PTi vypoctu xyy; se pfednostné pouzije metoda
inverzni kvadratické interpolace, pokud takto ziskand aproximace neni dostatecné dobra,
zkusi se metoda secen, a kdyz ani ta nezabere, pouzije se jako zachrana metoda bisekce.
Podrobnéjsi popis Brentovy metody je uveden napt. v [15], [18].

Piiklad 5.6. Budeme hledat kladny koten rovnice z prikladu 5.1 a porovname jednotlivé
metody podle poc¢tu pk kroku a poctu pf vyhodnoceni funkce f (u Newtonovy metody
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do pf zahrneme také pocet vyhodnoceni derivace f’). Pro vypocet Brentovou metodou
jsme pouzili upraveny program fzerotx, viz [15].
Vypocet jsme zahajili takto:

v metodé bisekce pocatecni in- ° 107 107 107 107® 107°
terval (ao,bo) = (1,2), v New-  hisekce 9/11 19/21 29/31 39/41 49/51
tonove a Steffensenove metode  regyla falsi | 10/12 17/19 25/27 33/35  40/42
r9 = 2, v ostatnich metodé(;h secny 6/8 7/9 8/10 8/10 9/11
roo= 1am = 2 Poudli oo, 4/8  5/10 5/10 6/12 6/12
Jsme stop laitérium |f(z)] <& gm0l 4s 510 612 612 7/14
V tabulce jsou uvedeny hodnoty

pk/pf pro nékolik toleranci e. Brent 6/7 7/8 7/8 8/9 8/9

Nejmensi pk ma Newtonova metoda, nejmensi pf Brentova metoda. Z vypisu o prubéhu

vypoctu Brentovou metodou vyplyva, ze se ani jednou nepouzila bisekce, proto tak skveély
vysledek. ([l

Poznamka (O metodé prosté iterace). Predpoklddejme, ze funkce g € C(a, b) spliuje tyto
dvé podminky:

(@) g(z) € {a,b) Vo e {a,b),
(B) existuje ¢islo ¢, 0 < g < 1, takové, ze |g(z) — g(y)| < qlz — y| Vz,y € (a,b).

Pak rovnice x = g(x) ma v {(a,b) jediné teseni x* a posloupnost postupnijch aproximaci
Ty = g(zg), k = 0,1,..., konverguje k z* pro kazdé zo € (a,b). Bod z* = g(z*) se
nazyvéa pevny bod funkce g (zobrazuje z* na sebe). Nésleduje nécrt dukazu.

1) Ezistence. Z podminky («) plyne g(a) > a, g(b) < b, odtud (a—g(a))-(b—g(b)) <0,
takze v (a,b) lezi kofen rovnice z — g(z) = 0.

2) Jednoznacnost. Necht pro z*,y* € (a,b) plati z* = g(z*), y* = g(y*). Podle (B)
lz* — y*| = |g(z*) — g(y*)| < ¢lz* — y*|, coz je mozné jediné kdyz z* = y*.

3) Konvergence. Podle (B) je |z —a*| = |g(zx—1) — g(2*)| < ¢lak—1 — x*|. Opakovanim
této tvahy dostaneme nakonec |7 — z*| < ¢*|lzg — 2*| — 0 pro k — oo, takze
T — x*.

Misto podminky (3) muzeme pro g € C'*(a,b) pouzit silngjsi podminku
(B) 1d(x)] <qg<1  Vxeab).

Podle véty o stfedni hodnoté totiz g(z) — g(y) =
pro z,y € (a,b) podle (5') je [g(x) — g(y)| = |g

Vsimnéte si, ze pro (a,b) = (z* — 0,2* 4+ ) j
nosti podminky (8): g(z)—2*| = |g(z) — g(z")
pak také |g(z) — z*| < 0.

Ptiblizny vypocet kofene x* rovnice x = g(x) podle formule xy 1 = g(zx) se nazyva
metoda prosté iterace nebo také metoda postupnijch aproximact. Podminky («) a (5) nebo
(8") jsou postacujici pro konvergenci této metody.

g (&)(x —y), kde € lezi mezi x a y, takze
(H\x—m<qw—mtJmmM®
e platnost podminky (a) dusledkem plat-
< glr—z*| < |x—a*|, tj. kdyz |z —z*| <4,
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Vhodnou tpravou rovnice f(z) = 0 na tvar = g(z) muzeme dostat fadu ruznych
konkrétnich metod. Tak tieba pro g(z) = x — f(x)/f'(z) dostaneme Newtonovu metodu.

Rychlost konvergence posloupnosti postupnych aproximaci {xy}2, zavisi na chovani
funkce g v bodé z*. Jsou-li splnény podminky (a) a () nebo (f’), a ma-li g dostatecny
pocet spojitych derivaci, daji se dokazat nasledujici tvrzeni.

e Pokud ¢'(z*) # 0, je ad konvergence roven jedné a plati |z — 2% < glog — 2.
e Pokud ¢'(z*) =0 a ¢"(z*) # 0, je tad konvergence roven dvéma.

e Obecné, pokud jsou derivace ¢ (z*) =0, s = 1,2,...,7 — 1, a g™ (z*) # 0, konver-
gence je radu 7.

Pro Newtonovu metodu ¢'(x) = f(z)f"(x)/(f'(x))?, tj. ¢'(z*) = 0, takze konvergence
xp — o je fadu alespon dva (coz potvrzuje ndm jiz znamy vysledek).

D4 se také dokazat, ze kdyz |¢'(z*)| > 1, pak pro zy # =* posloupnost postupnych
aproximaci k * konvergovat nemuze. U

Priklad 5.7. Nelinearni rovnice f(z) = 2? — 2z — 3 = 0 m4 kofeny z* = —1 a 2* = 3.
Prozkoumame konvergenci ke kotfenu x* = 3 pro nékolik iteracnich funkei g.

1. g(z) = (22— 3)/2, ¢'(x) =, |¢'(3)] = 3, pro xy # 3 konvergence nenastane.

2. g(x) =22+ 3, ¢'(x) = 1/y/2x + 3, |¢'(3)| = 1/3, linedrni konvergence nastane napf.
pro libovolné z z intervalu (2,4), nebot v ném |¢'(z)] < 1/V/7.

3. g(x) =2 +3/z, ¢(x) = =3/2% |¢'(3)] = 1/3, linedrn{ konvergence nastane napf. pro
libovolné g z intervalu (2,4), nebot v ném |¢'(z)| < 3/4.

1 g(a) = (22 +3)/(20—2), ¢(x) = 2(a>— 20— 3)/ 20— 2)?, ¢'(3) = 0, ¢"(3) = 1/2, kvad-
ratickd konvergence nastane napt. pro zg z intervalu (2,5;3,5), v némz |¢'(x)| < 0,39,
jak snadno zjistime. Ovérte, ze tato iterac¢ni funkce odpovida Newtonové metodeé. 0

Poznamka (O ndsobnyjch korenech). Rekneme, ze kofen 2* rovnice f(z) = 0 mé ndsob-
nost g, jestlize funkce g(x) = f(z)/(x — 2*)9 je v bodé x* definovana a kofen v ném uz
nema, tj. kdyz 0 < |g(z*)| < oo. Jestlize mé funkce f(z) v okoli kofene z* spojité derivace
az do tadu ¢ véetné, pak fU)(2*) =0, =0,1,...,q— 1.

Nékteré z doposud uvedenych metod lze pouzit také pro nalezeni nasobnych korenu,
konvergence vSak byva pomalejsi. Tak tfeba Newtonova metoda konverguje jen linedarne
s chybovou konstantou C' = (¢ — 1) /q.

Kdyz ocekdvame, ze rovnice f(x) = 0 muze mit ndsobné koteny, je vhodné vyuzit
toho, ze funkce u(x) = f(x)/f'(x) ma pouze jednoduché koteny. Misto rovnice f(x) =0
tedy Fesime rovnici u(z) = 0. O

Poznamka (O dosazitelné presnosti). Necht zj je aproximace jednoduchého kofene rov-
nice f(z) = 0. Pomoci véty o stfedni hodnoté dostaneme

flag) = fa) = f(2") = () (xp — 27),

kde £ je néjaky bod lezici mezi xy, a z*. Predpokladejme, ze pri vypoctech pracujeme jen
s pribliznymi hodnotami f(zx) = f(zx) + O, pricemz |0 < 0. Pak nejlepsi vysledek,
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kterého mizeme dosdhnout, je f(xy) = 0. V tom piipadé | f(z;)| < 0, takze

= < ~ = £

SO~ 1O @)
pokud se f’ v blizkosti kofene piilis neméni. Vypocitat * s mensi chybou nez €} nelze.
Proto se €} nazyva dosazitelnd presnost korene x*. Vsimneéte si: kdyz je velikost smérnice
| f/(*)] v kofenu z* mald, je dosazitelnd piesnost 5 velkd, viz obr. 5.5. V takovém piipadé
je vypocet kofene x* $patnée podminény problém: mala zména f vyvold velkou zménu z*.

|z — @

f(x)

— y:O

Obr. 5.5: Dosazitelnd presnost kofene

Podobné tvaha pro koten nasobnosti ¢ dava dosazitelnou presnost

* 6q' Ha
o (f<q><as*>> |

Exponent 1/q je pticinou toho, ze vypocet ndsobného kofene je obecné Spatné podminénd
tiloha. Tak tfeba pro f(z) = 27 je #* = 0 kofen néasobnosti ¢ a & = §'/9. Pro ¢ = 15
a 6 =107'° dostaneme &% = 0,1! O

Poznamka (O korenech polynomi). Polynom p,(x) stupné n mé n obecné komlexnich
kofentu. Pro vypocet jednoduchych redlnych kotenu funkce f(x) = p,(z) lze pouzit li-
bovolnou z dosud uvedenych metod. O tom, jak se vyporadat s piipadnymi nasobnymi
koreny, pojednava vyse uvedend poznamka. Pro vypocet komplexnich kotenu lze pouzit
napi. Newtonovu metodu, v niz jako pocatecni aproximaci volime komplexni ¢islo.

Pokud nés zajimaji vSechny kofeny polynomu, tak po nalezeni redlného kofene x*
polynom p,(z) délime ¢lenem x — z*. Tak dostaneme polynom p,_1(x) = p,(x)/(x — x*)
stupné n — 1 a déle hleddme jeho koteny. Kdyz je * komplexni koten, pak je korenem
také komplexné sdruzené ¢islo *. V tom piipadé délime p,(x) kvadratickym polynomem
(x — 2*)(z — x*), jehoz koeficienty jsou realna ¢isla. Tak dostaneme polynom p, ()
stupné n — 2 s redlnymi koeficienty a pokracujeme hledanim jeho kotent.

Pro vypocet kofenii polynomu jsou navrzeny také specidlni, velmi efektivni metody,
o nichz lze ziskat informace napt. v [22]. O

5.3. Soustavy nelinearnich rovnic

Mnohé z metod urcéenych pro feSeni jedné nelinedrni rovnice lze zobecnit na feSeni
soustav nelinearnich rovnic. Bohuzel to neplati pro metodu bisekce ani pro metodu regula
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falsi. A co je jesté horsi: pro soustavy nelinedrnich rovnic neni znama zadna univerzalni

metoda, ktera by dokazala spolehlive urcit dostatecné dobrou pocatecéni aproximaci feseni.

Uspokojivou pocédtecéni aproximaci proto musime odhadnout. Pomoci nam muze znalost

konkrétniho problému, ktery na feSeni nelinearni soustavy vede. Odhad teseni lze nékdy

ziskat také na zakladé pomocnych vypocétu provedenych za zjednodusujicich predpokladu,

napiiklad tak, Ze nelinearni problém aproximujeme vhodnym problémem linearnim.
Uvazujme tedy soustavu n nelinearnich rovnic o n nezndmych

fl(xlax%'")xn) :07
fg(l‘l,xz,...,xn) :O,
nebo-li f(x)=o0, (5.10)
fn(xlax%"')xn) :Oa
kde

Ty filwe, 20, ., 2p) f1(x) 0

1) fa(@r, 20, .., 2p) f2(x) 0
x=| .|, fx)= . = ) a o= |

Ty falzy, T2y oy 2y) fn(x) 0

Regenim soustavy (5.10) je kazdy éselny vektor x*, pro ktery f(x*) = o.
V tomto odstavci budeme automaticky predpokladat, ze funkce f(x) je spojitd a ma
tolik spojitych derivaci, kolik je jich v dané situaci zapotiebi.

Newtonova metoda a jeji modifikace. Pro n = 1 lze Newtonovu metodu odvodit také
z Taylorova rozvoje

0= f(2") = fax) + (1) (2" — xp) + chyba = f(zy) + f'(zx)(x" — 1)
tak, ze ptibliznou rovnost nahradime rovnosti a misto x* piSeme .1, tj. poc¢itame
) (@ne — ) = —fla),  k=0,1,....

Podobné lze pomoci Taylorovy formule v n dimenzich odvodit Newtonovu metodu pro
soustavu (5.10),

f/(Xk;)(Xk;—f—l - Xk) = —f(Xk) s (511)
kde f'(x) je Jacobiho matice funkce f(x), tj.

0f(x) 9f () 9f1(x)

0x1 oxy Oz,
Af2(x)  0fa(x) df2(x)

f'(x) = 0z dry  Oxy,

Ofn(x)  Ofn(x) Ofn(x)
0x1 oxy Oz,
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Vypocet organizujeme tak, ze nejdiive vyresime soustavu linedrnich rovnic
f'(x;,) dp = —f(x) a pak uréime xpi1 = x; +dyg. (5.12)

Kdyz je matice f'(x;) reguldrni, muzeme linedrni soustavu rovnic vyfesit metodami po-
psanymi v kapitole 2 (je-li f'(x;) singularni, je tfeba metodu vhodné modifikovat, popf.
vypocet jako netspésny ukonéit). Pro velké n a tidkou matici f'(x) lze efektivné pouzit
iteraéni metody (x je dobré pocatecni aproximace, navic xx,1 neni tieba pocitat piilis
ptesné, nebot je to jen mezivysledek na cesté k nalezeni x*).

Newtonova metoda konverguje, pokud je pocatecni aproximace xq dostateéné blizko
kotene x*. Rychlost konvergence je kvadraticka, tj. existuje okoli O(x*) bodu x* a kon-
stanta C' takové, ze

e — x| < Cllxe— x| ¥x € O(x7).
Pro ukonceni iteraci pouzijeme nékteré ze stop kriterii
et —xull <&, [xeer = xell < ellxill mebo |G < <, (5.13)

kde ¢ je zadand presnost. Tato kritéria jsou obecné pouzitelna také pro dalsi metody,
které si v této kapitole uvedeme.

V kazdém kroku Newtonovy metody je tfeba Fesit soustavu linedarnich rovnic (5.11), coz
pro velké n predstavuje znacny objem vypoctu. Navic je tteba v kazdém kroku vypocitat
n? slozek 0 f;(xx,)/0z; matice f'(x;). To muze byt také velmi obtizné v piipadé, ze parcialn{
derivace nejsou urceny jednoduchymi vzorci. Proto se nékdy postupuje tak, ze se f'(xy)
prepocitava jen obcas, napi. kazdych m kroku, tj. x;,1 pocitame podle

f'(xp) (g1 — xx) = —f(xx), k=p,p+1,....,p4+m—-1, p=0,m,2m,....

V takovém piipadé je tcelné rozlozit matici f'(x,) pomoci LU rozkladu na soucin dolni
trojihelnikové matice L, a horni trojihelnikové matice U,

f'(x,) = L,U,.

Tato nérocna operace se provede jen pro k = 0,m,2m, .... Aproximaci x;,; pak dosta-
neme TeSenim dvou soustav linedrnich rovnic s trojihelnikovymi maticemi,

Ly = —f(x;), U,d; =y, Xp1 = X +dy .

Pro k ¢ {0,m,2m, ...} tedy provadime jen laciné zpétné chody. V propracovanych algo-
ritmech se prepocet Jacobiho matice nevoli staticky, tj. kazdych m kroku, ale dynamicky;,
tj. prop =0 < p; < py < ..., ato podle rychlosti poklesu ||f(xg)|.

Parcidlni derivace v Jacobiho matici f'(x) se ¢asto aproximuji pomoci diferen¢nich
podilq,

dfi(x)
&cj

fl'(lll'l, .. .,.Tj + h], .. .,.I'n) — fz(X)
h; ’
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kde h; # 0 jsou vhodné zvolené parametry, h = (hy, ha, ..., h,)T. Pro malé h; > 0 je
A;j(x,h) standardni aproximace 0f;(x)/dz; dopfednou diferenci. Matice A(x, h) s prvky
A;;(x,h) je aproximaci Jacobiho matice f'(x). Kdyz tedy v (5.11) nahradime f’(xj) po-
moci A(xy, h), dostaneme diskretizovanou Newtonovu metodu

A(Xk, hk)(Xk+1 - Xk) = —f(Xk) . (514)
)

Zobecnenou metodu secen dostaneme, kdyz za j-tou slozku hg-k vektoru hy dosadime

B _ k1) ()
J J J
Steffensenovu metodu obdrzime, kdyz polozime hg-k) = fj(xx) (pro n = 1 je pak rovnice

(pron = 1 je pak rovnice (5.14) totozna s predpisem (5.7)) a zobecnénou

(5.14) totozna s predpisem(5.9)). Rad konvergence obou metod je stejny jako v jedné
dimenzi, tj. 1,618 pro metodu sec¢en a 2 pro Steffensenovu metodu. Metoda secen potiebuje
dvé dostatecné dobré pocatecni aproximace Xy a Xj.

Priklad 5.8. Newtonovou metodou uréime kofeny soustavy rovnic
flay)=2"—ay* = 1=0,
g(z.y) =y’ — 22"y +2=0.

Podle (5.12) uréime xj,1 = (Tpa1, Yry1)! takto:

(s ) () = () () = (etie)

Soustavu rovnic je vyhodné vyfesit pomoci Crammerova pravidla, tj.

kde
D:fxgy_fygxa D:v:fgy_fyga Dy:fzg_fgza

pricemz hodnoty vsech funkei se pocitaji v bodé [xy, yx].

Z obréazku 5.6 zjistime, Ze soustava ma celkem tii kofeny. Vybereme si tieba ten, ktery
lezi ve ¢tverci Q = {[z,y]| —2 <z < —1,1 < y < 2}, a jako pocatecni aproximaci
zvolime xy = —1, yp = 1. Vypocet ukoncime, kdyz

1€ (%p11) oo = max{|f (@rs1, er1)|; [9(Trr1, yrsn) |} < 107°.

Vypocet je zaznamendn v nésledujici tabulce (fx a g oznacuje hodnotu v bodé [z, yi]).

T, Yk I Ik Ty — " Y —Y*
—1 1 —1 1 0,394069 —0,631182
—-1,5 2 1,625 1 —0,105931 0,368818

—1,379562 1,673966  0,240186  0,318968  0,014507  0,042784
—1,392137 1,629879  0,000193  0,012219  0,001932 —0,001303
—1,394072 1,631182 —0,000005 —0,000018 —0,000002  0,000000
—1,394069 1,631182 —0,000000 —0,000000  0,000000  0,000000

TG W N = O
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Obr. 5.6: Soustava dvou nelinearnich rovnic

Vsimnéte si, ze v blizkosti kotene je konvergence velmi rychla. Pfesné feseni jsme aproxi-
movali pomoci x5. x5 = —1,39407 a y5 = 1,63118 maji vSechny cifry platné. U

Zvyseni spolehlivosti metod Newtonova typu. Newtonova metoda a jeji varianty
nemuseji konvergovat, kdyz startujeme daleko od kotene. Je vSak mozné piijmout jista
opatteni, ktera oblast konvergence téchto metod podstatné rozsiti.

Nejjednodussi je pouzit tlumenou Newtonovu metodu, ve které se Newtonuv (nebo
aproximovany Newtonuv) krok d; pocitd jako obvykle, ale pak se jako dalsi aproximace
bere x;11 = X + A\pdg, kde Ap je ¢iselny parametr. Daleko od kotfene byva krok dy
nespolehlivy, mnohdy pfilis velky, a tak se muzeme pokusit vybrat A\ tak, aby x,.1 byla
lepsi aproximace x* nez xi. Jednim ze zpusobu, jak toho dosdhnout, je sledovat ||f(xy)]l2
a zajistit, aby v kazdé iteraci délka vektoru f(xj;) dostatecné poklesla. Parametr Ay je
také mozné urcit minimalizaci funkce ¢(\) = |[f(xx + Adg)|]2 (minimalizaci se vénuje
nasledujici kapitola). At uz parametr \; volime jakkoliv, v blizkosti kofene vzdy staci
brat Ay = 1 a dosdhnout tak fadu konvergence netlumené metody.
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Ponékud komplikovanéjsi, avsak mnohem spolehlivéjsi, je Newtonova metoda s lokdlné
omezenym krokem, ve které x,,1 = X + d; a krok d; dostaneme minimalizaci funkce
o(d) = [|f(xg) + '(xx)d]|2 na oblasti ||d||s < Ak, kde Ay je vhodné voleny parametr. Pro
¢(dy) = 0 dostaneme standardni Newtonovu metodu (5.12).

Podrobnéjsi (a mnohé dalsi) informace k tomuto tématu ¢tenar najde ve specializované
literatute, napf. v [16].

Metoda prosté iterace. V mnoha vyznamnych aplikacich se tesi nelinedrni soustava
x = a+ hp(x), (5.15)

kde a je ¢iselny vektor a h je malé kladné éislo. Polozime-li f(x) = x — a — hep(x),
muzeme soustavu f(x) = o vyfesit Newtonovou metodou nebo nékterou z jejich modifi-
kaci. V piipadé ulohy (5.15) se vSak piimo nabizi jiny, velmi jednoduchy postup, ktery si
ted popiSeme. Oznacime-li g(x) = a + he(x), dostdvame tlohu

urcit x* splnujici x" =g(x"). (5.16)

Bod x* se nazyva pevny bod zobrazeni g(x).
Ulohu (5.16) se pokusime vyfTesit metodou prosté iterace: zvolime pocateéni aproximaci
Xy a pocitame

Xk+1 = g(Xk) s k= O, 1, ce (517)

a doufame, ze takto generovana posloupnost postupniych aproximaci x; konverguje k x*.
Postacujici podminky konvergence udava nasledujici

Véta (O konvergenci metody prosté iterace). Necht Q0 je uzaviend oblast, ve které md
funkce g spojité pruni parcidlni derivace a splnuge tyto dvé podminky:

() g(x) € Q Vx €,

B  lg®|<g<1l VvxeQ. (5.18)

Pak v Q existuje jedinyg pevny bod x* zobrazeni g a posloupnost postupnich aproximaci
ziskand predpisem (5.17) k nému konverguje pro libovolnou pocdteéni aproximaci X € Q.
Pritom

et — 71| < qllxi —x°).
t5. rychlost obecné jen linedrni konvergence zdavisi na q. O

Vratme se zpét k tloze (5.15). Kdyz méd funkce ¢(x) v okoli kofene x* ohranicené
parcialni derivace, pak pro dostatecné malé h a pro xy dosti blizké k x* posloupnost
postupnych aproximaci

Xk+1:a—|—hgo(xk), k?:O,l,

konverguje k x*. (Snadno se ovéii, ze v tom piipadé lze aplikovat predchozi vétu, kdyz
zvolime O(x*) = {x | ||x — x*|| < 0}, kde 6 > 0 je dostatecné malé ¢islo.)
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Priklad 5.9. Metodou prosté iterace urcime feseni soustavy rovnic
r=0,2+0,1(—zy* + 32),
y=06+0,1(—2"y’ — 2y)

v oblasti Q = {[z,y]| 0 < 2z < 1,0 <y < 1]}. Nejdiive ovéiime, ze funkce
g1(z,y) =02+ 0,1(—zy* + 32) , g2(z,y) = 0,6 +0,1(—2%y* — 2y)

spliuji podminky (5.18).

Protoze pro [z,y| € Q plati
0<0240,1(—zy*+3z) <1, 0<0,6+0,1(—2%*—2y) <1,

tj. [91(z, ), g2(z,y)] € 2, podminka a) je splnéna.
Abychom ovérili podminku b), vyjadiime si Jacobiho matici

dgi(z,y) Og(z,y) )
/ Oz Ay —0,1y* 4+ 0,3 —0,2zy
g'(x) = =
9g2(x,y)  Oga(x,y) —0,2z13 —0,32%y> — 0,2
ox y
a odhadneme napf. v || - [|s normeé

18" (%) ]| = max{| — 0,1y* + 0,3| + | — 0,22yl ; | — 0,2zy°| + | — 0,32°y* — 0,2|} .
Ziejmeé
18" (X)]]oo < max{0,3+0,2;0,2+ 0,5} =0,7 pro x = [z,y] € Q,

takze podminka b) je splnéna pro ¢ = 0,7.
Vypocet zahdjime tieba z pocatecni aproximace xyo = yg = 0 a pro ukonceni iteraci
pouzijeme stop kritérium
k1 = Xilloo = max{| 21 — zal 5 [yrsr — yl} < 107°.

Vypocet je zaznamenan v nasledujici tabulce.

k T, Yk Tk — The1 Yk — Y1 xp — ¥ Y —Y*
010 0 —0,275892 —0,499211
1102 0,6 0,2 0,6 —0,075892 0,100789
2 | 0,252800 0,479136 0,052800 —0,120864 —0,023092 —0,020075
31 0,270036 0,503470 0,017236 0,024334 —0,005856 0,004259
8 | 0,275882 0,499209 0,000025 —0,000009 —0,000010 —0,000001
9 1 0,275889 0,499211 0,000007 0,000002 —0,000003 0,000000

Ptesné teseni jsme aproximovali pomoci X15. 9 = 0,27589 a yg = 0,49921 maji vSechny
cifry platné. U

Poznamka. Kdyz g(x) = Tx + c je linedrni funkce, pak g'(x) = T. Pokud || T| < 1,
pak jsou postacujici podminky (5.18) splnény pro kazdé x, takze x; — x* pro libovolnou
pocatecni aproximaci xg. Tento vysledek jsme dokazali v kapitole 2, viz (2.27).
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5.4. Cviceni

5.1. K jakému c¢islu konverguje posloupnost iteraci, definovana takto

. 1 +1
xo =1, T4t = gkt

Zduvodnéte konvergenci!

[klim x) = /2, iteraéni piedpis je Newtonova metoda pro rovnici 22 — 2 = 0.]
—00

5.2. Metodou secen a te¢en spoctéte feseni dile uvedenych rovnic na 6 platnych desetinnych cifer pfesné.
Porovnejte pocet iteraci nutnych k dosazeni pozadované presnosti. (a) x —e™* = 0, ¢ = 0,5, 21 = 0,6;
(b) & —cosz =0, xg = 0,5, 21 = 0,6; (c) 2° +42% — 10 = 0, 79 = 1,5, 71 = 1,6. (21 pouZijte jen v metodeé
secen.)

[ (a) 0,567143 (b) 0,739085 (c) 1,365230.]

5.3. (a) Naprogramujte hledédn{ znaménkové zmeény. Vstupem je funkce f(z), interval (a,b) a pfirozené
¢islo n. Program rozdéli interval {(a,b) na n stejnych dilka. V délicich bodech z;, i = 0,1,...,n, spocte
f(z;) a vréti seznam subintervalt (zx, Tx+1), v nichz plati f(zx) f(zr+1) < 0.

(b) Naprogramujte metodu pulen{ intervalu. Vstupem bude funkce f(x), interval {(a,b) a pozadovand
délka d = |by — ak| vysledného intervalu (ag, bg).

(c) Propojte (a) s (b); dostanete nastroj pro hledéni kvalitnich po¢atecnich aproximaci.

(d) Naprogramujte metodu secen a tecen véetné testovani pozadované presnosti e. Poc¢dteén{ aproximaci
uréete pomoci (c) jako xzg = (a + bg)/2.

() = 23 + 52% — 10, (a,b) = (-5,3),n=5,d =0,1,e = 10767
(z) = 25 + 22% — 23 — 222 + 0,1, {a,b) = (-3,3), n =5,d = 0,1, e = 10797
() = 2° +22* — 2% — 222 + 0,1, (a,b) = (=3,3), n =10, d = 0,1, ¢ = 1072

(a) Najde vSechny kofeny xj = —4,507903, x5 = —1,755640, x5 = 1,263543;

(b) najde jen kofeny x7 = —2,008176, x5 = —0,945472, x% = 0,982479;

(c) najde vsechny kofeny 7 = —2,008176, x5 = —0,945472, 25 = 0, 982479,
zh = —0,246397, % = 0,217566.]

5.5. Ovéite, ze Newtonova metoda pro f(z) = (x — 1)? konverguje k * = 1 jen linedrné.

[h1 — 1= g(z —1).]

5.6. Hledejte kofen rovnice f(x) := 22 + Inz — 10/x = 0 na intervalu I = (1,4) metodou prosté iterace.
Zkoumejte na poéitaéi konvergenci pro iteraéni funkce (a) g(z) = e1%/2=2" (b) g(z) = 10/(2? + Inz),

(¢) g(z) = /10/z — Inz, (d) g(x) = V10 — alnz. Pocatecni iteraci zg zvolte vzdy ve stfedu intervalu,

tj. o = 2,5. Oveite, ze f(z) =0 <= x = g(z) a odhadnéte ¢ = max |¢'(z)|. Jsou vysledky v souladu
zTE

s vétou o konvergenci?
[(a) nekonverguje, ¢ = 9,72 - 10%; (b) nekonverguje, ¢ = 30; (c) konverguje, ¢ = 1,74; (d) konverguje
rychleji, ¢ = 0,57.]
5.7. Newtonovou metodou feste soustavy rovnic na 6 desetinnych cifer pfesné.

2cos(zy) =1 2cos(xy) —sinz = 0 © iy — e = -2

c

2sin(z +y) =1 2xsiny — 3ysinx = —1 In(z+1)y—y*/z= 0

Jako starovaci hodnoty pouzijte (a) o = 2,5, yo = 0,25; (b) 20 =1, yo=1; (¢) zo =1, yo = 1.
Blizkost kofene ovéite graficky.

[(a) 2* = 2,125254, y* = 0,492740; (b) * = 1,023402, y* = 1,103856; (c) * = 1,256558, y* = 1,022638.]
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6. Optimalizace

Optimalizac¢ni dlohy se zabyvaji vybérem nejlepsich feseni z dané mnoziny moznych
feSeni. Matematicky muzeme optimalizacni tlohu formulovat jako nalezeni prvku x* € M
takového, ze pro libovolny prvek x € M plati

f(x*) < f(x) Vx e M, (6.1)

kde f : M + R je minimalizovana (nékdy se také iikd ucelovd nebo cilovd nebo kriteridlni)
funkce a M je mnozina pripustnych reseni. Jestlize pripustnym feSenim muze byt kazdy
bod x = (x1,%s,...,7,)" n-rozmérného Euklidova prostoru R”, tj. M = R", hovoiime
o nepodminéné optimalizaci. O funkei f budeme predpokladat, ze je spojité (piipadné i se
svymi prvnimi a dalsimi derivacemi).

Optimalizacni uloha (6.1) se nazyva dlohou globdlni optimalizace. My se v této kapitole
omezime na jednodussi ulohu lokdlni optimalizace spocivajici v nalezeni lokdlniho minima,
tj. prvku x* € M takového, ze plati

f(x) < f(x)  YxeMNOox), (6.2)

kde O(x*) je néjaké okoli bodu x*.

Podrobnéji si vSimneme dvou specialnich tloh: v odstavci 6.1 se sezndmime s metodami
pro minimalizaci funkce jedné proménné na intervalu (a,b) a v odstavci 6.2 se budeme
vénovat metodam nepodminéné minimalizace funkce vice proménnych.

Poznamka. Urcéeni maxima funkce ¢g(x) muzeme prevést na ulohu uréeni minima funkce

f(x) = —g(x). O

6.1. Jednorozmérna minimalizace

V tomto odstavci uvedeme metody pro priblizné urceni bodu z* lokalnitho minima
funkce f(x) na intervalu (a,b). Jestlize je funkce f na intervalu (a,b) unimoddlni, tj.
kdyz mé v intervalu (a, b) jediné minimum, pak ho (déle uvedenymi metodami ptiblizné)
najdeme. Pokud vsak mé funkce f na intervalu (a, b) vice lokdlnich minim, najdeme jedno
z nich.

Intervalovou bisekei pouzit nemuzeme: i kdyz zname f(a), f(b) a f((a + b)/2), ne-
dokézeme rozhodnout, ve které poloviné intervalu (a,b) minimum lezi.

Pouzit 1ze intervalovou trisekci. Necht h = (b—a)/3, takze u =a+h av =b— h délf
interval na tii stejné casti. Predpoklddejme, ze f(u) < f(v). Pak minimum jisté lezi vlevo
od v, takze b nahradime pomoci v. Tim se délka intervalu (obsahujictho minimum) zkréati
na dvé tietiny své puvodni délky. Bod u se vSak stane stfedem nového intervalu a nebude
proto v dalsim kroku vyuzitelny. Funkci f tedy musime vyhodnocovat v kazdém kroku
dvakrat. To je neefektivni.

Metoda zlatého Fezu je zaloZena na Sikovnéjsim vybéru délicich bodu u a v. Necht
h = o(b — a), kde ¢ je ¢islo o néco vétsi nez 1/3, jehoz presnou hodnotu teprve uréime.
Pak body u =a+ h a v =">b— h déli interval (a, b) na t¥i nestejné ¢asti. V prvnim kroku
vyhodnotime f(u) a f(v). Pfedpokladejme, ze f(u) < f(v). Pak vime, ze minimum je
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mezi a a v. Nahradime b pomoci v a proces opakujeme. Kdyz zvolime spravnou hodnotu
0, bod u bude ve spravné pozici pouzitelné v ptistim kroku. Po prvnim kroku se tak
funkce f bude vyhodnocovat v kazdém kroku uz jen jednou.

Jak tedy zvolit o7 Tak, aby bod u hral v redukovaném intervalu (a, v) stejnou roli jako
bod v v puvodnim intervalu (a,b), tj. aby pomeér délky intervalu (a,u) k délce intervalu
(a,v) byl stejny jako pomeér délky intervalu (a,v) k délce intervalu (a,b),

u—a v—a o l—p

= — —
v—a b—a 1—0p 1

— 0*—30+1=0.
Vyhovujici feseni je

0=03-V5)/2~0382, kde 7=1-p=(V5-1)/2~0,618
je ¢islo znamé jako pomer zlatého rezu.

a u \% b

p(b-a) p(b-a)
(1-p)(b-a) (1-p)(b-a)

Obr. 6.1: Zlaty fez

Poznamka (O zlatém fezu). Rikdme, ze bod délf interval v poméru zlatého fezu, kdyz
dva nové vzniklé subintervaly maji tuto vlastnost: pomér délky kratsiho subintervalu
k délce delsiho subintervalu je stejny jako pomér délky delsiho subintervalu k délce celého
intervalu. Z vyse uvedené konstrukce je zrejmé, ze bod u (ale také bod v) déli interval
(a,b) v poméru zlatého fezu.

Pripomenme si, ze s ¢islem 7 jsme se setkali jiz v kapitole 5.2, kde jsme uvedli, ze
rychlost konvergence metody secen p =14 7 = 1,618. 0

Zatim jsme predpokladali, ze f(u) < f(v). V opaéném piipadeé, tj. kdyz f(u) > f(v),
lezi minimum v intervalu (u, b), takze @ nahradime pomoci u. Snadno ovéfime, ze v re-
dukovaném intervalu (u,b) bude mit v stejnou roli jako mélo u v puvodnim intervalu
(a,b), takze hodnotu funkce f na redukovaném intervalu opét staci pocitat jen jednou.

Délka redukovaného intervalu je 7-krat mensi nez délka puvodniho intervalu. Z vycho-
ztho intervalu({ag, by) = (a,b) tak postupné sestrojime intervaly (aj,b1) D (as,bs) D ...,
které obsahuji minimum a jejichz délka je v kazdém kroku redukovana faktorem 7. Na
vychozim intervalu (ag, by) uréime uy = a + o(b — a), v9o = b — p(b — a) a vypocteme
f(uo), f(vo). Interval (aryi1,bps1), kK = 0,1,..., dostaneme pomoci ay, by, ug, vy a jiz
diive vypoctenych hodnot f(ug), f(vg) takto:

1) kdyz f(ux) < f(vg), pak
Apy1 = Ak,  bpy1 7= Vg, Vg1 1= Up, Uggl i= Qg1+ Opy1 — Uppa
a vypocteme f(ugi1);
2) v opacéném piipade, tj. kdyz f(ug) > f(vx), provedeme

Apy1 = Uk, bpy1:=0p, Upg1 = Vg, Vkg1 = Qg1+ bpy1 — Uppr
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a vypocteme f(vgi1).

u

o

a b

k k k
k+1 k+1

Po k krocich lezi minimum v intervalu I := (ay, bx) délky
|Il€| = bk} - ak; - T(bk_l — a’k‘—l) — ...

Stied 2. intervalu (ay, by) aproximuje minimum x* s chybou

|

Obr. 6.2: Metoda zlatého fezu

21 — 2% < 2(bp — ap) = 275(bo — o) -

Pro k — oo ziejmé |Ix| — 0 a x5 — x*.

Konvergence metody zlatého fezu je pomérné pomala. Proto je v blizkosti minima
ucelné prejit na rychleji konvergentni metodu. Jednou z moznosti je metoda kvadratické
interpolace, s niz se také seznamime. Predtim ale

= Tk(b() — ao) .

k+1

o4

k+1

(6.3)

Piiklad 6.1. Metodou zlatého fezu uréfime minimum funkce f(z) = 2% — 323 +2+7. Jako
pocdtecni zvolime interval (ag,by) = (1,3). Vypocet provedeme s piesnosti e = 1073, tj.
kdyz by, —ay < 2, polozime xy 1 = (ax+by)/2. Vypocet je zaznamenén v nasledujici tabul-
ce. Podtrzenim jsou vyznaceny ty vnitini body, v nichz se poc¢ita hodnota ticelové funkce.

k| ag ug, v by f(ur) f(vr)
0| 1,0000 1,7639 2,2361 3,0000 1,979900 > 0,695048
11 1,7639 2,2361 2,5279 3,0000 0,695048 < 1,901312
2| 1,7639 2,0557 2,2361 2,5279 0,852324 > 0,695048
3| 2,0057 2,2361 2,3475 2,5279 0,695048 < 0,906510
4 | 2,0057 2,1672 2,2361 2,3475 0,690296 < 0,695048
o | 2,0657 2,1246 2,1672 2,2361 0,729249 > 0,690296
14 ] 2,1973 2,1982 2,1988 2,1997 0,681572 < 0,681575
15 ] 2,1973 2,1988

Pozadovand ptesnost je dosazena pro k = 15, takze (po zaokrouhleni na 3 desetinné cifry)
x16 = 2,198. Hodnota tucelové funkce se pocita celkem 16-krat. Protoze presna hodnota
x* = 2,198266, ma x5 := 2,198 vSechny cifry platné. ([l
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Metoda kvadratické interpolace. Piedpokladejme, ze minimum lezi v intervalu (ag, by),
a ze v néjakém jeho vnitinim bodé ¢, hodnota funkce f neptesdhne hodnoty f(ax), f(bx)
v krajnich bodech ay, by, tj. ze

pro ax < ¢, < by plati  f(cx) < min{f(ag); f(bx)}. (6.4)

Body [ak, f(ax)], [ck, f(ck)] a [bk, f(bx)] prolozime parabolu Py(x) (kvadraticky inter-
polacéni polynom) a bod zy,; jejiho minima povazujeme za dalsi aproximaci z*. Vzorec
pro vypocet xjq dostaneme feSenim linedrni rovnice Py(zg.1) = 0. D4 se ukdzat, ze

et = — 1 (ex — ar)?[fer) — f(br)] — (ex — be)?[f(cx) — f(ar)] . (6.5)

2 (ox — a)[f(ex) = f(Or)] — (cr — bi)[f(cx) — f(ar)]
Z (6.4) plyne, ze 511 € (ag, bg). Kdyz ndhodou xy1 = ¢y, vlozime do x4 jiny vnitini bod
intervalu (ay, b). S timto slabym mistem metody kvadratické interpolace (a s dalsimi, zde
nezminénymi nedostatky) se ispésné vyrovnavé Brentova metoda. Struc¢nd zminka o nf
je uvedena v nasledujicim textu.
Z bodu ay, by, cx a xR pak vybereme novy interval (ajyq,bry1) obsahujici mini-

mum a bod ¢41 spliujici podminku (6.4), tentokrat pro index k + 1. Postupujeme podle
nasledujicich pravidel:

A mp <caoa f(opp) < fla) = g1 = @y G = Tpg1, bpgr = Gy

B: mpi<ea a f(wrer) > fler) = Grg1 = Trp1, Chp1 = Cr, brga = by,

C: o <mppr a fla) < f(@ht1) = Qg1 = g, Chp1 = Chy Dyt = Ty,

D: o <app1r a fler) > f(Tr41) = o1 = Gy Gyt = Tig1, i1 = i
A B

o ___
o
o
)

K Xa1 K K K

X1

o
jogs B

k k
ak+1 Ck+1 bk+1 ak+1 Ck+1 bk+J
C
L I | L I |
I 1 1 1 I 1 1
3 Cy k1 Pk & Cy X1 By
ak+1 Ck+1 bk+1 k+1 Ck+1 bk+J

Obr. 6.3: Metoda kvadratické interpolace

Vypocet ukonéime a xp,; povazujeme za dostatecné dobrou aproximaci minima x*,
kdyz je splnéno nékteré ze stop kriterii

[Trr —wk| < €, |ppr — x| <elzi], [f(r) = forpn)| < e, [f(@n) = f(mrgr)| < elf(me)],
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kde ¢ je predepsand tolerance.

Vypocet xxy1, k=0,1,..., vyzaduje k + 3 vyhodnoceni ucelové funkce: f(ag), f(co),
f(bo) a déle f(x;),i=1,2,... k.

Pokud metoda kvadratické interpolace konverguje, pak je rychlost jeji konvergence
superlinedrni Fadu p =~ 1,324, viz [7].
Piiklad 6.2. Minimum funkee f(z) = z* —32® + 2+ 7 uréime metodou kvadratické inter-
polace. Vypocet ukonéime, kdyz |zx1 — 2x| < 107°. Vypocet je zaznamendn v nasledujici
tabulce. V poslednim sloupci je uvedeno, ktery z piipadu A,B,C,D nastavd, a podtrzenim

ap =2,000000 ;= 2204918 < ¢ =2,500000 by =3,000000 f(z1) < flcp) => A
a; =2,000000 z5=2,180689 < ¢ =2,204918 by =2,500000 f(z2) > f(c1) => B
as =2,180689 w3 =2,197322 < cy =2,204918 by =2,500000 f(z3) < flco) => A
az =2,180689 3 =2,197322 < a4 =2,198232 b3 =2,204918 f(c3) > f(z4) = D
ag=2,197322 ¢4 =2,198232 < a5 =2198264 by =2,204918 f(cs) > f(x5) = D
a5 =2,198232 5 =2,198264 < g =2,198265 b5 = 2,204918

jsou (postupné zleva doprava) vyznaceny body ayy1 < cxr1 < bgr1. Z tabulky je zfejmé, Ze
pozadovana presnost byla dosazena pro zg = 2,19827 (vSechny cifry jsou platné). Hodnota
ucelové funkce se pocitala celkem 8-krat. U

Brentova metoda je kombinovana metoda, ktera v sobé spojuje spolehlivost metody
zlatého Tezu a rychlou konvergenci metody kvadratické interpolace. Popis Brentovy me-
tody lze najit napf. v [18], viz funkce brent, nebo v [15], viz funkce fmintx. Brentuv algo-
ritmus je také zdkladem funkce fminbnd pro jednorozmérnou minimalizaci v MATLABu.

6.2. Minimalizace funkce vice proménnych

Nelderova-Meadova metoda znama také jako metoda simplext je popularni metoda
nepouzivajici derivace ucelové funkce. Patii mezi tzv. komparativni metody, coz jsou me-
tody, které hledaji minimum ucelové funkce f porovnavanim jejich hodnot v urc¢itych vy-
branych bodech prostoru R". V ptipadé metody simplexi jsou vybranymi body
vrcholy simplexu (pro n = 2 trojuhelnika, pro n = 3 ¢tyfsténu).

Hlavni myslenka jednoho kroku metody je jednoduché: mezi vrcholy xq, X1, . . ., X, sim-
plexu vybereme nejhorsi vrchol x,, (v anglictiné worst), v némz tcelova funkce nabyva
nejveétsi hodnotu, a nahradime ho lepsim vrcholem X, v némz je hodnota tcelové funkce
mensi.

Vrchol x hleddme na polopiimce, ktera vychazi z nejhorsiho vrcholu x,, a prochazi
ten z vrcholu xg, X1, ...,X,, v némz ucelova funkce nabyva nejmensi hodnotu.

Prvni pokus, jak vybrat X, oznacujeme jako reflezi: bod x, = X + (X — x,,), je obraz
bodu x,, ve sttedové soumérnosti se stiedem x. Kdyz je f(x,) < f(xp), pak to znamen4, ze
pokles hodnot na polopiimce x,,X je zna¢ny, a proto zkusime postoupit po této polopiimce
jeste dal, do bodu x, = X+ 2(X —x,,). Vybér bodu x, byva oznacovan jako expanze. Kdyz
f(xe) < f(xp), pak x = x,, tj. nejhorsi vrchol x,, nahradime bodem x..
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Jestlize f(x.) > f(xp), zkusime pouzit alesponn bod x,. Podminkou pro jeho zafazeni
do simplexu je splnéni podminky f(x,) < f(x,) pro néktery vrchol x, jiny nez nejhorsi,
tj. pro X, # X,, (index g pfipomina anglické slivko good). Pokud takova podminka plati,
bereme x = x,. misto puvodniho x,,.

0)
1
2)
3)
4)
5)

BENO]

Obr. 6.4: Nelderova-Meadova metoda: 0) origindlni trojihelnik, 1) expanze, 2) reflexe, 3) vnéjsi
kontrakce, 4) vnitini kontrakce, 5) redukce

Kdyz nevyhovuje x. ani x,., zkusime najit bod X na tusecce s koncovymi body x,,, x,
tak, aby f(X) < min{f(x,); f(x,)}. Konkrétné postupujeme takto:

a) pokud f(x,) < f(xy), zkusime bod X.. = (X + x,) (lezf blize k bodu x,),
a kdyz f(xe) < f(x,), pak X = x,, takze provedeme x,, := X.

b) jestlize f(x,) > f(xuw), zkusime bod x,; = 3(X + x,) (lez{ blize k bodu x,),
a pokud f(x.) < f(Xw), pak X = X, tj. provedeme X,, := X;.

Vybér bodu x. resp. x. oznacujeme jako kontrakci (v dolnim indexu: pismeno ¢
pripomind anglické slovo contraction, pismeno e anglické slovo external (x. lezi vné
puvodniho simplexu) a pismeno ¢ pfipomind anglické slovo internal (x.; lezi uvnit puvodniho
simplexu)).

Kdyz nevyhovuje x., X,, X, ani X, usoudime, ze vrchol x,, v némz ucelova funkce
nabyva své nejmensi hodnoty, je blizko minima. Proto provedeme redukci simplexu: vrchol
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x;, v simplexu zustane a zbyvajici vrcholy x; se posunou do stiedu tsecek x,x;. Simplex
se tedy stahne k nejlepsimu vrcholu x,.

Transformaci simplezu, predstavujici jeden krok Nelderovy-Meadovy metody, popiSeme
v péti bodech takto:

1) expanze : f(x,) < f(xp) anavic f(x.) < f(xp) = Xy =X,

2) reflexe : f(x,;) < f(x,4) pro néjaky vrchol x4 # x,, = X, =X,
3) vngjsi kontrakee :  f(x,) < f(xy) a navic f(xe) < f(x,) = Xyp = Xee
4) vnitini kontrakce :  f(x,) > f(Xy) a navic f(xq) < f(Xw) = Xy =X
5) redukee : X; 1= %(xb + x;) pro vSechna x; # x;

Body 1 az 5 prochazime postupné shora dolu. Kdyz néktera z podminek v bodech
1 az 4 neni splnéna, pirejdeme na nasledujici bod. Kdyz splnéna je, provedeme nahradu
x,, podle piikazu za Sipkou a transformace je hotova. Neni-li splnéna podminka v zadném
z bodu 1 az 4, provedeme redukci podle bodu 5.

Na zacatku vypoctu je dana pocatecni aproximace Xg = (x(lo), ZL‘(20), e xﬁlo))T a malé
¢islo 6. Dalsi vrcholy x; startovaciho simplexu odvodime z vrcholu xq tak, ze k jeho i-té
slozce xﬁo) pricteme ¢islo 0, tj. x; = (x§°>, e ,:EEO) +9,... ,x%o))T, 1=1,2,...,n.

Simplex opakované transformujeme. Vypocet ukonc¢ime a vrchol x, povazujeme za
dostatecné dobrou aproximaci minima x*, pokud jsou vrcholy simplexu navzajem dosti
blizko a funkéni hodnoty v nich se malo lisi, tj. kdyz pro zadané tolerance e, g5 plati

|x; — %p|| < &1 asoucasné |f(x;) — f(xp)| < ez pro kazdy vrchol x; # x,.  (6.6)

Nelderova-Meadova metoda je heuristickd metoda (heuristicky nebo-li objevovaci je
takovy postup, ktery je zalozen nejenom na logickém uvazovani a zkuSenostech, ale také
na pozorovani a experimentovani). Metoda je vhodna pro minimalizaci funkci mensiho
poctu proménnych, feknéme pro n < 10. Prestoze o konvergenci metody je toho znamo
jen velmi maélo, praxe hovofi v jeji prospéch: metoda je az prekvapivé uspésna. Proto
je povazovana za metodu spolehlivou nebo-li robustni. Podstatnou nevyhodou metody
je to, ze je pomald, zejména v blizkosti minima. Dalsi minus ptredstavuje velky objem
vypoctu. Presto nejde o mrtvou metodu, coz je zfejmé napi. z toho, ze je implementovana
v MATLABu jako funkce fminsearch.

Piiklad 6.3. Funkce f(z,y) = 70 [(x —2)* + (z —2y)?] nabyvd minima pro z* = 2, y* = 1.
Vypocet provedeme metodou Neldera-Meada, v niz zvolime xo = (2,1;0,7)T a § = 0,1.
Vypoéty jsou provadény presné, do tabulky 6.1 vsak (kvuli dspofe mista) zapisujeme
hodnoty zaokrouhlené na dvé desetinnd mista. Pro kazdy bod zapisujeme ve sloupci pod
sebou z-ovou soutadnici, y-ovou soutadnici a funkéni hodnotu. V rdmecku uvadime nove
urceny lepsf bod x (a funkéni hodnotu v ném). Pro ey = 107% a e, = 107® vypocet konéi
po 47 krocich a x, = (1,999953;0,999976) . U

Metoda nejvétsiho spadu je zdkladni minimalizacni metoda, kterda pouziva derivace
ucelové funkce. Takové metody se nazyvaji gradientni.

Zacneme tim, ze si vysvétlime obecny princip spddové metody. Predpokladejme tedy,
ze jsme v bodu x; a chceme se dostat blize k minimu. Zvolime smér dg, v némz funkce f
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krok typ X Xg Xp X X, X, Xee Xei

220 210 210 210 200 |190
1 expanze 0,70 0,70 0,80 0,75 080 |0.85
4491 3431 1751 — 11,20 [281

2,10 2,10 1,90 200 |L90] 180
2 reflexe 0,70 080 085 082 095 1,08

3431 1751 281 — | 001] ggg
e 2100 190 1,90 1,90 1,70 1,80
3 kOHtI'JakCe 0’80 0a85 0795 0790 1 ,00 0795
17,51 281 001 - 6,87 0,81
niting L9 180 190 185 1,80 1.83
4| o, 085 095 095 095 105 0,90
2,81 0,81 0,01 — 6,41 0,41

Tab. 6.1: Priklad 6.3

kleséd, a na polopiimce x; + Ady, A > 0, vybereme bod
Xk+1 = Xk + Akdk y (67)

v némz f(Xpy1) < f(xx). Smérovy vektor dy nazyvame spadovy (ve sméru di hodnota
ucelové funkce f pada dolu), odtud spadova metoda. Cislo \; se nazyva parametr délky
kroku (je-1i d, jednotkovy vektor, tj. kdyz ||dg||s = 1, pak A\ = ||Xgr1 — X2 je vzdélenost
bodu x a Xg11, tj. A je délka kroku). )\, dostaneme minimalizaci funkce p(\) = f(xp +
Ady) pro A > 0. Minimum Ag funkce ¢(A) ur¢ime pfiblizné pomoci nékolika malo kroku
vhodné metody jednorozmérné minimalizace (pfesnd minimalizace je zbyteény piepych,
nebot prostiednictvim )\, urcujeme jen mezivysledek xj,; na cesté k minimu x*). Urcent
A tedy vyjadiime zapisem

A = argminp(A), kde @(\) = f(xx + Ady) . (6.8)

A>0

Nyni se vénujme uz vlastni metodé nejvétsiho spadu. Je zndmo, ze funkce f(x) nej-
rychleji klesa ve sméru zaporného gradientu. Oznacime-li tedy gradient jako

) = 700 = (2 0 2T

pak v metodé nejvétsitho spadu volime jako spadovy vektor

Vypocet ukonéime a x;, 1 povazujeme za uspokojivou aproximaci minima x*, kdyz

lg(xk1)l| <€, (6.10)
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Obr. 6.5: Princip spadovych metod

kde ¢ je predepsand tolerance (pfipomenme, ze v minimu g(x*) = o).

V pocétecni fazi vypoctu, kdyz jsme od minima jesté dosti daleko, dochézi obvykle
k pomérné rychlému poklesu hodnot tcelové funkce. Zato v blizkosti minima je konver-
gence pomald, jen linedrni, tj. plati ||xx+1 — x*|| < C||xx — x*||, kde konstanta C je sice
mensi nez jedna, ale ¢asto jen nepatrné.

Cik-cak efekt. Pokud A, vypocteme presné, mé funkce ¢(\) v bodé Ay minimum, a proto

n

0=¢'(\) = Z af(XkH)d(k) - Z dz(kﬂ)dz(k) - _dZHdka
i=1

(2
i=1 0z

tj. smérové vektory diy; a di jsou navzdjem kolmé. Ukazeme si, ze pravé tato vlastnost
muze byt pricinou velmi pomalé konvergence.

Pro jednoduchost predpokladejme, ze minimalizujeme funkci dvou proménnych. V tom
pripadé si muzeme vypomoci jednoduchou predstavou: nachdzime se v terénu a chceme
dlouhlé zahnuté rokle. Metoda nejvétsiho spadu nés nasméruje z pocatecniho stanoviste
xo dolu kolmo k vrstevnici f(x) = f(xo). Sestupujeme tak dlouho, dokud terén klesa.
a sestupujeme znovu dolu (kolmo k vrstevnici f(x) = f(x;)) do dalsiho stanovisté x,
atd. Je ziejmé, ze vzdélenosti mezi jednotlivymi stanovisti se budou postupné zkraco-
vat. V blizkosti minima bude nase putovani pusobit smésné: misto abychom do néj dosli
nékolika malo kroky, budeme se k nému spise plizit nez blizit po trase tvorené ¢im dél

105



tim kratsimi navzajem kolmymi tseky. Tento jev byva oznacovan jako cik-cak efekt. V ta-
kovém extrémnim pifpadé metoda nejvétsiho spadu selhdva, nebot pocet kroki potiebny
k dosazeni pfijatelné aproximace minima je netnosné velky. Obdobna situace nastane
i v ptipadé, kdyz jednorozmérnou minimalizaci provadime jen ptiblizné. 0

0.2

0.15

0.1

0.05

-0.05

-0.1
-0.1 0.1 0.2

Obr. 6.6: Cik-cak efekt

Priklad 6.4. Funkci f(z,y) = 2? + 2y* + xy —  minimalizujeme metodou nejvétsiho
spadu. Jako pocatecéni aproximaci zvolime zy = 1, yo = 2. Podrobné provedeme prvni dva
kroky. Nejdiive ur¢ime

20 +vy—1 —2rx—vy+1
g(x,y):( x+y4y ) a odtud d(x,y):( —x—y4y )

Pro
1 L v 1 -3\

Funkce () je tedy tvaru

©(A) = f(xo+Adg) = (1 —3A)2 +2(2—9N)2 4+ (1 —3M\)(2—9)) — (1 —3)) =
=198\% — 90\ + 10.

Minimalizaci funkce ¢(A) umime provést presné:
d
z podminky ¢'(Ag) = 396)g — 90 = 0 dostaneme \g = 55 takze
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o (1=3-5/22\ 1 (7Y . (0318
'T\2-9-5/22) " 22\~1) " \-0,045 )"

Dalsi krok provadime podobné. Nejdiive uréime d; a pak zapiSeme hledany tvar pro xs:
(—2-T7/22—(—-1/22)4+1\ 1 9 B 1 7+ 9\
di = ( —7/22—4-(=1/22) ) T 22 \=3) =xithdi=oo | —3\ )
Odtud pro ¢(A) = f(x; + Ad;) po tpravé dostaneme
1
A =—
Dosazenim za A; do x5 nakonec obdrzime

L (101 . (0514
27 176 \—23) ~ \-0,131 )"

V tomto ilustracnim piikladu metoda nejvétsiho spadu rychle konverguje k presnému
feseni z* = 4/7, y* = —1/7: uz hodnoty zg, ys jsou na 6 desetinnych mist presné. 0

)
(72\* — 90\ — 110) a z podminky ¢'(\;) = 0 mame \; = 3

Poznamka (O spadovych metoddch pro feseni soustav linedrnich rovnic). Kdyz A je pozi-
tivné definitni matice, pak pro funkei f(x) = %XTAX—XTb jeg(x) = Ax—bag/(x) =A,
takze jediné minimum x* funkce f(x) je feSenim soustavy linedrnich rovnic Ax = b.
Pro spadovy vektor d; pocitame X1 = Xp + A\pdg, pricemz délku A, kroku vyjadiime
z podminky 0=¢'(\) = & f(xi + Ady)|,_, = df Adeh, — dfry, kde 1 = b — Axy.

A
(Overte!) Tak dostaneme metodu: x¢ déno, rg = b — Axg, pro k =0,1,... pocitame
dgrk
Vi = Adk s )\k = W , X1 — Xk + Akdk y ey =Yg — )\kvk . (6.11)
kVEk

(Vzorec pro ryyq obdrzime tak, ze do rgy; = b — Axyy 1 dosadime x5 1 = Xj + A\pdy.)
Vypocet ukonéime, kdyz je reziduum rj dostatecné malé, tj. kdyz ||rgsq1|| < . V meto-
dé nejvetsiho spadu dp = —g(xi) = rp. V praxi se vSak tato metoda nepouzivd, nebot
obvykle konverguje prilis pomalu. Existuje lepsi volba: zvolime-li dg = rg, a pocitame-li
diy1 pro k > 0 ze vzorce dgy1 = ryqq + Srde, v némz By, = (r, r541)/(rirg), dostaneme
metodu sdruzenijch gradienti, kterd konverguje podstatné rychleji, viz [13], [22], [7].

Newtonova metoda je gradientni metoda, kterd se pokousi najit minimum jako reSeni x*
soustavy nelinearnich rovnic g(x) = o Newtonovou metodou. Takovym fesenim ale muze
byt kazdy stacionarni bod funkce f (bod x*, ve kterém pro funkci f plati V f(x*) = o,
se nazyva staciondrni bod funkce f), tedy také maximum nebo sedlovy bod (obdoba
inflexntho bodu pro funkei jedné proménné). Budeme tedy potiebovat Jacobiovu matici

fx) Pf(x) 0°f(x)

Ox? Ox1 0z,  Oxy 0z,
Prx)  Pf(x) 0 f(x)

g'(x) = H(x) = | 0ze0x1 oz Ore0x, |,

PR Pix) 0
0x, Ory O, 0x9 ~~~  0a2
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ktera se v tomto ptipadé nazyva Hessova matice funkce f. Vypocet provadime podle
vzorcu (5.12), tj. najdeme Feseni dy linedrni soustavy rovnic

H(x;) dr = —g(xx) a pak urc¢ime X1 = Xg + di - (6.12)

Vsimnéte si, ze vzorec (6.12) pro xj41 je formdlné stejny jako vzorec (6.7), kdyz v ném
Ar = 1. Pro ukonceni vypoctu pouzijeme stop kritérium (6.10). Smérovy vektor

dk = —Hil(Xk)g(Xk) (613)

obecné neni spadovy. Da se vSak ukazat, ze v blizkosti minima vektor d; spadovy je.

7 odstavce 5.3 uz vime, ze Newtonova metoda konverguje, kdyz je pocatec¢ni aproxi-
mace X, dostatecné blizko TeSeni x*, a ze v tom pripadé je konvergence rychla, totiz
kvadratickd. Na druhé strané, kdyz xo neni dosti blizko x*, Newtonova metoda vibec
konvergovat nemusi. Proto se nabizi moznost zacit vypocet metodou nejvétsiho spadu
a dokoncit ho Newtonovou metodou. Tento poznatek je vychodiskem pro odvozeni fady
efektivnich metod. Mezi takové patii naptiklad

Kvazinewtonovské metody. Vypocet probiha podobné jako v metodé nejvétsiho spadu.
Smérovy vektor di je vSak tvaru d = —Brg(xy). Matice By se vybiraji tak, aby vektor
d;. byl spddovy. Pro k = 0 je pritom By = I jednotkové matice, takze dy = —g(xo) je
smér metody nejvétstho spadu. Cim vic se x; blizf minimu, tim je By, lepsi aproximaci
H~!(xz), takze dj se blizi smérovému vektoru —H™!(x;)g(xx) Newtonovy metody. To je
jen velmi hruby popis, detaily viz napt. [16], [22].

Piiklad 6.5. Pro testovani kvality minimaliza¢nich metod se pouziva mezi jinymi také
tzv. bandnovd funkce f(z,y) = 100(y — 2?)* + (1 — z)?. Prub¢h funkce f navozuje
predstavu hluboké rokle se strmymi sténami, jejiz zakiivené dno o rovnici y = 2? (vzdalené
pripominajici bandn) se jen velmi mirné svazuje k minimu v bodé z* = y* = 1.
Minimum hledejme Newtonovou metodou, tj. soustavu rovnic
of(x,y) Of(z,y)

T:—40096(9—962)—2(1_95):0> Ty:QOO(y—xQ):(]

fesime Newtonovou metodou: v kazdém kroku vypocteme ay, by ze soustavy rovnic

120027 — 400y, + 2 —400z%\ [ ax 400z (yr, — 23) + 2(1 — xy,)

a potom urcime dalsi aproximaci

Tht1 = T, + ag, Yk+1 = Yr + by .

Pro numericky experiment jsme zvolili poc¢atecni aproximaci o = 3, yg = 2. Vypocet
potvrdil velmi rychlou konvergenci Newtonovy metody, nebot uZz v patém kroku jsme
dostali aproximaci, kterda méla 16 platnych cifer. To je skvélé!

Pro srovnani jsme tutéz ilohu tesili také metodou nejvétsiho spadu. Jednorozmérnou
minimalizaci (6.8) jsme provedli pfiblizné metodou zlatého fezu na intervalu (0, 1) s pres-
nost{ 1071, Pro e = 1073 byla podminka (6.10) splnéna az pro k = 1324, kdy jsme dostali
aproximaci (1,001;1,001)”. To je neuspokojivé.
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To metoda Neldera-Meada si vedla 1épe. Pro vypocet jsme vybrali parametry § = 0,2,
= 1072 a &, = 107*. Podminka (6.6) byla splnéna po 57 krocich, kdy jsme dostali
aproximaci (1,001;1,001)7. To je prijatelné. O
Poznémka. Resenf x* soustavy n nelinedrnich rovnic f(x) = o miizeme ziskat jako bod,
v némz funkee h(x) = Y0 [fi(x)]* (t]. soucet ¢tvercu reziduif) nabyvé svého globalniho
minima (nebot 0 = h(x*) = minyern h(x), pravé kdyz f(x*) = o). Minimalizaci h(x) lze
provadét pomoci algoritmu pro feseni nelinearni lohy nejmensich ¢tvercu, viz napi. [16].

6.3. Cviceni

6.1. Naprogramujte metodu zlatého fezu a spoététe minima funkef f(x) s piesnosti e = 1076.

(a) f(z) = 2* — 32® + 622 — 42 na intervalu (0,1)

(b) f(z) = :L' —22% + 1,522 — sinz + 2 na intervalu (0, 2)

(c) f(z) = 2?sin(z? + z — 1) — z na intervalu (0, 1)

[(a) z* = 0,459211 (b) =* = 0,844759 (c) z* = 0,640572.]

6.2. Naprogramujte metodu kvadratické interpolace a spo¢téte minima funkei f(x) s presnosti e = 1076,
(a) f(z) = cos(x? + z) sinz na intervalu (1, 2)

(b) f(z) = zsinz — cosx + x na intervalu (—1,1)

(c) f(x) = —cos|[(z? — x + 1)/(z + 1)] na intervalu (0, 2)

[

(a) 2* = 1,357381 (b) 2* = —0,344607 (c) 2* = 0,732051.]

6.3. Naprogramujte metodu Neldera-Meada a spoctéte minima funkei f(x,y) s piesnosti e = 1076 a
E9 = 1078,

(a) f(z,y) = 2% + 5y + 2zy — 3x — y pro Xo = (2,1;0,7)T
(b) f(z,y) = 2 + y* + x — sin(zy) pro xo = (0;0)7
(©) fla,y) = (& —y +ay)* +2° — zy +y* +x pro xo = (0;0)"
[(a) x* = (1,75; —0,25)T (b) x* = (—0,754039; —0,556309) (c) x* = (—0,675251; —0,385880)7".]
6.4. Naprogramujte metodu nejvet51h0 spddu a spoctéte minima funkei f(z,y) s pfesnosti e = 0,1.
(a) f(z,y) = 2* +y* + 2% — 2yz + y? — 2 pro x¢ = (0;0)T

f

(z,y) = (x +y)* + 2 + y*> — x pro xo = (1;1)
[(a) x* = (0,6;0,4)T (b) x* = (0,4; —0,1)T. ]

6.5. Naprogramujte Newtonovu metodu a spo¢téte minima funkei ze cviceni 6.4 s pfesnosti ¢ = 1076.
Vysledek z cviceni 6.4 pouzijte jako pocatecni aproximaci.

[(a) x* = (0,561992; 0,416984)7 (b) x* = (0,420582; —0,079418)".]

6.6. Naprogramujte metodu nejvétsiho spadu pro Feseni soustav linedrnich rovnic, viz (6.11), kde polozite
d; = ry. Zvolte € = 107° a itera¢ni proces ukonéete podminkou ||rgll2 < €[|b||2. (a) Kolik iteraci se
vykond pfi feseni soustavy z cviceni 2.127 (b) Kolik iteraci se vykond pfi feseni soustavy Kx = b, kde K
je matice fddu n? popsana v piikladé 2.5 a b je vektor, ktery ma vsechny slozky b; = (n + 1)~2? Volte
n =5,10,15,20, 25 a porovnejte s obrazkem 2.3!

[(a) 77 (b) 74,254,584, 1000, 1566.]

6.7. Naprogramujte metodu sdruzenych gradientt pro feSeni soustav linedrnich rovnic, viz (6.11), kde
polozite dg = ro a dy1 pro k > 0 pocitéte ze vzorce dyy1 = rpq1+0Bpdy, vnemz By, = (rf rrr1)/(rfre).
Zvolte ¢ = 107° a iteraéni proces ukoncete podminkou [|ri|l2 < €||bll2. (a) Kolik iteraci se vykona
pii feSeni soustavy z cviceni 2.12?7 (b) Kolik iteraci se vykond pii feseni soustavy Kx = b, kde K je
matice fadu n? popsand v piikladé 2.5 a b je vektor, ktery ma vsechny slozky b; = (n + 1)72? Volte
n = 5,10,15, 20,25 a porovnejte s obrdzkem 2.3!

[(a) 3 (b) 5,14,22,29, 36.]
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