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Predmluva

Metoda kone¢nych prvka (MKP) je univerzalnim nastrojem pro efektivni fesenf rozmanitych
inzenyrskych problému, které vyzaduji provadét vypocty v oborech ,teoretickych“ inzenyrskych
disciplin jako je pruznost a pevnost, termomechanika, hydromechanika atp. K masivnimu roz-
siteni MKP doslo za¢atkem 70-tych let. Od té doby zustava MKP v popfedi zdjmu inzenyri,
matematikua i fyzika. Problémum spojenym s MKP je vénovano ohromné mnozstvi publikaci,
vznikaji rozsahlé programové systémy, konaji se cetné konference. Krasa MKP spoc¢iva v tom, ze
jejl podstatu lze vysvétlit na jednoduchém matematicky formulovaném modelovém problému.
To je také hlavnim cilem vyuky MKP v mezioborovém studiu matematického inzenyrstvi na FSI
VUT a MU v Brné. Zatimco ucebnf text [30] Prof. RNDr. Alexandra Zeniska, DrSc. objasiiuje
matematické zaklady MKP, tento ,,dopliujici“ text se vénuje predevsim ,technologii“ MKP, t;.
pomérné detailnimu popisu ,realizaénich“ algoritm.

Ucebni text je rozclenén do ti{ kapitol zabyvajicich se algoritmizaci MKP postupné v jedné,
dvou a tfech prostorovych proménnych. Jedna prostorova proménnd zdaleka neumoznuje MKP
ukézat svou ,,plnou silu“. Kapitola prvni ma proto vyznam pfedevsim pedagogicky: prostied-
nictvim okrajového diferencidlniho problému druhého #éddu (tah-tlak osové naméhaného prutu)
a ¢tvrtého fadu (ohyb nosniku podle Kirchhoffovy teorie) jsou na jednoduchém definiénim oboru
(isecka) objasnény viechny podstatné kroky MKP-algoritmizace: ptechod od formulace klasické
(tj. diferencidni rovnice a okrajové podminky) k formulaci slabé, kone¢néprvkova aproximace,
elementarni matice a vektory, sestaveni soustavy rovnic a zpracovani jejiho feSeni.
fadu (typu stacionarniho vedeni tepla) je diskretizovan nejdfive uzitim linedrniho trojihelniko-
vého prvku. Podrobné jsou vysvétleny datové struktury popisujici triangulaci, znaé¢nd pozornost
je vénovana sestavovacim algoritmium. Uvedena je také algoritmizace dvou nestacionarnich tloh
(vedeni tepla, kmitani membrany), struéné je zminéna rovnéz tloha vlastnich ¢isel. Diskretizace
dvourozmérné tlohy pruznosti MKP demonstruje schopnost této metody vypotfadat se s problé-
mem popsanym soustavou dvou parcidlnich diferencidlnich rovnic (Laméovy rovnice). Néasleduje
popis nejpouzivanéjsich izoparametrickych trojihelnikovych a ¢tyiihelnikovych koneénych prvkua
vcetné jejich aplikace na feSeni ulohy typu stacionarniho vedeni tepla. Problémy redlného svéta
jsou nelinedrni, coz tento text zohlednuje zafazenim popisu metod pro feSeni nelinedrnich 1loh
diskretizovanych MKP (naptiklad pro ilohy typu nelinedrniho vedeni tepla, stacionarniho i nesta-
cionarniho). Efektivni feseni konvekéné-diftiznich tloh s dominantni konvekei (KDUsDK) patit
k nejobtiznéjsim tdlohdm numerické matematiky a MKP zde teprve v posledni dobé zacina
konkurovat zatim vice pouzivané metodé koneénych objemu (MKO). V tomto textu je popséana:
pro staciondrni KDUsDK upwind technika se souc¢asnym pouzitim jak MKO tak MKP a pro
nestacionarni KDUsDK metoda charakteristik v kombinaci s MKP.

Posledni kapitola uvadi tiirozmérné izoparametrické koneéné prvky (Ctyfstény, pétistény
a Sestistény) a jejich pouziti demonstruje opét na problému typu staciondrniho vedeni tepla.

Kromeé jiz zminéného uc¢ebniho textu [30] 1ze z ¢esky psanych materidli doporucit k hlubsimu
studiu knihy [10], [27], [22], [4], [28], [11], [23], [21] a skripta [14], [15]. Z programovych systému
MKP jmenujme alesponn ANSYS [1] a NEXIS [18] ¢eského puvodu. Pro vyukové ucely je velmi
vhodny PDE toolbox MATLABu [12].

Za chyby a prepisy, které se bohuzel ve skriptu jisté vyskytnou, se dopredu omlouvam. Budu
vdéény vSem Ctendium, ktefl mé na né upozorni.

Brno, zati 2000 Libor Cermék
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1. Jednorozmeérné ulohy

Zakladni pojmy a oznaceni

Prostor funkci spojitych v intervalu (0,¢) oznacime C(0,¢). Podobné C(0,¢), C(0,¥)
a C(0,¢) postupné oznacuji prostory spojitych funkei v intervalech (0,¢), (0,¢) a (0,¢).
Dale C*(0,¢), C*(0,¢), C*(0,¢), C*(0, ) oznacuji prostory funkei, které jsou v uvazovanych
intervalech spojité a maji v nich spojité derivace az do fadu k vcetné. Prostor funkci po
¢astech spojitych v intervalu (0, ¢) oznac¢ime PC(0, /). Pritom f € PC(0,¢) znamend, ze
existuje déleni 0 = to < t; < -+ < t, = £ takové, ze f € C(t;_1,t;) a ze existuji konecné
jednostranné limity lim, .;, ¢ f(z) a lim,_;,_ f(z), ¢ = 1,...,n. Symbolem PC*(0,¢)
znacime prostor funkcei, které jsou v intervalu (0, £) spojité spolu se svymi derivacemi az do
radu k—1 véetné, a jejichz k-ta derivace je v intervalu (0, £) po ¢édstech spojita. Lebesguetiv
prostor funkei integrovatelnych s kvadratem v intervalu (0,¢) oznacime Ly(0,¢). Sym-
bolem H*(0, () oznacime Soboleviiv prostor funkei f takovych, ze f, f/,..., f®) € Ly(0,£).
Je piirozené polozit H°(0,€) = Lo(0,¢). Ztejmé PC*(0,¢) C H*(0,¢). Je zndmo, ze
H%(0,¢) ¢ C*=0,/), a proto se nedopustime zadné velké nepiesnosti, kdyz si pod funkei
z prostoru H*(0, ¢) budeme ptedstavovat funkci z prostoru PC*(0, ¢).

1.1. Okrajovy problém pro ODR2

a) Klasicka formulace
Nasim cilem je nalézt funkci

u(z) € C*(0,4) (1.1)
vyhovujici diferencidlni rovnici

—(pu) +qu=f v (0,0 (1.2)
a spliujici v bodé x = 0 bud’to okrajovou podminku

u(0) = go (1.3a)
nebo okrajovou podminku

p(0)u'(0) = agu(0) — B, (1.3b)
a v bodé x = ¢ bud’to okrajovou podminku

u(l) = ge (1.4a)
nebo okrajovou podminku

—p(O)'(£) = agu(l) — By (1.4b)



Okrajové podminky (1.3a) a (1.4a) se nazyvaji Dirichletovy, okrajovd podminka (1.3b)
resp. (1.4b) se pro oy = 0 resp. ay = 0 nazyva Neumannova a pro g # 0 resp. ay # 0
Newtonova.

Uloha (1.1)—(1.4) muze popisovat napiiklad problém tahu—tlaku prutu, tedy prutu
namahaného pouze tahem popiipadé tlakem. V tom piipadé je u(z) posunuti strednicové
cary prutu, p(z) = E(x)A(z), kde E(z) je Younguv modul pruznosti a A(z) je plocha
prufezu prutu, ¢(z) je mérny odpor podlozi, na némz prut spoc¢iva, f(z) je intenzita
zatizeni, go, ge jsou predepsand posunuti koncu prutu, ag, ap jsou tuhosti pruzin v kon-
covych bodech prutu a fy, G, jsou zadané sily pusobicich na koncich prutu. Tataz uloha
popisuje také prihyb tenkého prutu, nékdy se také hovori o pruhybu struny.

Jinou aplikaci popsanou forméalné stejnymi rovnicemi a okrajovymi podminkami je
napiiklad staciondrni iloha vedeni tepla v tycéi. Pak u(z) je teplota, p(x) je koeficient
tepelné vodivosti, ¢(z) je koeficient prestupu tepla ,,povrchem® tyée do obklopujictho
prostiedi, f(z) = f. + qu. je souctem tepelného zdroje f,(x) a tepelného toku que (ue(x)
je teplota obklopujici ,povrch® tyce), go, g¢ jsou predepsané teploty okraju tyce, ag, oy
jsou koeficienty ptfestupu tepla okraji tyce a (3, G, jsou zadané tepelné toky na okrajich
tyce. Rovnice (1.2) pak ma tvar

—(pu) + q(u—ue) = f.
Newtonovy okrajové podminky se v 1loze vedeni tepla obvykle pisi ve tvaru
p(0)u'(0) = ao(u(0) — up), —p(O)u' (£) = ap(u(l) — uy),

kde ug, u, jsou teploty okoli koncu tyce.

Uloha (1.1)—(1.4) muze byt modelem i pro jiné problémy, napiiklad z oblasti po-
tencialniho proudéni tekutin, elektrostatického potencialu atd.

Funkci v € C*(0, £), vyhovujici rovnici (1.2) a spliujici jednu z okrajovych podminek
(1.3) a jednu z okrajovych podminek (1.4), nazveme klasickym resenim tlohy (1.1)-
(1.4). Pro existenci klasického feSeni je tfeba predpoklddat dostatecnou hladkost dat,
tedy splnéni ,podminek hladkosti“

p € CH0,0), q,f € C(0,0). (1.5a)

Déle budeme v souladu s fyzikalnim vyznamem dat predpokladat splnéni , fyzikdinich
podminek

p(z) >po >0, glx) >0v(0,0), ag >0, ap > 0. (1.5b)
Pro jednoznacnost feSeni je tieba jesté pripojit ,podminky uloZeni“, a sice ze

je splnéna alespon jedna z nasledujicich tii podminek :

a) plati bud'to okrajova podminka (1.3a) nebo (1.4a); (150)

b) q(x) > qo > 0 na ¢ésti intervalu (0, £);

¢) ag > 0 nebo ay > 0.

Jsou-li tedy splnény podminky (1.5), ma iloha (1.1)—(1.4) jediné feseni.



Poznamka 1. Neni-li splnéna ziddnd z podminek (1.5¢), je tloha (1.1)—(1.4) tvaru
—(pu) =1, p0)W(0) = =Fo, —p(Ou'(f) = =0 (1.6)

a nazyva se Neumannova tloha. Jeji feSeni je

z(x)
u.:z::C—{—/—dx, kde z(x :—ﬁ—/f 1.7
(2) T () = plaehl(2) = (1.7
a kde C je libovolna konstanta. Jestlize —z(¢) = —p(0)u'(€) = —fy, tedy je-li splnéna
podminka rovnovdhy

¢
BO—I—ﬁg—I—/ f(s)ds =0, (1.8)
0

mé Neumannova tloha (1.7) nekoneéné mnoho feseni navzajem se lisicich o konstantu
C'. Pokud v8ak podminka rovnovéhy (1.8) splnéna neni, Neumannova tloha (1.6) Feseni
vubec nema. [

b) Slaba formulace

Funkci v € C*0,f) nazveme testovact, je-li rovna nule v tom krajnim bodé inter-
valu (0,¢), v némz je predepsana Dirichletova okrajovd podminka. Pro konkrétnost se
omezime na okrajové podminky (1.3a) a (1.4b), takze testovaci funkce v splauje v(0) = 0.
Nésobme rovnici (1.2) testovaci funkei v a integrujme ptes (0,¢). Integraci per-partes
¢lenu f(f[—(pu’)’]v dz a néslednym uzitim okrajové podminky (1.4b) a vztahu v(0) = 0
obdrzime

¢ ¢ ¢
/ fvdz :/ [—(pu') + qu]vdx = —pu’v|xj + / [pu'v' + quov] dz =
0 0

= [ovpu(l) / [pu'v" + quu]

Odvodili jsme tedy, ze feseni u tlohy (1.2), (1.3a), (1.4b) musi spliiovat kromé Dirichletovy
okrajové podminky u(0) = go také rovnost

¢
/ [pu'v' + quv] dx + apu(l / fodx + B(l) (1.9)
0

pro kazdou funkci v € C1(0,¢), v(0) = 0. Okrajovd podminka (1.4b) Newtonova typu,
ktera se stala soucdsti integralni rovnice (1.9) a je tak automaticky splnéna, se nazyva
prirozenou okrajovou podminkou. Dirichletovu okrajovou podminku (1.3a), ktera soucasti
rovnice (1.9) nenf a jejiz explicitni splnéni proto musime vyzadovat, nazyvame podstatnou
nebo také hlavni okrajovou podminkou. Rovnice (1.9) je dobfe definovéna i v pripadé,
kdy funkce u a v jsou z prostoru X = H'(0, /). Testovaci funkce pak volime z prostoru
V = {v € X|v(0) = 0} testovacich funkci a teseni u z mnoziny W = {v € X|v(0) = go}
pripustnych reseni. Dale oznacime

¢
a(u,v) = / [pu'v + quo] dz + apu(€)v(f),
0 (1.10)

¢
L(v) = /0 fodx + B (0).



Pak tlohu
najit u € W splnujici a(u,v) = L(v) Yv eV (1.11)

nazyvame slabou (nebo také wariacni) formulaci problému (1.2), (1.3a), (1.4b). Reseni
tlohy (1.11) nazveme slabym resenim. Zeslabené podminky hladkosti

p,q, f € PC(0,0) (1.5a")

spolu s predpoklady (1.5b) a (1.5¢) zarucuji jednoznaénou existenci slabého feseni. Slabd
formulace ma v tloze tahu—tlaku prutu vyznam principu virtudlnich posunuti a samotné
testovaci funkce v € V maji vyznam virtudlnich posunuti du ptipustnych feseni u € W.
Formulace problému zalozena na principu virtualnich posunuti je obecnéjsi nez formulace
popsand diferencidlni rovnici. Je tomu tak proto, ze , diferencidlni formulaci® (1.2), (1.3a),
(1.4b) lze pti platnosti podminek (1.5a) a pro u € C?%(0,¢) odvodit z formulace slabé
postupem opacnym k tomu, jimz jsme ziskali rovnost (1.11).

Poznamka 2. Uvedme si tvar V, W, a(u,v) a L(v) pro vSechny mozné kombinace okra-
jovych podminek.
(aa) Okrajové podminky (1.3a), (1.4a)

V={veX|u0)=v() =0}, W={veX]v(0) =g v(t) =g},

Lo [ (1.12aa)
a(u,v) —/0 [pu'v" + quv)dx, L(v) —/0 fodz.
(ab) Okrajové podminky (1.3a), (1.4b)
V={veXv0)=0}, W={veX]v(0)=g},
¢ ¢ (1.12ab)
a(u,v) = / [pu'v" + quu] dz + apu(f)v(f), L(v) = / fudz + Bev(l).
0 0
(ba) Okrajové podminky (1.3b), (1.4a)
V={veXuvl)=0}, W={veX[v(l)=g},
¢ ¢ (1.12ba)
a(u, v) = / pu'’ + quo] dz + agu(0)0(0),  L(v) = / Foda + v (0). !
0 0
(bb) Okrajové podminky (1.3b), (1.4b)
V=X, W=X,
¢
a(u,v) = /0 [pu'v" + quu] dz + agu(0)v(0) + apu()v(f), (1.12bb)

¢
L(v) = /0 fodx + Bov(0) + Bev(l) .

Ve vsSech téchto ¢tytech pripadech je zarucena jednoznacné existence slabého feseni tlohy
(1.11). O



Poznamka 3. Jak jsme jiz uvedli, v iloze tahu-tlaku prutu ma (y resp. By vyznam sily
a qq resp. oy ma vyznam tuhosti pruziny pusobici v levém resp. pravém konci prutu. Ve
slabé formulaci je tic¢inek sil reprezentovan jejich virtudlni praci Gov(0) resp. Sev(¢) jako
sou¢ést virtudlni prace L(v) vnéjsich sil a vliv pruzin je zohlednén zapoctenim virtudlnich
praci ayu(0)v(0) resp. apu(€)v(€) do virtualni prace a(u,v) vnitinich sil. Je proto pfirozené
ocekavat, ze sila (3, pusobici ve vnitinim bodé ¢ prispéje k virtualni praci vnéjsich sil praci
B.v(c) a pruzina tuhosti o, umisténd ve vnitinim bodé ¢ prispéje k virtudlni praci vnitinich
sil praci a.u(c)v(c). Ukazme si, ze tomu tak skutecné je. Bodové zatizeni 3, 1ze povazovat
za idealizované vyjadreni spojitého zatizeni intenzity f.(x) = [3./2¢ pusobiciho na tseku
(c —e,c+¢€), kde € je velmi malé ¢islo. Pak totiz foe f-dx = (. a soucasné uzitim veéty
o stfedni hodnoté pro v € C(0,¢) dostaneme lim._,o f(f fevda = Bev(c). Zeela analogicky
lze bodovy uc¢inek reprezentovany pruzinou o tuhosti a,. povazovat za idealizované spojité
pruzné ulozeni na tseku (¢ —¢, c+¢), na kterém intenzita pruzného odporu ¢.(x) = a./2e.
Pak f(f ¢- dz = a, a soucasné lim,_, foé g-uv dz = aqu(c)v(c).

Jsou-li G; sily a a; tuhosti pruzin pusobicich v bodech ¢;, muzeme a(u,v) a L(v) zapsat
ve tvaru

¢
a(u,v) = /0 [pu'v" + quu] dz + Z au(c)v(e),

) i (1.13)
L(v) = /o fodr + Zﬁzv(c,) ,

piicemz v zévislosti na okrajovych podminkéch, v souladu s (1.12), jsou do >, au(c;)v(c;)
zahrnuty také cleny aou(0)v(0), aeu(f)v(f) a do Y, fiv(c;) také cleny Bov(0), Bev(l).
Prislusné slabé teseni tlohy (1.11) existuje a je urc¢eno jednoznacné. Uloha (1.11) pro
a(u,v), L(v) podle (1.13) a V', W podle (1.12) ma vyznam i pro jiné aplikace nez je tiloha
tahu-tlaku prutu. Tak napiiklad v tloze vedeni tepla reprezentuje 3; — a;u(c;) intenzitu
bodového tepelného zdroje pusobiciho v bodé ¢;. Vyse zminénou tlohu lze vsak uvazovat
také zcela abstraktné, bez vztahu ke konkrétni technické aplikaci. Pritom z predpokladu
q > 0, viz (1.5b), dostavame pro zaruceni existence slabého teseni pozadavek a; > 0 ve
vsech bodech ¢;, pro jednoznacnost slabého teseni staci v piipadé okrajovych podminek
(1.3b), (1.4b) a pro ¢ = 0 zadat «; > 0 alespon v jednom bodé ¢;. Pro dlohu (1.13) tedy
dostavame fyzikalni podminky

p(x) > po >0, g(x) >0v (0,¢), o; >0 pro vSechna i, (1.5b")
a podminky ulozeni vyzadujici, ze

je splnéna alespon jedna z nasledujicich tii podminek :

a) plati bud'to okrajova podminka (1.3a) nebo (1.4a); (150)
5e

b) q(z) > go > 0 na casti intervalu (0, £);

¢) a; > 0 pro n¢jaké i. O
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Poznamka 4. Dirichletovu okrajovou podminku u(0) = go resp. u(¢) = g lze piiblizné
realizovat pomoci Newtonovy okrajové podminky

p(0)u'(0) = aolu(0) —go] ~ resp.  —p(O)u'(€) = aplu(l) — ge]
pro velké aq resp. ay . Tuto skutecnost si ilustrujme na dvou prikladech.

a) V tloze tahu-tlaku prutu se nejcastéji setkavame s homogenni Dirichletovou okra~
jovou podminkou u(0) = 0 resp. u(f) = 0. Je zfejmé, Ze nulové posunuti lze zajistit
pripojenim piislusného konce prutu k velmi tuhé pruziné, coz odpovida velké hod-
noté «q resp. oy .

b) V tloze vedeni tepla ma aq resp. ay vyznam koeficientu pestupu tepla. Cim vétsi
je hodnota tohoto koeficientu, tim vice se teplota u(0) resp. u(¢) priblizi k teploté
okoli, kterou reprezentuje pravé gy resp. gy.

Ukazuje se tedy, ze pii feseni praktickych tloh plné vysta¢ime s okrajovymi podminkami
(1.3b) a (1.4b), takze se muzeme zabyvat ilohou (1.11) pouze pro

V=W=X (1.14)

a pro a(u,v) a L(v) uréené rovnicemi (1.13). Jsou-li splnény podminky (1.5a’), (1.5b%)
a (1.5¢”:b-c), mé tloha (1.11), (1.13), (1.14) prave jedno slabé feseni. [
c) Metoda kone¢nych prvku

Na intervalu (0,¢) zvolime déleni 0 = xy < z7--- < xxy = ¢ a na kazdé tsecce
(i1, 2;) délky h; = x; — x;_1 hleddme pfiblizné feseni U(x) ve tvaru linedrniho polynomu
prochazejiciho body (z;_1,U;_1) a (z;,U;), takze
Ty — X . r — Ti—1

Funkce U(z) je tedy na celém intervalu (0, £) po ¢dstech linedrni funkci uréenou predpisem

U(x) = Uiywi—i(z) + Ujwi(x),  kde w;—q(x) =

kde w;(x) se jsou tzv. bdzové funkce, linedarni na kazdé tusecce (zy_1,xx) a takové, ze
wilw;) = {

1 pro v = 7,
0 pro i # j.

Y

Ti—1 Z; Tit1 TN-1 xn =4

Obr. 1.1. Linearni Lagrangeovy bazové funkce
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Usecku (xg_1, ), na které je definovana linedrni funkce uréend svymi hodnotami
v uzlech z;_1 a xy, nazyvame linedrnim Lagrangeovym konecnym prvkem nebo také ele-
mentem. Necht h = maxi<;<y h; je délka nejvétsiho dilku déleni {z;}Y . Prostor vsech
po cdstech linedrnich funkci (nebo-li linedrnich splajni) oznaé¢me Xj,. Ziejmé X, C X
je prostor dimenze N + 1 s bazi {w;(z)}Y,. Necht V;, = VN X}, a W), = W N X},. Pak
priblizné feseni U, tzv. MKP-slabé resent, obdrzime z diskrétni slabé (variacni) formulace

najit U € W, splaujici a,(U,v) = Ly(v) Yo € V. (1.16)

Ptitom index h pii ap (U, v) resp. Ly(v) znaéi, Ze integral f(f [pU'v' +qUv]dz v a(U, v) resp.
foe fvdz v L(v) pocitéme numericky vhodnou kvadraturni formuli. Predpoklddejme, ze
a(u,v) a L(v) je tvaru (1.13) a ze uzly z; déleni jsou zvoleny tak, aby pfipadné body ne-
spojitosti funkci p, g, f jakoz i pusobisté ¢; bodovych téinkt byly umistény praveé v téchto
uzlech. Déle predpokladejme ¢; = x; s tim, ze pokud v uzlu z; ,sila“ resp. ,pruzina‘
nepiisobi, klademe 3; = 0 resp. a; = 0. Oznacime-li I*(¢p) piiblizné spoétenou hodnotu

T .
o pdx, je
N N
ap(U,v) = Z I*(pU"' + qUv) + Z a;U(x;)v(x;),
k=1 =0
N N (1.17)
Ly(v) =Y I*(fo)+ Y B(xs).
k=1 =0
Zvolime-li v (1.16) v = w;, pak proi =1,..., N — 1 dostaneme
I'(pU"w;) + I (qUuw;) + I (pU"w}) + I (qUw;) + U, = (1.18)

I'(fwi) + I (fwi) + Gi,

nebot pro z & (z;_1,711) je wi(z) = 0 a w;(x;) = 1. Pro piiblizné feSeni U a bazovou
funkci w; plati

U= Uz‘—lxih_i : + Uix _hfi_la w; = m_h—fl_l na (z;_1, ),
1.19
I U$i+1—I+U r — T Tiy1 — T < > ( )
=Ui—/— i1 ———, W; = —————  mna (T;, Tip1) .
hita T hin hita !
Odtud
U —U,_ 1
U/ = h—l’ U); = h_ na (xi—hxi)?
' ' 1.20
y Ui — Ui , 1 ( )
U = _T7 i = _h~+1 na (J}Z',ZL’H_l) .

I*(pU'w!) spocteme obdélnikovou formuli, I*(qUw;) a I*(fw;) formuli lichobéznikovou.
Protoze funkce ¢ a f mohou byt v uzlech z; nespojité, oznac¢me jejich limity v bodé z;

12



zleva ¢;_ a f;_ alimity zprava ¢;4 a f;. Uzitim (1.19), (1.20) a oznaceni Py = p(xi—%hi),
Pipl = p(x; + %hi+1) vyjadiime

Ui—Ui1 1 Ui — Ui
h; hi Piss hi

» U —-U, 1 U —-U
[ (pU')) = hi+1pi+% (_ —H> (_ h_> :pi+l—+1

hi+1 i+1

I'(pU'w;) = hipi—%

I'(qUw;) = thilqim1+Ui1 - 0+ - U; - 1] = Lhigqi U,
IHI(QUU&‘) = %hz’+1[Qz‘+U@' 1+ Giy1,-Uigr - 0] = %hi+1q@'+Uz‘,

I'(fw;) = %hi[fiflﬁr 04 fi 1] = Lhifi_,

-2
I (fw;) = thia[fir - 1+ fixa— - 0] = Lhi fir

2

Dosadime-li odtud do (1.18), obdrzime

Ui — Ui U—U1 |
i,l—‘i‘ il—+_hii7+hi i Ul—l—alUZ:
Pie3 70, Pies ™ 21 +10i¢] (1.21-)
=Llhifie + hisa fir] + 5;
proi=1,...,N — 1. Podobné odvodime
Uy —U
Py Ohl = + +h1go+Uo + aoUp = $ha for + Bo (1.21-0)
proz =20 a
Uy —Un_
pN_%% + %hNCIN—UN +anUy = %thN— + On (1.21—N)
N

pro i = N. Soustava rovnic (1.21) mé symetrickou pozitivné definitni a tedy reguldrni
matici. Reseni Uy, . . ., Uy soustavy rovnic (1.21) uréuje MKP-slabé feseni U(x). Pro chybu
u — U a jeji derivaci plati za predpokladu u € C*(0,¢) odhad

47

max max |—(u—U)|=0(MR*7) pro j=0,1. (1.22)

1<i<N 2,1 <e<z; ' da’

Poznamka 5. Necht v uzlu z;, i € I C {0,..., N}, je predepsdna vazba u(zr;) = g;. Pak
v souladu s poznamkou 4 muzeme uzit ,,pruzinovou techniku® a zvolit o; = kK, §; = kg;
pro i € I, kde k je velké ¢islo. Jinou moznosti je nasledujici ,,eliminacni postup “:

a) vypustime rovnice piislusné proménnym U;, i € [;

b) ve zbyvajicich rovnicich dosadime U; = g; a cleny obsahujici g; pfevedeme na pravou
stranu;
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c¢) vzniklou soustavu rovnic pro neznamé Uj, j € {0,..., N} — I, vyfesime.
Elimina¢ni technika je ekvivalentni tloze (1.16) pro V,, = {v € X, |v(z;) = 0 Vi € I},
Wy ={veX,|lv(x;)=¢g;Viel}. O

Poznamka 6. Necht u je slabé feseni tlohy (1.11), ve které p je funkce po ¢éstech
konstantn{ a ¢ = 0. Zvolme déleni {z;}¥, intervalu (0, ¢) tak, aby mezi jeho uzly patfily
body nespojitosti funkce p a pusobisté ¢; sil a pruzin. Pak MKP-slabé feseni tilohy

najit U € W, splaujici a(U,v) = L(v) Yv €V,

nabyva v uzlech stejnych hodnot jako slabé feseni, tj. plati U(z;) = u(x;) proi =0,..., N.

Diikaz. Plati a(d,w;) = 0 pro § = u — U. Necht p’ oznacuje konstantni hodnotu funkce p
na intervalu (z;_1,x;). Proi=1,..., N — 1 integraci per-partes dostaneme

T Tit1
0= a(d,w;) :/ p'd'wi dr + / p oW, dz + a;d; =
Ti—1 T

T Ti4

) 1

+1 !
+p'ow;
1

Ti— %

nebo-li

;0; — 051 1100 — i1
— — i0i =0,
P h; o hita T

kde §; = u(z;) — U(z;). Podobné dostaneme
p1 50 — 51

1

‘|‘CY05() =0

proz=20 a

N5N - 5N—1

oy =0
hN +OéNN

pro ¢ = N. Soustava linearnich rovnic pro neznamé 9; ma regularni matici a protoze pravé
strany jsou nulové, je 6; = u(z;) — U(x;) =0,i=0,...,N. O
Slabé feSeni v na intervalu (z;_1, z;) lze dopocitat fesenim , lokalni tlohy
7 Y (2 7

—p'u" = f' prox € (w;_1,15), w(ziq) = Uiy, u(z;) =U;

kde fi(z) je restrikce funkce f(x) na interval (z;_y, ;).

Pravé uvedeny postup umoznujici ziskat ,,presné® reseni, naptiklad tlohy tahu-tlaku
prutu, je inzenyrum dobfe znam a standardné se pouzival pfi feSeni prutovych soustav
tzv. diferencni metodou jesté v ére pred nastupem metody kone¢nych prvku. f;il fivde,
které vystupuji na pravych stranach soustavy rovnic definujicich MKP-slabé feseni U, se
spocitaji snadno, nebot funkce f? byva jednoduchd, nejcastéji konstantni nebo linedrni.
Z téhoz duvodu lze snadno vyfesit i prislusné lokalni dlohy. [
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Poznamka 7. Soustavu rovnic (1.21) pro nezndmé parametry Uy, ..., Uy jsme sestavili
piimo, z rovnic a,(U,w;) = Lp(w;), i = 0,..., N. Ukdzeme si nyni jiny postup, v MKP
standardné pouzivany, zalozeny na pouziti tzv. elementarnich matic a vektoru.

Necht v(z) = Zi]\io O,w;(z) € Vj je libovolnd testovaci funkce (tj. ©; = v(z;) je
libovolné ¢islo) a U(z) = Zf\io Aywi(x), A; = U;, je MKP-slabé feseni. Pak z (1.16)
plyne

0=an(U,v) = Ln(v) = ah(z Ajw;, Z O;w;) — Lh(Z Ow;) =
N N - ~ - (1.23)
- Z O Z an(wj, w;)A; — Ly(w;) | = " [KA —F],

i=0 §=0

kde ® = (@0, . .,@N)T, K= {kij}gjzo pro kij = ah(wj,wi), A = (Ao, e ,AN)T aF =
(Fo, ..., Fn)T pro F; = Ly(w;). Protoze © je libovolny vektor, musi platit

KA =F. (1.24)

Rovnice této soustavy jsme jiz odvodili, jsou to postupné rovnice (1.21-0), (1.21-i) pro
i=1,...,N —1a (1.21-N). Matice K byva oznacovana jako matice tuhosti a vektor F
jako wvektor zatiZeni. Toto pojmenovani pochazi z prvnich aplikaci MKP v pruznosti a stalo
se univerzalnim oznacenim pro matici soustavy a pro vektor pravé strany v soustaveé rovnic
vzniklé diskretizact jakékoliv ilohy MKP. Soustavu rovnic (1.24) sestavime pomoci tzv. el-
ementdrnich matic tuhosti K¢ a elementdrnich vektori zatizeni F* piislusnych elementim
(x;1,7;), 1 =1,...,N. Oznacme w}(z) = w;_1(z), wi(z) = w;(z), O = O,_;, O = O,
Al = A1, AL = A,. Pak na (x;_1, ;) je

]i(p U/U/) ]l([gzlwl + @2w2]’p [Allwl + A2“’2] ) =

Tl el]) Pl (AN e
=@ ) (i) ruain) (at) = @A

i @i z‘1_p’—% I -1 i Azi
e_(gg), K= (_1 1) 0 A_<Aé |

Podobné odvodime

kde

Ii(qu) — [@i]TKzQAi’ kde Ki2— %hz (Qil,Jr 0 ) ’
polozime K = K + K™, a déle odvodime

Iz(f’U) — [QZ]TFZ’ kde Fz — (flflJr)
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7, rovnice

=an(U,v) = Ly(v) =
N N N
ZF (pU"v" + qUv) +Z% T v(ml)] — [ZIi(fv)—l—Zﬁw(a;i) =
i= i=0 i=1 i=0
N N
Z KA -F + Z Oi[a;A; — B
i=1 i=0
a rovnice (1.23) dostaneme rovnost
N N
" KA -F| =) [OT[K'A*~F]+ > OifmA; — ], (1.25)
i=1 i=0

z niZ plyne postup, jak pomoci elementérnich matic K = {k 7s—1, elementdrnich vek-
tora F! = (F}, F5)T a ¢isel oy, 3; sestavit globalni matici K a globalnl’ vektor F: staci
srovnat ¢leny se stejnymi indexy u parametru © a A (pro urceni prvku matice K) nebo
jen u parametru © (pro urceni prvku vektoru F) na levé a na pravé strané rovnice (1.25).
Soustava rovnic (1.24) se symetrickou tfidiagonalni matici je tvaru

ao b() 0 0 ... AO FO

bo ay bl 0o ... A1 Fl

0 bl as bg Ce A2 F2
bn—2 an-—1 bn-1 ANy Fn_y

0 bN_1 an AN FN

a pro jeji nenulové koeficienty odvodime

ag = k%l—FOéo, bg :k%% Fo :Fll—l—ﬁo,
—kéz"‘klﬂ‘i‘ai; b=k, FE=F+F"+3, i=1,...,N—1,

Snadno ovéfime, ze jsme opravdu dostali rovnice (1.21).
Jestlize chceme pro g = 0 ziskat U(x;) = u(x;) presné, viz pozndmka 6, musime pii
vypoctu F? integrovat piesné. Pro f'(z) = f' na elementu konstantni dostaneme

- ()

a pro linedrn{ f*(z) = f"(x;_1)wi(z) + f*(z;)wh(x) obdrzime

Fi— 1p, (in(fﬂi—l) + fli(l“z')) O

=

o) + 21 ()
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1.2. Okrajovy problém pro ODR4

a) Klasicka formulace
Hledame funkci

u(z) € C*H0,¢), (1.26)
ktera vyhovuje diferencidlni rovnici
(pu")" = (ru) +qu=f v (0,0). (1.27)

Pokud jde o okrajové podminky, nabizi se nam vice moznosti nez pro rovnici druhého radu.
V kazdém z krajnich bodi ¢ = 0 a ¢ = £ vybereme dvé z nasledujicich ¢tyf podminek

u(c) = ue, (1.28.1)
u'(c) = @, (1.28.2)
—vep(e)u”(c) = yeu'(c) — O, (1.28.3)
ve{[p(c)u"(c)]' = r(c)u'(0)} = acu(c) = B, (1.28.4)
kde vy = —1, v, = 1. V tvahu pfichézeji jen nésledujici ¢tyti dvojice podminek,
podminky (1.28.1) a (1.28.2), (1.29.1)
podminky  (1.28.1) a (1.28.3), (1.29.2)
podminky (1.28.2) a (1.28.4), (1.29.3)
podminky (1.28.3) a (1.28.4). (1.29.4)

Nejznaméjsi aplikaci, kterou tiloha (1.26)—(1.29) popisuje, je prihyb nosniku podle Kirch-
hoffovy teorie. V tom piipadé je u(z) pruhyb stfednicové cary prutu, p(z) = E(x)I(x),
kde E(z) je Younguv modul pruznosti a I(z) je moment setrvacnosti, r(x) resp. q(z) je
meérny odpor podlozi branici natoceni resp. pruhybu nosniku. Prava strana rovnice (1.27)
ma v uloze ohybu Kirchhoffova nosniku tvar rozdilu f(z) — m/(x), misto rovnice (1.27)
tedy méame rovnici

(pu”)" = (ru") +qu=f—-m" v (0,0), (1.27)

pricemz f(x) je intenzita piicného silového zatizeni a m(z) je intenzita zatizeni ohybovym
momentem. Uzitim oznaceni ¢(x) = u/(z) pro natoceni stfednicové ¢ary prutu, M(z) =
—FE(z)I(x)u”(x) pro ohybovy moment a T'(x) = M'(z)+r(z)u'(x) —m(x) pro zobecnénou
posouvajici silu lze okrajové podminky (1.28) zapsat ve tvaru

u(c) = u, (1.28.17)
¢(c) = e, (1.28.2)
veM(c) = yep(c) — O, (1.28.3")
—v.T(c) = aeul(c) — Be. (1.28.47)
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Ptitom wu, resp. ¢, je vhucené posunuti resp. natoceni, a, resp. 7. je tuhost pruzné vazby
proti posunuti resp. natoceni a (3, resp. d. je zatézujici sila resp. moment. Kazda dvojice
podminek (1.29.1)—(1.29.4) popisuje zpusob podepieni nosniku. Vetknuty okraj charak-
terizuji podminky wu(c) = 0, ¢(c) = 0, prosté podepfeny okraj podminky u(c) = 0,
M (c) = 0, posuvné vetknuty okraj podminky ¢(c) = 0, T'(¢) = 0 a volny okraj podminky
M(c)=0,T(c) =0.

Funkci v € C*(0, /), vyhovujici rovnici (1.27) a spliiujici v kazdém koncovém bodé
jednu z dvojic okrajovych podminek (1.29), nazveme klasickym fesenim ilohy (1.26) —
(1.29). Pro existenci klasického feseni je treba predpoklddat dostatecnou hladkost dat,
tedy splnéni ,,podminek hladkosti“

p € C%0,0), r € CH0,0), q, f € C0,0). (1.30a)

Déle budeme v souladu s fyzikdlnim vyznamem dat predpoklddat splnéni | fyzikalnich
podminek “

p(x) 2170 > 07 7’(1‘) Z 07 q<£L’) 2 0v <07£>7 (&%) Z 07 50 2 07 Oy 2 07 /65 2 0.
(1.30D)

Pro jednoznacnost TeSeni je tfeba jesté pripojit ,,podminky ulozeni“. Existuje cela rada
rovnocennych podminek ulozeni, uved'me si nékteré z nich:

a) v jednom z koncovych bodu jsou piedepsiany budto podminky
(1.29.1) nebo podminky (1.29.2) s 7. > 0 nebo podminky
(1.29.3) s a,. > 0 nebo podminky (1.29.4) s a,. > 0, 7. > 0;

b) v obou koncovych bodech jsou predepsiny budto podminky
(1.29.2) nebo podminky (1.29.4) s a,. > 0;

c) v jednom koncovém bodé jsou predepsany budto podminky (1.30c)
(1.29.2) nebo podminky (1.29.4) s a, > 0 a ve druhém koncovém

bodé jsou predepsany bud'to podminky (1.29.3) nebo podminky

(1.29.4) s 7. > 0;

d) na casti intervalu (0, ¢) plati soucasné r(x) > ro > 0, q(z) >
qo > 0.
Jsou-li tedy splnény podminky (1.30), ma tloha (1.26)—(1.29) jediné feSeni.

b) Slaba formulace

Funkei v € C*(0, £) nazveme testovaci, jestlize v(c) = 0 v tom krajnim bodé ¢, v némz
je predepsana podminka (1.28.1), a jestlize v'(d) = 0 v tom krajnim bodé d, v némz je
predepsédna podminka podminka (1.28.2). Abychom byli konkrétni, zvolime si okrajové
podminky

u(0) = uy, u'(0) = o, (1.31.a)
—p(O)u" () = ~eu'(€) — &y, p(O)u" (0)]) —r(0)u'(0) = apu(l) — By,  (1.31.b)
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pro které testovaci funkce spliiuje v(0) = v/(0) = 0. Rovnici (1.26) vyndsobime testovaci
funkei v a integrujme pres (0, £). Integraci per-partes obdrzime

/0 If —qulvdr = /0 [(pu")" — (rv/)]vdz =
={[p(z)u" (z)] — r(x)u’(x)}v(m)ﬁj) — p(m)u"(w)v’(m)ﬁzg + /0 [pu"v" + ruv' ] dz =

L
= /0 [pu"v" + ru'v'] da + [ (l) — Beo(£) + [yeu'(€) — 6V (£).

Odvodili jsme tedy, ze feSeni u tlohy (1.26), (1.27), (1.31) musi spliovat kromé okrajovych
podminek u(0) = ug, v'(0) = ¢o také rovnost

¢
/ [pu"v" + ru'v" + quo] dz 4+ apu(€)v(l) + v (0)v'(0) =
0 (1.32)

l
_ / fodz + Beo(0) + 60/ ()
0

pro kazdou funkci v € C?(0,¢), v(0) = 0, v/(0) = 0. Okrajové podminky (1.31.b), které
se staly soucdsti integralni rovnice (1.32) a jsou tak splnény automaticky, se nazyvaji
prirozené okrajové podminky. Okrajové podminky (1.31.a), které soucasti rovnice (1.32)
nejsou a jejichz explicitni splnéni proto musime vyzadovat, nazyvame podstatné nebo také
hlavni okrajové podminky. Pro rovnici (1.27) obecné jsou podstatné okrajové podminky
(1.28.1) a (1.28.2) a pfirozené jsou okrajové podminky (1.28.3) a (1.28.4). Rovnice (1.32)
je dobfe definovéna i v ptipadé, kdy funkce u a v jsou z prostoru X = H?(0, ). Testovaci
funkce pak volime z prostoru V = {v € X|v(0) = v/(0) = 0} testovacich funkeci a feseni u
z mnoziny W = {v € X|v(0) = ug, v'(0) = ¢y} pripustnych feseni. Déle oznacime

¢
a(u,v) = / [pu"v" 4+ ru'v’ + quu) dz + cu()v(l) + yeu' (0)v'(€),
0

f (1.33)
L(v) = / fodx + Bev(l) + 60" (0).
0
Pak tlohu
najit u € W spliujici a(u,v) = L(v) Yv eV (1.34)

nazyvame slabou (variacni) formulaci problému (1.26), (1.27), (1.31). Zeslabené podminky
hladkosti

p:1,q, f € PC(0,0) (1.30a")

spolu s predpoklady (1.30b) a (1.30c) zarucuji jednoznac¢nou existenci slabého feseni. Slaba
formulace méa v tloze ohybu nosniku vyznam principu virtualnich posunuti stejné jako
v uloze tahu—tlaku prutu. Slaba formulace je obecnéjsi nez formulace popsand diferencialni
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rovnici. Je tomu tak proto, ze ,diferencidlni formulaci“ (1.27), (1.31) lze pii platnosti
podminek (1.30a) a pro u € C*(0, ¢) odvodit z formulace slabé postupem opaénym k tomu,
jimz jsme ziskali rovnost (1.34).

Poznamka 8. Pro rovnici (1.27") a okrajové podminky (1.28’) obsahuje L(v) navic ¢len

foe mv’ dz. Pusobi-li kromé toho v bodé ¢; sila §;, moment §;, pruzina o tuhosti «; proti
prihybu a pruzina o tuhosti 7; proti nato¢eni, muzeme a(u,v) a L(v) zapsat ve tvaru

¢
a(u,v) = / [pu"v" 4+ ru'v' + quol dx + Z[aiu(c,-)v(ci) + v (ei)v' ()],
B i
, (1.35)
L(v) = / o+ mv)de + S [Bv(es) + 60/ (cr)].
0 i

Protoze podstatné okrajové podminky mohou byt piiblizné vystizeny pomoci podminek
prirozenych,

u(c) =u, pomoci  —v.T(c) = acfu(c) —u), . velké,

Ve [@(C) - 900] ) Ye Velké7

o(c) = p. pomoci v M(c)
budeme se v dalsim zabyvat tilohou (1.34) pro
V=W=X (1.36)

a pro a(u,v) a L(v) urcené rovnicemi (1.35). Pro jednoznac¢nou existenci slabého reseni
stac¢i napiiklad predpokladat, ze alespon jedno z ¢isel ag, oy je kladné a soucasné ze
alespon dvé z cisel ayg, ay, Yo, ¢ jsou kladna. [

c) Metoda kone¢nych prvku

Na intervalu (0,¢) zvolime déleni 0 = zy < z1--- < xy = ¢ a na kazdé idsecce
(x;_1,2;) délky h; = x; — x;_1 hleddme pfiblizné feseni U(x) jako Hermituv interpolacni
polynom tietiho stupné urceny hodnotami U(x;_y), U(z;) a derivacemi U'(x;—y), U'(x;),
tj. diskretizaci provadime uzitim tzv. kubického Hermitova konecéného prvku (elementu).
Ziejmé U € X, kde X;, € PC*(0,¢) je prostor kubickych Hermitovych splajni. Kazd4
funkce v(z) € X je jednoznacné urcéena svymi hodnotami v(z;) a derivacemi v'(zx;)
v uzlech {z;}Y,. X} je prostor dimenze 2(N + 1) a pro funkci v € X, plati

[v(@i)way (7) + V' (2:)waiga (2)], (1.37)

=
=
Il

kde {w;(z)} je baze v X, takze

1 proi=y ,
wo;(T;) = . o, Wy () =0,
O R 4 (2)
1 proi=

(1.38)
/ N —
w21+1($]) {O prOZ%j )

waiy1(7;) = 0.
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wa;i1(T) X waN+1() A
s L \
— /\: — ’/ 7T/4\‘| x
'\/ '\/
Ti—1 T Tit1 TN-1 7 an =4

Obr. 2-3. Kubické Hermitovy bazové funkce

Oznacime-li

=0

I*(pU"" 4 rUY' 4 qUv) + Z[aiu(xz) () + v ()0 (23)],
(

F(fo4+mo') + Z[ﬁzv(x,) + 0,0 ()], (1.39)

1=0

N
(U, v) Z
k=1
N N
La(v) = >
k=1
kde I*(g) opét znaci numericky spocteny f;;il g(x)dx, a polozime-li V;, = W), = X}, pak
diskrétni slaba (variacni) formulace zni
najit U € W, splaujici ap(u,v) = Ly(v) Yo € V. (1.40)

Je-li v(z) = Z2N+1 O,w;(z) € V} libovolna testovaci funkce a U(z) = ZZNH Ayw;(z)
MKP-slabé teseni, pak z (1.40) podobné jako v (1.23) dostaneme

oz%amg—bmo:@ﬁKA—F] (1.41)
kde @ = (@0, ceey @2N+1) s = {]’CU}QNJFI pro kU = ah(w],wl) A = (Ao, ey A2N+1)T
aF = (Fy,...,Fonyg)T pro F = Lh(wl) Matice K je symetrickd, sedmidiagonalni

(an(wj,w;) = 0 pro |j —i| > 3, jak plyne z definice a,(U,v) a {w;(x)}, viz také

obrézky 2 a 3), a pii dostatetné presné numerické integraci je rovnéz pozitivné definitn{
a tedy regularni. Vyfesenim soustavy rovnic

KA =F (1.42)

ziskdme hledané parametry Ay, = U(x;) a Ag;py = U'(x;),i=10,...,N.

Matici K a vektor F sestavime pomoci elementarnich matic K* a elementdrnich vek-
toru F pifslusnych elementum (z; i, ;). MKP-slabé feseni U a testovaci funkce v je na
elementu (z;_1,z;) tvaru

- Z Aéwé (x), v(z) = Z @;.w; (7)
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kde
All = U<xi—l> = Agi_g, @Zl = U(xi—l) = @21'—27
Ay =U'(zi—1) = Dgimq, O =0 (2-1) = Og_1,
Aé = U(I‘Z) = A2i7 @é = U(xz) = @2i7
AL =U'(2;) = Agiyr O} = v'(2;) = Oz

jsou parametry a

wi () = &, (“’ - ”3“) pro Ny(€) = 1 - 362 1 26°,

h
wi(z) = il (%) pro. Na(6) =€ 267 + "
w(r) = Ny (x _hf,”‘l) pro N (€) = 3¢ - 267,
ui(e) = ¥y (T55) pro W) = -7+ ¢

jsou ,,elementarni “ bazové funkce. Vyjadiime
4
I (pU”U”) _ IZ(Z @j //pZ Al wl // @z]TKzlAz

kde K'' = {kﬂ ?l 1 Pro k' _IZ<[ ] [wz] )

gt —
akde ©'= (0,0, 0, 07 A= (AL AL AL AT

Podobné vyjadiime
4 4
I'(rU"') = I'( Z O;[wi]'r Z Ajwi]') = [©"K”AY,
kde K7 = {kﬁ ?l—l pro kﬂ = IZ([ l] [wz])
I'(qUv) = I'( Z@w qZAlwl OTK?A,

kde K?® = {kl?’ ;ll . pro kﬁ’ = Iz(quwli),
polozime K = K 4+ K? + K%, a dile vyjadiime
f’U _ ]z Z@ @1 Tle
e B9 = (R EL B BN o B = I ),
Z @z z ]TF’LQ
kde F”? = (Ff2, B EP EA)T pro F? = I'([wi]'m)

J
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a polozime F' = F'' + F2. Jsou-li p(x) = p, r(z) = 1%, q(z) = ¢, f(x) = [}, m(x) = m’
na (x;_1,x;) konstantni, snadnym vypoctem obdrzime
12 6h; —12  6h;
o | 6h ah2 —6n,  2m?
3| 12 —6h; 12 —6h
Gh; 212 —6h;  4h2

36  3h; 36 3h;

~ 30h, 36 —3h; 36 —3h; |’
3h —h? —3h; 4h?

)

156  22h, 54 —13h;
s _ Qhi | 22he Ak 13k 3K
420 54 13h; 156 —22h; |’

—13h; —3h? —22h; 4h?

6 -1

; f'h; hi , 0
le — F12 _ 7

12 6 | m 1

—h,; 0

Jsou-li na elementu (z;_1, z;) funkce f(x) = fi(z) a m(z) = m'(x) linedrni, pak

21f* (1) + 9f*(x3) —6m’(z}) — 6m’(z)

pit _ T hil3f1(x1) + 2 (x5)] pe_ 1 m'(x) — m'(z5)
60 9fi(xl) + 21 (x3) |’ 12 6’ (z}) 4+ 6m* ()
—hi[2f"(x7) + 3f*(23)] —m'(z}) +m'(z)

Obecné vsak staci integraly pocitat jen priblizné formuli, ktera je pfesna pro polynomy
tretiho stupné. Lze proto pouzit Simpsonovu formuli

I'(g) = %hi[f(xi—1> + 4f($i_%) + f(z;)]
nebo Gaussovu formuli

I'(g) = $hil f(wios — B2hi) + [,y + B0y,

kde z; 1 = z; — h;. Z rovnic (1.41) a (1.39) uzitim vyse uvedenych vyjadfeni ¢lenu
I'(pU"" + rU' + qUv) a I'(fv + mv') dostaneme rovnost
OTKA - F] =
S N (1.43)
Z TIK'A" — F] + Z{@Qz (iAo — Bi] + Ogir1[1ilair1 — dil},
=1 =0
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z niz plyne postup, jak pomoci elementdrnich matic K = {k,};,_,, elementarnich vek-

tora F = {F}4_ a ¢isel oy, 55, i, 0; sestavit globalni matici K a globaln{ vektor F: staci
srovnat ¢leny se stejnymi indexy u parametru © a A (pro urceni prvku matice K) nebo
jen u parametru © (pro urceni prvku vektoru F) na levé a pravé strané rovnice (1.43).
Néasleduje algoritmus sestaveni matice K a vektoru F.

1) Matici K a vektor F vynulujeme.

2) Pro kazdy element (x; 1,2;), i = 1,..., N, definujeme ¢étyii ¢isla Q(1)=2i — 2,
Q(2)=2i — 1, Q(3)=2i, Q(4) =2i + 1 a provedeme:

a) ki, pror,s=1,2, 3,4 pricteme k prvku matice K s indexy [Q(r), Q(s)];
b) fipror=1,2,3, 4 pricteme k prvku vektoru F s indexem Q(r).

3) Pro kazdy uzel x;, i =0,..., N, provedeme:

a) «; pricteme k prvku matice K s indexy [2i, 2i];

C

)
b) v; pricteme k prvku matice K s indexy [2i + 1, 2¢ + 1];
) [; pricteme k prvku vektoru F s indexem 2i;

)

d) 9; pricteme k prvku vektoru F s indexem 2i + 1.

Protoze matice tuhosti K je symetrickd a ma nenulové koeficienty jen v hlavni diagonale
a ve trech sousednich hornich a dolnich subdiagondldch, staci sestavovat prvky k;; pro
j=rt,...,max(i+ 3,2N + 1).
Pro chybu u — U a jeji derivace plat{ za piedpokladu u € C*(0,¢) odhad
d7

LI = O(pA L
1@2}}\[@}{2&2@ da:j(u U)=0(h"7) pro j=0,123.

Poznamka 9. Jestlize p(z) = p' je na elementech (x; 1, ;) konstantni, r=¢=0, a jestlize
pii vypoétu prvki matic K% a vektori F' a F pocitdme integraly presné, je feseni A
soustavy (1.42) ptesné, tedy plati U(z;) = u(z;), U'(x;) = u'(x;), i = 0,...,N. Dukaz
tohoto tvrzeni lze provést podobné jako jsme to udélali v poznamce 6. Slabé feSeni u na
intervalu (z;_1,x;) lze dopocitat feSenim lokalni ilohy

pru® = fi—[ml] prox € (zi_1, 1),
u(zi_q) = AL/ (21) = AL, u(zy) = AL, o' (z) = AY,
kde fi(x) resp. m'(z) je restrikce funkce f(x) resp. m(z) na interval (z;_y,x;). O

Poznamka 10. V uloze pruhybu nosniku se nékdy setkavame s pripadem tzv. kloubového
spojeni: dva nosniky spojené kloubem maji v kloubu stejny pruhyb, nato¢eni obou nosniku
v kloubu jsou vSak na sobé navzdjem nezavisla a tedy obecné ruzna. Kloub ve vnitfnim
bodé ¢ nosniku muzeme v MKP realizovat pomoci dvou geometricky totoznych uzla z;_; =
xr; = c tak, ze

a) pro element (z;_i, ;) klademe K’ = 0 a F? = 0;
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b) parametry piislusné pruhybu v kloubu ¢ ztotoznime, tedy polozime Ag;_5 = Ay,

@21'72 = @2i-

Ztotoznéni parametru ovlivni tvar soustavy rovnic (1.42) zpusobem, ktery odvodime
prozkouménim rovnosti (1.41):

1) ta4d matice K se o jednicku snizi :

a) fadek 2i — 2 pricteme k radku 2i a pak fadek 2i — 2 vypustime;

b) sloupec 2i — 2 pricteme ke sloupci 2i a pak sloupec 2i — 2 vypustime;
2) ve vektoru A vypustime prvek Ag; o;

3) ve vektoru F pricteme prvek Fy; o k prvku Fy; a pak prvek Fy; o vypustime. [

Poznamka 11. Vazbu u(z;) = u; resp. u'(z;) = ¢; lze realizovat bud'to ,pruzinovou
technikou® tak, ze zvolime «; = K, B; = Ku; resp. v; = kK, 6; = kyp;, kde k je velké
¢islo, nebo ,eliminaénim postupem*® zalozenym na tom, ze polozime O = 0, Ay = uj;
resp. O9;,01 = 0, Ag; 11 = ¢; a odpovidajicim zpusobem upravime sestavovaci algoritmus
(rovnici 2 resp. 2i + 1 vypustime a sloupec 2i ndsobeny w; resp. sloupec 2i + 1 ndsobeny
¢; odecteme od pravé strany). [
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2. Rovinné ulohy

2.1. Zakladni pojmy a oznaceni

Oblasti budeme rozumét otevienou ohrani¢enou a souvislou mnozinu v euklidovském
prostoru R%. Oblast budeme znacit Q a jeji hranici 02 nebo také T'. Je-li hranice oblasti
() tvotena jedinym hladkym obloukem fekneme, Ze oblast 2 méa hladkou hranici. Oblasti
s hranici po ¢dstech hladkou budeme rozumét oblast, jejiz hranice je sjednocenim konec¢ného
poctu hladkych oblouku (tj. kiivek se spojité se ménici te¢nou). Oblast bez ,,fezu“ a ,,bodu
vratu“ nazveme reguldrni. Co minime fezem a bodem vratu je zfejmé z obrazku 4 a 5.
Polygonem budeme rozumét regularni oblast, jejiz hranice je sjednocenim koneé¢ného poctu
tisecek. Uzavér mnoziny M oznaéime M.

Obr. 4. Bod vratu Obr. 5. Rez

Prostor funkci spojitijch v Q oznaéime C(§2). Symbolem C*(Q) oznaéime prostor funkef
spojitych v € spolu se svymi derivacemi az do fadu k vcetné. Rekneme, ze funkce f je po
castech spojitd v §2, jestlize existuje

a) N >1 celé;

b)  oblasti Qi,...,Qy takové, ze Q = Ufil Q;, N Q; =0 pro i # j;

c) funkee fi,....fn, i€ C(%), f=fivQ,i=1,...,N.

Prostor viech po édstech spojityich funkci budeme znacit PC(Q). Symbolem PC*(Q)
oznacéime prostor viech funkei f takovych, ze f € C*1(Q) a D¥f € PC(Q), kde D*f
oznacuje k-té derivace funkce f.

Lebesqueuv prostor funkei integrovatelnych s kvadratem v Q oznacime Ly(€2). Soboleviv
prostor vech funkei f takovych, ze f, Df,..., D*f € Ly(Q), oznacime H*(Q).

Je-1i S ¢ést hranice, pak prostor funkei spojitych na S oznaéime C(S) a prostor funkei
po Céstech spojitych na S oznacime PC(S).

Piipomenime, ze PC(Q2) C Ly(Q) a PC*(Q2) € H*(Q). Proto funkce z prostoru PC(£2)
muZe poslouzit jako pifklad funkce z prostoru Lo (€2) a podobné funkce z prostoru PC1(Q)
jako priklad funkce z prostoru H'(().
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2.2. Klasicka formulace
Nasim cilem je urcit funkci
u(z,y) € C*H(Q) NCHQUT,) NC(Q) (2.1)
vyhovujici diferencidlni rovnici
V- -[pVul+qu=f v Q (2.2)

a splinujici okrajové podminky

u = g na I'y, (2.3)
ou
Py = Qu-— 6] na I's. (2.4)

Tecka ve vztahu (2.2) znaéi skaldrni soucin a protoze

T T T
V = grad = ﬁ,g , je —=V-[pVu=—- 9.9 - p Ou Ou)™ _
ox’ Oy

Oz pax oy p@y = T WPla)e = P Uy)y-

O hranici I' piedpoklddejme I' = T; UTy, Ty NIy = (). Déle n = (n,, ny)’ = (n1,n9)7 je
jednotkovy vektor vnéjsi normaly hranice a

ou Uy — ou ou

%—n- u_n$%+ny8_y
je derivace ve sméru vnéjsi normdly. Okrajovd podminka (2.3) se nazyva Dirichletova,
okrajovd podminka (2.4) se pro a = 0 nazyva Neumannova a pro a # 0 Newtonova.

Uloha mize popisovat naptiklad problém dvourozmérného staciondrniho vedeni tepla.

V tom piipadé je u(x,y) teplota, p(x,y) koeficient tepelné vodivosti, g(z,y) je koeficient
prestupu tepla ,,plochou* €, f(z,y) = @ + qu. je souctem tepelného zdroje Q(x,y) a te-
pelného toku qu. ,,plochou® Q (u.(z,y) je teplota okoli ,plochy“ ), g(x,y) predepsana
teplota na hranici I'y, a(x,y) koeficient prestupu tepla a 3(x,y) zadany tepelny tok na
hranici I's. Rovnice (2.2) pak ma tvar

V- -pVul+qu—u.)=0Q v Q. (2.2")

Newtonova okrajova podminka se v tloze vedeni tepla obvykle pise ve tvaru

—p% = au —u,) na Iy, (2.47)

kde u,(z,y) je teplota okoli (hranice I'y).
Pokud tutéz tlohu interpretujeme jako ulohu prihybu membrany, je u(x,y) vychylka,
p(z,y) reprezentuje tuhost membrany, ¢(z,y) odpor prostiedi, f(z,y) zatizeni, g(z,y)
predepsany pokles podeprené ¢asti [’y hranice, a(z, y) tuhost pruzinového ulozeni a G(x, y)
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zatizeni na ¢asti 'y hranice. Uloha (2.1) - (2.4) muze byt modelem i pro dalsi problémy,
naptiklad pro potencialni proudéni tekutin, elektrostaticky potencial, krouceni tyce, di-
fazni siteni primesi atd.

Funkce u(z,y) s vlastnosti (2.1) splaujici (2.2) —(2.4) se nazyva klasické reseni. Pro
jeho existenci je treba predpokladat dostate¢nou hladkost dat, a sice

peC (), fqelC), geC)), a,B€C(ly). (2.5a)
Déle budeme v souladu s obvyklym fyzikalnim vyznamem dat predpokladat
p(z,y) > po >0, q(r,y) >0 vQ, a(r,y) >0 nal,. (2.5b)
Pro jednoznacnost feseni je tieba dale pripojit podminku

mes;I'y >0 nebo
q(z,y) > qo >0 mna Qp C Q, mesy€y >0, nebo (2.5¢)
alz,y) > ap >0 naly C Ty, mes Iy >0,

kde mes;['; resp. mesi['yy je délka casti I'; resp. I'yg hranice a mesy€)y je plocha pod-
oblasti €y. Pro existenci feseni musime predpokladat jesté néco navic, naptiklad ze

Q) je regularni oblast s hladkou hranici a I' = I'y, nebo ze I' = I'y, nebo ze (2.50)
Q) je konvexni polygon a I' =T7. '

Soubor podminek (2.5a) —(2.5d) ndm zarucuje jednoznaénou existenci klasického resent
problému (2.1)—(2.4).

Poznamka 12. Nesplnéni podminky (2.5¢) znamend fesit ilohu

V- -[pVul=f vQ, —p@:—ﬁ na I
on

Pomoci Greenovy formule (2.6) 1ze ukazat, Ze tato tiloha ma reseni jen tehdy, plati-li

/Qfda:dy+/rﬁds:0.

V tom pripadeé je feSeni nekonecné mnoho a navzajem se lisi o konstantu. [

2.3. Greenova formule

Necht f(xy,3), g(xy,22) € H(Q). Potom plati

o gdr = /ngm ds—/Qfag dz. (2.6)

Zde dx = dzidx,, ds je diferencial oblouku I' a n; je i-ta slozka jednotkového vektoru
vnéjsi normaly hranice.
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2.4. Slaba formulace

Necht v € C'(Q). Vynasobenim rovnice (2.2) funkei v, integraci pres € a pouzitim
Greenovy formule dostaneme

—/V~[qu}vdxdy:
Q

= — /p[ugcngc + uynylvds + / plugvy + uyv, | dedy = (2.7)
r Q

= —/p%vds—l-/[qu-Vv} dxdy:/(f—qu)vda:dy.
r on Q Q

Funkci v(z,y) € C'(2) nazveme testovaci, spliiuje-li v = 0 na I';. Dosadime-li do (2.7) za
v testovaci funkci a uzijeme (2.4), obdrzime rovnici

/[qu-Vv+quv] da:dy~|—/ auvds:/fvdxdy+/ Buds. (2.8)
Q Ty Q T
Oznacme si
a(u,v) :/[qu-Vv—l—quv] dxdy+/ auvds, (2.9)
Q )
L(v):/fvdxdy—i— Bu ds, (2.10)
Q 1)

polozme X = H'(Q) a dédle oznacme
V={veX|v=0 naly}, W={veX|v=g naly}. (2.11)

a(u,v) je symetrickd bilinedrni forma a L(v) je linedrni funkciondl. V' nazveme prostorem
testovacich funkci a W nazveme mnozinou pripustnych reseni. Zduraznéme, ze W neni
linedrnim prostorem funkei, nebot pro g # 0 a vy,vy € W neplati v; + v, € W. Slabou
(varia¢ni) formulaci ilohy (2.1)—(2.4) rozumime tlohu

najit u € W splnujici a(u,v) = L(v) Yv e V. (2.12)

Funkci u vyhovujici (2.12) nazyvame slabym feSenim (dlohy (2.1)—(2.4)). Jednoznacénou
existenci slabého feSeni lze zaruéit za vyrazné slabsich predpokladu nez byly predpoklady
(2.5a) —(2.5d), které jsme potiebovali pro jednoznacnou existenci feseni klasického. Pokud
jde o hladkost dat, sta¢i misto (2.5a) predpokladat

p,q, f € PO(Q), geCT), a,B€PCTy). (2.5a%)

Tyto pozadavky jsou realistické a odpovidaji tomu, s ¢im se setkdvame pri feSeni prak-
tickych tloh. Pfedpoklady (2.5b) a (2.5¢) ponechdame v platnosti. To neni omezujici,
nebot tyto predpoklady jsou v praktickych tlohdch splnény. Koneéné predpoklad (2.5d)
nahradime pfirozenym pozadavkem

Q2 je regularni oblast s hranici po ¢astech hladkou, (2.5d7)
ktery opét plné vyhovuje praktickym potfebam. Shriime tedy, Ze jednoznacné existence

slabého teseni je zarucena, jsou-li splnény predpoklady (2.5a’), (2.5b), (2.5¢) a (2.5d’).
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2.5. Triangulace, po ¢astech linearni funkce

Predpokladejme, 7ze  je polygon. Q pokryjeme triangulaci T sklddajici se z trojihel-
nikovych elementii e takovych, Ze uzdvéry kazdych dvou riznych trojihelniki jsou budto
disjunktni nebo maji spole¢ny vrchol nebo stranu a ze

a=J=

ecT

Trojihelniky triangulace budeme nazyvat také prvky. Vrcholy trojuhelniku budeme nazy-
vat uzly. Tringulaci zvolime tak, aby body pruniku I'y N Ty byly uzly. Pocet viech prvki
triangulace ozna¢ime PP, pocet viech uzlit PU, pocet uzlii lezicich na T'y oznaéime PB
a pocet zbyvajicich uzlu (lezicich uvnitf Q a na I'y) oznaéime PN. Strany elementu budeme
znacit S, mnozinu vsech stran lezicich na hranici I's ozna¢ime 8 a pocet vSech stran S € 8
oznacime PS. Nejdelsi stranu trojuhelniku triangulace ozna¢ime h. Symbol A budeme
v dalsim pouzivat jako meéritko jemnosti triangulace. Kromé toho, pouzijeme-li pismeno
h jako index u néjaké veliciny vyznacime tim, ze tato veli¢ina zavisi na triangulaci 7.
Triangulaci popiSeme pomoci néasledujicich souboru dat:

1. PRVKYi,jl,i=1,...,PP, j=1,2,3, jsou ¢isla uzlu elementu e; € T;
2. STRANY[i,j],i=1,...,PS, j = 1,2, jsou ¢isla uzlu strany S; € §;
3. BODYi],i=1,...,PB, jsou é&isla uzli lezicich na T'y;

4. X[i], Y[i], i =1,..., PU, jsou x-ové a y-ové souradnice uzlu.
12
17 23
12 19 28
. 11 27 22
1
' G
25
5 10 17
10 10
1 2
3 9] g 0 PP = 28
PU = 23
9 PS = 12
2 14 19 PB = 5
a | PN = 18
1 i 13 18

Obr. 6. Triangulovand polygonalni oblast
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PRVKY STRANY BODY X Y KC

1.0 1| 4] 5 1: 1 2 1. 1 1 0 0 1 ~-1
220 1| 5| 2 2: 2 3 2: 1 4 2 0] 05 2 1
31 2| 5| 6 3: 3 7 3] 8 3 0 1 3 2
4:1 2| 6| 3 4: 7 12 4: 113 4 0,5 0 4 -2
o0 3] 6| 7 or | 12 16 o: | 18 3 0,51 05 5 3
6: | 4| 8| 9 6: | 16 17 6 0,5 1 6 4
T 4] 9 5 T 17 23 7 05| 1,5 7 >
8| 5] 9110 8| 23 22 8 1 0 8 -3
9:] 5110 6 9: 1 22 21 9 11 05 9 6
10: | 610 | 11 10: | 21 20 10 1 1 10 7
11: | 6 11| 7 11: | 20 19 11 11 1,5 11 8
12: ) 7|11 | 12 12: | 19 18 12: 1 2 12 9
13: |13 9| 8 13: ] 1,5 0 13 —4
14: |13 14| 9 14: 1 1,5 05 14 10
15: |14 110 9 15:] 1,5 1 15 11
16: | 14 | 15 | 10 16: | 1,5 | 1,5 16: 12
17: 1 15| 11 | 10 17 1,6 | 1,75 17: 13
18: ] 15 |16 | 11 18: 2 0 18:] -5
19: 116 | 12 | 11 19: 21 0,5 19: 14
20: |18 |14 | 13 20: 2 1 20: 15
21: 118119 | 14 21: | 1,75 | 1,25 21: 16
22119 15| 14 22: | 1,75 | 1,5 22: 17
23: 119 20| 15 23| 1,75 | 1,75 23: 18
24: 115120 21
25: 115121 |16
26: | 21 | 22 | 16
27122 | 17 | 16
28: 122 | 23| 17

Tab.1. Data popisujici triangulaci

7 cisté formalnich duvodu, umoznujicich snadnéjsi matematické vyjadrovani, budeme
v dalsim textu predpokladat, ze na hranici I'y lezi uzly s ¢isly PN+1, ..., PU. Pokud tomu
tak neni, jako tfeba v piikladu podle obrazku 6, snadno si poradime : uzly precislujeme.

Muzeme k tomu pouzit kédovaci tabulku KC', ktera ke kazdému uzlu I ptiradi tak zvané
kédové ¢islo KC[I]:

{Vytvoteni pole kédovych ¢isel KC[1..PU|}

for I:=1 to PU do KCJI|=0;

for I:=1 to PB do KC[BODY|I]]=1;

J:=0;

for I:=1 to PU do

if KC[I] = 0 then begin J:=J+1; KC[I]:=] end;
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Vidime, 7e uzly nelezici na I'y maji pfifazena kédova ¢éisla 1,..., PN a uzly lezici na T';
¢isla —1,...,—PB. Je-li KC[I] > 0, je novym ¢islem uzlu I ¢&islo KC[I], pro KC[I] <0
je novym ¢islem uzlu I ¢islo PN — KC[I].

Funkei, kterd je na kazdém trojihelniku e € T linedrni a globalné, tj. na Q, spojitd,
nazveme funkci po ¢astech linearni. Kazda takovéa funkce v(z,y) je jednoznacéné uréena
svymi hodnotami v(x;,y;) ve vrcholech Pi(x;,y;) triangulace T. Prostor vSech po ¢dstech
linearnich funkef oznaéime X. Funkce z X}, jsou v ) spojité a maji v  po ¢astech spojité
derivace, tedy X; C PC'(Q) C X.

Specidlnim piipadem funkci z X}, jsou funkce w;(x,y), které jsou v P; rovny jedné
a v ostatnich vrcholech jsou rovny nule. Témto funkcim se fika bazové. Kazda funkce
v € X}, muze byt pomoci svych hodnot v uzlech a pomoci bazovych funkci vyjadiena ve

tvaru
PU

v(z,y) = Zv(mi, yi)wi(z,y). (2.13)
i=1
X}, je prostor dimenze PU. Podstatnou a charakteristickou vlastnosti metody konecnych
prvku je ta skutecnost, ze bazové funkce v ni pouzivané jsou nenulové jen na velmi malé
poddoblasti oblasti . Rikdme, Ze bazové funkce w; maji maly nosic. (Nosicem funkce
¢ je uzavér mnoziny vsech bodu, v nichz je funkce ¢ nenulova). Déle definujme prostor
testovacich funkef

Vi={veX,|vP)=0VP €T} (2.14)
a mnozinu pripustnych funkei
Wy ={ve X, | v(P) =g(P;) VP, €T, }. (2.15)
Pro v € V}, plati
PN
v(z,y) = Zv(ﬂ% yi)wi(z,y) (2.16)
i=1
aprov e Wy je
PN PU
i=1 i=PN+1

V3, je podprostor prostoru V' a dimenze V}, je rovna PN. Mnozina piipustnych feseni W},
pro g # 0 opét zrejmé nenf linedrnim prostorem a W je podmnozinou W' pouze tehdy,
kdyz pro kazdou funkci v € W), je v = g na I'y.

2.6. Diskrétni slaba formulace

Oznaéme I°(g) numericky nebo piesné spocteny [ g(z,y)dzdy a I9(g) numericky
nebo presné spocteny [, g(z,y)ds. (I°(g) a I°(g) jsou zfejmé linedrni funkciondly). Pak
diskrétni slaba (varia¢ni) formulace tlohy (2.1)—(2.4) zni

najit U € W), splaujici a,(U,v) = Ly(v) Yo € Vj, (2.18)
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kde

an(U,v) :ZIG(pVU-Vv+qUU)+ZIS(aUU), (2.19)
ecT Ses
Lu(v) =) I°(fv) + > I%(Bv). (2.20)
€T Ses

Hodnotu MKP-slabého feSeni U v uzlu P; oznaéime A; = U(z;,y;) a hodnotu testovaci
funkce v v uzlu P; ozna¢ime ©; = v(z;,y;). Podle (2.16) a (2.17) je

PN PU
Ulz,y) =Y Nwi(z,y)+ > gl y)w;(e,y),
j=1 j=PN+1

o (2.21)
v(z,y) = Z Ow;(x,y).

Vsimnéte si, ze Zf:]\i Ajw;(z,y) € Vi az = Zf:UPNH 9(z;,y;)wj(x,y) € Wy. Vzhledem
k bilinedrnosti formy ay (U, v) a linedrnosti funkciondlu Ly (v) je
0=an(U,v) — Ly(v) =

PN

PN
= Z@l {Z ah(wj,wi)Aj -
=1

J=1

Ln(w) = Y ah(wmwi)g(xj,yj)]}: 2.2

j=PN+1

PN PN
i=1 j=1
kde jsme si oznacili
PU
kij = an(wj,wi), F; = Ly(w;) — Z an(wj, wi)g(z;,Y;),
j=PN+1
K= {kj;} L, F=(F,. .. Fpy), (2.23)

A= (Al, c. ,APN)T, ® = (@1, ey @pN>T.
Protoze O je libovolny vektor, musi platit
KA =F. (2.24)

Z této soustavy linearnich rovnic spo¢itame neznamé Aq, ..., Apy. K se nazyva matice
tuhosti a F vektor zatizeni. Uved me nékteré vlastnosti matice tuhosti.

1. K je symetrickd: aj(w;, w;) = ap(w;, w;);

2. K je tidka: ap(w;, w;) = 0, pokud uzly P; a P, nejsou vrcholy téhoz trojihelnika;
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3. K je pozitivné definitni: @' K® = ay,(v, v); integrujeme-li piesné, je
ap(v,v) = /[pVU - Vv + qv?] dxdy—i—/ av?ds > 0 pro v # 0
Q T2

a déle ap(v,v) = 0 praveé kdyz v = 0 (sta¢i pouzit(2.5b) a (2.5¢)); matice K vsak
bude pozitivné definitni pro dostatecné malé h i tehdy, kdyz integrujeme numericky
uzitim formuli, které uvedeme v nésledujicim odstavci 2.7,

4. Pti vhodném ocislovani proménnych je K pésova matice.

Soustavu rovnic (2.24) lze bez problému vyftesit: pasovost a pozitivni definitnost matice K
umoznuje efektivni nasazeni nékteré z modifikaci Gaussovy eliminacni metody bez vybéru
hlavnich prvku, ridkost a pozitivni definitnost matice K zase vybizi k feSeni soustavy
rovnic vykonnou itera¢ni metodou.

2.7. Elementarni matice a vektory

Matici tuhosti K a vektor zatizeni F sestavime pomoci elementarnich matic K¢ a ele-
mentdrnich vektori F¢ pro e € T a elementdrnich matic K° a elementérnich vektort F*
pro S € 8. Matici K budeme nazyvat také globalni matici tuhosti a vektor F globalnim
vektorem zatizeni.

a) Elementarni matice a vektor na elementu e

Uvazme jeden konkrétni element e triangulace T s vrcholy Pf(z¢,yf), i = 1,2,3. Pro
uzel Pf je i lokdlnim ¢islem uzlu na elementu e. Je-li ¢ = ¢(e) éislo elementu e, pak
globdlnim ¢islem uzlu Pf je ¢islo I = PRV KYc,i]. Pf a Py jsou tedy jen ruzné oznaceni
téhoz uzlu.

Necht w§(x,y) je restrikce bazové funkce wy(z,y) na element e. Oznacme si

2.25
2.26
2.27
2.28

wi(x,y) =ajx+by+c, i=1,23,

N¢ = N(z,y) = (wi(z,y),ws(z,y), ws(z,y)),

A° = (A% A5, AT, kde AY = U(xs,y8), i=1,2,3,
O° = (65,065,057, kde ©¢ = v(zt,ys), i=1,2,3.

o~ o~ o~ o~
— ~— ~— —

Pak slabé teseni U a testovaci funkci v lze na elementu e vyjadrit ve tvaru
U=N°A° v=NO°. (2.29)

Daéle oznac¢me

e e e
ows ows ows

or Or Ox ai aj as
B¢ = VN° = = . 2.
v ows  Owg Ous (bi b bg) (2:30)
dy Oy Oy
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Pak
VU = B°A° a Vuv=B©". (2.31)
Nyni jiz vyjadiime
I¢(pVU - Vv + qUv) = I*([Vv]"p VU + vqU) = (232
— Ie([@@]T[Be]Tp BeA® + [Ge]T[Ne]Tq NeAe) — [@e]TKeAe, )
kde K°=K"+K% a
(2.33)
Kel — Ie([Be]TpB€>, K62 — Ie([Ne]Tqu)‘

Pii vypoctu prvki matice K se obvykle pouziva formule

I°(g) = pl(e)g(=7, y7), (2.34)

kde pl(e) je plocha elementu e a x5 = (2§ + 25+ %), ¥5 = (¥ +y5+y5) jsou souradnice
tézisté elementu e. Formule (2.34) integruje presné polynomy prvniho stupné. Pomoci této
formule snadno urcime

aja$ 4+ b5b afas + 0505 afa§ + bybS
K = pl(e)p(z5,y5) | asa$ +b5bs  asas + b5bs  asas + bsbs | . (2.35)
asa{ + b5bS  agas + bSbs  aSasg + bSb

Zbyvéa spocitat koeficienty a$, b, ¢ = 1,2, 3, a vyjadrit pl(e). K tomu tcelu staci vyuzit
vlastnosti bazovych funkei

0 proi#j, . .
wf(fC?,yf):{ | proizy I=LZE (2.36)

Tak dostaneme

i yp 1 aji as ag 1 00
x5 ys 1 by b5 b5 | =1 0 1 0
x5 ys 1 i ¢§ 4 001

a pomoci Cramerova pravidla zjistime

aj = (y5 — y3)/d", = (25 —x5)/d°,  ¢f = (25y5 — y525)/d",
a3 = (y5 —yi)/d", = (2] —a§)/d°, 5 = (z5yf — y5a7)/d°, (2.37)
a5 = (yf —y5)/d", = (25 —x7)/d?, 5= (27ys5 — yfas5)/d",

kde d° = (y5 —yi)(25 — 27) — (27 — 25) (¥} — v3)- (2.38)

Je znamo, ze pro plochu trojuhelnika plati
pl(e) = %|de|. (2.39)
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Snadno nahlédneme, 7e matice K¢ je symetrickd a Ze soucet jejich prvku v kazdém radku
je roven nule. Proto lze matici K¢ vyjadfit efektivnéji,

_re — Se 7"6 Se
sl e ¢ 2.10)
Se te _86 _ te

kde

€ €

= (y5 — y5)(y5 — y7) + (x5 — x5) (2] — %),
s¢ = (y5 — ) (¥ — v3) + (2§ — 25) (2§ — z9), (2.41)
t* = (y5 — vi)(yi — v5) + (2§ — x5) (25 — 2%).

r

Uvedme si jednu zajimavou vlastnost prvki matice K¢'. Lze ukézat, Ze plati

ki = p(a%, y7) (—5 cotg ;) pro i # j, (2.42)

kde o; je vnitini tihel trojihelnika e u vrcholu Pg, k # i,k # j. Protoze soucet prvku

v kazdém tadku matice K¢ je roven nule, z (2.42) mimo jiné plyne, Ze pro trojihelnik

s uhly ¥§; < § md matice K¢ kladné diagonaln{ prvky a nekladné prvky mimodiagondlni.
Pii vypoctu prvki matice K se pouziva celd fada formuli. Uzitim formule

I°(g) = 3 pl(e)lg(as, uf) + g(a5, y5) + g(a5, v5)], (2.43)

ktera rovnéz integruje polynomy prvniho stupné presné, dostaneme diagondlni matici

& q(z7,y5) 0 0
K* = 5 0 q(x5, 5) 0 : (2.44)
0 0 q(x§,y5)

Pokud bychom pii vipoctu matice K pouzili formuli (2.34), dostali bychom plnou matici

e 111
k= s am | 110 (2.45)
111
Nékdy se pouziva jesté jiny zpusob numerické integrace a sice
K? = I°([N‘]"¢N°) = q(2%, y7) / [INJ'N® dz dy. (2.46)
V tom pifpadé bude matice K opét plnd,
i 2 11
k= Tl [ 12 1 (2.47)
11 2
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Pti vypoctu
I*(fv) = [@°"I¢(IN]" f) = [©°] F* (2.48)
pouzijeme bud'to formuli (2.43) a dostaneme

Fe = §1d°|(f (25, 90), f (a5, 5), f(25,95))", (2.49)
nebo formuli (2.34) a obdrzime

Fe = §|d°| f(af, y7)(1,1, 1) (2.50)

b) Elementarni matice a vektor na strané S

Uvazme jednu konkrétn{ stranu S z mnoziny stran 8 s koncovymi body P?(z?,y?),
i =1,2. Pro uzel P je i lokdlnim ¢&fslem uzlu na strané S. Je-li ¢ = ¢(S) &islo strany S,
pak globalnim ¢&fslem uzlu PP je éislo I = STRANY [c,i]. P® a P; jsou tedy jen riznd
oznaceni téhoz uzlu.

Necht w?(z,y) je restrikce bazové funkce wy(x,y) na stranu S. Pak ziejmé plati
S

wi (x5, y5) =0 proi # j aw(z7,y7) = 1. Oznacme
N® = N(z,y) = (v (z,y), w3 (z,)),
A% = (AT AT, kde AY =U(a?,y)), i=1,2,
0° = (07,057, kde ©F = v(z?,y”), i=1,2
Pak slabé teseni U a testovaci funkci v lze na strané S vyjadrit ve tvaru
U=N°A% v=N%0"
Proto
I’ (aUv) = [@°)T1°(IN*TTa N%) A% = [@°]TK AY, (2.51)
I%(Bv) = [©@°]"T°(IN®]"B) = [©@°]"F*. (2.52)
Integraci na strané S provedeme napiiklad lichobéznikovou formuli

1%(g) = § d°[g(al,v7) + g(a3,95)], (2.53)

kde

@ = (a5 —af)? + (5 7Y

je délka strany S. Po upravé dostaneme

a(z?,y7) 0 B(x?,y7)
K°=14° s o |, Fi=1d° s s ) (2.54)
0 afry,yy) B(x5,y5)
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Vsimnéte si, ze matice K vysla diagondlni. Pfi vypoctu integrali je mozné pouzit
také obdélnikovou formuli

I%(g) = d°g(x3,y7), (2.55)
kde z7 = (2 4+ 23), y7 = L (y7 + y5) jsou soufadnice stfedu strany S. Pak dostaneme

11

11

K® =} alaff) 1

). Eetesegan () (2.56)
a matice K* je plnd. Nékdy se pii vypoctu matice K° pouziva specidlni postup,
K® = I'(IN*]"a N®) = a(23, y3) /[NS]TNS ds,
S
ktery vede opét na plnou matici

2 1
K® = 1 d°a(z7, y}) < L 9 ) . (2.57)

c) Sestaveni globdlni matice a vektoru
Zkombinujeme-li (2.22), (2.19), (2.20), (2.32), (2.48), (2.51) a (2.52) vidime, ze pro
slabé feseni U a libovolnou testovaci funkci v plati

0=an(U,v) — Ly(v) = OT [KA — F] =
- Z[@e]T KEA® — F] + Z[QS]T [KSAS — FS]. (2.58)

ecT SeS

Z této rovnosti lze odvodit pravidla pro sestaveni globdlni matice K a vektoru F z lokalnich
matic K¢, K* a lokélnich vektort F¢, F*. Uvedeme si dva postupy.

Algoritmus 1 (eliminaéni)

Vime uz, ze uzly nelezici na I'; majf pfitazena kédova éisla 1,. .., PN a uzly lezici na
') ¢isla —1,..., —PB. Piedpokladejme, Ze piedepsané hodnoty feseni v uzlech BODY[I]
jsou ulozeny v pozici G[I] pole G[1..PB]. Nésleduje popis sestavovaciho algoritmu.

{Nulovani globalni matice K ~ K[1..PN,1..PN] a vektoru F ~ F[1..PN]}
for [:=1 to PN do
begin
for J:=1 to PN do K[I,J]=0;
F[1]:=0
end;
{Zpracovéni piispévku z elementu e € T}
for E:=1 to PP do {prvky}
begin
{Vypocet elementdrni matice K¢ ~ K E[1..3,1..3] a vektoru F¢ ~ FE[1..3] }
for I:=1 to 3 do {radky}
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begin
II:=KC[PRVKYIE,I]];
if IT > 0 then {rovnice se sestavuje}
begin
for J:=1 to 3 do {sloupce}
begin
JJ:=KC[PRVKYIE,J]);
if JJ > 0 then K[II,JJ]:=K[IL,JJ]+KE[L,J] {piispévek do matice K}
else F[II]:=F[II]-KE[LJ]*G[-JJ] {piispévek do vektoru F}
end; {sloupce}
F[II}:=F[II|+FE[I] {pfispévek do vektoru F}
end {sestavovani rovnice}
end {rddky}
end; {prvky}
{ Zpracovani prispévku ze stran S € §}
for S:=1 to PS do {strany}
begin
{Vypocet elementarn{ matice K ~ KS[1..2,1..2] a vektoru F* ~ FS[1..2]}
for I:=1 to 2 do {radky}
begin
I1:=KC[STRANY/[S,I]};
if IT > 0 then {rovnice se sestavuje}
begin
for J:=1 to 2 do {sloupce}
begin
JJ:=KC[STRANYIS,J]};
if JJ > 0 then K[ILJJ]:=K[IL,JJ]+KS[L,J] {ptispévek do matice K}
else F[II]:=F[II]-KS[I,J]*G[-JJ] {ptispévek do vektoru F}
end; {sloupce}
F[I1]:=F[II]+FS[I] {piispévek do vektoru F}
end {fadky}
end {sestavovani rovnice}
end; {strany}

Predpokladejme, Ze feseni soustavy rovnic s matici soustavy K|[1..PN,1..PN] a vektorem
pravé strany F[1..PN] dostaneme v poli Z[1..PN]. Pak pole D[1..PU] hodnot slabého

feseni v uzlech dostaneme zpétnym prekodovanim.

for I:=1 to PU do
begin

J:=KC[IJ;

if J > 0 then D[I]:=Z[J] else D[I]:=G[—]]
end;

Algoritmus 1 nazyvame elimina¢ni proto, ze rovnice ptislusné uzlum hranice I'y vubec
nesestavujeme a ze parametry piislusné uzlum hranice I'; vyeliminujeme tim, ze za né

39



dosadime predepsané hodnoty feseni a piislusné prispévky z elementarnich matic preve-
deme na pravé strany rovnic.

Algoritmus 2 (pruzinovy)

Pti praktickém vypoctu diskrétniho slabého teSeni se nékdy pouziva postup, ktery si
nyni popiSseme. Je znamo, ze Dirichletova okrajovd podminka u = g muze byt priblizné
splnéna prostiednictvim okrajové podminky Newtonova typu

9,
—pa—z =o(u—g) na I'y, (2.59)

kde o je velké kladné ¢islo. Lze ukazat, ze pro ¢ — 400 plati u — g na I';. Zahriime
tedy podminku (2.59) do diskrétni slabé formulace (2.18). To se projevi tim, ze bude
Xp=Vp=W},, ze pocet neznamych parametru PN bude roven poctu uzlu PU a dale ze
do ay,(U,v) piibudou éleny I°(cUv) a do Ly(v) ¢leny I°(ogv) pro strany S lezicf na T'y.
Integraci novych hrani¢nich ¢lent provedme lichobéznikovou formulf (2.53). Sestavovact
algoritmus 2 odvodime z algoritmu 1. Nejdtive zpracujeme elementy e € T a strany S € §
a sestavime tak matici a vektor, které oznacime K a F. Matici K a vektor F dale upravime
tak, ze pro kazdy uzel P, lezici na hranici T'y

e piicteme od; k prvku k;; matice K a
e piicteme od;g(z;,y;) k prvku F; vektoru F.

Pritom d; se rovnd jedné poloviné ze souc¢tu délek téch (jedné nebo dvou) stran hranice
I'y, které obsahuji uzel P;. Protoze Cleny od; maji byt hodné velké, lze je nahradit cleny
0; = kki;, kde k je velké &islo, napifklad £ = 10%°. Protoze g; je vyrazné vétsi nez ki,
a protoze lze predpokladat, ze o; je soucasné vyrazné vétsi nez F;, staci pro kazdy uzel P,
leZici na hranici Ty

e nahradit prvek k;; matice K c¢islem kk;; a
e nahradit prvek F; vektoru F ¢islem sk;;g(x;, y;).
Nésleduje popis algoritmu 2.

{Nulovani globalni matice K ~ K[1..PU, 1..PU] a vektoru F ~ F[1..PU]}
for I:=1 to PU do
begin
for J:=1 to PU do K|I,J]=0;
F[I]:=0
end;
{Zpracovani piispévku z elementu e € T}
for E:=1 to PP do {prvky}
begin
{Vypocet elementarni matice K¢ ~ K E[1..3,1..3] a vektoru F¢ ~ FE[1..3] }
for I:=1 to 3 do {rddky}
begin
[1:=PRVKYIE,]];
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for J:=1 to 3 do {sloupce}
begin
JJ:=PRVKY|[E,J];
K[IIL,JJ]:=K[II,JJ]+KE[I,J] {ptispévek do matice K}
end; {sloupce}
F[II}:=F[II|+FE[I] {pfispévek do vektoru F}
end {radky}
end; {prvky}
{ Zpracovéni piispévku ze stran S € 8}
for S:=1 to PS do {strany}
begin
{Vypocet elementarn{ matice K ~ KS[1..2,1..2] a vektoru F* ~ FS[1..2]}
for I:=1 to 2 do {radky}
begin
I:=STRANY/[S,I;
for J:=1 to 2 do {sloupce}
begin
JJ:=STRANY|S,JJ;
KI[IL,JJ]:=K[II,JJ]+KS[I,J] {pfispévek do matice K}
end; {sloupce}
F[II}:=F[II]+FS[I] {piispévek do vektoru F}
end {radky}
end; {strany}
{ Zpracovéni Dirichletovy okrajové podminky}
KAPA:=1e20;
for B:=1 to PB do {body hranice T, }
begin
I1:=BODY/];
Q:=KI[ILIT*KAPA;
K[IT,I1]:=Q; {modifikace diagonélniho prvku}
F[I1]:=G[I]*Q {modifikace pravé strany}
end; {body hranice T';}

Vyfesenim soustavy rovnic s matici soustavy K[1..PU,1..PU]| a vektorem pravé strany
F[1..PU] dostaneme pifmo pole D[1..PU| hodnot slabého feseni v uzlech. Algoritmus 2
nazyvame pruzinovy proto, ze v tulohdch pruznosti ma o vystupujici ve vztahu (2.59)
vyznam tuhosti pruzinového ulozeni.
Priklad

Uvazme tlohu, jejiz geometrie a triangulace je popsdana pomoci obrazku 6 a tabulky 1
a o jejiz datech predpokladame

p:}_?a q:()a f:7y> g:?(l—x)Q’ 04:67 ﬂ:Bnya

kde B, f, g, @ a [ jsou zadané konstanty a n, je y—va slozka jednotkového vektoru vnéjsi
normdly hranice. Nasim cilem je zépis nékolika rovnic soustavy (2.24).
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Zacnéme tim, ze uvedeme elementarni matici prvku 1. Z (2.35) dostaneme

_ 1 -1 0
K¢ = ’g -1 2 -1 1. ’ element typu 1‘
0 -1 1

Snadno ovéiime, ze elementdarni matice prvku 1, 3, 5, 6, 8, 10 a 12 (oznacme je jako
elementy typu 1) jsou stejné: pro p(x,y) = p konstantni mé element e a jeho obraz
v zobrazeni

T =ax+0, Jy=ay+c, (a,b,cjsou konstanty)

tutéz matici K¢, jak lze zjistit analyzou vztahu (2.35). Prvky 2, 4, 7, 9 a 11 oznac¢me
jako elementy typu 2, jejich elementarni matice je

_ 1 0 -1
K= g o 1 -1 1. ‘ element typu 2‘
-1 -1 2

Prvky 13, 15, 17, 19, 20, 22 a 27 typu 3 maji elementarni matici

/1 0 -1
K° = g 0o 1 -1 element typu 3
-1 -1 2

a prvky 14, 16, 18, 21, 23, 26 a 28 typu 4 maji elementarni matici

_ 1 -1 0
K° = g -1 2 -1 1. element typu 4
0 -1 1

Vypoctem ovéiime, ze elementarni matice prvku 24 je stejna jako u prvkua typu 2 a ele-
mentarni matice prvku 25 je stejna jako u prvku typu 4.
Elementéarni vektor F¢ pocitany uzitim formule (2.49) mé na vSech prvcich tvar

YT 0,03125 pro prvky 26, 27, 28,
F¢ = %71)[(6) ys |, kdepl(e) =< 0,0625  pro prvky 24, 25,
Y5 0,125 pro ostatni prvky

je plocha prvku e a y{ je y-ova soutadnice jeho -tého vrcholu.
Elementarni matice K a vektory F* pocitané podle (2.54) jsou tvaru
0,5 pro strany 1, 2, 11, 12,
10 0,5v2 ro strany 3, 4, 5,
45 . kde dS = v2op Y
0,25 pro stranu 6, 7, 8, 9,
0,25v/2  pro stranu 10
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je délka strany S,

] 0,5  pro strany 3, 4, 5,
%B 5 ( ] ) . kde di =< 0,25 pro stranu 7, 10,
0 pro zbyvajici strany

je soucin d%n,, délky strany S a y-ové slozky jednotkového vektoru vnéjsi normaly na této
strane.

Sestavme nejdiive rovnici ptislusnou neznamé v uzlu 6. Z kédovaci tabulky vycteme
KC[6]=4, takze pujde o ¢tvrtou rovnici. Sestavime ji pomoci piispévku z prvku 3, 4, 5, 9, 10
a 11 obsahujicich uzel 6. Za¢néme napiiklad prvkem 3. To je prvek typu 1. Z pole PRVKY
zjistime, 7ze uzel 6 je tietim uzlem prvku 3 (nebot PRVKY[3,3]=6) a proto pouzijeme tieti
radek elementarni matice a elementarniho vektoru. Protoze

KC[PRVKY[3,1]] =1, KC[PRVKY]3,2|]|=3, KC[PRVKY]3,3|]=4,
prispévek do levé strany rovnice bude

SP0-Ap—1-Ag+1-Ay
a prispévek do pravé strany rovnice

170,125-1,

nebot obsah prvku 6 je 0,125 a y-ové soufadnice uzlu 6 je 1. Stejné zpracujeme i zbyvajici
prvky a vysledek zaznamename do tabulky.

prvek typ tadek leva strana prava strana
3 1 3 0,5p [—Asz + Ay 0,125/3f
4 2 2 0,5p [Ay — Ay 0,125/3f
5 1 2 0,5p[—Ay+2A4 —A5]  0,125/3f
9 2 3 0,5p[—As — Ay 4+ 2A,] 0,125/3f
10 1 1 0,5p [Ay — A7] 0,125/3f
11 2 1 0,5p[As — As]  0,125/3f

Slou¢enim jednotlivych ptispévku dostaneme rovnici
ﬁ [_AQ - Ag + 4A4 - A5 - A7] == O, 257

Stejny vysledek obdrzime standardni diskretizaci rovnice p Au = f metodou siti (staci si
uvédomit, ze velikost oka sité h = 0,5, takze h? = 0,25, a ze v uzlu 6 je f = f).

Dalsi rovnici, kterou si odvodime, bude rovnice pfislusna neznamé v uzlu 5. Protoze
KCI[5]=3, jde o tfeti rovnici. Sestavime ji pomoci piispévku z prvka 1, 2, 3, 7, 8 a 9.
Narozdil od odvozeni predchozi rovnice nyni uzel 4, spoleény vrchol prvku 1 a 7, lezi na
hranici 'y a je v ném tedy piedepsdna hodnota feseni u(P,) = g(P;) = g(1-0,5)? = 0, 253.
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Na hranici T’y lezi také uzel 1, pro ktery u(P;) = g(P,) = g(1 — 1)*> = 0. Prispévky
jednotlivych prvku zaznamename do tabulky

prvek typ Tadek leva strana prava strana
1 1 3 0,5pA3 0,5pg(P,) +0,125-0,5/3f
2 2 2 0,5p[Az — A4] 0,125-0,5/3f
3 1 2 0,5p[—A1 +2A5 — AY] 0,125-0,5/3f
7 2 3 0,50 [~Ag 4+ 2A3]  0,5pg(Py) +0,125-0,5/3f
8 1 1 0,5p [As — Ag] 0,125-0,5/3f
9 2 1 0,5p [Az — A4] 0,125-0,5/3f

a zjistime, zZe ¢len g(P;) se mezi nimi neobjevil. Sestavena rovnice mé tvar
Pl—A1+40; — Ay — Ag] =0,25[pg + 0,5f].

Také tuto rovnici lze dostat standardni diskretizaci pouzivanou v metodé siti.

Nakonec sestavime rovnici piislusnou nezndmé v uzlu 16. Protoze KC[16]=12, jde
o rovnici ¢islo 12. Sestavime ji pomoci prispévku z prvku 18, 19, 25, 26 a 27 uzitim
tabulky

prvek typ tadek leva strana prava strana
18 4 2 0,5p [—Ap +2A1, — Ag]  0,125-1,5/3f
19 3 1 0,5p[A1s —Ag]  0,125-1,5/3f
25 4 3 0,5p [—As + Ag]  0,0625-1,5/3f
26 4 3 0,5p A7 + Ap]  0,03125-1,5/3f

]

27 3 3 0,5p[—A1r — A3 +2A,] 0,03125-1,5/3f

Protoze strana 5 spojujici uzly 12 a 17 je ¢asti hranice I'y, pricteme k levé strané clen
k§2A12 = 0,25v2aA 5 a k pravé strané ¢len FQS = 0,250. Na hranici I'y lezi také strana

s

k levé strané vSak pricteme piispévek k‘f 1A12 = 0,125@A 5. Celkem dostaneme rovnici

—PAs — 0,50 Aqq + [3,55 +0,125(1 + 2v/2) @] Ay — 0,55 Ay3—
0,5p A1 — A7 = 0,125[1,5f + 23].

Ziskat analog této rovnice metodou siti je nesnadné.
2.8. Neékolik poznamek

Poznamka 13. V technickych aplikacich néds ¢asto zajima hodnota gradientu feseni. Na
elementu e je gradient konstantni,

VU = B°A°, (2.60)
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obvykle bere aritmeticky prumér hodnot VU ze vSech elementii obsahujicich uzel P jako
svuj vrchol. [

Poznamka 14. Za predpokladu dostateéné hladkosti slabého feSeni lze ukéazat, ze pro
chybu u — U slabého feseni a jeho konecnéprvkové po céstech linearni aproximace plati

max [u —U| = O(h?) a max||V(u—U)||=0(h) VecT,
(9] e

kde || - || oznacuje délku vektoru. O

Poznamka 15. Tam, kde se slabé feseni v prudce méni, je aproximace U pomoci po
¢astech linearnich funkci malo pfesna, pokud triangulaci nezvolime dostatecné presné.
V praxi ¢asto zname tato kritickd mista. Pak staci zahustit sit v kritické ¢ésti oblasti €,
zatimco v nekritické éasti oblasti € jemnou sit nevolime, abychom zbyteéné nezvétsovali
pocet neznamych. Takovyto zpusob volby sité je jednou ze znaénych vyhod metody
kone¢nych prvka. [

Poznamka 16. Triangulaci volime tak, aby zadny vnitini thel trojuhelniku triangu-
lace nebyl prilis velky. Je-li to mozné, pouzivame trojihelniky s thly rovnymi nejvyse
/2 a pokud mozno se vyhybame také dhlum piilis malym. Jsou-li vnitin{ thly vsech
trojihelniku triangulace netupé (tj. mensi nebo rovné m/2), pak uvézime-li vyklad za
vztahem (2.42) a pouZzijeme-li elementédrni matice K tvaru (2.44) a elementdrni mat-
ice KS tvaru (2.54), zjistime, ze matice tuhosti K ma na hlavni diagonale kladné prvky
a mimo hlavni diagonélu prvky nekladné. Navic lze ukazat, ze K je ireducibilné diagondalné
dominantni matice (strucné IDDM), viz [7], coz znamend, ze:

a) K je ireducibilni, tj. pro libovolné dva indexy ig,j, 1 < ig,j < PN, existuji nenulové
koeficienty ki i, Kiyiys- - - 5K kde i,=7;

Tg—1,t0>

B) K je diagonalné dominantni, t;.

PN
|Kii| > Z |kij| proi=1,...,PN;

Jj=1
J#

7v) existuje index i, pro ktery

PN
’kiolb’ > Z |ki0]’"
j=1
J#i0
IDDM s kladnymi diagondlnimi a nekladnymi mimodiagonalnimi prvky je tzv. requldarni
M-matice, viz [13], [8]. Je zndmo, ze symetrickd regularni M-matice je pozitivné definitni.
Je-li tedy matice tuhosti K symetricka regularni M-matice, je pozitivné definitni nezavisle

na velikosti A. O

Poznamka 17. Triangulace jsou obvykle generovany automaticky. Lokalni zhustovani
se casto provadi bisekci: spojenim stfedu stran dostaneme z originalniho trojihelnika
typu A ¢tyri shodné mensi trojuhelniky typu B. Napojeni na okolni hrubou triangulaci
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zajisti dva prechodové trojihelniky typu C vzniklé rozdélenim trojuhelnika typu A téznici.
Lokélni zjemnéni triangulace je ilustrovano na obrazku 7. [

Poznamka 18. Doposud jsme predpokladali, ze ) je polygon. To ndm umoznilo bez
problému vykryt oblast € triangulaci J. Jak ale postupovat, kdyz €2 je reguldrni oblast
s hranici po ¢astech hladkou a hladké hrani¢ni oblouky jsou krivé? I v takovém ptipadé
pokryjeme oblast €2 triangulaci T. Pritom 7 rozumime stejné jako diive mnozinu trojihel-
nikovych elementu e; takovych, ze € Ne; pro i # j je budto mnozina prazdnd nebo je to
spolecna strana nebo spolecny vrchol. Oznacime

w=e
ecT

Hranici oblasti €2, znacme 0€2, nebo také I'j. Nasim cilem samoziejmeé je, aby ndhrada
oblasti €2 pomoci €2, byla pokud mozno co nejdokonalejsi. Toho lze docilit, pfijmeme-li
nasledujici predpoklady:

mentu lezi v €Q;

2) uzly lezici na hranici T', lezi také na
hranici I';

3) spoleéné body priniku I'; Ty jsou uzly
triangulace.

Z podminky 2 mimo jiné vyplyva, ze pfi

vykryvani oblasti €2 elementy e nesmime Obr. 7. Zjemnéni triangulace bisekci
uvnitt nahradni oblasti €2, vytvorit omylem

néjaké ,diry“. Je zfejmé, Ze nemusi platit

Qp C Q ani Q C Q. Avsak obé oblasti 2 a §2;, se mohou lisit jen v okoli svych hranic I'
a ['y, a kdyby se kiivé oblouky hranice I' vypiimily, pak by se oblasti €2, a ) ztotoznily.

Podminka 3 nam zase umoznuje prirozenym zpusobem pritadit k c¢asti hranice I'y
jejl aproximaci 'y, a k casti I'y jeji aproximaci I'y, tak, aby I'y = T1, U Ty, a piitom
TNy, =T NTs.

Algoritmus popisujici vytvotreni globalni matice K a globalniho vektoru F se zméni
jen nepatrné. Maly problém totiz predstavuje ta skutecnost, ze €2, nemusi byt ¢asti €2 a ze
I #T'),, takze funkce p, ¢ a f nemuseji byt definovany na celé oblasti Qj, funkce g nemusi
byt definovdna na 'y, a funkce a a 3 nemuseji byt definovany na Tyy,. S funkci g zadné
problémy nevzniknou, nebot hodnoty této funkce potfebujeme znét jen v uzlech hranice
Ty, a tyto uzly jsou podle predpokladu 2 sou¢asné uzly hranice I'y. U zbyvajicich funkef
staci znat jejich hodnoty v uzlech formuli numerické integrace. Vzhledem k podmince 1 a 2
zaddné problémy nenastanou, jsou-li uzly integrace soucasné uzly triangulace a nebo jsou-
hodnoty funkei o a 3 ve stiedu (z7,y3) strany S. Ale zde je pomoc snadnd: hodnotu
ve stfedu nahradime aritmetickym prumérem hodnot v koncovych bodech strany. [J
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2.9. Minimalizac¢ni formulace

Definujme funkcional

I(w) = 5 a(w,w) — L(w) (2.61)

a zabyvejme se minimalizacni ulohou
najit u € W splnujici II(u) < II(w) Yw € W. (2.62)

Ukéazeme, ze ,slaba“ dloha (2.12) a minimalizaéni tloha (2.62) maji stejnd feseni. Pred-
poklddejme nejdifve, ze u je Fesenim (2.12). Necht w € W a polozme v = w — u, takze
veVaw=u+wv. Mame

M(w) = Hu+v)=3ialu+v,u+v)— Llu+v)=
a(u,u) + %a(u,v) + %a(v,u) + % a(v,v) — L(u) — L(v) =

N[—= N

a(u,u) — L(u) + a(u,v) — L(v) + % a(v,v) =
= II(u) + 3 a(v,v) > TI(u),

ponévadz a(u,v) = a(v,u), a(u,v) — L(v) = 0 a a(v,v) > 0, takze u je Fesenim (2.62).
Obréacené, necht u je fesenim (2.62). Potom pro kazdé v € V' a kazdé realné ¢fslo ¢ je
II(u) < II(u + tv). Tedy diferencovatelnd funkce

o(t) = H(u+tv) =1alu+tv,u+tv) — L(u+tv) =
sa(u,u) + % a(u, tv) + 1 a(tv,u) + 5 a(tv, tv) — L(u) — L(tv) =
La(u,u) — L(u) + tla(u, v) — L(v)] + 1 t*a(v,v)

mé minimum pro ¢t = 0 a tudiz ¢’(0) = 0. Avsak ¢'(0) = a(u,v) — L(v) a proto u je
fesenim (2.12).
Definujeme-li

I, (w) = 3 ap(w, w) — Ly(w), (2.61d)
pak také diskrétni minimalizacni iloha
najit U € W, splaujici I1,(U) < I (w) Yw € W), (2.62d)

mé stejné feseni jako diskrétni ,slaba“ wiloha (2.18). Dokazme si to. Pro w = v + z, kde
v je libovolnd funkce z Vj, tedy v = ng O,w;, a z = ZZUIDN+1 gz, yi)w; € Wy, plati

I (w) = 3ap(w,w)— Ly(w) =
ap (v, v) = [Li(v) = an(z,0)] + [5 an(z, 2) = Lu(2)] =

= O'[IKO — F] +1I)(z)

1
2
1
2
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(vyuzili jsme symetrii a, (v, z) = an(z,v) a oznaceni (2.23)), takze feseni tlohy (2.62d) je
ekvivalentni minimalizaci funkce

®(©) = OT[LKO — F) + II, ()

v PN-rozmérném Euklidové prostoru R”Y. Vzhledem k symetrii matice K musi pro
stacionarni bod A funkce ®(©) platit
grad®(A) = 1 KA+ L A'K]" - F =KA - F =0,

2

A tedy spliuje rovnici (2.24). Protoze Hessova matice

2 PN
rean™
96,00,

1,j=1

je pozitivné definitni, A minimalizuje ®(©) v RN a U = 377 Aiwi—l—ZZfDNH gz, yi)w;

minimalizuje I, (w) ve W}, a je feSenim jak ulohy (2.62d) tak ilohy (2.18).

Poznamka 19. Slaba formulace, kterou lze odvodit z formulace minimaliza¢ni, byva
oznacovana také jako formulace varia¢ni (toto pojmenovéni mé svij puvod ve variacnim
poctu, ktery uéi, ze pro symetrickou bilinedrni formu a(w,v) a linedrni funkcional L(w)
je 8ll(w) = a(w,v) — L(v) pro v € V prvni variaci funkciondlu II(w) = a(w, w) — L(w)
pro w € W). Minimalizacni formulace je tedy méné obecnd nez formulace slaba. Na
druhé strané je vSak minimaliza¢ni formulace formélné jednodussi, napriklad v diskrétni
minimaliza¢ni formulaci vystupuje jen jedna sada parametri, totiz parametry {©;} 21 jako
argumenty minimalizované funkce ®(@), a proto lze-li tlohu formulovat minimalizacné,

inzenyti takové formulaci obvykle davaji prednost. [

2.10. Nestacionarni uloha vedeni tepla

Budeme se zabyvat tlohou uréit funkei u(z,y,t), (z,y) € Q, t € (0,T), vyhovujici
diferencialni rovnici

c% — V- [pVul+qu=f pro(x,y) e, te(0,T) (2.63)
a spliujici okrajové podminky
u = g pro(z,y) €Ty, t€(0,T), (2.64)
—p% = au—f pro(x,y) €Ty, te(0,T) (2.65)
a pocatecni podminku
u(z,y,0) = p(z,y) pro (z,y) € Q. (2.66)

Pritom t je cas, u(z,y,t) teplota, c(z,y,t) = Co je soucin tepelné kapacity C(z,y,t)
a hustoty o(x,y,t), p(x,y,t) je tepelnd vodivost, q(x,y,t) je koeficient prestupu tepla
splochou® Q. f(z,y,t) = Q + qu. je souctem tepelného zdroje Q(z,y,t) a tepelného toku
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que ,plochou“ Q (uc(x,y,t) je teplota okoli ,plochy“ Q), g(z,y,t) je predepsand teplota
na hranici 'y, a(z,y,t) je koeficient prestupu tepla a ((z,y,t) = au, je tepelny tok na
hranici 'y (uo(z,y,t) je teplota okoli hranice I'y). Proto rovnici (2.63) piSeme castéji ve
tvaru

0
Cogy = V-Vl +qlu—u) =Q pro (w,y) €2, t€(0,7), (2.63)
a okrajovou podminku (2.65) ve tvaru
ou ,
Py = alu—u,) pro (x,y) €Ty, t € (0,T). (2.65")

Slabou formulaci ziskame podobné jako ve stacionarnim piipadé (2.1)—(2.4). Rovnici
(2.63) nasobime testovaci funkei v(z,y) a integrujeme pies 2. Pii oznaceni

(w,v):/wvdxdy
0

dostaneme uzitim Greenovy formule (2.6)

(cug,v) + a(u,v) = L(v) YoeV apro te(0,T), (2.67a)
u=g pro (r,y) €y, te(0,T), (2.67Db)
u(z,y,0) = p(z,y) pro (z,y) € Q, (2.67c)

kde a(u, v) je uréeno vztahem (2.9), L(v) vztahem (2.10) a kde jsme si oznacili u; = du/0t.
a(u,v) a L(v) budeme diskretizovat nejdiive v prostorovych soutadnicich zcela stejnym
zpusobem jako ve stacionarnim piipadé. Nyni ovSem hodnoty priblizného feseni U v uzlech
P; jsou funkcemi casu: U;=U;(t)=U(z;,y;,t). To vSak nic neméni na aproximaci a(u,v)
a L(v): a(u,v) aproximujeme pomoci ap, (U, v) uzitim vztahu (2.19) a L(v) aproximujeme
pomoci Lp(v) uzitim vztahu (2.20). V rovnici (2.67a) je vsak jesté ¢len (cug,v). Ten
nahradime vyrazem

(cUgv)p = Z[C(CUt v),

ecT
kde I¢ je formule (2.43). Ponévadz U, = Zfol U,(t)w;(x,y) (tecka znaci derivaci podle
c¢asu), dostaneme

I°(cUpv) = [OT°(IN"e¢N°)A® = [@°]"C A",
c(af, yi, t) 0 0
e __ pl(@) e e
kde C° = 3 0 c(x§,ys5, t) 0
0 0 c(ws, v5,1)

a A° = Ac(t) = (A5(t), As(t), As(1)T, As(t) = Ug(t), i = 1,2, 3. Matice C* je diagonalnf
a proto také (cUy,v), = OTCA, kde C je diagonalni matice,

l(e
i = el t) S 2D — pi(D el i),
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kde pl(D;) se rovné jedné tietiné ze souctu ploch vsech trojihelniku majicich spoleény
vrchol P;. Aproximaci (2.67a)—(2.67c) tedy dostaneme tlohu

CA+KA=F, A0 =, (2.68)

kde ¢ = (o(z1,41),-- -, o(xpNn,ypn))T. (2.68) je soustava obycejnych diferencidlnich rovnic
prvniho faddu pro nezndmé A;(t)=U;(t) s pocatecnimi podminkami U;(0)=¢(x;, y;),
t=1,..., PN. Matice C, K a vektor F obecné zaviseji na t.

Pocateeni tlohu (2.68) lze piiblizné vyfesit vhodnou numerickou metodou. Casto se
pouziva tzv. ©-metoda, viz [26], [5]. Jeji pouziti si nyni struéné naznac¢ime. Uvazujme
déleni intervalu (0,7) : 0 =ty <t --- < tg = T aoznatme At; = t;11—t; , tirg = ti+At;0,
kdei=0,...,Q — 1. Nechf A’ oznacuje aproximaci A(t;). Polozime A® = ¢ a A™™ pro

1 =0,...,0Q — 1 spoc¢teme TeSenim soustavy rovnic

[CT0 + ALAKTTIA™ = [CT0 — Ati(1 — O)KTTAT + AtFT (2.69)
kde

C = C(tiye), K =K(tiyg), FT=F(tig). (2.69f)

Pro 3 < 6 < 1 je schéma (2.69) bezpodminecné stabilni a tedy dobré vysledky
dostaneme i pro pomérné velké casové kroky At;. Pro0 <6 < % je metoda jen podminéné
stabilni: abychom dostali rozumné vysledky, musi ¢asovy krok spliovat omezeni

At; < Aph? (2.70)

pro vhodnou konstantu A (nezdvislou na h). Konstantu Az je az na vyjimecéné piipady
obtizné presné urcit. To samo o sobé vSak neni na zdvadu, uzivame-li pii feseni (2.69)
fizeny vybér délky kroku s cilem udrzet chybu casové diskretizace ve zvolené toleranci.
Pak totiz mechanismus Tizeni délky kroku automaticky zaridi takovy vybér kroku, aby
vztah (2.70) byl splnén. Problém vsak zustavd v tom, ze takto vybrany krok bude velmi
maly.

Pro explicitni Fulerovo schéma, kterému piislusi 6 = 0, je matice soustavy rovnic
(2.69) diagondlni a soustava se rozpadne na samostatné rovnice tvaru c};kAﬁjl = g, kde
gk je znamé, a tedy FeSeni soustavy rovnic je ,laciné“. Omezeni ¢asového kroku (2.70)
si presto Casto vyzada vétsi objem vypoctlu nez pouziti bezpodminecéné stabilni metody
s vétsim krokem. Pro 6 > 0 uz matice soustavy rovnic (2.69) diagonalni neni a proto vzdy
uzijeme bezpodmineéné stabilni #-metodu. Nejpresnéjsi vysledky obdrzime pro Crankovo-
Nicolsonovo schéma, kterému odpovida 0 = % (metoda je 2. taddu presnosti), nejstabilnéjsi
je vsak implicitni Fulerovo schéma, kterému piislusi 6 = 1.

Za predpokladu existence dostatecné hladkého slabého tfeseni lze ukézat, ze plati

O(h*+ At)  pro 0 # 1,

2.71
O(h* + At*) pro§ =3, (2.71)

kde At = max; At;. Proto se nejcastéji pouziva Crankovo-Nicolsonovo schéma. Jen v pripadeé
nesouladu pocéatecnich a okrajovych podminek nebo pii prudké zméné okrajovych podminek
je ucelné pro nékolik casovych kroku pouzit implicitni Eulerovo schéma, které je sice méné
presné, zato vSak stabilnéjsi.
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2.11. Dynamika

Budeme se zabyvat tlohou uréit funkei u(z,y,t), (z,y) € Q, t € (0,T), vyhovujici
diferencialni rovnici

2
0OtV [Vl qu=f pro(ey) €0 1€ (0,7) (2.72)

a splnujici okrajové podminky

u = g pro(z,y) €Ty, t€(0,T), (2.73)
—p% = au—f pro(z,y) €y, te€(0,T) (2.74)

a pocateéni podminky

u(ey0) = olry), TV ey pro () €0 (2.7

Uloha (2.72)  (2.75) je dobrym modelem kmitajici membrdny. P¥itom t je cas, u(z,y,t)
vychylka, (Ou/0t rychlost a 9%u/0t* zrychleni), o(x,y,t) hustota, p(z,y,t) charakterizuje
tuhost membrany, ¢(z, y, t) odpor okolniho prostiedi, g(x, y, t) predepsany pokles podepiené
¢asti I'y hranice, a(z, y, t) tuhost pruzinového ulozeni a (3(z, y, t) zatizeni na casti I'y hran-
ice.

Pti odvozovani slabé formulace postupujeme podobné jako v 1iloze vedeni tepla a dostaneme

(ouw,v) + a(u,v) = L(v) YveV apro te(0,T), (2.76a)
u=g pro (z,y) €y, te(0,T), (2.76Db)
au(x,y, 0) re)

u(w,y,0) = p(z,y), =Y(x,y) pro (z,y) € Q. (2.76¢)

ot

Clen (o uy,v) aproximujeme vyrazem

(Q U, U)h = Z IE(Q Ui, U)

eeT

a uzitim formule (2.43) obdrzime (o Uy, v), = OTMA (dvé tecky znaéi druhou derivaci
podle ¢asu), kde M je diagonalni matice, tzv. matice hmotnosti,

pl(e
mi; = oz, i 1) % = pl(Di)o(i, yi, 1),
ed>P;

a kde pl(D;) je stejné jako v predchozim odstavci rovno jedné tietiné ze souctu ploch vsech
trojuhelniku majicich spoleény vrchol P;. Aproximaci (2.76a)—(2.76¢) tedy dostaneme
ulohu

MA+KA=F, A®0)=¢, A(0) =21, (2.77)



kde ¢ = (90(»’51,3/1>7.._790($PN,3/PN))T a = (w<xlayl)>-'-aw($PNayPN))T- (2.77) je
soustava oby¢ejnych diferencidlnich rovnic druhého tadu (tzv. pohybové rovnice) pro

neznamé A;(t)=U;(t) s pocdteénimi podminkami U;(0)=¢(x;,v;), Ui(0)= ¥ (zi,v:), i =
1,...,PN. V tlohich dynamiky obvykle jesté uvazujeme tlumeni a misto tlohy (2.77)
fesime ulohu

MA +CA+KA=F, A@0)=¢, A0) =21, (2.77)

kde C je tzv. matice utlumu. PTi proporcionalnim ttlumu je C = apM+ax K pro vhodna
¢isla aps a ax. Matice M, C, K a vektor F obecné zaviseji na t.

Pocatecni tlohu (2.77") lze piiblizné vyfesit vhodnou numerickou metodou. Casto se
pouziva metoda centrdlnich diferenci (MCD) a Newmarkova metoda (NM), viz [2], [5].
Pouziti téchto dvou metod si nyni struéné naznacime. Uvazujme déleni intervalu (0,7) :
0=ty <ty <tog=Taoznacme At; =t;11 —t;,1=0,...,Q — L Necht A? oznacuje
aproximaci A(t;) a podobné A’ aproximaci A(t;) a A’ aproximaci A(t;).

a) Metoda centralnich diferenci. Pro jednoduchost uvazujme rovnomérné déleni s kro-
kem At =T/@Q. Polozime

A=, A=+ At + JAPM°|HF? — CO% — K¢, (2.78)

kde M°=M(0), C°=C(0), K°=K(0), a A" pro i = 1,...,Q — 1 spocteme FeSenim
soustavy rovnic
M4+ —C| AT —F— |[K— M| A — |—M — —C| A7, (27
FYERRIYIY } [ AP } [At? 27l  (279)
kde M‘'=M(t;), C'=C(t;) a K'=K(t;). MCD je jen podminéné stabilni: abychom dostali
rozumné vysledky, musi ¢asovy krok splinovat omezeni

At < Aph (2.80)

pro vhodnou konstantu Ap (nezavislou na h). Omezeni (2.80) neni zdaleka tak piisné jako
omezeni (2.70), které jsme dostali v tiloze vedeni tepla pro ©-metodu s 0 < © < 0,5. To
je také duvod, pro¢ se MCD stale s iispéchem pouziva.

b) Newmarkova metoda. NM zavisi na hodnotach dvou parametru, které ovliviuji
presnost metody a jeji stabilitu. My si zde uvedeme NM s optimalnimi a nejcastéji
pouzivanymi hodnotami téchto parametru, pro které metoda bude jak bezpodminecné
stabilni tak dostatecné presnd. Polozime

A=, A’=q, A= M F® - C% — K] (2.81)
aproi=0,...,0Q — 1 spocteme A fegenfm soustavy rovnic
M4 LALCTT AP AT 2.2
—Fitl KA - (O 4 AtiKi—H]Ai _ [%Atici+1 4 iAtZZKi—H]Ai
a dale dopocitame
AT = AT 4 LALIAT + AT,
(2.83)

AP — AT 4 ALAT 4 LAZIAT 4 A,
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Pritom Mi+1:M(ti+1), Ci+1:C<ti+1> a Ki+1:K(ti+1).

Za predpokladu existence dostatecné hladkého slabého feSeni lze ukazat, ze pro obé
zde uvedené metody plati

Il}E}X lu(z;,y;,t;) — U]’| = O(h* + At?), (2.84)

kde At = max; Atl

V dlohéch dynamiky funkce o, p, ¢ a o obvykle nezaviseji na case. Pak vSak na
case nezaviseji ani matice M, K a v pripadé proporcionalniho utlumu ani matice C.
Zvolime-li navic jesté rovnomérné déleni intervalu (0,7, takze At;=At=T/Q), lze sous-
tavy linedrnich rovnic (2.79) i (2.82) zapsat schématicky ve tvaru Ax‘=b’ s matici sous-
tavy A, ktera zustava pro vsechny kroky stejna. Efektivnim zpusobem feseni takovych
soustav je modifikace Gaussovy eliminaéni metody nazyvana L U-rozklad. Nejdiive matici
A rozlozime na soucin dolni trojihelnikové matice L a horni trojihelnikové matice U,
A=LU. Postup rozkladu a pocet potiebnych aritmetickych operaci je pritom analog-
icky pfimému chodu Gaussovy eliminace. Dale pak v kazdém kroku fesime dvé soustavy
Ly’=b’ a Ux‘=y’ a vyuzivame toho, Ze feseni soustav s trojihelnikovou matici je snadné
(odpovida zpétnému chodu Gaussovy eliminace).

V dynamice se také casto tesi tzv. problém vlastnich ¢isel. Jde o urceni ¢isla A a funkce
u(z,y) definované a nenulové v Q tak, aby byla splnéna diferencidlni rovnice

—V - [pVu] +qu =X ou pro (z,y) € Q (2.85)

a okrajové podminky

u = 0 pro(z,y) €Ty, (2.86)
ou
~by. = au  pro (x,y) € I's. (2.87)

u se nazyva vlastni funkce nebo také vlastni tvar a \ vlastni ¢islo. Obvyklym zpusobem
odvozend slaba formulace znf:

najit \€ Raw eV, u#0, splivjici a(u,v) = ANou,v) VYveV. (2.88)
Lze ukazat, ze existuji kladna vlastni ¢isla 0 < Ay < Ay < --- — 00 a jim odpovidajici
nenulové vlastni funkce wuy, uo,... s vlastnostmi a(w;,u;) = (ou;,u;) = 0 pro i # j.

Ptislusna diskrétni formulace je tvaru
najit A€ R a U eV, U#DO0, splavjici ap(U,v) = AloU,v), Yv €V,  (2.89)

Lze ukazat, ze existuje PN kladnych vlastnich ¢isel 0 < Ay < Ay < -+ < Apy a jim
odpovidajicich nenulovych vlastnich funkei Uy, Us, ... Upy takovych, ze pro ¢ # j plati
an(U;, U;) = (o U;, Uj)p, = 0. Maticovy zapis (2.89) je

najit A € R a 6 € R™Y,§ # 0, splaujici Ké = AMS. (2.90)

Vlastni vektory §; ptislusné vlastni ¢islum A; lze urcit tak, ze 5?K5j = (5;TFM5j = 0 pro
i # j a & M§; = 1. Pfitom souvislost mezi vlastnim vektorem & = (&;1,. .., .pn)"
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a vlastni funkci U; je déna vztahem Uj(z,y) = Ef:]\i d; ;wi(x,y). Zobecnény problém

vlastnich éisel (2.90) fesime pomoci vhodné numerické metody. V praxi nds pritom obvykle
zajima jen nékolik nejmensich vlastnich ¢isel a jim odpovidajicich vlastnich funkci. Mezi
nejcastéji pouzivané metody patii metoda iteraci v podprostorech, viz [2],[4], Lanczosova
metoda, viz [4] nebo Arnoldiho metoda, viz [12],[24]. Za predpokladu existence dostateéné
hladkého slabého teseni plati

max |[u; — U;| = O(R?), |\ — Ai| = O(h?) proi=1,...,PN.
Q

Ukazme si, jak muzeme pomoci vlastnich ¢isel A; a vlastnich vektoru d; urcit reseni
tilohy (2.77) v pifpadé, Ze matice M a K nazdviseji na t. ReSeni hledejme ve tvaru
A(t) = Yq(t), kde Y = (61,...,0py) a q(t) = (qi(t),...,qpn(t)T je tieba urcit.
Dosazenim do MA + KA = F dostaneme MYq + KYq = F. Vynéasobime-li tuto
rovnici zleva matici Y7, dostaneme q + Aq = YTF, nebot YIMY = I je jednotkova
matice a YZKY = A, kde A = diag{A1,...,Apx} je diagondlni matice s vlastnimi ¢isly
Ay, ..., Apy na hlavni diagondle. Dostaneme tedy PN na sobé nezavislych obycejnych
diferencidlnich rovnic G;(t) + Aiqi(t) = h(t), kde hy(t) je i-t4 slozka vektoru YTF(t).
Vynésobenim rovnice A(0) = Yq(0) = ¢ resp. A(0) = Y¢(0) = v zleva matici Y'M
dostaneme q(0) = YT M resp. q(0) = YT Map, takze funkce ¢;(t) je uréena pocateénimi
podminkami ¢;(0) = 7;, ¢;(0) = s;, kde r; resp. s; je i-ta slozka vektoru Y M resp.
YT Map.

V piipadé tlohy (2.77") a proporcionédlniho utlumu, tedy pro C = ay M + ax K, opét
klademe A(t) = Yq(t) a i-tou slozku ¢;(t) vektoru q(t) ziskdme snadno feSenim pocatecni
ulohy

Gi(t) + (anr + arx i) ¢i(t) + Asqi(t) = ha(t), ¢:(0) =7, ¢:(0) = s, (2.91)

kde h;(t), r; a s; jsou stejné jako difve i-té slozky vektort YIF(t), YIM¢p a YT Map.

V nékterych ptipadech lze ziskat uspokojujici aproximaci feseni pomoci jen nékolika
nejmensich vlastnich ¢isel a vektoru. Polozime Y = (64,...,d,,) pro vhodné m < PN,
feSenim uloh (2.91) pro i = 1,...,m uré¢ime ¢;(t) a dostaneme A(t) =Yq(t), kde q(t) =
<QI(t)> ce 7Qm<t))T'

2.12. Rovinna napjatost a rovinna deformace

Doposud jsme se zabyvali skalarnimi ulohami, jejichz fesenim byla jedina funkce.
V tomto odstavci si uvedeme vyznamnou aplikaci, jejiz feseni tvoii dvojice funkci.

a) Klasicka formulace
V rovinné tloze pruznosti nebo deformace vektor napéti

o= (0,0, Tw)" (2.92)
spliuje Cauchyovy rovnice statické rovnovdahy

0o, OTyy

ox oy

+ f1i=0, —x+—+f2= pro (z,y) € Q, (2.93)



kde o,(x,y) resp. oy(x,y) je normalové napéti v fezu x = konst. resp. y = konst., T, je
tetné napéti v fezu x = konst. nebo y = konst. a fi(x,y) resp. fa(z,y) je slozka vektoru

f=(fi,fo)" (2.94)

objemového zatizeni pusobiciho ve sméru osy x resp. y. Hookiv zdkon (fyzikélni rovnice)
zapiSeme ve tvaru

o=D(e—€", (2.95)
kde
D = {di;(z,y)}; (2.96)

ij=1
je symetricka pozitivné definitni matice tuhosti materiélu,

€ = (g, &y, %y)T (2.97)

je vektor deformace a

0 0 0 0NT
& (2,0 40) (2.98)
je vektor pocatecni deformace. Pritom e,(z,y) resp. €,(x,y) je pomérné prodlouzeni ve
SIMEru oSy & resp. Y a vy je pomérnd thlova deformace (zkoseni) v roviné xy. Podobné
g%z, y) resp. 52(:c,y) je pomérné pocédtecni prodlouzeni ve sméru osy x resp. y a %‘gy
je pomérna pocatecni ihlova deformace v roviné xy. Naptiklad pii tepelném zatézovani

izotropniho materialu je

§0 =0. (2.99)

aAT pro rovinnou napjatost,
gt — Yy

aAT(1+v) pro rovinnou deformaci,

Pritom « je koeficient tepelné roztaznosti, AT je zména teploty a v je Poissonuv soucinitel
pritného zizeni (0 < v < 0,5). Pro izotropni materiél jsou z prvku matice tuhosti D
nenulové pouze cleny dy1=dss, dis=ds; a ds3 a plati pro né v pripadé rovinné napjatosti

E Ev E

d :d = — = —
12 21 — 2 483 21+ )’

dll = d22 = m7 1

(2.100)

a v pripadé rovinné deformace

E(1—-v) Ev

2.101)

kde E je Younguv modul pruznosti v tahu resp. tlaku. Z geometrickijch rovnic

aul 8u2 8u1 0u2
L= : — . Yoy = — + —, 2.102
c o v oy Ty oy ox ( )
dostaneme vztah mezi vektorem deformace a vektorem posunuti

u = (ug,us)’, (2.103)
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v némz uy(z,y) resp. us(x,y) je posun bodu (z,y) ve sméru osy x resp. y. Dosazenim
ze vztahu (2.95), (2.102) do (2.93) dostaneme soustavu dvou parcidlnich diferencidlnich

rovnic
0 ou Ju;  Ou
T o {d11—1+d12 ay + di3 (81 + 8:;)} -
0 8u1 GUQ aul au2 o
oy {dm— g (G G2 )| =
0
=f - [61115 + d12€ + di37, y] [d31€2 + dsoe;) + dszs } )
O dy ’ ’ (2.104)
o, (% L % b (O, Qu] _ |
o7 25, 3\ oy T ox
0 8u1 Gug aul au2 .
oy {dﬂa— g v (G 52| -

0 0
= fo — B [dzlé‘g + d3252 + d33’72y] - 8_y [d21€2 + d2282 + d2372y:| .

Pro izotropni materiél se rovnice (2.104) nazyvaji Laméovy statické rovnice. Zavedeme-li
Laméovy konstanty

Az pro rovinnou napjatost, E
A= L-v S - 2.105
T v)(1—2y) Prorovinnou deformaci,
pak dosazenim do (2.100) a (2.101) snadno ovéfime, ze
digy =dyp =A+2u, dip=X\ dzz=p, diz=dy=0, (2.106)

a vyjadifme-li po¢dteéni pomérné prodlouzeni €° pomoci (2.99), dostaneme Laméovy
rovinice ve tvaru

—pAu — (A + p)graddiva = £ — 2(A + p) grad 4,
kde
Au _ < Aul > o 82u,~ 82u,~ . aul 4 8UQ

A, divu =

o2 T a2 o9 oy

Okrajové podminky uvazujeme dvojtho druhu. Na ¢ésti I'; hranice predepisme geomet-
rické okrajové podminky

U = g1, Us=go mnaly (2.107)
a na ¢asti 'y hranice statické okrajové podminky

TNy + ToyNy = P1,  TayNy + 0yny = po na Iy, (2.108)
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Zde g1(x,y) a g2(x,y) jsou predepsané posuny na ¢asti I'; hranice a py(,y) a pa(z, y) jsou
1-0v4 a y-ova slozka povrchového zatizeni. Oznacme g = (g1, g2)7 ap = (p1, p2)’. Budeme
predpokladat, ze geometrické okrajové podminky jsou predepsany alespon na ¢asti hran-
ice, tedy ze I'y # 0. Rovnice (2.104) spolu s okrajovymi podminkami (2.107) a (2.108)
predstavuji klasickou (diferencidlni) formulaci tilohy rovinné napjatosti ¢i deformace.

b) Slaba formulace
Definujme prostor X dvojic funkef v(z,y) = (vi(x,y), va(x,y))? predpisem

X ={v|v € HY(Q), v, € H (Q)}, (2.109)
prostor testovacich funkeci

V={veX|v=0 nal,} (2.110)
a mnozinu pripustnych reseni

W={veX|v=g nali}. (2.111)

Vynéasobme prvni z Cauchyovych rovnic (2.93) funkei v; a druhou funkei vy, kde v =
(v1,v9) € V, obé rovnice seCtéme a integrujeme pres 2. Uzitim Greenovy formule (2.6),
statickych okrajovych podminek (2.108), Hookova zdkona (2.95), geometrickych rovnic
(2.102) a oznaceni

Ovy Ove Ovy  Oug r
v) — ) 2.112
e(v) (&B’@y’ay 817) ( )

dostaneme
80’$ aTxy aT:}:y 80y _
/Q{|:a$ + ay —|—f1:| V1 + |: Oz + oy +f2] Ug} drdy =

= ., {[o2ng + Tayny] V1 + [Tayny + oyny] vo} ds—

81]1 82}1 81}2 8U2 o
—/Q |:0—:c% + Txya—y + Txy% -+ Uya—y:| dmdy + /Q [flvl + fQUQ] da:dy =

:/ [p1v1 + pavo] ds — / e(v) - -odrdy + / v-fdzxdy =
Ty Q Q

Q

:/FQv'pds—/Qs(va[s(u)—so] dxdy+/v~fdxdy.

Proto slabou (varia¢ni) formulaci tlohy rovinné napjatosti ¢i deformace lze psat ve tvaru

najit u € W spliujici a(u,v) = L(v) Vv €V, (2.113)
kde
a(u,v) = / g(v) - De(u) dzdy, (2.114)
Q
L(v) :/V~fda:dy+/s(v) 'Dsodxdy—l—/ v - pds. (2.115)
Q Q Iy
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Jestlize funkce d;; € PC(Q) pro 4,j = 1,2,3, funkce fi, fo, €2, &), 79, € PC(2), funkce

x?

p1, p2 € PC(T3) a funkee g1, g» € C(T), pak existuje jediné slabé fesenf tilohy (2.113).

c) Diskrétni slaba formulace
Oblast 2 triangulujeme stejné jako v odstavci 2.5 a definujeme konec¢néprvkovy prostor
funkci

X, = {V | V1 € Xh,UQ S Xh} (2116)
Dimenze prostoru X, je rovna 2 PU. V prostoru X volime bazové funkce

le(x7y) - (wj<m7y)7O)T7 WjQ(xay) = (O,wj(x,y))T, J - 177PU (2117>
Pak kazdou funkci v(z,y) € X, muzeme zapsat ve tvaru

PU

v(r,y) = Z (1 (5, y)) Wi (2, y) + va(x), y;)Wia(z, )] - (2.118)

Konecnéprvkovy prostor testovacich funkci V), definujeme predpisem
V,={veX,|v(P)=0VPcT,} (2.119)
a mnozinu W, kone¢néprvkovych ptipustnych funkei uréime jako mnozinu
W, ={veX,|v(P)=gP) VP T} (2.120)

Pro v € V;, plati

PN

v(r,y) = Z (01 (75, ;) Wit (2, y) + va(25, y;)Wia(z, y)] (2.121)

aprov € Wy je

PN

v(z,y) = Z (1 (5, ;) Wi (2, y) + v2 (25, y;)Wia(z, )] +
F;U (2.122)

+ Z [91(x5, y))wir(z,y) + g2(x5, y5)wja (2, y)] -
j=PN+1

Pak diskrétni slabou formulaci ilohy rovinné napjatosti ¢i deformace lze zapsat ve tvaru

najit U € Wy, splaujici a,(U,v) = Lp(v) Vv € Vy, (2.123)
kde
ap(U,v) =) I°(e(v) - De(U)), (2.124)
Lu(v) =Y I‘(v-f) + > I‘(e(v) - De’) + Y I¥(v-p). (2.125)
ecT eeT Ses
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Hodnotu slozky U, feseni U v uzlu P; oznacéime Aj = U(z;,y;) a hodnotu slozky v
testovaci funkce v v uzlu P, oznacime ©; = v;(x;,y;). Podle (2.119) a (2.120) je

PN
U(z,y) =Y _ [Apwi(x,y) + Apwi(z,y)] +
j=1
PU
+ Z [91(z5, yi) Wi (2, y) + galzj, yj)Wia(z, y)] (2.126)
j=PN+1

V(xv y) = Z [@ilwil (1', y) + @iQWZ‘Q(x, y)] .

Jj=1

Vzhledem k bilinedrnosti formy a,(U,v) a linedrnosti funkciondlu Ly(v) lze dosazenim
z (2.126) do (2.124) a (2.125) odvodit

0=an(U,v)— Ly(v) = %[@ZF {% KijA; — F} = O'[KA - F, (2.127)

kde jsme uzili oznaceni

Z?]:]‘

K={Kj}, ., a Kz’j:<

F=(F[, . . Fp)' a Fz’:(

L
Lp(wiz) 92(75,Y;)
=N (2.128)
T T \T Air
A:(A17'-'7APN> a Alz A‘Q )
O;
e=©7,...6e5) a e = ( ' )
Oiz
Protoze © je libovolny vektor, musi platit
KA =F. (2.129)

Matice tuhosti K je symetrickd, pozitivné definitni a pii vhodném ocislovani uzlu také
pAasova.

d) Elementarni matice a vektory
Globalni matici tuhosti K a globalni vektor zatizeni F sestavime pomoci elementarnich
matic K¢ a elementdrnich vektorii F¢ pro e € T a elementarnich vektoriit F* pro S € 8.

Elementarni matice a vektor na elementu e. Postupujeme podobné jako v od-
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stavel 2.7. Oznacime si

wi 0 ws 0 w§ 0
N°¢ =
0 wi 0 w§ 0 w§

Ai Ae U ( e e)
Ac=| As | a A;:( “>z( H\is Ui ) i=1,2,3,
e Af Us (5, y5) (2.130)
Ay
Sh
Q¢ e y°
o= e | a @g:(@gl>z<“1§x1yg§), i=1,23
C v2( Xy, Y;
@g i2 2\4y Y
Pak slabé teseni U a testovaci funkci v lze na elementu e vyjadrit ve tvaru
U° =N°A°, v°=N°‘@". (2.131)
Déle oznacme
ows ows ows
0 0 0
Ox Ox Ox
ow§ ows ows
B¢ = N¢) = 0 1 0 2 0 3 —
e(N) oy dy Jy
ow; Owy Ows Jws Ow§ Ows
dy Ox Oy Ox 0Oy O (2.132)

ai 0 a5 0 a§ O
=| 0 b 0 b5 0 b
bi ay by a3 b5 ag
Predpokladejme, ze matice tuhosti materialu D je na elementu e konstantni. Tuto matici
oznacme
D = {dj; ?le, kde dj; jsou na e konstanty.
Pak je ale matice e(U) - D°e(v) na elementu e rovnéz konstantni a ziejme
I°(e(U°) - D%(v°)) = [@°]" {1 |d°| B|"D*B°} A° = [@°]" K A° (2.133)
(pfipomenme, ze 3|d°| = pl(e) je plocha trojuhelnika e, viz (2.39)). Matici
K° = 1]d°|[B°|"D*B° (2.134)

nazveme elementdrni matici tuhosti. Pfi integraci clenu I¢(v - f) uzijeme formuli (2.43)
a dostaneme

I°(v - f) = @7 I*(IN°|"f) = [©°]T F*!, (2.135)
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kde elementarni vektor F¢' je tvaru

F!
d° i Vi :
po= T e | oo ( fl(xl ye) ) pro i = 1,2,3. (2.136)
6 pel falxf, yf)
3

Konecné vyjadieme clen I¢(e(v) - D%€?). Predpoklddejme, ze pocatecni deformace je na
elementu e konstantni a oznac¢me ji €%. Pak je e(v) - D€ konstantn{ vektor a plati

I‘(e(v) - D€") = [©°]" {4 |d°| B]"De™} = [©°]"F* (2.137)
pro

F© =1|d°|[B]"Dee™. (2.138)
Odvodili jsme tedy

I¢(v - f) + I°(e(v) - DE%) = [©°]"F°, kde F°¢=F° +F (2.139)

je elementarni vektor. Elementarni matici K¢ a elementarni vektor F¢ si vyjadieme ve
tvaru

K= {K Y, F° = ([F)7 [P [Fg)), (2.140)

i,j=1>

kde matice K;, 4,7 = 1,2,3, jsou matice fddu dva a F{ = Fi' + F{?, i = 1,2,3, jsou

sloupcové vektory se dvéma slozkami. Pro izotropni material pomoci (2.106) odvodime

Ke — 11| (A° + 2u°)aga§ + pbsb; Xeaghs + pcash
t peast; + Neash; patag 4+ (N + 2u0)bit5 )
(2.141)

af
F = o+ et ().

Pritom A° a p° jsou Laméovy konstanty a £ je pomérné délkové tepelné protazeni.
O vsech téchto trech velicindch predpokladame, ze jsou na elementu e konstantni, coz
jsme vyznacili hornim indexem e.

Elementarni vektor na strané S. Oznac¢ime si

S S
S wy 0 ws; 0
(0 )

0 wy 0 wj
@S:<@§> a @f:(@§>z(vl(xi’y§)), i=1,23.
©; O3 va (27, y;)
Pak testovaci funkci v lze na strané S vyjadiit ve tvaru v° = N5@°. Proto
°(v*-p) = [0 I°(IN*"p) = [©°]F*. (2.142)
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Integrujeme-li lichobéznikovou formuli (2.53), dostaneme elementérni vektor

& [ F$ 5 8
:FS;: _ ; , kde :Ff _ ]h(xg yg) proi ::1’2‘ (2.143)
2 F2 pg(l‘ 7yz)

e) Sestaveni globdlni matice a vektoru
Ze vztahu (2.127), (2.124), (2.125), (2.133), (2.139) a (2.143) dostaneme

0=a,(U,v) — Ly(v) = ©" [KA — F| =

- Z[@e]T [K°A® — F9| — Z[@S]TFS. (2.144)

ecT Ses

Z této rovnosti lze odvodit pravidla pro sestaveni globdlni matice K a vektoru F z lokalnich
matic K¢ a lokélnich vektorti F¢ a F*. Postupuje se podobné jako v odstavci 2.7.

Algoritmus 1 (eliminaéni)
1) Matici K a vektor F vynulujeme.

2) Pro kazdy element e € T provedeme :
pro i=1,2,3 ur¢ime I=KC[PRVKY e,i]]; je-li I>0, pak provedeme :

a) pro j=1,2,3 urécime J=KC[PRVKY|e,j]]; je-li J>0, pficteme matici Kf; k matici

K;;, v opacném pripadé odecteme vektor K7;g% od vektoru Fp;
b) vektor F¢ pricteme k vektoru F;.

3) Pro kazdou stranu S € § provedeme :
pro i=1,2 uré¢ime [=KC[STRANYS,i]] a je-li I>0, vektor F{ piicteme k vektoru F.

Pfitom symbolem g¢ rozumime vektor (g1 (5, y5), g2(5,y5))"
Algoritmus 2 (pruzinovy)
1) Matici K a vektor F vynulujeme.

2) Pro kazdy element e € T provedeme :
pro i=1,2,3 uréime I=PRVKYe,i];
a) pro j=1,2,3 urécime J=PRVKYe,j] a matici K§; pricteme k matici K;;
b) vektor F¢ pricteme k vektoru F;.
3) Pro kazdou stranu S € § provedeme :
pro i=1,2 uréfime I=STRANYS,i] a vektor F; pficteme k vektoru F;.
4) Postupné pro i=1,...,PB uréime I=BODYi] a provedeme:
polozime Q;=rK; a vektor K; nahradime vektorem Q; a vektor F; nahradime

vektorem Q- g;.
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Pritom K;=diag{K/;} je vektor tvoreny diagondlnimi prvky matice K;;, symbolem g;
rozumime vektor (g1 (xr,yr), g2(z1, y1))T a tecka ve vyrazu Q- g oznacuje skaldrni soucin.
Pti popisu algoritmu 1 1 2 jsme se v zajmu dosazeni jejich hutné formy zdmeérné
dopustili urcitych nepfesnosti, které je tifeba uvést na pravou miru. Tak napiiklad tvrzeni
»matici K¢, pricteme k matici K;;“ je treba chapat tak, ze prvky matice Kf; pricteme
k prvkum matice K uréenym pozici matice K;; v matici K, tedy k pozicim s indexy
(21-1,2J-1) (21-1,2J)
(21 ,2J-1) (21 ,27])

Podobneé tvrzeni , vektor F¢ pricteme k vektoru F;“ je tfeba chapat tak, ze prvky vektoru
F¢ pricteme k prvkum vektoru F urcenym pozici vektoru F ve vektoru F, tedy k pozicim
s indexy

)

Konecné tvrzeni ,,vektor K; nahradime vektorem Q;“ znamend, ze prvky vektoru Q;
nahradi obsah matice K v pozicich urcenych indexy

{(21—1,21—1) |

(21, 21)

f) Zavérecné poznamky

Poznamka 20. Po vyfeseni soustavy rovnic (2.129) uréime slozky vektoru deformace
a napéti na prvcich. K tomu vyuzijeme vztahu

o(U) = D[e(U) — ”] = D[B°A° — &"]. (2.145)

Deformace a napéti jsou po prveich konstantni a tedy globalné nespojité. Vektory £(U)

se obycejné pocita prumérovanim z elementu obsahujicich tento uzel. [

Poznamka 21. Za ptedpokladu existence dostatecné hladkého slabého feseni plati

max [[u — Ul = O(h*) a max|o(u)—o(U)||=0(h) Veed,
(9] e
kde || - || oznacuje délku vektoru. [

2.13. Izoparametrické prvky

Zatim jsme se seznamili s nejjednodussim koneénym prvkem pouzivanym pro feseni
rovinnych tloh popsanych pomoci jedné nebo nékolika parcidlnich diferencidlnich rovnic
druhého tadu: z geometrického hlediska slo o trojihelnik, na némz bylo koneénéprvko-
vé tfeSeni linedrnim polynomem jednoznacné urcenym svymi hodnotami ve vrcholech.
Obecné, hovotime-li o kone¢ném prvku, musi byt definovany jeho tii nasledujici vlastnosti:
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1) geometricky tvar prvku

2) typ funkce na ném definované

3) parametry jednozna¢né tuto funkei urcujic

Druha a ttfeti vlastnost konecného prvku nam urcuje funkci, kterou nazyvame ndsada.
Doposud pouzivany linearni trojuhelnikovy prvek ozna¢me symbolicky T3. Jeho nejveétsi
prednosti je jednoduchost algoritmt, které lze jeho uzitim vyvinout. Konkrétné, bez
problému se generuje triangulace oblasti i jeji pripadné lokdlni zahusténi, elementarni
matice (fddu 3) a vektory (o 3 slozkdch) se snadno odvozuji a jejich vysledny tvar je
dobte srozumitelny. Jedinou nevyhodou prvku T3 je jeho mald pfesnost: chyba linedrni
aproximace na prvcich stejné jako pripadné chyba, jiz se dopoustime aproximaci oblasti
s obecné kiivou hranici polygonem, je fddu O(h?), coz m4a za nésledek, ze chyba reseni
je ve funkénich hodnotiach O(h?) a v derivacich dokonce jen O(h), viz pozndmka 14
(odstavec 2.8). Chceme-li dostat presnéjsi aproximaci feSeni, musime presnéji aproximo-
vat jak hledanou neznamou funkei, tak i oblast 2. Vhodnym prostiedkem k dosazeni to-
hoto cile je pouziti izoparametrickych koneénych prvku. Pouzivaji se prvky trojihelnikové
nebo ctytihelnikové s obecné kiivymi stranami. Na obrazku 8 je nam jiz znamy linedrni
trojuhelnikovy prvek T3 se tfemi uzly Pf(x¢,ys), i=1,2,3, na obrazku 9 je kvadraticky
trojihelnikovy prvek T6 se Sesti uzly Pf(z§,ys), i=1,...,6, na obrazku 10 je bilinedrn{
¢tyttihelnikovy prvek Q4 se ¢tyfmi uzly Pf(z§,yf), i=1,...,4 a na obrazku 11 je nedplny
bikvadraticky ctyithelnikovy prvek Q8 s osmi uzly Pf(z§,yf), i=1,...,.8 a (Gplny) bik-
vadraticky ¢tyiihelnikovy prvek Q9 s deviti uzly Pf(xf, y§), i=1,...,9. (Pfi oznaceni prvku
jsme pouzili prva pismena anglickych slov ,triangle“ pro trojihelnik a , quadrangle® pro
¢tyiihelnik.)

P

Obr. 8. Prvek T3 Obr. 9. Prvek T6

Linearni a bilinedrni prvky maji strany primé, u kvadratickych a bikvadratickych prvkua
jsou strany tvoreny parabolami. Podobné lze konstruovat prvky, jejichz parametricky
vyjadrené strany jsou polynomy vyssich stupnu.
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Obr. 10. Prvek Q4 Obr. 11. Prvek Q8 a Q9

Symbolem é si ozna¢me tak zvany referen¢ni prvek. Pro trojihelnikové prvky T3 a T6
je referencéni prvek pravothly rovnoramenny trojihelnik uvedeny na obrazku 12 a pro
¢tyruhelnikové prvky Q4, Q8 a Q9 je referencni prvek ¢tverec uvedeny na obrazku 13.

n
Pg(-1,1) PE(0,1) | P5(1,1)
é

L €
Fg(-1,0) F5(0,0) | F(1,0)

Aj De (1 De De © T De 0 De
PE(0,0)  Pi(3,0)  P5(1,0) PY(-1,-1) 5(0-1)  F(1,-1)

Obr. 12. Trojuhelnikovy referenéni prvek Obr. 13. Ctyfihelnikovy referenéni prvek

Obrazek 12 v sobé zahrnuje vlastné dva referencéni prvky, nebot prvku T3 piislusi ref-
erencni prvek é s uzly f’f( €.n5),1=1,2,3 a prvku T6 prislusi geometricky stejny referenéni
prvek é, tentokrat vsak s uzly lf’f( ¢,n¢), i=1,...,6. Podobné obrazek 13 v sobé zahrnuje tii
referencni prvky: prvku Q4 ptislusi referencni prvek é s uzly pf( ¢,n5), i=1,....4, prvku Q8
prislusi geometricky stejny referencni prvek é s uzly 1516( ¢, n5), i=1,...,8 a kone¢né prvku
Q9 piislusi geometricky opét stejny referencéni prvek é, avsak s uzly ]35( ¢.ng), i=1,....9.
Na referenénim prvku é definujme bézové funkce N¢(€,7) s vlastnostmi

“ e 1proi=j o
N{(&,m;) —{ 0 proi # j aproi,j=1,...,pe, (2.146)
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kde p. = 3 pro prvek T3, p. = 4 pro prvek Q4, p. = 6 pro prvek P6, p. = 8 pro prvek Q8
a p. = 9 pro prvek Q9.
Pro linearni trojihelnikovy prvek T3 je

Nle_g_n’ stga N§:77a
pro kvadraticky trojuhelnikovy prvek T6 je

Ne=21—¢-n)(i—¢—n), Ny=41-¢€—1n),

N§ = 2¢(€ - 1), N¢ = 4¢n,
N§ =2n(n—3), N§ =4n(1 - ¢ —n),

pro bilinedarni ¢tytuhelnikovy prvek Q4 je

Ne=11-9(1—mn), Nf=11+(+n),
Ny =11+&1-n), Ny=11-91+n),

pro netplny bikvadraticky ¢tyifihelnikovy prvek Q8 je

~

Nf =11 =& —n)(=E—n—1), N&=3(1-&)(1-n),
Ny =3(1+&L-n(E-n-1), Ng=31+&1~n?,
N§ =31+ +n)(E+n—1), Nf=31-8)(1+n),
Ni=3;1-9+n(=E+n—1), Ng=31-01 -7,
a pro bikvadraticky ¢tytuhelnikovy prvek Q9 je
N =3en(1 =91 —n), N¢=in(l—&)n-1)
Ny = 3&n(1+&)(n—1), Ng=301+&01—n?),
N§ = 3en(1+&)(1+n), Nf=3n(1—€)(1+mn),
Ni = 3én(€ =11 +n), Ng=38¢E-1D -7,
Ng = (1—€2)(1— ).
Pomoci bazovych funkei definujme zobrazeni
=z n) = ZweNeén
pro (€,1) €&, (2.147)
y=y(&n) ZyeNe
které zobrazuje uzly ]-:’f na uzly Pf, 1 =1,...,p.. Predpoklddejme, ze ,redlny* element e
je jednoznac¢nym obrazem referencniho elementu e. Pak existuje inverzni zobrazeni
E=¢&(x,y), n=n(x,y) pro(zr,y) €e (2.148)
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pritazujici ke kazdému bodu (z,y) € e bod (£, n) elementu é (a tedy zejména piifazujic
bodum Pf body Pf,i=1,...,p.). Tak tomu je tehdy, kdyz Jacobiova matice

dz°(§,m)  0x°(€,1n)

e _ 73 on
T = dy°(&n) 9y (& n) (2.149)
o0& an

zobrazeni (2.147) je reguldrni pro kazdé (§,n) € é, tedy je-li |det J¢(&,n)| > 0 V(&,n) € é.
To plati zejména za téchto okolnosti:

e pro prvky T6, Q8 a Q9 lezi uzly na stranach prvku ,,blizko “ stredu tsecek spojujicich
koncové body téchto stran;

e pro prvek Q9 lezi uzel Py ,blizko“ téziste ctyiuhelnika Q) = Py Py Py Py;

e pro prvky Q4, Q8 a Q9 je @) konvexni ctyruhelnik.

Proto je-li to mozné, uzivame prvky s piimymi stranami, vnitini uzly ptimych stran

¢tytuhelnika Q. Prvky Q4, Q8 a Q9, pro které () neni konvexni ¢tytuhelnik, nepouzivame
vubec.
V dalsim budeme pro libovolnou funkci g(z, y) definovanou na prvku e uzivat oznaceni

g =9°(&m) = g(x°(§,m),y°(§,m)) pro (§,1n) € é.

Bazové funkce na prvku e definujeme predpisem

we(z,y) = NE(E (2, 9),1°(2,y)), i=1,...,p (2.150)
Protoze w¢(&,n) = NE(€,7), z (2.146) plyne
lproi=7y
¢(2°, %) = aproi,j=1,.... p.. 2.151
wi (25, y5) {Oproi#j pro i, j P (2.151)
Explicitni vyjadreni bazovych funkei w(x,y) obecné najit neumime. (Vyjimkou jsou

trojihelnikové prvky s piimymi stranami a ¢tytihelnikové prvky obdélnikového tvaru,

pak je totiz zobrazeni (2.147) i (2.148) linedrni a w¢(x,y) je polynom ,stejného typu*
jako Nf(f ,1).) To ndm vsak pfi vyvoji algoritmu vadit nebude, nebot zcela vystacime se
znalosti explicitniho vyjadieni ,referencnich® bézovych funkei N¢(€,n).

Na prvku e definujeme nasadu v predpisem

Pe
v=1v(z,y) = vawf(x,y), kde vf = v(zf,y5), i=1,...,pe. (2.152)
i=1
Z vyjadreni
Pe R
0°(&,m) = > _viN{(&,m) pro (&,m) € é
i=1

67



plyne, ze ndsadu aproximujeme na prvku stejné dobfie jako jeho geometrii, viz (2.147).
Odtud pochéazi nazev izoparametricky prvek: pocet parametru urcujicich nasadu prvku
je stejny jako pocet uzlu popisujicich jeho geometrii. Subparametrické prvky maji vétsi
pocet parametru urcujicich ndsadu nez pocet uzlu potiebnych k popisu geometrie. Takové
prvky je vhodné pouzit tehdy, kdyz k popisu geometrie ¢asti vykryvané oblasti vystacime
s trojuhelniky nebo ¢tyfihelniky s pifimymi stranami, avSak pro dosazeni pozadované
vysSi presnosti aproximace chceme pouzit ndsadu s vétsim poctem parametri, naptiklad
se Sesti parametry pro trojihelnik nebo s osmi ¢i deviti parametry pro ¢tyrtihelnik. Pouziti
superparametrickyjch prvku, u nichz je nasada popsana pomoci mensiho poctu parametru
nez je pocet uzlu popisujicich geometrii prvku, je méné obvyklé.

Oblast 2 vykryjeme koneénymi prvky, triangulujeme ji. Pouzijeme bud’to jen prvky
typu T3 nebo jen typu Q4 nebo libovolnou kombinaci téchto dvou typu prvku. Druhou
moznost{ je pouziti bud'to jen prvku typu T6 nebo jen typu Q8 nebo jen typu Q9 nebo
libovolnou kombinaci téchto t¥i typu prvku. Prvky s kfivymi stranami pouzivame obvykle
jen tehdy, kdyz kiiva strana aproximuje kfivou ¢ast hranice 0S2 oblasti €2, pfipadné kiivou
¢ast hranice 09, oblasti ;, kde Q = Uﬁl (rozdéleni oblasti €2 na podoblasti €2; muze byt
motivovano napriklad snahou zajistit, aby na kazdé podoblasti byly funkce p, ¢ a f spo-
jité). Mnozinu vsech pouzitych prvka nazveme triangulaci a ozna¢ime ji T. Pro kazdé dva
prvky e; a e; triangulace T budeme pozadovat, aby €;Ne; pro i # j byla budto mnozina
prazdna nebo spoleéna strana nebo spoleény vrchol (vrcholem izoparametrického prvku
e rozumime jeden z uzlu Pf, i = 1,...,q., kde g. = 3 pro prvek trojihelnikového typu
a g. = 4 pro prvek typu ¢tyiihelnikového). Mnozinu uzlu viech prvka triangulace nazveme
mnozinou uzlu triangulace. Déle stejné jako v pozndmce 18 (odstavec 2.8) oznacime

uw= e

eeT

a {1, povazujeme za nahradni oblast aproximujici oblast €2. Hranici oblasti €2, zna¢me
0, nebo také I'y,. Predpokladejme, ze

1) uzly a tézisté prvki triangulace lezi v €;
2) uzly lezici na hranici I'y, lezi také na hranici T';
3) spolecné body priiniku I'y N Ty jsou uzly triangulace.

Céstem Ty a 'y hranice I' pfirozenym zpusobem pfifadime jejich aproximace I'y, a Iy
tak, aby Fh = Flh U th a pfltom flh N th = fl N FQ.

V modernich programech MKP je triangulace generovana automaticky tak, aby re-
spektovala geometrii oblasti, materidlové vlastnosti, okrajové podminky a zvoleny typ
prvku.

Konecnéprvkovy prostor X, definujeme jako prostor (koneénéprvkovych, nahradnich)
funkei v(z,y) definovanych na €, takovych, ze jejich restrikce na element e mé tvar
uvedeny vztahem (2.152). Z (2.152), (2.150) a z vlastnosti referenc¢nich bazovych funkei
Nf plyne, ze hodnoty funkce v(z,y) € X, na strané S elementu e jsou uréeny pouze
pomoci parametri v§ = v(x$,y§) v uzlech Pf strany S. Z toho divodu X, C C(Q).

)

Protoze navic X, C PC'(Qy), plati také X;, € H'(Qy).
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Je-li PU pocet viech uzlu P;(z;,y;) triangulace T, je X, PU-dimenzionalni prostor.
Za béazové funkce prostoru X, volime takové jeho funkce, pro které plati w;(x;,y;) = 0
pro i # j, wi(z;,y;) = 1. Je-li P¢ lokdlni znaceni uzlu P, pak restrikce bazové funkce w;
na element e je funkce wg, viz (2.150).

Strany prvku budeme znacit S, mnozinu vSech stran lezicich na hranici I'y, ozna¢me
8 a pocet vSech stran S € § oznac¢ime PS. Strana prvku T3 nebo Q4 je usecka s kon-
covymi body PP (x7,y7), Py (x5, y5). Tato pifma strana, kterou budeme nazyvat stranou
E2, je zobrazena na obrazku 14. Strana prvku T6 nebo Q8 nebo Q9 je parabolicky oblouk
s koncovymi body PP (x7,y7), Py (x5, y5) a s vnitinfm bodem Py (25, y3). Tato parabol-
ickd strana, kterou budeme nazyvat stranou E3, je zobrazena na obrazku 15. (Strany
oznacujeme pismenem E podle prvniho pismene anglického prekladu ,,edge* ¢eského slova
hrana.)

Py Py

S

S PS

Y )
ps pp
x x
Obr. 14. Strana E2 Obr. 15. Strana E3

S £ Symbolem S oznacme tzv. referencni stranu. Pro
é o g stranu B2 je S tsecka s krajnimi body PP(&)
Py (0) Py (3) Py (1) a Pf(fg), kde & = 0 a & = 1, a pro stranu
E3 je S tatdz tisecka, navic s uzlem P§(&3), kde
Obr. 16. Referencni strana &3 = % Referen¢éni strany obou typu jsou zo-

brazeny v jediném obrazku 16.
Na referenc¢ni strané definujme bazové funkce. Pro stranu E2 je

N=1-¢ N =¢
a pro stranu E3 je
NP =(1-20)(1—¢), Ny=¢£026—1) Nj=4E(1-¢).

Pak geometrii strany S popiseme vztahy
ps . ps R ~
v=a%(&) =) afN7(€), y=y"€) =) wN(€) pro¢eb, (2.153)
i=1 i=1
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kde ps = 2 pro stranu E2 a pg = 3 pro stranu E3. Na strané S definujme bazové funkce
w (z,y) = NJ(€), i=1,...,ps, (2.154)

kde ¢ € S je vzorem bodu (z,y) € S v zobrazeni (2.153). Oznacime-li pro funkci g(z,y)
definovanou na strané S

9% =) = g(2°(€),y°(€)) pro&es,

pak ziejmé w5 (€) = NS (€). Bézové funkce w(z,y) je ziejmé restrikei bazové funkce
wj-(:z:, y) pro Py = P? na stranu S . Restrikci koneénéprvkové funkce v z prostoru X, na
stranu S lze vyjadrit ve tvaru

v = Zv , kde v =wv(zf,y?), i=1,..., ps, (2.155)
pro (z,y )GSavetvaru
0%(€) = ivaf(é) (2.156)
i=1
pro & € S.

Pocet vsech uzlii lezicich na T'yj, oznaéime PB a pocet zbyvajicich uzli lezicich v
a na 'y, oznacime PN. Zirejmé PN=PU-PB. Nejvétsi z pruméru prvku triangulace T
oznacime h.

Pouziti izoparametrickych prvku si budeme ilustrovat na feseni tdlohy (2.1)—(2.4)
s obecné kiivou hranici. Pro funkci ile(f ,n) definovanou na referenénim prvku é necht

Qe R R
= > AE )
i=1

je kvadraturni formule pro priblizny vypocet [, he(€,n) dedn. Predpokladejme, ze uzly

(£9¢,9%) kvadraturn{ formule AIA ¢(-) jsou bud'to uzly P¢ referenéniho prvku é nebo jsou

to jeho vnitini body. Formule /¢(-) indukuje kvadraturni formuli
I¢(g) = I°(§°|det J°|) (2.157)

pro piiblizny vypocet fe g(x,y)drdy. Ziejme plati

ZAe 27, y),

kde AszfldetJe(& ), T Pe= 2t (67, ), P =yt (€ ), i=1,..., Q.

Zdtraznéme, ze vzhledem k predpokladim o vybéru uzlit kvadraturn{ formule ¢ (+) a vzhle-
dem k predpokladum o oblasti €2, 1ze také predpokladat, ze uzly kvadraturni formule 7¢(+)
lezi pro dostatecné malé h v  a proto je vyraz I°(g) pro kazdou funkci g definovanou
v Q, a pro kazdy prvek e € T dobie definovan.
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Pro funkei 75(¢) definovanou na referenéni strané S necht
~ ~ QS A ~
I(h®) =Y ATRS(67°)

=1

je kvadraturni formule pro piiblizny vypocet [ hS (&) d¢. Formule Is () indukuje kvadraturni
formuli

I(g) = I3(g° %), kde JS(£)=\/{—dxs(5>r+{—dys(5)r, (2.158)

dg dg

pro piiblizny vypocet [, g(x,y)ds. Ziejmé plati

Z AS QS) yZQS

kde A7 ZAfJS(é}-QS), rP =€),y =€), i=1,...,Qs.

7

K funkeim o a 3 definovanym na I'y piifadme interpolanty of a 3! definované na Ty
tak, ze restrikce o’ a B téchto interpolanti na strany S € § jsou tvaru

ps

(2,9) = > alaf, gl )i (x,y), B5(x,y) = Zﬁ Dy (xy).  (2.159)

=1

OéIS

Diskrétni slaba formulace stejné jako mnozina pripustnych feseni W), a prostor testo-
vacich funkci Vj, zustavaji beze zmény, viz vztahy (2.18),(2.15),(2.14). Bilinearni forma
ap(U,v) a linedrni funkcional L, (v) jsou vSak urc¢eny noveé:

v):Zle(pVU-Vv+qu)—l—ZIS(aIUU), (2.160)
€T Ses
= I°(fo)+ Y _I5(8"). (2.161)
€T Ses

Difve nez piistoupime k vyjddieni elementdrnich matic a vektori, odvodme si pro
funkei g(z,y) definovanou na prvku e vztah mezi vektorem

dg(z¢(&,m),y°(&,n)) 9g°(&,n)
V6D = agtarte moyrie,) | @ VOROem VIE= | giE
oy on

Uzitim pravidla o derivovani slozené funkce §°(&,n)=g(xz°(&,n),y°(&,n)) obdrzime
O9(x(€, ), y*(§,n)) (&, m) | Og(x°(€, ). y*(&,n)) Oy*(&, m)

Vi = ox o0& dy o€
Ag(x°(&,m),y°(€,n)) 0z°(€, ) N Ag(x°(&,m),y°(€,m)) 9y°(§,m)
ox on oy on
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Odtud a z (2.149) plyne V§e = [J|7[Vg]¢ (index T jako obvykle oznacuje transpozici)
a tedy plati

Vgl* = (39 Vg, (2.162)

kde [J¢]"T={[J¢]T} ! je matice inverzn{ k matici [J¢]7,

oy° _8y‘3
(3977 = [det I 'G®, kde G°= gﬁe gfe (2.163)
Con o€
Na elementu e ozna¢ime
N¢ = N(z,y) = (wi(2,y),...,w, (2,y)), (2.164)
A= (Af,. AT, kde AY = U(af,yf), i=1,....p., (2.165)
O° = (0f,...,0: )", kde O =v(zf,y5), i=1,...,p.. (2.166)
Pak slabé teseni U a testovaci funkci v lze na elementu e vyjadrit ve tvaru
U=N°A° v=N°O" (2.167)
Déle ozna¢me
B = VN° = (Vuy,..., Vut,). (2.168)

Vztahy (2.31)—(2.33) a (2.48) zustavaji v platnosti. Zbyva tedy vyjadrit elementarni
matice K, K a elementérni vektor F¢. Pomoci (2.162), (2.163) a (2.168) dostaneme

B° = ([Vutl’, ..., [Vwe %) = [37TL = [det I ' GeLe, (2.169)
kde
Ny ONE
fe—(VNg . vNe)= | % o (2.170)
ONY ON;.
a7 an
Oznacme jesté
N° = (Nf,...,N2). (2.171)
Pak z (2.33), (2.157), (2.169) a (2.48) plyne
K = 1¢(IB¢ TpBe _ fe Be Tﬁe]:g)e det J¢|) =
A([A ] : ) : (A[ ] | ) (2.172)
— Ie([Le]T[Ge]Tﬁe GeLe’det Je|71>’
K = I¢([N]T¢N°) = I¢([N°]7 ¢ N°|det J¢|), (2.173)
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Fe = I°([N°)T f) = I°([N°]T f¢ |det J°|). (2.174)

Zavérem uvedme, jaké kvadraturni formule [ ¢(+) je vhodné pouzit pro vypocet elemen-
tarnich matic K, K a elementdrniho vektoru F¢. Pro prvek T3 jsme takové formule jiz
uvedli v ¢dsti a) odstavee 2.7. Zopakujme tedy, Ze pii integraci prvki matice K¢ uzijeme
formuli

A

1°(g) =

a pii integraci prvki matice K¢ a vektoru F¢ formuli

'3) (2.175)

W=
W=

9(

[N

I*(g) = §[9(0,0) + §(1,0) + 4(0, 1)). (2.176)
Obé formule (2.175) a (2.176) integruji piesné polynomy &'/ pro 0 < i+ j < 1. Pro
zbyvajici typy prvkua doporuc¢ime vzdy jen jednu kvadraturni formuli pro vypocet obou
matic K, K i vektoru F¢. Pro prvek T6 je vhodné pouzit formuli

~

1°(g) = §19(5,0) + a(5, 3) + 3(0, )], (2.177)

kterd integruje piesné polynomy &)/ pro 0 < i+j < 2. Pro prvek Q4 pouZzijeme Gaussovu
souc¢inovou formuli 2x2

f@(g) = g(—a,—a)+ g(a,—a) + g(a,a) + g(—a,a) pro a= \/?g’ (2.178)

kterd integruje piesné polynomy &7 pro 0 < 4,5 < 3. Konecné pro prvky Q8 a Q9 je
vhodné pouzit Gaussovu sou¢inovou formuli 3x3

~

1) =

+2

|®

19(0,0) + §1[3(=a,0) + §(0, —a) + 4(a, 0) + §(0, a)]+

(o]

(2.179)

I3

1 [g(_aa —CL) + f](a, _a) + g(aa CL) + g(_aa CL)] pro a = 07 67

(o]

ktera integruje piesné polynomy &'/ pro 0 < 7,7 < 5.
Ptejdéme nyni k odvozeni elementdrni matice K* a vektoru F? na strané S. K tomu
ucelu si oznacime
S S S S
N° = N°(z,y) = (0 (,y), ..., w, (,9)),
S .
A” = (Af,...,AgS)T, kde A = U(2? y?), i=1,...,ps,
0% = (07,...,05)", kde ©f =v(zf,y’), i=1,...,ps.
Pak slabé teseni U a testovaci funkci v lze na strané S vyjadrit ve tvaru
U=N°A% v=N%0"
Oznacme jesté

A

N¥ = (N7, ...
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Pak ze vztahu (2.51), v némz misto a pieme o, vztahu (2.52), v némz misto 3 piseme
B! a ze vztahu (2.158) plyne

K = I9(IN*]Ta! N%) = I9([N®]TalS N9 J9), (2.180)

FS = I5(IN*]"p") = I3(IN*]" 35 7). (2.181)

Zbyva dodat, jaké kvadraturni formule Is (+) pouzijeme pro vypocet elementarni matice
K* a elementérniho vektoru F°. Pro strany E2 (pifslusné prvkim T3 a Q4) uzijeme
lichobéznikovou formuli

15(g) = 4[3(0) + g(1)] (2.182)

integrujici presné polynomy prvniho stupné a pro strany E3 (pfislusné prvkum T6, Q8
a Q9) uzijeme bud'to Simpsonovu formuli

15(g) = 9(0) + 4g(3) + (1) (2.183)
nebo Gaussovu formuli se dvéma uzly

I9(g) = $[9(3=22) + g (222, (2.184)
Obeé formule (2.183) i (2.184) integruji pfesné polynomy stupné tietiho.

Globalni matici soustavy a globalni vektor zatizeni sestavime modifikaci algoritmu
uvedenych v ¢ésti ¢) odstavee 2.7. Po vyfeseni soustavy rovnic ziskdme hodnoty U(x;, y;),
i = 1,...,PU. Na kazdém prvku proto zname AS=U(z¢,yf), i = 1,...,p., a muzeme
spocitat hodnotu konecnéprvkového teseni U a jeho gradientu VU v libovolném bodu
P*(z*,y*) prvku e. Protoze bazové funkce w¢(x,y) obecné neumime explicitné vyjadrit,
musime prejit na referencni element é. Najdeme vzor ]5*(5*,77*) bodu P* v zobrazeni
(2.153), tedy roziesime obecné nelinedrni soustavu rovnic

=280,y =y(ENnY) (2.185)
pro neznamé &*, n*, a pak ur¢ime

U(J?*, y*) - U(€*7 77*> - Ne(£*7 U*)A67

VU(w*, y*) _ 6(\]6(5*777*> _ Be(f*, n*)Ae _ {[det Je]_léeie}(g*,n*)Ae.

Pokud se spokojime s hodnotou gradientu VU v nékterém z uzlovych bodu Pf(z§, yf),
pak pro uréeni jeho vzoru Zadnou soustavu rovnic fesit nemusime, nebot souradnice uzlu
Pe(€e,ne) znéme. Je-li soustava (2.185) linearni, roziesime ji snadno, a je-li nelinedrni,
pak k jejimu vyteseni obvykle postaci provést jen nékolik malo kroku Newtonovy metody.

Za predpokladu dostatecné hladkosti slabého teseni lze ukazat, ze pro chybu u — U
slabého teSeni a jeho konec¢néprvkové aproximace plati

max [u—U| =0(h") a max||V(u—-U)||=0(MR"") VeeT, (2.186)

Q,NQ Eay)
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kde r=2 pro prvky T3, Q4 a r=3 pro prvky T6, Q8, Q9. Je-li ¢ = 0 a jestlize pouzivame
¢tytuhelnikové prvky, které se malo lisi od rovnobézniku, pak ve specidlnich bodech P
techto prvki dostédvame presnéjsi hodnoty VU: [V(u — U)](PY) = O(h"). Rikédme, ze
v téchto bodech nastava superkonvergence gradientu. Pro prvek Q4 superkonvergence
nastava v bodu, ktery je obrazem uzlu Gaussovy kvadraturni formule 1x 1 na referenénim
elementu ¢, tedy v bodu P (2°(0,0),4°(0,0)), a pro prvky Q8 a Q9 nastdva superkonver-
gence v bodech, které jsou obrazy uzlu Gaussovy kvadraturni formule 2x2 na referencnim
elementu ¢, tedy v bodech P°(2¢(%a, £a), y*(+a, +a)), kde a = \/?3 Zajima-li nas gradient
ve vrcholu P triangulace T, pak ho spoc¢teme jako aritmeticky prumér z hodnot gradientu
v ,,priléhajicich“ Gaussovych bodech prvku obsahujicich tento vrchol P. Superkonver-
gence gradientu v Gaussovych bodech ¢tyruhelnikovych elementt se bézné vyuziva v tloze
rovinné napjanosti ¢i deformace. (V bilinedrni formé a(u, v) rovinné tlohy napjatosti ¢i
deformace, viz (2.114), se nevyskytuje analog ¢lenu quv obsazeného v bilinedrni formé
a(u,v) dlohy (2.1)—(2.4), viz (2.9). Proto odpadd analogie vyse uvedeného pozadavku

= 0 a k dosazeni superkonvergence v Gaussovych bodech staci, abychom pouzivali
¢tyttihelnikové prvky tvarové blizké rovnobéznikum.)

Poznamka 22. Prvek Q9 je priblizné stejné presny jako prvek Q8, ve srovnani s nim
vSak md parametr A§ = U¢(z§, y5) navic. To ale nenf zase tak velky nedostatek, nebot
rovnici pro parametr ©F muzeme ziskat hned pfi zpracovavani elementu e, ma totiz tvar
238.:1 kg AS + kg A§ = Fyg; odtud lze parametr A§ vyjadiit, A§ = [Fg — Z kSJAE}/kgg,
a dosadit ho do zbyvajicich rovnic. Také toto dosazeni lze provést ,,lokalne zvolime
Qf = [~ 327, k50¢]/kSy a do rovnice 0 = ay, (U, v) — Ly (v) vlozime za element e pifspévek

[Ge]T[KeAe . Fe] _ [ée]T[KeAe . FeL

kde ©° = (65,...,09)7, Ac = (Af,...,A9T, K = {k Fe = (F¢,... Fo)T
(sikovné zvoleny ,vazany“ parametr ©Of zarucuje symetrii matice Ke). Redukovanou
matici K¢ a redukovany vektor F¢ lze ziskat snadno uzitim Gaussovy eliminaéni metody:
v soustavé rovnic K°A® = F¢ odeliminujeme prvky £{, a k§; ¢ = 1,...,8, posledniho
sloupce a fadku a v prvnich osmi fadcich a sloupcich upravené matice soustavy najdeme
matici K¢ a v prvnich osmi radcich upraveného vektoru pravé strany najdeme vektor F*.
Elementdrn{ matici K¢ a vektor F¢ rozesleme do globaln{ matice K a globalnfho vektoru
F obvyklym zptusobem. Po vyfeseni globédlni soustavy rovnic na elementu e dopocitame
A§ = [Fs — Z?Zl kg;AS]/kgo. Pravé popsand technika eliminace ,vnitinich® parametri
elementu (zde jednoho) byvé oznacovana jako metoda kondenzace vnitinich parametri.

Zobecnéni této metody, spocivajici v ,,predeliminaci® parametru vnitinich vzhledem
k celé skupiné elementu, byva oznacovano jako statickd kondenzace. Princip je néasledujici:
konstrukei rozclenime na subkonstrukce, vnitini parametry subkonstrukei odeliminujeme
(Castecna eliminace ne piili§ rozsahlych soustav s fidkymi maticemi), ze zbytku matic
a vektoru subkonstrukei prislusnych ,hraniénim“ parametrum subkonstrukei sestavime
globélni soustavu rovnic (bohuzel jiz s plnou matici), vyresime ji a ziskdme hrani¢ni
parametry a nakonec na subkonstrukcich dopocitame jejich vnitini parametry. Predpokladem
dosazeni ocekavaného efektu, tj. snizeni celkového objemu vypoctu ve srovnani s piipadem,
kdy tesime konstrukei jako jeden celek, je kromé promyslené strukturalizace konstrukce
zejména kvalitni implementace zminéné techniky statické kondenzace. [
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2.14. Nelinearni tlohy

pouzijeme nelinearni parcidlni diferencialni rovnici a pripadné také nelinedrni okrajové
podminky. Tak napfiklad uloha (2.1)—(2.4) je dobrym modelem stacionarni tlohy vedeni
tepla pfi relativné nizkych teplotach. Pii vyssich teplotach je vsak uz treba predpokladat,
ze funkce p, q, f, a a 3 zaviseji také na teploté u. V nestacionarni iloze vedeni tepla
(2.63)—(2.66) je tieba pii vyssich teplotdch uvazit také zavislost funkce ¢ na teploté w.
Poznamenejme, ze nékteré praktické problémy nelze viubec jako linearni formulovat, a to
ani za zjednodusujicich, avsak stale jesté realistickych predpokladi. V dalsim budeme
predpokladat, ze funkce p, ¢ i f mohou zaviset také na prvnich parcidlnich derivacich u,
a u, hledaného feseni u. Diskretizace metodou konecénych prvkia probihd u nelinedrnich
uloh formélné stejné jako u tloh linearnich: ve slabé formulaci nahradime slabé feseni
u MKP-slabou aproximaci U. Zavislost ,dat“ p, ¢, f, a, 8, ¢ na u (nebo i na u,, u,)
zpusobi, Ze soustava algebraickych rovnic (2.24) piipadné soustava obycejnych difer-
encialnich rovnic (2.68) nebo (2.777) je nelinearni (vystupuji v ni hodnoty funkei p, g,
[, «, B, ¢ zavislé na U (nebo i na U,, U,) a tedy zavislé na A popiipadé A(t)). Pos-
tupy, kterymi se vyporadavame s nelinearitou v tlohéach stacionarnich se obvykle lisi od
postuptu pouzivanych ke zvladnuti nelinearity v nestacionarnich 1lohach.

a) Stacionarni dloha

Stejné jako v linedarni tloze sestavime elementarni matice K¢ a elementarni vektory
F¢ pro e € T a elementarni matice K° a elementarni vektory F* pro S € 8. Nyni vsak
K¢ a F¢ budou zéviset na A° a K5 a FS na A®. Po sestaveni globdln{ matice soustavy
K(A) a globalniho vektoru pravé strany F(A) dostaneme nelinearni soustavu rovnic

R(A) = K(A)A — F(A) =0 (2.187)

pro neznamy vektor parametru A. Soustavu (2.187) fesime nékterou z metod pro feseni
nelinedrnich soustav rovnic. Vyjdeme z pocdtecni aproximace A© a zvolenou metodou
pocitame dalsi aproximace A(k), k=1,... tak dlouho, az pro k=K lze A% povazovat
za dostatecné presnou aproximaci feSeni A. K uréime tak, aby budto reziduum R(A(K ))
bylo dostatecné malé, nebo aby byl dostatecné maly rozdil dvou po sobé jdoucich aprox-
imacf AF-AE=D bifpadné aby byly dostateéné malé oba dva tyto vektory.
Nejjednodussi metodou feseni soustavy (2.187) je metoda prosté iterace:

K(AMAKD — p(A®), (2.188)

Metoda prosté iterace je velmi jednoduchd, konverguje vsak spiSe vyjimecné, a proto jeji
pouziti je omezené. Nejcastéji se soustava (2.187) fesi Newtonovou metodou:

HAM)Y® = _R(A®), (2.189)
AFD — AR Ly ®) (2.190)
kde H(A) = {0Ri(A)/0A;}Y, (2.191)

je Jacobiova matice zobrazeni R(A) = (Ry(A),..., Rpn(A))T. Globalni matici H a glo-
balni vektor R sestavujeme z elementarnich matic H® a elementarnich vektoru R¢ pro
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e € T a elementérnich matic H® a elementérnich vektori R® pro S € 8. Piedpokladejme,
ze pracujeme s izoparametrickymi prvky zavedenymi v odstavci 2.13. Oznacéme

R°(A°) = K°(A°)A° — F°(A°) (2.192)
lokalni reziduum na prvku e a
H*(A°) = {OR;(A°)/OAS f,'}:l (2.193)

Jacobiovu matici zobrazeni R¢(A°) (R$(A°) je i-ty ¢len vektoru R¢(A°)). Uzitim (2.33)
a (2.172) —(2.174) dostaneme

RY(A®) = [I°(pKP) + I°(¢°K*)|A® — [*(fF/°), (2.194)
kde
Kre = [L)7[G) 7 GLe|det I, (2.195)
K% = [N°]"N°|det J¢|, (2.196)
F/e = [N°7|det J°|. (2.197)
Pro Jacobiovu matici H® zobrazeni R(A®) plati
H® = H” + H* — H/*, (2.198)
kde
o aﬁe aﬁe
HP = K + [°(KPA° 2.199
+ I%( [8&, ’8A;;e])’ ( )
A 8(}6 ade
H” = K? 4+ [¢(K*A° 2.200
+ ( [aA(f Y Y aA;e ])7 ( )
R a]?e afe
fe _ te(mfe
R = (R ¥ D). (2.201)
Pritom pro funkci g(x,y, U, U;, U,) definovanou na prvku e je
9° = G°(&m, A%) = g(2°(&m), y°(&,m), U (&, m, A%), [UL)°(€,m, A), [U, (€, m, A%))
(2.202)
z (2.167), (2.162) a (2.163) plyne
Pe R
= Z NEA (2.203)
=1
Pe < (;
—~ ONf 0y¢  ONf 0y°
U,)¢ = [det J ! J : 2.204
: ¢ ; ( o on  on 0f ) (2:204)
Pe ¢
éUV6 ox° aN? ox°
U,]° = [det J9]* U A, 2.205
G, ¢ ; ( o o o o¢ ) i (2.205)
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Podobné oznacéme
RY(A%) = K*(A%)A® — F9(A®) (2.206)
lokalni reziduum na strané S a

H5(A®) = {0R7 (A®)/onT (2.207)

i,7=1
Jacobiovu matici zobrazeni R5(A%) (RY(A®) je i-ty élen vektoru RS(A®)). Uzitim
(2.180) a (2.181) dostaneme

R5(A%) = I9(aISK*9) A% — [5(315FP9), (2.208)

kde
K = [N*]TNSJ7, (2.209)
F7 = [N5)7 5. (2.210)

Pro Jacobiovu matici H¥ zobrazeni R%(A®) plati

HY = H* — H, (2.211)
kde
A 3@15 adIS
aS _ 378 S aS A S
H* =K~ + I’(K A[aAf,...,aAgs}), (2.212)
. aﬁ I8 aBIS
BS _ 7S (fBS
H I(F [aAS,...,aAgs]). (2.213)
Pritom z (2.159) a (2.156) plyne
ps R
a's (¢, A%) =) a(@l, Y], ATINF(€), (2.214)
i=1
B9, A%) = Zﬁ vyl ATINE(9). (2.215)

Specialné pro prvek T3 a elementarni matice a vektory urcené v linedrnim ptipadé vztahy
(2.40), (2.44), (2.49) a (2.54) jsou matice HP¢, H? H/¢, H*S a H tvaru

Op(Pz) Op(Pp) Op(Pr)

Hpe:Kel KPe A
* oA: " ToAs T aAg

(2.199")

kde
—ré _ g¢ re g€
]‘ e e e e
pe — o1 4e T —r¢—1 t
| ’ Se te _Se _ te



0q(Pf)°
H%* = K + 1 |d°|A° { : : (2.200")
‘ aAj i,j=1

kde ¢(Pf) je hodnota funkce ¢ ve vrcholu Pf prvku e,

of (PO’
fe _ 11 e % ;
H —6\cl|{—(\9A§ }UZI, (2.201°)

kde f(Pf) je hodnota funkce f ve vrcholu P prvku e,

da(P9H?
H = K% +17°A% . 2.212’
B S )

kde a(P?) je hodnota funkce a ve uzlu P strany S,

S 2
i,j=1

DAY

kde 3(P?) je hodnota funkce 3 ve uzlu P° strany S.
V tloze vedeni tepla funkce p, q, f, a a [ zaviseji na prvku e obvykle pouze na
teploté u. V tom piipadé

ap(PYe”) 1 1rAe e e aq(Pze) _ e\ s, .
8A§ _3 (3[A +A +A]) 8A§ _q(Az)(Sl]a
01(%) 00(P) _ onsys PP _ ins
aAe - f ( ) VR aA‘}S - (A )61.77 aAf - 5 (A’L )51.77

kdeéuzlaéwzoproz%j

Jacobiovu matici H*(A?®) zobrazeni R*(A®), s = e, S, lze spocitat také jen priblizné.
Uzitim jednoduché formule numerického derivovani spocteme i-ty sloupec matice H*(A®)
napiiklad ze vzorce

ORI (A% RO(AS, A +e,. . A) —RO(AS, AL A
FIN 3 ’

kde € je vhodné zvolené malé kladné ¢islo.

Clobaln{ matici H=H(A™®) a globalni vektor R=R(A™) sestavime modifikaci elim-
inac¢niho algoritmu uvedeného v ¢asti ¢) odstavce 2.7. Jediny podstatny rozdil spocivé
v tom, Ze prvky elementdrnich matic H® resp. H® pfispivaji pouze do globalni matice.
Konkrétne, je-li hf; resp. h prvek elementérni matice H¢ resp. H a jestlize lokalnim
indextim 7 a j prlslusejl kodova c¢isla I a J, pak je-li 1 <0 nebo J <0, prvek hf; resp.
hS neovlivni ani globalni matici H ani globdlni vektor R. Jinymi slovy, zpracovavaji se
jen takové prvky elementarnich matic a vektoru, jejimz indexum ptisluseji kladna kodova
cisla: pro I >0 a J >0 se hf; resp. h se piicte k hry a pro I >0 se RS resp. RY se piicte
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k Ry (hry jsou prvky matice H a R; jsou prvky vektoru R). Poznamenejme, ze globaln{
matice H je obecné nesymetrickd (jak je ziejmé napiiklad z tvaru (2.199)).

Je znamo, ze Newtonova metoda s vyjimkou specidlnich piipadu konverguje jen tehdy,
je-li pocatecni aproximace A  dostateéné blizka“ feseni A. Abychom piekonali tento
nedostatek Newtonovy metody, pouziva se jeji modifikace zalozena na strategii tlumenid.
V tzv. tlumené Newtonové metodé se misto soustavy (2.189) fesi soustava

HAM)Y® = —yR(AW), (2.216)
kde w < 1 je vhodné zvoleny tlumici faktor zajistujici pokles absolutni hodnoty rezidua:
IR(A)| < [RAW)],

| - || oznacuje néjakou vektorovou normu, napiiklad délku vektoru. Jednu z moznosti
vybéru tlumiciho faktoru navrhli Armijo a Goldstein (viz [19], také [12]): za w doporucuji

vzit nejvetsi z éisel 1,1 55 4, ..., pro které plati

IR(AFD)[| < (1= 5)IR(AM)]. (2.217)

w je tedy zvoleno tak, aby reziduum pokleslo alesponi 1 — % krdt. Vyznamnou vlast-
nost{ této strategie je ta skutecnost, ze pokud A® konverguje k feseni A, pak w — 1,
a tedy v blizkosti feSeni je dosazeno kvadratického fadu konvergence jako u standardni
Newtonovy metody. Jestlize v8ak podminku (2.217) nelze splnit pro w > wp, kde wy
je zvolena ,dostatecné mala“ konstanta, musime bohuzel konstatovat, ze ani tlumend
Newtonova metoda nekonverguje — pocateéni aproximace A je prosté prilis Spatna.
Tento problém lze obvykle prekonat metodou parametrizace, kterou popiseme pozdéji.

Linedrn{ soustava rovnic (2.216) se ¢asto tesi iteratni metodou, nebot zejména pii
mens{ nelinearité je feseni Y*) této soustavy blizké 0, takze zndme dobrou pocatecni
aproximaci pro itera¢ni vypocet. Zvlasté vyhodné je pouziti zobecnéné Richardsonovy
metody (zkrdcené GR-metody) eventudlné urychlené napiiklad pomoci zobecnéné metody
sdruzenych gradientu, viz [13]. V tomto textu se omezime na pouziti ,,¢isté“ GR-metody.
Pro linedrni soustavu rovnic Ay = b Ize GR-metodu popsat takto:

1) y(o) je pocatecni aproximace, r® =b— AY(O);
2) pro j=1,...,J pocite;j:

MdO) — r(j—l)7

y(j) _ y(j—l) + d(j)

r) = pU-D _ A4V

kde M je vhodna itera¢ni matice splnujici tyto 2 pozadavky:
1) M je dobra aproximace matice A,

2) feSeni soustavy rovnic s matici M je ,laciné*.

80



Viimnéte si, ze pro M = A je y!) fesenim soustavy Ay = b.

Ukazme si nyni, jak lze vhodné aplikovat GR-metodu na feseni rovnice (2.216). Necht
H™ je nejaka aproximace matice H(A®) a LEUR = H®) je jeji LU-rozklad na dolni
trojihelnikovou matici L® a horni trojuhelnikovou matici u®, Obvykle se voli

H® = H(AY) pro vhodné | = I(k) < k. (2.218)

Doporuéeny zptisob vybéru parametru (k) uvedeme pozdéji. Y *) pocitdme GR-metodou
takto:

y©@ =0, r®= —wR(A(k)),
LEYRQH) = pG-1)

y0) = gD 4 q0), =1 (2.219)
y® — g

Pocet kroku J volime maly. V dalsim predpokladejme, ze matice H® je urcena vztahem
(2.218). Pak pro J=1 dostavame zndmou modifikaci Newtonovy metody, v niz je Y*)
urceno vztahem
HANY® = _yR(AN),

Vénujme se nyni volbé I(k). Pro I(k) = 0 je ziejmé H™ = H(A?) pro vsechna k. V tom
piipadé staci v prubéhu celého feseni rovnice (2.187) provést jen jediny LU-rozklad, a to
pravé matice H(A®). Pro k > 0 pak uz provadime jen ,laciné“ fedeni soustav rovnic se
stale stejnou dolni a horni trojihelnikovou matici. U této modifikace Newtonovy metody
vsak lze o¢ekavat jen pomalou nebo dokonce vubec zadnou konvergenci. Proto se obvykle
postupuje tak, ze LU-rozklad provadime castéji, naptiklad pro k£ = 0, m,2m, ..., kde m
je zvolené prirozené ¢islo. Pak [(k) = m[k <+ m], kde symbol + znaéi celo¢iselné déleni.
Tak naptiklad pro m =1 je (k) = k, prom =2 je [(0) =0, I(1) = 0, [(2) =2, [(3) = 2,
1(4) =4, 1(5) =4 atd.

Jak metodu prosté iterace tak i tlumenou Newtonovu metodu je vhodné, a v zadjmu
dosazeni konvergence ¢asto dokonce nutné, kombinovat s metodou parametrizace, viz [?].
K tloze R(A) = 0 piifadime tfidu parametrickych tloh R(A s) = 0 spojité zavislych
na parametru s € (0,1) tak, aby R(A,1) = R(A) a aby uloha R(A,0) = 0 byla jen
slabé nelinearni nebo dokonce linearni. Zvolime ptrimérené jemné déleni 0 = 59 < 51 <

- < sg = 1 a fesfme postupné tlohy R(A,s,) = 0 pro ¢ = 0,...,Q. Reseni téchto
tloh oznaéme A@. Reseni A© slabé nelinedrn{ tlohy ziskdme snadno. Pro ¢ > 0 jsou jiz
sice prislusné ulohy silnéji nelinearni, pii jejich feseni vS§ak muzeme vyjit z velmi dobrych
pocatecnich aproximaci A@0 = AlT=D,

Specidlnim pripadem metody parametrizace je tzv. prirustkovd metoda, bézné pouzi-
vana naptiklad pfi feSeni iloh nelinearni pruznosti a plasticity. Ve standardni prirustkové
metodé se predpoklada, ze ,,zatizeni“ F(A) = F na teSeni A nezdvisi, a ze ,,mira nelinear-
ity “ matice K(A) zdvisi na ,,velikosti“ |F|| zatizeni F. Parametrickou ilohu R(A,s,) =0
proto volime ve tvaru

K(A)A =F9  kde F9 =FO 5 (F—-FO) (2.220)
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a stejné jako difve predpoklddame, Ze tilohu R(A, 0) = 0 piislusnou , zatizeni“ F(*) umime
snadno vytesit. Metodu oznac¢ujeme jako ptirustkovou proto, ze feSeni A dostaneme
z predchoziho feseni A piftizenim* o pifrustek zatizeni AF@ = F@ — Fa-1),

b) Nestacionarni tloha
Omezime se na nelinedrni nestacionarni tlohu vedeni tepla. Pak matice C, K a vektor
F v tloze (2.68) jsou zavislé na feseni A(t). Uzitim #-metody opét dostaneme soustavu
rovnic (2.69). Ta je vSak nyni nelinedrnf, nebot matice C*¢ K a vektor Fit? z4visej
na A" = A"+ (AT — A):
C™ = Cl(tig, A™), K™ =K(ti g, AT, FiH0 =F(t;9, A™?). (2.69f")

A" je tedy fesenim nelinedrni soustavy rovnic

R =R(A™ AT =0, (2.221)
kde

R(w,A) =[Cl(titg, W) + ALK (ti19, W) A—

. (2.222)
— [Ctirg, W) — Ati(1 — O)K(tisg, W) AT — ALF (tirg, W).

Nelinedrni rovnici (2.221) 1ze linearizovat: z linedrni soustavy rovnic R(w,Y) = 0, kde

- — { A" pro 0 # % nebo ¢ = 0, (2.293)

SA'— 1A prof=1ai>0,
spocteme Y a polozime A" = Y. Linearizované fesenf lze pifpadné vylepsit provedenim
nékolika krokii metody prosté iterace: zvolime Y(?) =Y, z linedrnich soustav rovnic

R(A"+0(YY — A, YUy =0 (2.224)

pocitame postupné YUY, j =0,...,J — 1, a nakonec polozime A™ = Y. Uvedena
stategie bude Uspésn4, je-li nelinearita pomérné slaba a casovy krok At; dosti kratky. Pri
silné nelinearité, kterd je typicka naptiklad u tloh se zménou faze, nezbude nez fesit rovnici
(2.221) Newtonovou metodou, pripadné nékterou z jejich modifikaci uvedenych v ¢asti a)
tohoto odstavce. Globalni rezidum R a jeho Jacobiovu matici H™! opét sestavujeme
z lokalnich reziduf R4 a jejich Jacobiovych matic H*™1¢ pro e € T a z lokalnich reziduf
R*19 a jejich Jacobiovych matic H*%% pro S € 8. Jednim ze séitanci vytvarejicich
matici H*" ¢ je také matice H™1¢¢ piislugna funkei c,

i+1,ce a[CH—G’eAH_Le]T e
= DAL

)
r,s=1

kde CH0¢ = C¢(t49, ATT09), pFicemz AT = A" + (AT — A™*) a AP jsou aprox-
imace teplot A®(¢;) v uzlech prvku e v ¢ase t;, j = i,4+ 1. V linedrnim piipadé pro prvek
T3 je matice C° uvedena v odstavci 2.10 a pro izoparametrické prvky snadno odvodime

C° = I°([N°TeN°¢) = I¢([N°]T¢e Ne|det J¢|).
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Proto

aéi+9,e aéi-i-e,e

Hi+1,ce _ Ci+9,e + fe(éceAi-‘rl,e[ ‘ '
i+le? """ i+1,e
oA DAL

bk

kde matice C* = K je uréena vztahem (2. 196) a ¢"t%¢ je hodnota funkce c(x,y,t,u) pro
r=a(&mn), y=y (&), t =tippau=>)7", Ait0eNe(¢ n), piicemz A€ jsou slozky
vektoru A€, Pro prvek T3 je

9

‘ Ol citbe Aitle 3
Hz+1,ce — % |de| { [Cr r ]}

aA?—Le r,s=1
kde cit0¢ = c(2¢, y¢, tirg, ATT0€). Matice H™ 1< je diagonalni a jestlize funkce ¢ zavisi na
prvku e pouze na teploté u, pak jeji diagonalni prvky jsou

B = B [e(AFFO) + BATCC(ATO)] r=1,2,3,

1
6
2.15. Konvektivné-difizni tlohy s dominantni konvekci

Konvektivné-difizn{ tlohy s dominantni konvekei (struéné KDUsDK) samy o sobé,
nebo jako podstatna soucast uloh slozitéjsich, jsou predmétem trvalého zajmu inzenyru
i matematiku. Byla vymyslena celd fada nejdiive jednoduchych a postupné znacné rafino-
vanych metod a nové metody stale vznikaji. Jde evidentné o zivou problematiku, ktera je
stéle ve vyvoji. Resent KDUsDK j je vénovano nesmirné mnozstvi odbornych praci, z nichz
mnohé lze najit napiiklad v knize [16]. My se v tomto textu omezime na dvé zakladni
techniky pouzivané pfii feseni KDUsDK: pro stacionarni tlohu uvedeme upwind metodu
a pro nestacionarni tulohu metodu charakteristik. Pti feseni KDUsDK se jako zakladni
diskretizacni technika stale zna¢né pouziva diferenéni metoda nebo metoda konecnych
objemu na pravidelnych sitich. Metoda konecnych prvku se prosazovala pomérné obtizneé,
nebot specifické techniky typu upwind nebo charakteristiky se ,,roubuji“ na metodu
koneénych prvku obtiznéji a neziidka také méné efektivné. My vsSak v duchu tohoto
ucebniho textu zustaneme vérni metodé kone¢nych prvku, jen pfi upwind technice si
vypomuzeme metodou konecnych objemu. Obé techniky, tj. upwind a charakteristiky,
vylozime v nejjednodussi formé tak, aby vynikly jejich podstatné rysy. Zakladni myslenky
obou metod lze fadou dumyslnych postupt vyrazné zefektivnit. Jejich rozmanita vylepseni
zde vsak umyslné popisovat nebudeme, nebot chceme udrzet piiméfeny rozsah tohoto
odstavce a také nechceme ¢tenare mast tézko sledovatelnymi technickymi detaily.

a) Stacionarni dloha, upwind metoda
Hledejme funkei u(z,y) spliujici podminky (2.1), vyhovujici diferencidlni rovnici

V-lru] =V-pVul+qu=f vQ (2.225)

a spliujici okrajové podminky (2.3) a (2.4).

Uloha popisuje napiiklad transport litky (chemické piimeési) v proudovém poli (tekuting).
V tom piipadé je u(z,y) hmotnost primési v jednotkovém objemu tekutiny, r = pv je
soucin hustoty o(z,y) a rychlosti v = (vy,vs) tekutiny s z-ovou slozkou v (z,y) a y-ovou
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slozkou wvy(x,y), takze r1 = vy je x-ovd a 1y = puy y-ové slozka vektoru r mérné ob-
jemové hybnosti, p(x,y) je koeficient diftze a f(x,y) — q(z,y)u(z,y) je objemovy zdroj
piimeési. Tataz tloha popisuje také transport entalpie v tekutiné. Pak u(x,y) je entalpie
(entalpie u a teplota T' jsou svazdny vztahem du = cdT, kde ¢ je tepelnd kapacita),
r je opét roven soucinu hustoty ¢ a rychlosti v, p(z,y) = A/c je podil tepelné vodi-
vosti A a tepelné kapacity ¢ a f(z,y) — q(z,y)u(z,y) je objemovy vykon zdroju en-
ergie. Obecné lze tdlohu (2.1), (2.225), (2.3) a (2.4) povazovat za matematicky popis
zachovani jisté fyzikalni veliciny, ktera je ovliviiovana difiizi, reprezentovanou difiznim
clenem —V - [p Vu], konvekcd, reprezentovanou konvektivnim ¢lenem V - [ru] a generact
pripadné absorpci, reprezentovanou zdrojovym c¢lenem f — qu.
Daéle budeme predpokladat, ze vektor r = pv splnuje tzv. rovnici kontinuity

_ O Ory _ O(ov1) | O(ovs)

V I = % + a—y == ax + ay =0. (2.226)

Pak V - [ru] = r - Vu = ryu, + rau, a rovnici (2.225) lze zapsat v ekvivalentnim tvaru

0 0
—V - [pVu] + rla—z + rga—Z +qu=1f v (2.225)

Abychom zaruéili jednoznacnou existenci klasického teseni konvektivné-difizni tlohy,
dopliime soubor podminek (2.5a)—(2.5d) o podminku

' ={(z,y) € 0Q|n(x,y) - r(zx,y) <0} C Iy (2.5¢)

zajistujici, aby na ¢asti I'_ hranice, kterou do oblasti  tekutina vtékd, byla zkouman4
veli¢ina u zndma. Navic piedpokladejme 1,7, € C1(Q).

Miru vlivu konvekce a difize na transport zkoumané veliciny vyjadiuje tzv. globdlni
Reynoldsovo éislo R = ||r||¢/p, kde |[|r]| je délka vektoru mérné objemové hybnosti r,
¢ je charakteristicky rozmér oblasti 2 a p je koeficient difize. Pro ,,velka“ Reynoldova
¢isla R (ve skutecnosti jde o hodnoty funkce R(z,y)) hovoiime o konvektivné-difiznich
ulohach s dominantni konvekei: transport je rozhodujicim zpusobem ovliviovan konvekei,
vliv diftize je okrajovy.

Slabou formulaci odvodime obvyklym zpusobem a obdrzime tlohu

najit u € W spliujici a(u, v) + b(u,v) = L(v) Yv eV, (2.227)

kde a(u,v) je urceno vztahem (2.9), L(v) vztahem (2.10) a b(u,v) je bilinedrni forma
b(u,v) = / V - [ru]v dzdy. (2.228)
Q

Diskretizaci provedme uzitim prvku T3, takze a(u,v) aproximujeme pomoci ay(u,v),
viz (2.19), a L(v) pomoci Ly(v), viz (2.20). Aproximaci konvektivniho ¢lenu musime
provést obezietné. Oznac¢me
el

p

R, (2.229)

e
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tzv. lokdlni Reynoldsovo ¢islo. V (2.229) je h=h, charakteristicky rozmér prvku e. Pro
jednoduchost predpokladejme, ze h. je nejdelsi strana trojihelnika e. Zpusob diskretizace
b(u,v) zavisi na velikosti R,.

Abychom si ozfejmili tskali, kterdA mohou nevhodnou diskretizaci ¢lenu b(u,v) vzni-
knout, zabyvejme se jednorozmérnou modelovou konvektivné-difizni ilohou

—pu”" +ru' =0 pro xe€ (0,1), u(0)=q, u(l) =7, (2.230)
kde p > 0, r # 0, a a 3 jsou konstanty. Pfesné feseni je

1 —exp|tx
—a —[pr ] (2.231)
1 — exp[Z]
Interval (0,1) rozdélime na N stejnych dilku délky h=1/N a tlohu (2.230) diskretizu-
jeme. Metoda konecnych prvku aproximujici klasické teseni u pomoci funkce U po ¢astech

linearni vede na soustavu rovnic

~Uip1 +2U; — Uiy U1 — Ui
p +7r

72 oh = O, UO = Q, UN = ﬂ (2232)

Tutéz soustavu rovnic obdrzime, kdyz tlohu (2.230) diskretizujeme diferen¢ni metodou,
v niz diftzni élen —pu” aproximujeme standardné vztahem

g o =Ui +2U; — Uiy
z=x; > P h2

a konvektivni ¢len ru’ aproximujeme rovnéz standardné uzitim centralni diference

Ui — Ui
/ 1+1 i—1
- . 2.233
U ]x:xi r 57 ( )
Jak se snadno presvédéime, feseni tlohy (2.232) pro R, = rh/p # 2 je
1+ 1R,
U=A+B|—2—=| , 2.234
- |:1 - %Re:| ( )

kde konstanty A a B jsou urceny okrajovymi podminkami. Pro |R.| > 2 ziejmé Uj; osciluje,
coz je v rozporu s monoténnosti presného teseni u, viz (2.231), pricemz ,, velikost “ oscilaci
je pfimo umérna |3 — a] a |R.|. Nezadouci oscilace nenastanou, kdyz konvektivni clen
aproximujeme pomoci jednostranné diference:

Ui — Ui Ui — Ui
Tul,_, A~ T — = |7 — por >0,
(2.235)
| U1 — U I Ui — Ui <0
ru A~ r———=|r|——— pror .
v I no P
Pro diskrétni feseni pak plati
U=A"+B"(1+R.,)" pror >0,
(2.236)

U=A +B (1-R)N" pror <0,
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piicemz konstanty A'T, BT, A~ a B~ urcime z okrajovych podminek. Aproximace po-
moci jednostranné diference je z fyzikélniho hlediska pfirozend: informaci o feseni v uzlu
x; cerpame ze znalosti feSeni proti ,proudu®, proti ,,vétru“. Proto takovou jednostran-
nou aproximaci konvektivniho ¢lene nazyvame upwind aprorimaci a hovoiime o upwind
schématu (upwind metodé). Reseni (2.236) je monoténni funkef parametru i a je tedy
»fyzikalné“ realistické rovnéz pro velka R..

Vratme se nyni k diskretizaci konvektivniho ¢lenu b(u,v). Je-li R, na elementech e
malé, aproximujeme b(u, v) pomoci by, (U, v) standardnim zpusobem:

bu(U,0) = > I([nUs + raU,Jv) = Y _[OT' KA,
ecT eeT (2237)

e e e e ,e € e )13
kde K = % ‘d ] {ajﬁ(mmyi) + bjr?(mi’yi)}m:1

(index i je Fadkovy, j sloupcovy, aS, b$ viz (2.37)). Poznamenejme, ze prvky k' ele-
mentarni matice K jsme ziskali numerickou integraci ¢lenti

o[ ows ows
w; Tla_x + T’ga—y

uzitim formule (2.43). Matice K® je nesymetrickd. Nesymetrickd je proto také lokalni
matice Ke=K“+K®+K* a globalni matice K. Matice K je pro dostateéné malé h
reguldrni. Pro velkd lokalni Reynoldsova ¢isla R, vSak FeSenim soustavy rovnic (2.24)
vétsinou obdrzime neuspokojivé vysledky vyznacujici se fyzikalné neopodstatnénym a ne-
spravnym oscilatorickym prubéhem koneénéprvkového reseni U.

Diskretizaci konvektivniho ¢lenu je proto tieba
provést jinak. Postupovat budeme podobné jako
v praci [6], tj. uzijeme kombinaci metody konec-
nych prvkua, metody konecngch objemi a upwind
techniky. Ke kazdému uzlu P; ptritadime tzv. dudini
element D; (oznacovany také jako komecny objem
nebo strucnéji bozx). Popisme si jeho konstrukei.
Necht e je jeden z elementt, které maji uzel P
za vrchol. Oznacme zbyvajici vrcholy elementu e
jako P;, Py a ddle ozna¢me stied strany F;P; jako

o P

e jako Pj;;. Pak prunik dudlniho elementu D; se
Obr. 17. Dijp=D;Ne zvolenym elementem e je roven ctyfihelniku D;j

s vrcholy P, P;j, Piji, Pk, viz obrazek 17.
Dualni element D; je tedy sjednocenim ¢tyiuhelnika D;jj, piislusnych vSem trojihelnikim
e=PF,; P; P, obsahujicim vrchol F;. Necht S(i) oznac¢uje mnozinu vsech uzli sousedicich
s uzlem P; (dva uzly jsou sousedni, pokud jsou vrcholy téhoz elementu). Ke kazdé strané
PiP;, j € S(i), pifslusi dva pifmé tseky I';, a=1,2, hranice dD; dudlniho elementu D;:
lezi-li alespoil jeden z uzli P; nebo P; uvniti €2, pak jeden z téchto pifmych tseku je
useckou spojujici body F;; a P, a druhy je tseckou spojujici body P;; a Fjj, kde Py

hranici 02, je jeden z téchto piimych useki tseckou spojujici body P;; a Pjj; a druhy
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je useckou spojujici body Fj; a F;, viz obrazek 19. Oznacme d; délku usecky I'f; a nf;
jednotkovy vektor vnéjsi normaly hranice dD; na I'j;.

Obr. 18. D; a Dj pro vnitini stranu P; P;

Ptistupme nyni k vlastni aproximaci ¢lenu b(u, v). Uzitim Greenovy formule (2.6) a rovnice
kontinuity (2.226) postupné dostaneme

b(U,v):Z/D.V~[rU]vdxdy%Zv(R)/DV~[rU]dxdy:
=3ouR) [ V(U - U(R)} dedy -

=3 () /w(r )[U - U(P,)]ds = (2.238)

:ZU(R) Z /q(r-n%)[U—U(Pi)]dsz

JES(i) a=

PU 2
~Y () > dyBe = b, (Uw),
=1

JjeS(i) a=1
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kde n je jednotkovy vektor vnéjsi normdly 02 a df;Bf; je vhodné zvolend aproximace
Jra (- n;)[U — U(P;)] ds. Tak napiiklad ,pfirozend “ aproximace

By = [r(Fy) - nil[U(Ry) — U(R)] (2.239)
pro U(P;;) = [U(P;) + U(P;)]/2 neni pro velkd R, vhodnd a dava podobné neuspokojivé
vysledky jako aproximace (2.237).

Proto postupujeme jinak. Rozlisime dva piipady.

1) Pokud tsecka "7 nelezi na hranici, uzijeme ,,upwind“ aproximaci clenu B}, kterd ve
vztahu (2.239) misto U(P;) bere U(F;) pro r(F;)-ng; > 0 nebo U(P;) pro r(F;;)-ng; <0,
takze

Bf = min{0, r(F;) - n;; U(P;) —U(P;)] pro I ¢ 0. (2.240)
2) Lezi-li dsecka I'f; na hranici, klademe
B, =0 pro 'y € 9. (2.241)

Zduvodnéni. Podivame-li se na obrazek 19 vidime, ze k hrani¢nimu uzlu P; piislusi dve
hranicni dsecky I'}; a I'y; a jim odpovidajici éleny B, a B. Z (2.238) plyne

Py
47 B2 + A3 By ~ / (r-n)[U — U(P,)]ds.

Integral je vsak pfirozené aproximovat nulou, coz je formalné totéz jako polozit ij =0,

Py

Obr. 19. D; pro P;Pj € 02 Obr. 20. Lok&ln{ znaceni
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Clen by,(U,v) definovany vztahy (2.238) a (2.240) vyjadifme pomoci elementérnich
matic K® pro e € T a K% pro S € §:

b(U,v) = > (O] KDA”. (2.242)

ecT

Vénujme se déle vyjadieni elementéarni matice K. Na trojihelniku e uzijeme lokaln{
znaceni, viz obrazek 20. Vrcholy oznacime Py, Py, Ps, stied strany P7Ps; oznacime Fr,
nebo Py, a podobné stied strany PyPs oznacime Pj; nebo Py, a stied strany PPy
vnéjsi normély trojuhelnika Pf Pf Py na strane P Pfy;. Oznacime-li délku usecky P Pry,
jako dS., plati

50
nf; = —nj; = £(yiys — ¥, ¥ — Tias)/df, (2.243)
/ Vé —) /. / ~ /7
kde znaménko zvolime tak, aby vektory ng; a Pf P} sviraly uhel mensi nebo roven 7, tedy
—_—
aby nf; - PfP; > 0. Déle oznacime
mi; = min{0, dj;r(F) - nj;}. (2.244)

Pak z (2.238), (2.240)—(2.244) odvodime, zZe elementérni matice K je tvaru

€ € €
e3 __ e e e e
K* = ms, —m§; — ms, mSs . (2.245)
€ € € €

Vsimnéte si, Ze soucet prvki v kazdém radku matice K je roven nule a dale, Ze na hlavn{
diagonale matice K jsou prvky nezdporné a mimo ni prvky nekladné. Jestlize oznacime
K? globalni matici sestavenou z elementarnich matic K, pak i tato matice mé obé vyse
zminéné vlastnosti: soucet prvku v kazdém jejim fadku je roven nule, prvky na hlavni
diagonéle jsou nezaporné a zbyvajici prvky jsou nekladné. Proto plati K< (A +c¢)=K*A,
kde c je vektor stejnych prvku ¢, coz je diskrétni analog vztahu V - [r(u + ¢)] = V - [ru].

Elementdrni matice K¢ je nyni souctem ti{ matic, K=K +K“+K®. ProtoZe matice
K* je nesymetrickd, matice K¢ a globalni matice K je rovnéz nesymetrickd. Lze ukdzat, Ze
pro dostatecné malé h je matice K regularni. Pouzijeme-li trojihelnikové prvky s netupymi
vnitinimi hly, matice K volime ve tvaru (2.44) a matice ptislusné Newtonové okrajové
podmince volime ve tvaru (2.54), pak podobné jako v poznamce 16 (odstavec 2.8) muzeme
konstatovat, ze matice K méa kladné prvky na hlavni diagonale a nekladné mimo ni, ze K
je IDDM, tedy ze K je M-matice, tedy ze K je regularni nezavisle na velikosti h.

Za predpokladu dostatecné hladkosti slabého teseni lze ukazat, ze pro chybu u — U
slabého teseni a jeho konecnéprvkové po c¢astech linearni aproximace, ziskané upwind
aproximaci konvektivniho ¢lenu podle (2.238), (2.240) a (2.241), plati

max |u — U] = O(h).
0

Poznamenejme, ze pro mala R, je pouzitelnd standardni aproximace podle (2.237) a v tom
pripadé pro chybu u—U plati stejny odhad, jako kdybychom fesili ilohu bez konvektivniho
¢lenu, viz poznamka 14 (odstavec 2.8).
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b) Nestaciondrni tloha, metoda charakteristik
Hledejme funkei u(z,y,t), (z,y) € Q, t € (0,T), vyhovujici diferencidlni rovnici

I[ou]
ot

+V - [rul =V [pVul+qu=f pro(z,y) €, t e (0,T), (2.246)

spliiujici okrajové podminky (2.64), (2.65) a pocateéni podminku (2.66). Nestacionarni
rovnice (2.246) opét charakterizuje zachovéni fyzikalni veli¢iny w, pfi némz se kromé
difuzniho toku, konvektivniho toku a objemové generace pripadné absorpce uvazuje také
casova zmeéna u;. Rovnice (2.246) je dobrym modelem nestaciondrniho Siteni chemické
primési nebo entalpie v proudovém poli.

Stejné jako ve stacionarnim piipadé budeme predpoklddat platnost podminky (2.5e).
Rovnice kontinuity nabyva pro nestacionarni tulohu tvaru

00, .o 0o O 0r Do Oov)  dov)

— Z - — =0. 2.226’
ot o T or Ty ot ox oy (2:226)

Pokud data o, r, p, q, f, g, o a 3 nezaviseji na case t, pak ustalené feseni nestacionarni
tlohy, pro které u; = 0, vyhovuje rovnici (2.225). To umoziuje fesit stacionarni ilohy tech-
nikami vyvinutymi pro feseni tiloh nestacionarnich, tedy napiiklad metodou charakteris-
tik, kterou nyni popiseme. Postupovat budeme podobné jako v praci [3] a [20]. Ke kazdému
bodu x = (z,y) € Q a casu t € (0,T) pritadime tzv. charakteristiku X (1) = X(x,t;7)
urcenou jako feSeni dvou obycejnych diferencialnich rovnic

r(X(7),7) pro X(71) € Q,

0 pro X(r) € 99, s pocéatecni podminkou X(t) = x. (2.247)

X(r) = {

Rovnici (2.247) fesime , pozpatku®, tj. pro 7 < t. Pro 1,75 € PCY(Q) je charakteristika
urcena jednoznacné. Vsimnéte si, ze diky podmince X(T) = 0 charakteristika nikdy neo-
pust{ Q. Charakteristika X(x,;7) je tedy rovnici kiivky (trajektorif), po niz se pohybuje
pomyslny hmotny bod, ktery je unésen spolu s tekutinou ,rychlosti* r (ve skuteénosti
je r soucinem rychlosti v a hustoty o), a ktery v ¢ase ¢ dorazi do bodu x. V technické
mluvé lze charakteristikou X(x,¢; 7) oznacit proudnici, kterd v ¢ase t prochaz{ bodem x.
Pro casovou derivaci slozené funkce u(X(t),t) plati

Du du(X(t),t)  du(X(1),T) Ju(x,t)

E(X, t) % T =5 +r(x,t) - Vu(x,t). (2.248)

T=t
Odtud a z (2.226") plyne, ze rovnici (2.246) lze prepsat do tvaru

D
of; —V-bVal+qu=f xeQ te(0.T). (2.249)

Tuto rovnici diskretizujeme #-metodou, tj. uzijeme formuli typu

D® B(ti41) — D(t;)
Dt tQ = At;

tit1

+ (1 =0)Q(t:) + 0Q(ti41) (2.250)
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pro 6 € (0,1). (2.248) aproximujeme takto:

Du
E(Xu tiv1) & [u(X (X, tig1; tiv), tiv1) — w(X(xX, tiy1; t), )]/ At

a protoze z (2.247) plyne X(x, t;11;ti+1) = X, dostavame

Du . o

DO ) 01 (30) = O () A, (2.251)
kde X'(x) = X(x,ti41;t:) a kde v/(&) = u(€,t;) pro & = x,X'(x), j = i,i + 1. Proto
z (2.249) uzitim (2.250) a (2.251) dostaneme
ISR . ‘
AL + (1 — Q)QZ + QQZ_H =0, (2252)
kde v~ u(x,tiq), @ ~ w(X(x),t), @ = [V - [pPVI] + ¢u! — f7} pro
j=14,i+1, akde ¢/, p/, ¢ a f7 oznacuji hodnoty téchto funkel v (x,t;), u’ = u(x,t;).
Zduraznéme, ze zatimco ve vztahu (2.251) u/(€) = u(€,t;), v rovnici (2.252) jsme timtéz
symbolem /(&) oznacili uz jen aproximaci u(&,t;).

Dalsi aproximacf (1 — 0)Q! + Q™ ~ Q™Y kde ¢, pi*?, ¢*? a fi*? jsou hodnoty

téchto funkel v (x,t;49), tire = t; + AL, a ut? = (1 — O)u’ + Gu'!, dostaneme
Ut —

° T AL

-V - [pi+9vui+9] + qi+9ui+9 — fi—i—@ pro x € 0. (2253)

Rovnici (2.253) doplnime okrajovymi podminkami

w =g’ proxely,j=ii+1, (2.254)

_pit? ou’
on

kde o’ a 37 jsou hodnoty funkei o a B v (X,ti49) a kde i = 0,...,Q — 1 (Q zde
oznacuje pocet casovych kroki). Ulohu (2.253) - (2.255) diskretizujeme v proménné x
metodou koneénych prvku uzitim elementu T3. Vypustime slabou formulaci a zapiseme
pifmo diskrétni slabou formulaci. Aproximujeme u’ & U = 3700 Alw;, kde A? = U} je

hledand aproximace u(z;,y;,%;) (pro i = 0 klademe U = ¢(z;,7;)), a dostdvdme tlohu

= o0y — g0 pro x €Ty, (2.255)

‘ i+l _ [Ti ‘
najit U1 splitujici (glw%,v)h +an(UT v) = Ly(v) YweV, (2.256)
kde
U'(x) =) Upw;(X},(x)), (2.257)
=1

pricemz X! (x) je presné nebo jen piiblizné, numericky spoctené, feseni X*(x)=X(x, t;+1;t;)
ulohy (2.247), a kde déle
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(w,v), = Z I¢(wv), (2.258)

eeT
Ut = (1 -9)U 4 U™, (2.259)
ap(w,v) = Z I¢(p™Vw - Vv + ¢ wv) + Z I° (o), (2.260)
ecT Ses
=D I(f )+ Y T5(B ). (2.261)
ecT Ses

Dosadime-li do rovnice (2.256) za U™t? 7z (2.259) a ptevedeme ¢leny obsahujici hledanou
funkci U*! na levou stranu, dostaneme

(o™U ), 4 Atifay, (U v) = (g”ef]i, V) — Ati(1— 0)an (U, v) + At Ly (v).

S metodou charakteristik souvisi pouze prvni ¢len na pravé strané této rovnice, zbyvajici
¢leny jsou (az na jeden formélni rozdil) stejné jako v nestacionarni tloze vedeni tepla
studované v odstavei 2.10 (funkci o zde odpovidé funkce ¢ v odstavei 2.10). Je proto
prirozené pouzit stejné formule numerické integrace jako v odstavci 2.10 a pfi vypoctu
I¢(o" U ) uzit formuli (2.43). Tedy I¢(p"*Vw - Vv) poéitdme formuli (2.34), viechny
zbyvajici integréaly na elementu e pocitame formuli (2.43) a integraly na strané S pocitdme
formuli (2.53). Snadno odvodime

e,i+01re,i
) U )
1

[e(gi—i-éﬁiv) _ [@€]Tée7i+9’ kde Ce,i—i—e _ % ;,i—l—ﬁlje,i
e,iJrOUe,i
3

Pritom of 0 = 0(x5, 95, tiye) a [?Z; = UZ(X?J) kde XZ’] = X} (x9) a x¢ = (a5,y5) jsou
souradnice bodu P7, j =1,2,3. XeZ lze spocitat pomoci n > 1 kroku Vhodne Rungovy-
Kuttovy formule: pro 0 7é = staci metoda fadu 1 a pro 0 = Je vhodné uzit metodu

radu 2. Urceni U ; Je algorltmlcky pomérné slozitd operace vyzadu31c1 obecné nemaly
objem Vypoctu Proto je ucelné pro kazdy uzel P, o souradnicich x, = (xy, yg) spocitat
X, » = Xj,(x¢) a pak UM = U*(Xj, ,) a na elementu e pro uzel P§ = P, polozit Uy = Uy .
Protoze rovnice sestavujeme jen pro uzly nelezici na T'y, U? h¢ Stacl urcit jen pro Pg ZT;.

Uvedme si nyni podrobné postup vypoctu Uh,g. Ozna¢me At = At;/n a polozme
7, = sA7, s =0,...,n. Ddle nechf Y} = x, pro zvoleny uzel P, ¢ T';. Pak postupné pro
s =1,...,n pocitejme:

a) pro 6 # 1 explicitni Eulerovou metodou (struéné EEM) fadu 1

Y=Y, ' - Ak, kde K'=r(Y it — 1)
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b) pro 6 = 3 Heunovou metodou (struéné HM) fadu 2

Y, =Y, - 1Ar(K + k), kde
kzl = I’(Yj_l, ti-l—l - ’7'5_1)7 kzz = I’(Y;_l - ATkZl, ti+1 - Ts).

Nakonec polozime X}, , = Y} a vypoéteme U} , = U(X}, ,).
Funkce r byva casto znama jen v uzlech P; a v ¢asech ¢;. To nam umoziiuje predpo-
kladat, ze r je pro (x,y) € € at € (t;,t;11) tvaru

tiy1 — 1 e e L=t e e
Atl r(xjayjati)+ Atz r<xj7yj7ti+1)'

M-

re.(t)w;?(m, y), kde r;(t) =

r(z,y,t) = ]

J=1

Pii vypoctu Y je tieba vycislovat funkei r jednou nebo dvakrat podle toho, zda pouzivame
EEM nebo HM. Abychom mohli ki' pripadné ki? spocitat, potiebujeme védeét, v jakém
elementu e se bod Y}, = YS’1 pifpadnée Y, = Ys’1 A7ks! nachézi, a pak spocitat

r(Y5s, Tss) = Zi’ L T (tss)w (Y%) pro d = 0,1 a pro tyy = tiy1 — Ts_1, ts1 = tiy1 — Ts-
Podobné, chceme-li vy¢islit U b= UY(XE o) potrebUJeme znét element e, v némz bod X} 0
lezi, a pak spocitat U'(X} ,) = ZJ 1 Ul( x5, Y5 )w§(XG, 4). Efektivni stanoveni bodu Y
a vypocet hodnoty U*( iy ) je zédkladem tspésné 1mplementace metody charakteristik.

Uréeni U i, lze vyrazné urychlit, kdyz volime At; tak, aby byla splnéna tzv. Courantova-
Friedrichsova-Lewyova podminka (stru¢né CFL podminka)

max ||r||At; <m1nh
Qx(0,T)

a kdyz X!, urécime v jednom kroku EEM. Pak X!, = x, — At;r(xs, t;41) a tento bod lezi
v jednom z trojuhelnika s vrcholem F;.
Vyislednou soustavu rovnic pro vypocet neznamych parametric A 1ze zapsat ve tvaru

[Cit0 4+ ALK AT = Cito _ Aty(1 — KT AT + ALFH (2.262)

pricemz globalni matici K7 a globaln{ vektor F*+? sestavime pomoci elementérnich matic
Ket0 = Kebitt K20 7 nichz KV prislusi élenu I¢(p'0Vw - Vv) a K ¢lenu
I¢(qg*wv), elementarmch matic K% pifslusnych élentim I°(a'™%wv), elementdrnich
vektortt F#¢ pifslusnych élentim I¢(f*%) a elementarnich vektori F+? piislugnych
¢lenim I°(B*%), a dale globalni matici C**? sestavime z elementarnich matic C%**+?
pifslusnych clentim I¢(o"t%wv) a globéln{ vektor C'* sestavime z elementérnich vektori
Ce"*0 prislugnych clentim 1¢(o"0TU).

Matice soustavy (2.262) je symetrickd, pro dostatecné malé h pozitivné definitni,
a jsou-li vnitini Uhly triangulace netupé, je pozitivné definitni pro kazdé h. Pozitivni
definitnost matice soustavy (2.262) je velkou prednosti metody charakteristik, srovnavame-
li ji s metodami zaloZenymi na upwind aproximacich konvektivniho ¢lenu, nebot ty vidy
vedou k maticim nesymetrickym.

Za ptredpokladu dostatecné hladkého slabého teseni u lze ukazat, ze plati

max ‘u(mja Yj tl) - U;‘ = O(h + At? + hQ/At)a

/L?]
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kde g=1prof#3aq=2prof=3.

Pro # = 0 je matice soustavy (2.262) diagondlni a tedy vypocet A je ,laciny*“.
I kdyz je EEM jen podminéné stabilni, pro ,maly“ difizni ¢len neni podminka omezujici
délku ¢asového kroku nijak zvlast piisna (pro p < 1 jde prakticky o CFL podminku),
a proto se pro feseni KDUsDK nékdy EEM pouziva.

Diskretizujeme-li rovnici (2.246) standardné pomoci EEM, dostaneme rovnici

'Ui-i-l _ Uz ] ]
(Ql—,v) + ap(U',v) + bp(U*,v) = Ly(v),
At; N

v niz lze konvektivni ¢len by, (U*,v) aproximovat upwind technikou, viz (2.242), a dostat

tak zhruba ,stejné kvalitni“ vypocetni algoritmus jako je metoda charakteristik spojena
s EEM. Proto je také tento postup nékdy pfti feseni KDUsDK pouzivan.
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3. Prostorové tulohy

Pouziti metody koneénych prvku pii feseni tloh ve trojrozmérném prostoru (strucneé ve
3D) si budeme demonstrovat na problému popsaném stejné jako v kapitole 2 diferencidlni
rovnici (2.2) a okrajovymi podminkami (2.3), (2.4). Nyni vSak je © oblast ve 3D a wu,
D, q, f, g, a a (8 jsou funkce tii prostorovych proménnych x, y a z. Také operdtor V
a vektor vnéjsi normaly n je tiislozkovy, V = (9/0z,0/dy,0/0z)" a n = (ng,n,,n.)"
Pro odvozeni slabé formulace potfebujeme Greenovu formuli. Ta mé i ve 3D tvar (2.6),
jen f a g jsou funkce tii proménnych xi, z9, x3, dr = dx;drsdrs a ds je diferencidl
plochy T'. Vynésobime-li diferencidlni rovnici (2.2) testovaci funkei v € C*(2), v = 0 na
I'1, integrujeme pres €2, pouzijeme Greenovu formuli a pfirozenou okrajovou podminku
(2.4), dostaneme rovnici a(u,v) = L(v), kde bilinedrni forma a(u,v) a linedrni funkcionél
L(v) je ur¢en vzorci (2.9) a (2.10), v nichz misto dxdy piseme dzdydz. Slaba formulace je
tvaru (2.12), jednozna¢né existence slabého feseni je zaru¢ena podminkami (2.5a’) a 3D
analogii podminek (2.5b), (2.5¢) (¢ a « jsou funkcemi 3 nezavislych proménnych) a (2.5d”)
(Q je mnohostén s rovinnymi sténami, tedy polyedr, nebo obecnéji ,nedegenerovany “
mnohostén se zakiivenymi hladkymi sténami (tj. plochami se spojité se ménici te¢nou
rovinou)).

V MKP se pii feseni 3D tloh obvykle pouzivaji izoparametrické prvky. Tvarové jde
nejcastéji o Sestistény (specidlné o étyrboké hranoly nebo dokonce o kvédry). Nekdy je
viak k vykryti oblasti nutné pouzit také pétistény (specidlné trojboké hranoly) nebo
dokonce ctyfstény (specidlné trojboké jehlany). Protoze Sestistén lze rozdélit na dva
pétistény a pétistén zase na tii ctyistény, staci pracovat jen s nejjednodussimi ¢tyrsténnymi
prvky. Presto se pétistény a zejména Sestistény hojné pouzivaji. Na obrazku 21 je ¢tyt-
sténny prvek T4 se ¢tyfmi uzly a s pfimymi hranami, na obrazku 22 je ¢tyfsténny prvek
T10 s deseti uzly a s kiivymi hranami: kazdd hrana je urCena tifemi uzly. (Oznaceni

¢tyrsténnych prvku pismenem T je odvozeno od prvniho pismene anglického slova , tetra-
hedron*.)

i

Obr. 21. Prvek T4 Obr. 22. Prvek T10
Na obrazku 23 je pétisténny prvek P6 se Sesti uzly, na obrazku 24 je pétisténny prvek

P15 s patnécti uzly, (pismeno P od prvniho pismene anglického slova , pentahedron) na
obrazku 25 je Sestisténny prvek H8 s osmi uzly a na obrazku 26 je Sestisténny prvek H20
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s dvaceti uzly (pismeno H od prvniho pismene anglického slova ,hexahedron “). Referenéni
prvek é je pro prvky T4 a T10 uveden na obrazku 27, pro prvky P6 a P15 na obrazku 28
a pro prvky H8 a H20 na obrazku 29.

Obr. 23. Prvek P6

Obr. 25. Prvek HR Obr. 26. Prvek H20

Na referenénim prvku é definujeme bézové funkce N¢(€,7,¢) s vlastnostmi

“ o lproi=3 .
Ni (§]7UJ7CJ>:{ Oproz#j a proz,j :17"'7p€7

kde p. = 4 pro prvek T4, p. = 10 pro prvek T10, p. = 6 pro prvek P6, p. = 15 pro
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prvek P15, p. = 8 pro prvek H8 a p. = 20 pro prvek H20 a kde (&, n;, (;) jsou soufadnice
uzlu P;. Pro prvek T4 je

Ni=1-¢—-n—¢, N§ =¢, NS =1, N =¢,

Pe=(0,0,0) P§=(1,0,0)
Py =(0,1,0)  P§=1(0,0,1)
Py f Pt =(3,0,00  Pg=(4,30)
Pg=(0,3,00 P§=(0,02)
: : Py=(5.0.3) Py=(0.41)
‘ P
P5(1,0,0)
Obr. 27. Ctyfsténny referenéni prvek
pro prvek T10 je
Ne=201-¢=-n=0G—E6—n—0), Ns=26(¢—1),
N5 = 29(n - 3), Ng =20(¢ - ),
Ne=4¢(1—¢—n—0), Ne = den,
Nf =dn(l—€—n—Q), Ne=4¢(1—€—n—0),
Nj = 46 Nty = ¢,
Pf=(0,0,-1) P§=(1,0,—1)
Pe=(0,1,-1) P¢=(0,0, 1)
Pe=(1,0, 1) P¢=(0,1, 1)
Pt =(50,-1) F5=(35-1)
Be=(0,1,-1) Pgy=(%0, 1)
I%fl = (33 1) fffz:((),%, 1)
Pi3=(0,0, 0) Pf=(1,0, 0)
P = (0,1, 0)

Obr. 28. Pétisténny referen¢ni prvek
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pro prvek P6 je

Nf =31 -€=m1-0), Nj=3¢01-0),
N = n(1 = ¢), Ni =31 =&=n+0),
N¢ = 3¢(1+9), Ng = 3n(1+ ),
pro prvek P15 je
fvf=<1—s n)(f n—%C)(l—C% N =¢(6 -3¢ - 1)(1-9),

fve—n( Nf=(1—=&=n)(=¢—n+ 301+,

—1)
£(§+2C 1)
Ne—2§(1—§ n)
V )

Ny, = 26n(1 + ),

N§ =n(n+ 3¢ - 1)(1+),
N§ = 2¢n(1 - Q),

Ny =26(1— € —n)(1+),
Nty =2n(1 — € —n)(1 + ),

Ny = (- €—n)(1- ), Ny = €1 ),
N165 = 77(1 - C2>’

Py CA: P7(1;1’1) pPe=(-1,-1,-1) Pf=( 1,-1,—-1)
Pog 0 T Pi=( 1, 1,-1) Pf=(-1, 1,-1)
| P Py, pr=(-1,-1, 1) Pe=( 1,-1, 1)
pe I Pg ) Pe=(1, 1, 1) Pe=(-1, 1, 1
; 4P, n |t ep 7= ) BR=l )
| Pe=( 0,—-1,-1) P&H=( 1, 0,—-1)
| ~ ~
~ ! ~ 5 Plel - ( Oa 17_1) P1€2 - (_17 07_1)
PE, ¢ | . o pe N - Se
1 | P Py T P Piy=(0-1, 1) P=(1 0, 1)
,/# _____ T Pr=(0 1, 1) Pg=(-1, 0, 1)
AP Py Pf=(-1,-1, 0) Pfg=( 1,-1, 0)
N Ny N Pleg:( 1, 1, 0) P;O:(—l, 1, 0)
Pe(-1,-1,-1) P P
Obr. 29. Sestisténny referenéni prvek
pro prvek HS8 je
Ne=11-91=n)(1—¢), Ns=311+&(1—n)(1-),
Ny =51+ +n)(1—¢), Nf=5(1-A+n)(1-),
Ny =5(1=91—=n)(1+¢), Ng=50+A—=n)(1+),
Nf =51+ +n)(1+¢), Ng=501-A+n)(1+)
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a pro prvek H20 je

=;1-9A -1 - -n—¢-2),
=;1+HL -1 -E-n-(-2),
=51+ 9A+nA=OE+n—-C—-2),
=;1 -9+ - (¢ +n-(-2),
=31 -9 -1 +)(=E—n+(-2),
=51 +OL =1 +O(E—n+(¢—2),
=51+ 9A+nA+OE+n+¢-2),
==+ O +n+¢-2),
=11 -@) -0, Nig = 31+ 91 = )1 = Q),
Jyfl = H1-e)(1+n)(1 - ) Ny = 1= (1= )1 - O)
Ny = 21 - €)(1 = (1 +0) Npy = 21+ = )(1 +0)
Ny = 21 - )(1 +n)(1 +0), Ny = 21 =81 = )(1 +0)
N = 11— 9= n)(1 - &), Ny = 20491 = n)(1 - &),
Nfy = (1 + &L +n)(1 - ¢, Ny = 1(1 =&)L +n)(1 - ¢?).
,Realny“ prvek e je obrazem referen¢niho prvku é v zobrazeni
x=a°(§,n,() = vafoﬁn <),
Y (&n,¢) nyNf &1,¢), pro (&m,¢) €¢, (3.1)
2 =2(&m,() = Z (NG
i=1
kde (z5,y¢, 2f) jsou souradnice uzlu Pf, i = 1,...,p.. Za prirozenych, v praktickych
situacich vzdy splnénych predpokladu je J acoblova matice
0z°(&,n, Q) 02°(§,n,¢)  9x°(&,m, ()
0 (?5 ¢ 9 (gn ¢) 9 (?< ¢)
e _ Y&, ye(&,m, y (&, m,
I n.¢) = o€ o o (3.2)
0z°(&,m,¢)  02°(&n.¢)  9z°(&,m,C)
o0& on a¢

zobrazeni (3.1) je regularni pro kazdé (£,7,() € é a tedy existuje inverzni zobrazeni

5258(I7y72)7 772776(%%2)7 Czce(xvyvz) pro (ZL‘,y,Z) ce (33>

99



prirazujici ke kazdému bodu (z,y, z) € e bod (§,n, () elementu é. Badzové funkce na prvku
e definujeme predpisem

wle(x7 y? Z) :Nle(é-e(x7 y’ Z)?ne(‘r7 y’ Z)7<€('r7 y? z))? Z = 17"'7p67 (3.4)

a nasadu vyjadiime ve tvaru
v=1v(z,y,2 va x,y,2), kde vf = v(zf,yf,27), i =1,...,De. (3.5)

V dalsim budeme pro libovolnou funkei g(x,y, z) definovanou na prvku e uzivat oznacent

9° = G°(§,m,¢) = g(x°(&,1, ),y (§,m,¢),¥°(&,n,¢)) pro (§,m,¢) €é

Protoze
0°(&,m,¢) = ZveNeé‘n, pro (§,71,¢) € ¢,

je nasada v°¢ vyjadrena formalné stejné jako soufadnice z¢, y© a 2¢ popisujici geometrii,
viz (3.1), tedy mame izoparametricky prvek. Oblast Q vykryjeme koneénymi prvky (tj.
triangulujeme ji). Pouzijeme bud'to prvky T4, P6 a H8 (s uzly jen ve vrcholech) nebo
prvky T10, P15 a H20 (s uzly také na hranach). Mnozinu T vSech prvku nazveme trian-
gulaci, sjednoceni véech prvku triangulace oznaéime €. Hranici oblasti €2, znac¢ime I',.
Céstem I'; a Ty hranice I' vhodnym zpusobem piifadime jejich aproximace Ty, a Tap.
V modernich programech MKP je triangulace generovana automaticky: uzivatel speci-
fikuje oblast, materialové vlastnosti, okrajové podminky a typ prvku, zbytek , zaridi pro-
gram “. Koneénéprvkovy prostor X}, definujeme jako prostor funkei v(z, y, z) definovanych
na (2, takovych, Ze jejich restrikce na element e je tvaru (3.5).

Stény prvku budeme znacit S, mnozinu vsech stén lezicich na hranici 'y, oznacime 8.
Prvky T4, P6, H8 s pfimymi hranami maji dva typy stén, trojuhelnikové F3 a ¢tyithel-
nikové F4, viz obrazky 30 a 31,

< z
ps Py
7
S
Py P S
Yy pf Y
PS
T g 6
ps Py

Obr. 30. Sténa F3 Obr. 31. Sténa F4
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prvky T10, P15 a H20 s kfivymi hranami maji rovnéz dva typy stén, trojihelnikové
F6 a ctyfuhelnikové F8, viz obrézky 32 a 33. (Stény znacime F podle prvniho pismene
anglického prekladu ,face“ ¢eského slova sténa.)

z
Py
i ps
Py §
Py Y
&
z T
Py PP
Obr. 32. Sténa F6 Obr. 33. Sténa F8

Referenéni prvek S prislusny trojihelnikovym sténam F3, F6 a ¢tyithelnikovym sténdm
F4, F8 je zakreslen na obrazku 34 a 35.

n U
P3S(0’1) N 7 ~ T .
PP(-1,1) PP(0.1) | PY(11)
S
] £

B3 (-1,0) P§(1,0)
55!, A5 (1 58 : : ; "
PS(00)  PF(LO)  PSL0) PS(-1,-1) [PS(0,1) P11
Obr. 34. Referen¢ni prvek stén F3 a F6 Obr. 35. Referen¢ni prvek stén F4 a F8

Na referencnich prvcich definujeme bazové funkce: pro sténu F3
NP =1-¢-u, Ny =€, NG =1,
pro sténu F6
NP =20 —&-n)(3—€&—n), NJ=4(1-¢-n),

N§ =2¢(¢6 - 1), N$ = 4¢n,
N§ =2n(n— 1), Ng =4n(1 - € —n),

101



pro sténu F4

NP =3(1-90-n), N§=301+0+mn),
NY =31+ —m, N =3(01-8(1+n),

a pro sténu F8

~ A

N =11-90 -n)(=¢—n—1), N§=3(1-&)(1~-n),
Ny =11+9A =€ -n—1), Ng=301+1 -7,
Ny =101+ +n)E+n—1), N =3(1-¢)(1+n),
NP =11-0+n)(=E+n—1), Ng=3(1-&1~n?)
Geometrii stény S urcuje zobrazeni
ps .
v=a2%(&n) =Y el NS (&),
i=1
ZySNS pro (¢,7m) € S, (3.6)
ps R
=25(¢m) =) ZN (&)
i=1
kde (2,97, 2°) jsou soufadnice uzlu P° i = 1,...,pg, ps = 3 pro sténu F3, ps = 4 pro

sténu F4, ps = 6 pro sténu F6, ps = 8 pro sténu F'8. Na sténé S definujeme bazové
funkce

w’;g(x7y7z) :le(£7n)7 Z: 17"‘7ps7 (3-7)

kde (£,1) € S je vzorem bodu (z,y,z) € S v zobrazeni (3.6). Bézové funkce w?(z,y, z)
je ziejmé restrikei bazové funkee w§(z,y, z) pro P§ = P? na sténu S . Restrikci konecne—
prvkové funkce v z prostoru X} na stranu S lze vyjadrit ve tvaru

v=1v%z,y, 2 Zv (2,9, 2), kde v¥ =v(zf,y7 20), i=1,...,ps, (3.8)
pro (z,y,z) € S a ve tvaru
ps
05(&m) = _vINF (& n) (3.9)

=1

pro (§,n) € S. Pro funkci g(x,y, z) definovanou na sténé S oznacme

~

9% =3%(&m) = g(a®(&m), y°(&m),2°(&n)) pro (&,m) €S
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K funkcim o a 3 piitadime interpolanty of a 3’, jejichz restrikce of® a B’ na sténdch
S € § jsou tvaru

ps

By, 2) =Y alaf,yf, 2w (2,y, 2),

=1

51537117 Zﬁ f7y;97 ;5' -(SL’,’y,Z)-

(3.10)

Protoze

/ o, y, 2)dzdyds = / 36,1, )ldet | de dipdc,

e é

pribliznou hodnotu integrélu na elementu e poéitame uzitim kvadraturni formule /¢(-) na
referencnim elementu é,

I°(g) = I°(§°|det J¢|). (3.11)

Podobné postupujeme pii priblizném vypoctu integralu na sténé S. Vyuzijeme vztahu

/ 92,1, 7) ds = / §(6.m)7 (€,m) dedn,
S S

kde
J% =VEG — F?,

E = a_xs ’ + 8_y5 i + 8_2:5 i
9¢ o¢ o€ )

B &ES axs N ayS ays N aZS azs (3.12)
S0 on 0 an o 0¢ Oy’

S\ 2 SN 2 SN 2
on on n

a pocitame

15(g) = I5(5° %), (3.13)

kde I°() je kvadraturni formule na referenénim elementu S.

Diskrétni slaba formulace mé tvar (2.18), mnozina piipustnych feseni W), a prostor
testovacich funkei Vj, viz (2.15) a (2.14), bilinedrni forma ay (U, v) a linedrni funkciondl
Ly (v) viz (2.160) a (2.161). Elementarni matice a vektory se ziskajf zcela analogicky jako
ve 2D pripade,

K = Te([Le)T[3¢)~1p¢ [3¢)~TLe|det J¢)), (3.14)

K = I°([N°]7 ¢° N¢|det J¢|), (3.15)
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Fe = [¢([N¢)T f¢ |det J¢)), (3.16)

K% = I([N*]Ta!S N9 J9), (3.17)
FS = [5(N)"3'979), (3.18)
kde N¢ = (Nf,...,N¢), L¢ = (VN{,...,VN¢) piicemz V = (0/0€,0/0n,0/9Q)",
[J¢]"T={[T¢]"}~" je matice inverzni k matici [J¢|T a NS = (N5, ..., N5 ).
Zbyva uvést vhodné formule numerické integrace. Pro prvek T4 lze uzit formuli
I(9) = §9(5. 5. %) (3.19)

nebo formuli
[¢(§) = 513(0,0,0) + §(1,0,0) + §(0,1,0) + (0,0, 1)]. (3.20)

Obe formule (3.19) i (3.20) integruji presné polynomy &£n¢* pro 0 <i+j +k < 1. Pii
vypoctu matice K dame prednost formuli (3.20), nebot v tom pifpadé je matice K¢
diagonalni. Pro prvek T10 je vhodna formule

19) = l9(a, a,a) + §(b, a,a) + §(a,b,a) + §(a, a,b)]
pro a = 0,25 —+/0,0125, b=1— 3a,

kters integruje presné polynomy &7¢* pro 0 < i+ j + k < 2. Prvky P6, P15, H8 a H20
integrujeme uzitim Gaussovych souc¢inovych formuli (pro prvky P6 a P15 modifikovanych
pro hranol s trojihelnikovou podstavou, viz napiiklad [32]). Pro prvek P6 uzijeme formuli

(3.21)

2 2
@) =5 D3> ABiBg (31— i), (1 + w) (1= v), 01) (3.22)
i=1 j=1 k=1
pficemz
u; = —0,2898 9794 8556 6356, v = —*/?g,
up = 0,68989794 8556 6357, vy = ¥,

(3.23)
Ay = 0,7278344730240913, B; = 1

Ay = 1,2721655269759087, B, = 1.
Formule (3.22) integruje piesné polynomy £n/¢* pro 0 <i+j < 3,0 < k < 3. Pro prvek
P15 uzijeme formuli

3

%ZZZA BiBrg (3(1 — w), 2(1 4+ w;) (1 — v;), v) (3.24)

i=1 j=1 k=1
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pricemz

up = —0,5753 18923521 6941, v, = —/0, 6,
upy = 0,18106627 11185306, vy = 0,
us = 0,8228240809745921, vy = /0,6,

(3.25)
Ap = 0,2793079196058165, B; =

Ay = 0,9169 64425438 3450, B, =
As = 0,8037276549558385, Bs =

©Olut ©loo Yl

Formule (3.24) integruje pfesné polynomy £in/¢* pro 0 <i+j < 5,0 <k < 5. Pro prvek
HS8 uzijeme formuli

I(g) = ZZZBiBjBkg (vi,vj, V1) , (3.26)

kde B; a v; jsou uréeny podle (3.23). Formule (3.26) integruje piesné polynomy £in?¢* pro
0 <i,j,k < 3. Pro prvek H20 uzijeme formuli
3 3 3

q) = ZZZBZBJBkQ (Ui,Uj,Uk) y (327>

i=1 j=1 k=1
kde B; a v; jsou uréeny podle (3.25). Formule (3.27) integruje piesné polynomy £in?¢* pro
0<i k<5

Pti integraci na plosnych prvcich F3, F6, F4 a F8 pouzijeme stejné formule jako pti
integraci 2D prvka T3, T6, Q4 a Q8, viz formule (2.176)—(2.179). Tedy pro prvek F3
uzijeme formuli

I%(g) = §[9(0,0) + g(1,0) + §(0, 1)}, (3.28)
kterd integruje pfesné polynomy &/ pro 0 < i+ j < 1, pro prvek F6 formuli
1%(g) = §[9(3.0) + 4(3. 3) + 300, )], (3.29)

kterd integruje pfesné polynomy &7 pro 0 < i+ j < 2, pro prvek F4 formuli
2
I°(g) = ZZBZ g (vi,v;) (3.30)
=1 j=1

By, v; viz (3.23), ktera integruje piesné polynomy &7 pro 0 < i,j < 3, a pro prvek F8
formuli

I°(9) = > > BiBjg (v, vy), (3.31)

By, v; viz (3.25), kterd integruje piesné polynomy &'/ pro 0 < 4,7 < 5.

Sestaveni soustavy rovnic a zpracovani vysledku je podobné jako ve 2D pripadé, viz
odstavec 2.13. Pro chybu u — Uplati vztah (2.186), kde r = 2 pro prvky T10, P15, H20
a r =1 pro prvky T4, P6, HS.
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