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Předmluva

Metoda konečných prvk̊u (MKP) je univerzálńım nástrojem pro efektivńı řešeńı rozmanitých
inženýrských problémů, které vyžaduj́ı provádět výpočty v oborech ”teoretických“ inženýrských
discipĺın jako je pružnost a pevnost, termomechanika, hydromechanika atp. K masivńımu roz-
š́ı̌reńı MKP došlo začátkem 70-tých let. Od té doby z̊ustává MKP v popřed́ı zájmu inženýr̊u,
matematik̊u i fyzik̊u. Problémům spojeným s MKP je věnováno ohromné množstv́ı publikaćı,
vznikaj́ı rozsáhlé programové systémy, konaj́ı se četné konference. Krása MKP spoč́ıvá v tom, že
jej́ı podstatu lze vysvětlit na jednoduchém matematicky formulovaném modelovém problému.
To je také hlavńım ćılem výuky MKP v mezioborovém studiu matematického inženýrstv́ı na FSI
VUT a MU v Brně. Zat́ımco učebńı text [30] Prof. RNDr. Alexandra Žeńı̌ska, DrSc. objasňuje
matematické základy MKP, tento ”doplňuj́ıćı“ text se věnuje předevš́ım ”technologii“ MKP, tj.
poměrně detailńımu popisu ”realizačńıch“ algoritmů.

Učebńı text je rozčleněn do tř́ı kapitol zabývaj́ıćıch se algoritmizaćı MKP postupně v jedné,
dvou a třech prostorových proměnných. Jedna prostorová proměnná zdaleka neumožňuje MKP
ukázat svou ”plnou śılu“. Kapitola prvńı má proto význam předevš́ım pedagogický: prostřed-
nictv́ım okrajového diferenciálńıho problému druhého řádu (tah-tlak osově namáhaného prutu)
a čtvrtého řádu (ohyb nosńıku podle Kirchhoffovy teorie) jsou na jednoduchém definičńım oboru
(úsečka) objasněny všechny podstatné kroky MKP-algoritmizace: přechod od formulace klasické
(tj. diferenciáńı rovnice a okrajové podmı́nky) k formulaci slabé, konečněprvková aproximace,
elementárńı matice a vektory, sestaveńı soustavy rovnic a zpracováńı jej́ıho řešeńı.

Těžǐstěm skripta je kapitola druhá, tedy úlohy rovinné. Modelový okrajový problém druhého
řádu (typu stacionárńıho vedeńı tepla) je diskretizován nejdř́ıve užit́ım lineárńıho trojúhelńıko-
vého prvku. Podrobně jsou vysvětleny datové struktury popisuj́ıćı triangulaci, značná pozornost
je věnována sestavovaćım algoritmům. Uvedena je také algoritmizace dvou nestacionárńıch úloh
(vedeńı tepla, kmitáńı membrány), stručně je zmı́něna rovněž úloha vlastńıch č́ısel. Diskretizace
dvourozměrné úlohy pružnosti MKP demonstruje schopnost této metody vypořádat se s problé-
mem popsaným soustavou dvou parciálńıch diferenciálńıch rovnic (Laméovy rovnice). Následuje
popis nejpouž́ıvaněǰśıch izoparametrických trojúhelńıkových a čtyřúhelńıkových konečných prvk̊u
včetně jejich aplikace na řešeńı úlohy typu stacionárńıho vedeńı tepla. Problémy reálného světa
jsou nelineárńı, což tento text zohledňuje zařazeńım popisu metod pro řešeńı nelineárńıch úloh
diskretizovaných MKP (např́ıklad pro úlohy typu nelineárńıho vedeńı tepla, stacionárńıho i nesta-
cionárńıho). Efektivńı řešeńı konvekčně-difúzńıch úloh s dominantńı konvekćı (KDÚsDK) patř́ı
k nejobt́ıžněǰśım úlohám numerické matematiky a MKP zde teprve v posledńı době zač́ıná
konkurovat zat́ım v́ıce použ́ıvané metodě konečných objemů (MKO). V tomto textu je popsána:
pro stacionárńı KDÚsDK upwind technika se současným použit́ım jak MKO tak MKP a pro
nestacionárńı KDÚsDK metoda charakteristik v kombinaci s MKP.

Posledńı kapitola uvád́ı tř́ırozměrné izoparametrické konečné prvky (čtyřstěny, pětistěny
a šestistěny) a jejich použit́ı demonstruje opět na problému typu stacionárńıho vedeńı tepla.

Kromě již zmı́něného učebńıho textu [30] lze z česky psaných materiál̊u doporučit k hlubš́ımu
studiu knihy [10], [27], [22], [4], [28], [11], [23], [21] a skripta [14], [15]. Z programových systémů
MKP jmenujme alespoň ANSYS [1] a NEXIS [18] českého p̊uvodu. Pro výukové účely je velmi
vhodný PDE toolbox MATLABu [12].

Za chyby a přepisy, které se bohužel ve skriptu jistě vyskytnou, se dopředu omlouvám. Budu
vděčný všem čtenář̊um, kteř́ı mě na ně upozorńı.

Brno, zář́ı 2000 Libor Čermák
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c) Metoda konečných prvk̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2 Rovinné úlohy 26
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c) Sestaveńı globálńı matice a vektoru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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1. Jednorozměrné úlohy

Základńı pojmy a označeńı

Prostor funkćı spojitých v intervalu 〈0, `〉 označ́ıme C〈0, `〉. Podobně C(0, `), C〈0, `)
a C(0, `〉 postupně označuj́ı prostory spojitých funkćı v intervalech (0, `), 〈0, `〉 a (0, `〉.
Dále Ck〈0, `〉, Ck(0, `), Ck〈0, `), Ck(0, `〉 označuj́ı prostory funkćı, které jsou v uvažovaných
intervalech spojité a maj́ı v nich spojité derivace až do řádu k včetně. Prostor funkćı po
částech spojitých v intervalu (0, `) označ́ıme PC(0, `). Přitom f ∈ PC(0, `) znamená, že
existuje děleńı 0 = t0 < t1 < · · · < tn = ` takové, že f ∈ C(ti−1, ti) a že existuj́ı konečné
jednostranné limity limx→ti−1+ f(x) a limx→ti− f(x), i = 1, . . . , n. Symbolem PCk(0, `)
znač́ıme prostor funkćı, které jsou v intervalu 〈0, `〉 spojité spolu se svými derivacemi až do
řádu k−1 včetně, a jejichž k-tá derivace je v intervalu (0, `) po částech spojitá. Lebesgue̊uv
prostor funkćı integrovatelných s kvadrátem v intervalu (0, `) označ́ıme L2(0, `). Sym-
bolem Hk(0, `) označ́ıme Sobolev̊uv prostor funkćı f takových, že f , f ′, . . . , f (k) ∈ L2(0, `).
Je přirozené položit H0(0, `) = L2(0, `). Zřejmě PCk(0, `) ⊂ Hk(0, `). Je známo, že
Hk(0, `) ⊂ Ck−1〈0, `〉, a proto se nedopust́ıme žádné velké nepřesnosti, když si pod funkćı
z prostoru Hk(0, `) budeme představovat funkci z prostoru PCk(0, `).

1.1. Okrajový problém pro ODR2

a) Klasická formulace
Naš́ım ćılem je nalézt funkci

u(x) ∈ C2〈0, `〉 (1.1)

vyhovuj́ıćı diferenciálńı rovnici

−(p u′)′ + q u = f v (0, `) (1.2)

a splňuj́ıćı v bodě x = 0 bud’to okrajovou podmı́nku

u(0) = g0 (1.3a)

nebo okrajovou podmı́nku

p(0)u′(0) = α0u(0)− β0, (1.3b)

a v bodě x = ` bud’to okrajovou podmı́nku

u(`) = g` (1.4a)

nebo okrajovou podmı́nku

−p(`)u′(`) = α`u(`)− β`. (1.4b)
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Okrajové podmı́nky (1.3a) a (1.4a) se nazývaj́ı Dirichletovy, okrajová podmı́nka (1.3b)
resp. (1.4b) se pro α0 = 0 resp. α` = 0 nazývá Neumannova a pro α0 6= 0 resp. α` 6= 0
Newtonova.

Úloha (1.1) – (1.4) může popisovat např́ıklad problém tahu–tlaku prutu, tedy prutu
namáhaného pouze tahem popř́ıpadě tlakem. V tom př́ıpadě je u(x) posunut́ı střednicové
čáry prutu, p(x) = E(x)A(x), kde E(x) je Young̊uv modul pružnosti a A(x) je plocha
pr̊uřezu prutu, q(x) je měrný odpor podlož́ı, na němž prut spoč́ıvá, f(x) je intenzita
zat́ıžeńı, g0, g` jsou předepsaná posunut́ı konc̊u prutu, α0, α` jsou tuhosti pružin v kon-
cových bodech prutu a β0, β` jsou zadané śıly p̊usob́ıćıch na konćıch prutu. Tatáž úloha
popisuje také pr̊uhyb tenkého prutu, někdy se také hovoř́ı o pr̊uhybu struny.

Jinou aplikaćı popsanou formálně stejnými rovnicemi a okrajovými podmı́nkami je
např́ıklad stacionárńı úloha vedeńı tepla v tyči. Pak u(x) je teplota, p(x) je koeficient
tepelné vodivosti, q(x) je koeficient přestupu tepla

”
povrchem“ tyče do obklopuj́ıćıho

prostřed́ı, f(x) = fz + que je součtem tepelného zdroje fz(x) a tepelného toku que (ue(x)
je teplota obklopuj́ıćı

”
povrch“ tyče), g0, g` jsou předepsané teploty okraj̊u tyče, α0, α`

jsou koeficienty přestupu tepla okraji tyče a β0, β` jsou zadané tepelné toky na okraj́ıch
tyče. Rovnice (1.2) pak má tvar

−(p u′)′ + q(u− ue) = fz.

Newtonovy okrajové podmı́nky se v úloze vedeńı tepla obvykle ṕı̌śı ve tvaru

p(0)u′(0) = α0(u(0)− u0), −p(`)u′(`) = α`(u(`)− u`),

kde u0, u` jsou teploty okoĺı konc̊u tyče.
Úloha (1.1) – (1.4) může být modelem i pro jiné problémy, např́ıklad z oblasti po-

tenciálńıho prouděńı tekutin, elektrostatického potenciálu atd.
Funkci u ∈ C2〈0, `〉, vyhovuj́ıćı rovnici (1.2) a splňuj́ıćı jednu z okrajových podmı́nek

(1.3) a jednu z okrajových podmı́nek (1.4), nazveme klasickým řešeńım úlohy (1.1) –
(1.4). Pro existenci klasického řešeńı je třeba předpokládat dostatečnou hladkost dat,
tedy splněńı

”
podmı́nek hladkosti“

p ∈ C1〈0, `〉, q, f ∈ C〈0, `〉. (1.5a)

Dále budeme v souladu s fyzikálńım významem dat předpokládat splněńı
”
fyzikálńıch

podmı́nek“

p(x) ≥ p0 > 0, q(x) ≥ 0 v 〈0, `〉, α0 ≥ 0, α` ≥ 0. (1.5b)

Pro jednoznačnost řešeńı je třeba ještě připojit
”
podmı́nky uložeńı“, a sice že

je splněna alespoň jedna z následuj́ıćıch tř́ı podmı́nek :

a) plat́ı bud’to okrajová podmı́nka (1.3a) nebo (1.4a);

b) q(x) ≥ q0 > 0 na části intervalu 〈0, `〉;
c) α0 > 0 nebo α` > 0.

(1.5c)

Jsou-li tedy splněny podmı́nky (1.5), má úloha (1.1) – (1.4) jediné řešeńı.
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Poznámka 1. Neńı-li splněna žádná z podmı́nek (1.5c), je úloha (1.1) – (1.4) tvaru

−(p u′)′ = f, p(0)u′(0) = −β0, −p(`)u′(`) = −β` (1.6)

a nazývá se Neumannova úloha. Jej́ı řešeńı je

u(x) = C +

∫
z(x)

p(x)
dx, kde z(x) = p(x)u′(x) = −β0 −

∫ x

0

f(s) ds (1.7)

a kde C je libovolná konstanta. Jestliže −z(`) = −p(`)u′(`) = −β`, tedy je-li splněna
podmı́nka rovnováhy

β0 + β` +

∫ `

0

f(s) ds = 0 , (1.8)

má Neumannova úloha (1.7) nekonečně mnoho řešeńı navzájem se lǐśıćıch o konstantu
C. Pokud však podmı́nka rovnováhy (1.8) splněna neńı, Neumannova úloha (1.6) řešeńı
v̊ubec nemá. ¤
b) Slabá formulace

Funkci v ∈ C1〈0, `〉 nazveme testovaćı, je-li rovna nule v tom krajńım bodě inter-
valu 〈0, `〉, v němž je předepsána Dirichletova okrajová podmı́nka. Pro konkrétnost se
omeźıme na okrajové podmı́nky (1.3a) a (1.4b), takže testovaćı funkce v splňuje v(0) = 0.
Násobme rovnici (1.2) testovaćı funkćı v a integrujme přes 〈0, `〉. Integraćı per-partes

členu
∫ `

0
[−(pu′)′]v dx a následným užit́ım okrajové podmı́nky (1.4b) a vztahu v(0) = 0

obdrž́ıme
∫ `

0

fv dx =

∫ `

0

[−(pu′)′ + qu] v dx = −pu′v
∣∣x=`

x=0
+

∫ `

0

[pu′v′ + quv] dx =

= [α`u(`)− β` ]v(`) +

∫ `

0

[pu′v′ + quv] dx.

Odvodili jsme tedy, že řešeńı u úlohy (1.2), (1.3a), (1.4b) muśı splňovat kromě Dirichletovy
okrajové podmı́nky u(0) = g0 také rovnost

∫ `

0

[pu′v′ + quv] dx + α`u(`)v(`) =

∫ `

0

fv dx + β`v(`) (1.9)

pro každou funkci v ∈ C1〈0, `〉, v(0) = 0. Okrajová podmı́nka (1.4b) Newtonova typu,
která se stala součást́ı integrálńı rovnice (1.9) a je tak automaticky splněna, se nazývá
přirozenou okrajovou podmı́nkou. Dirichletovu okrajovou podmı́nku (1.3a), která součást́ı
rovnice (1.9) neńı a jej́ıž explicitńı splněńı proto muśıme vyžadovat, nazýváme podstatnou
nebo také hlavńı okrajovou podmı́nkou. Rovnice (1.9) je dobře definována i v př́ıpadě,
kdy funkce u a v jsou z prostoru X ≡ H1(0, `). Testovaćı funkce pak voĺıme z prostoru
V = {v ∈ X| v(0) = 0} testovaćıch funkćı a řešeńı u z množiny W = {v ∈ X| v(0) = g0}
př́ıpustných řešeńı. Dále označ́ıme

a(u, v) =

∫ `

0

[pu′v′ + quv] dx + α`u(`)v(`),

L(v) =

∫ `

0

fv dx + β`v(`).

(1.10)
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Pak úlohu

naj́ıt u ∈ W splňuj́ıćı a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V (1.11)

nazýváme slabou (nebo také variačńı ) formulaćı problému (1.2), (1.3a), (1.4b). Řešeńı
úlohy (1.11) nazveme slabým řešeńım. Zeslabené podmı́nky hladkosti

p, q, f ∈ PC(0, `) (1.5a’)

spolu s předpoklady (1.5b) a (1.5c) zaručuj́ı jednoznačnou existenci slabého řešeńı. Slabá
formulace má v úloze tahu–tlaku prutu význam principu virtuálńıch posunut́ı a samotné
testovaćı funkce v ∈ V maj́ı význam virtuálńıch posunut́ı δu př́ıpustných řešeńı u ∈ W .
Formulace problému založená na principu virtuálńıch posunut́ı je obecněǰśı než formulace
popsaná diferenciálńı rovnićı. Je tomu tak proto, že

”
diferenciálńı formulaci“ (1.2), (1.3a),

(1.4b) lze při platnosti podmı́nek (1.5a) a pro u ∈ C2〈0, `〉 odvodit z formulace slabé
postupem opačným k tomu, j́ımž jsme źıskali rovnost (1.11).

Poznámka 2. Uved’me si tvar V , W , a(u, v) a L(v) pro všechny možné kombinace okra-
jových podmı́nek.
(aa) Okrajové podmı́nky (1.3a), (1.4a)

V = {v ∈ X | v(0) = v(`) = 0}, W = {v ∈ X | v(0) = g0, v(`) = g`},

a(u, v) =

∫ `

0

[pu′v′ + quv] dx, L(v) =

∫ `

0

fv dx .
(1.12aa)

(ab) Okrajové podmı́nky (1.3a), (1.4b)

V = {v ∈ X | v(0) = 0}, W = {v ∈ X | v(0) = g0},

a(u, v) =

∫ `

0

[pu′v′ + quv] dx + α`u(`)v(`), L(v) =

∫ `

0

fv dx + β`v(`) .
(1.12ab)

(ba) Okrajové podmı́nky (1.3b), (1.4a)

V = {v ∈ X | v(`) = 0}, W = {v ∈ X | v(`) = g`},

a(u, v) =

∫ `

0

[pu′v′ + quv] dx + α0u(0)v(0), L(v) =

∫ `

0

fv dx + β0v(0) .
(1.12ba)

(bb) Okrajové podmı́nky (1.3b), (1.4b)

V = X, W = X,

a(u, v) =

∫ `

0

[pu′v′ + quv] dx + α0u(0)v(0) + α`u(`)v(`),

L(v) =

∫ `

0

fv dx + β0v(0) + β`v(`) .

(1.12bb)

Ve všech těchto čtyřech př́ıpadech je zaručena jednoznačná existence slabého řešeńı úlohy
(1.11). ¤
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Poznámka 3. Jak jsme již uvedli, v úloze tahu–tlaku prutu má β0 resp. β` význam śıly
a α0 resp. α` má význam tuhosti pružiny p̊usob́ıćı v levém resp. pravém konci prutu. Ve
slabé formulaci je účinek sil reprezentován jejich virtuálńı praćı β0v(0) resp. β`v(`) jako
součást virtuálńı práce L(v) vněǰśıch sil a vliv pružin je zohledněn započteńım virtuálńıch
praćı α0u(0)v(0) resp. α`u(`)v(`) do virtuálńı práce a(u, v) vnitřńıch sil. Je proto přirozené
očekávat, že śıla βc p̊usob́ıćı ve vnitřńım bodě c přispěje k virtuálńı práci vněǰśıch sil praćı
βcv(c) a pružina tuhosti αc umı́stěná ve vnitřńım bodě c přispěje k virtuálńı práci vnitřńıch
sil praćı αcu(c)v(c). Ukažme si, že tomu tak skutečně je. Bodové zat́ıžeńı βc lze považovat
za idealizované vyjádřeńı spojitého zat́ıžeńı intenzity fε(x) = βc/2ε p̊usob́ıćıho na úseku

(c − ε, c + ε), kde ε je velmi malé č́ıslo. Pak totiž
∫ `

0
fε dx = βc a současně užit́ım věty

o středńı hodnotě pro v ∈ C〈0, `〉 dostaneme limε→0

∫ `

0
fεv dx = βcv(c). Zcela analogicky

lze bodový účinek reprezentovaný pružinou o tuhosti αc považovat za idealizované spojité
pružné uložeńı na úseku (c−ε, c+ε), na kterém intenzita pružného odporu qε(x) = αc/2ε.

Pak
∫ `

0
qε dx = αc a současně limε→0

∫ `

0
qεuv dx = αcu(c)v(c).

Jsou-li βi śıly a αi tuhosti pružin p̊usob́ıćıch v bodech ci, můžeme a(u, v) a L(v) zapsat
ve tvaru

a(u, v) =

∫ `

0

[pu′v′ + quv] dx +
∑

i

αiu(ci)v(ci),

L(v) =

∫ `

0

fv dx +
∑

i

βiv(ci) ,

(1.13)

přičemž v závislosti na okrajových podmı́nkách, v souladu s (1.12), jsou do
∑

i αiu(ci)v(ci)
zahrnuty také členy α0u(0)v(0), α`u(`)v(`) a do

∑
i βiv(ci) také členy β0v(0), β`v(`).

Př́ıslušné slabé řešeńı úlohy (1.11) existuje a je určeno jednoznačně. Úloha (1.11) pro
a(u, v), L(v) podle (1.13) a V , W podle (1.12) má význam i pro jiné aplikace než je úloha
tahu–tlaku prutu. Tak např́ıklad v úloze vedeńı tepla reprezentuje βi − αiu(ci) intenzitu
bodového tepelného zdroje p̊usob́ıćıho v bodě ci. Výše zmı́něnou úlohu lze však uvažovat
také zcela abstraktně, bez vztahu ke konkrétńı technické aplikaci. Přitom z předpokladu
q ≥ 0, viz (1.5b), dostáváme pro zaručeńı existence slabého řešeńı požadavek αi ≥ 0 ve
všech bodech ci, pro jednoznačnost slabého řešeńı stač́ı v př́ıpadě okrajových podmı́nek
(1.3b), (1.4b) a pro q = 0 žádat αi > 0 alespoň v jednom bodě ci. Pro úlohu (1.13) tedy
dostáváme fyzikálńı podmı́nky

p(x) ≥ p0 > 0, q(x) ≥ 0 v 〈0, `〉, αi ≥ 0 pro všechna i, (1.5b’)

a podmı́nky uložeńı vyžaduj́ıćı, že

je splněna alespoň jedna z následuj́ıćıch tř́ı podmı́nek :

a) plat́ı bud’to okrajová podmı́nka (1.3a) nebo (1.4a);

b) q(x) ≥ q0 > 0 na části intervalu 〈0, `〉;
c) αi > 0 pro nějaké i. ¤

(1.5c’)
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Poznámka 4. Dirichletovu okrajovou podmı́nku u(0) = g0 resp. u(`) = g` lze přibližně
realizovat pomoćı Newtonovy okrajové podmı́nky

p(0)u′(0) = α0[u(0)− g0] resp. − p(`)u′(`) = α`[u(`)− g`]

pro velké α0 resp. α` .Tuto skutečnost si ilustrujme na dvou př́ıkladech.

a) V úloze tahu–tlaku prutu se nejčastěji setkáváme s homogenńı Dirichletovou okra-
jovou podmı́nkou u(0) = 0 resp. u(`) = 0. Je zřejmé, že nulové posunut́ı lze zajistit
připojeńım př́ıslušného konce prutu k velmi tuhé pružině, což odpov́ıdá velké hod-
notě α0 resp. α` .

b) V úloze vedeńı tepla má α0 resp. α` význam koeficientu přestupu tepla. Č́ım větš́ı
je hodnota tohoto koeficientu, t́ım v́ıce se teplota u(0) resp. u(`) přibĺıž́ı k teplotě
okoĺı, kterou reprezentuje právě g0 resp. g`.

Ukazuje se tedy, že při řešeńı praktických úloh plně vystač́ıme s okrajovými podmı́nkami
(1.3b) a (1.4b), takže se můžeme zabývat úlohou (1.11) pouze pro

V = W = X (1.14)

a pro a(u, v) a L(v) určené rovnicemi (1.13). Jsou-li splněny podmı́nky (1.5a’), (1.5b’)
a (1.5c’:b-c), má úloha (1.11), (1.13), (1.14) právě jedno slabé řešeńı. ¤
c) Metoda konečných prvk̊u

Na intervalu 〈0, `〉 zvoĺıme děleńı 0 = x0 < x1 · · · < xN = ` a na každé úsečce
〈xi−1, xi〉 délky hi = xi−xi−1 hledáme přibližné řešeńı U(x) ve tvaru lineárńıho polynomu
procházej́ıćıho body (xi−1, Ui−1) a (xi, Ui), takže

U(x) = Ui−1wi−1(x) + Uiwi(x), kde wi−1(x) =
xi − x

hi

, wi(x) =
x− xi−1

hi

.

Funkce U(x) je tedy na celém intervalu 〈0, `〉 po částech lineárńı funkćı určenou předpisem

U(x) =
N∑

i=0

Uiwi(x), (1.15)

kde wi(x) se jsou tzv. bázové funkce, lineárńı na každé úsečce 〈xk−1, xk〉 a takové, že

wi(xj) =

{
1 pro i = j,

0 pro i 6= j.

1

0 = x0 x1 xi−1 xi xi+1 xN−1 xN = `

x

y

w0(x) wi(x) wN (x)

Obr. 1.1. Lineárńı Lagrangeovy bázové funkce
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Úsečku 〈xk−1, xk〉, na které je definována lineárńı funkce určená svými hodnotami
v uzlech xk−1 a xk, nazýváme lineárńım Lagrangeovým konečným prvkem nebo také ele-
mentem. Necht’ h = max1≤i≤N hi je délka největš́ıho d́ılku děleńı {xi}N

i=0. Prostor všech
po částech lineárńıch funkćı (nebo-li lineárńıch splajn̊u ) označme Xh. Zřejmě Xh ⊂ X
je prostor dimenze N + 1 s báźı {wi(x)}N

i=0. Necht’ Vh = V ∩ Xh a Wh = W ∩ Xh. Pak
přibližné řešeńı U , tzv. MKP-slabé řešeńı, obdrž́ıme z diskrétńı slabé (variačńı) formulace

naj́ıt U ∈ Wh splňuj́ıćı ah(U, v) = Lh(v) ∀v ∈ Vh. (1.16)

Přitom index h při ah(U, v) resp. Lh(v) znač́ı, že integrál
∫ `

0
[pU ′v′+qUv] dx v a(U, v) resp.∫ `

0
fv dx v L(v) poč́ıtáme numericky vhodnou kvadraturńı formuĺı. Předpokládejme, že

a(u, v) a L(v) je tvaru (1.13) a že uzly xi děleńı jsou zvoleny tak, aby př́ıpadné body ne-
spojitost́ı funkćı p, q, f jakož i p̊usobǐstě ci bodových účink̊u byly umı́stěny právě v těchto
uzlech. Dále předpokládejme ci = xi s t́ım, že pokud v uzlu xi ”

śıla“ resp.
”
pružina“

nep̊usob́ı, klademe βi = 0 resp. αi = 0. Označ́ıme-li Ik(ϕ) přibližně spočtenou hodnotu∫ xk

xk−1
ϕ dx, je

ah(U, v) =
N∑

k=1

Ik(pU ′v′ + qUv) +
N∑

i=0

αiU(xi)v(xi),

Lh(v) =
N∑

k=1

Ik(fv) +
N∑

i=0

βiv(xi) .

(1.17)

Zvoĺıme-li v (1.16) v = wi, pak pro i = 1, . . . , N − 1 dostaneme

I i(pU ′w′
i) + I i(qUwi) + I i+1(pU ′w′

i) + I i+1(qUwi) + αiUi =

I i(fwi) + I i+1(fwi) + βi ,
(1.18)

nebot’ pro x /∈ (xi−1, xi+1) je wi(x) = 0 a wi(xi) = 1. Pro přibližné řešeńı U a bázovou
funkci wi plat́ı

U = Ui−1
xi − x

hi

+ Ui
x− xi−1

hi

, wi =
x− xi−1

hi

na 〈xi−1, xi〉,

U = Ui
xi+1 − x

hi+1

+ Ui+1
x− xi

hi+1

, wi =
xi+1 − x

hi+1

na 〈xi, xi+1〉 .
(1.19)

Odtud

U ′ =
Ui − Ui−1

hi

, w′
i =

1

hi

na (xi−1, xi),

U ′ = −Ui − Ui+1

hi+1

, w′
i = − 1

hi+1

na (xi, xi+1) .

(1.20)

Ik(pU ′w′
i) spočteme obdélńıkovou formuĺı, Ik(qUwi) a Ik(fwi) formuĺı lichoběžńıkovou.

Protože funkce q a f mohou být v uzlech xi nespojité, označme jejich limity v bodě xi
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zleva qi− a fi− a limity zprava qi+ a fi+. Užit́ım (1.19), (1.20) a označeńı pi− 1
2

= p(xi− 1
2
hi),

pi+ 1
2

= p(xi + 1
2
hi+1) vyjádř́ıme

I i(pU ′w′
i) = hipi− 1

2

Ui − Ui−1

hi

1

hi

= pi− 1
2

Ui − Ui−1

hi

,

I i+1(pU ′w′
i) = hi+1pi+ 1

2

(
− Ui − Ui+1

hi+1

) (
− 1

hi+1

)
= pi+ 1

2

Ui − Ui+1

hi+1

,

I i(qUwi) = 1
2
hi[qi−1,+Ui−1 · 0 + qi−Ui · 1] = 1

2
hiqi−Ui,

I i+1(qUwi) = 1
2
hi+1[qi+Ui · 1 + qi+1,−Ui+1 · 0] = 1

2
hi+1qi+Ui,

I i(fwi) = 1
2
hi[fi−1,+ · 0 + fi− · 1] = 1

2
hifi−,

I i+1(fwi) = 1
2
hi+1[fi+ · 1 + fi+1,− · 0] = 1

2
hi+1fi+.

Dosad́ıme-li odtud do (1.18), obdrž́ıme

pi− 1
2

Ui − Ui−1

hi

+ pi+ 1
2

Ui − Ui+1

hi+1

+ 1
2
[hiqi− + hi+1qi+]Ui + αiUi =

= 1
2
[hifi− + hi+1fi+] + βi

(1.21-i)

pro i = 1, . . . , N − 1. Podobně odvod́ıme

p 1
2

U0 − U1

h1

+ 1
2
h1q0+U0 + α0U0 = 1

2
h1f0+ + β0 (1.21-0)

pro i = 0 a

pN− 1
2

UN − UN−1

hN

+ 1
2
hNqN−UN + αNUN = 1

2
hNfN− + βN (1.21-N)

pro i = N . Soustava rovnic (1.21) má symetrickou pozitivně definitńı a tedy regulárńı
matici. Řešeńı U0, . . . , UN soustavy rovnic (1.21) určuje MKP-slabé řešeńı U(x). Pro chybu
u− U a jej́ı derivaci plat́ı za předpokladu u ∈ C2〈0, `〉 odhad

max
1≤i≤N

max
xi−1≤x≤xi

| dj

dxj
(u− U)| = O(h2−j) pro j = 0, 1. (1.22)

Poznámka 5. Necht’ v uzlu xi, i ∈ I ⊂ {0, . . . , N}, je předepsána vazba u(xi) = gi. Pak
v souladu s poznámkou 4 můžeme už́ıt

”
pružinovou techniku“ a zvolit αi = κ, βi = κgi

pro i ∈ I, kde κ je velké č́ıslo. Jinou možnost́ı je následuj́ıćı
”
eliminačńı postup“:

a) vypust́ıme rovnice př́ıslušné proměnným Ui, i ∈ I;

b) ve zbývaj́ıćıch rovnićıch dosad́ıme Ui = gi a členy obsahuj́ıćı gi převedeme na pravou
stranu;
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c) vzniklou soustavu rovnic pro neznámé Uj, j ∈ {0, ..., N} − I, vyřeš́ıme.

Eliminačńı technika je ekvivalentńı úloze (1.16) pro Vh = {v ∈ Xh | v(xi) = 0 ∀ i ∈ I},
Wh = {v ∈ Xh | v(xi) = gi ∀ i ∈ I}. ¤
Poznámka 6. Necht’ u je slabé řešeńı úlohy (1.11), ve které p je funkce po částech
konstantńı a q = 0. Zvolme děleńı {xi}N

i=0 intervalu 〈0, `〉 tak, aby mezi jeho uzly patřily
body nespojitost́ı funkce p a p̊usobǐstě ci sil a pružin. Pak MKP-slabé řešeńı úlohy

naj́ıt U ∈ Wh splňuj́ıćı a(U, v) = L(v) ∀v ∈ Vh

nabývá v uzlech stejných hodnot jako slabé řešeńı, tj. plat́ı U(xi) = u(xi) pro i = 0, . . . , N .

D̊ukaz. Plat́ı a(δ, wi) = 0 pro δ = u− U . Necht’ pi označuje konstantńı hodnotu funkce p
na intervalu (xi−1, xi). Pro i = 1, . . . , N − 1 integraćı per-partes dostaneme

0 = a(δ, wi) =

∫ xi

xi−1

piδ′w′
i dx +

∫ xi+1

xi

pi+1δ′w′
i dx + αiδi =

= piδw′
i

∣∣∣
xi

xi−1

+ pi+1δw′
i+1

∣∣∣
xi+1

xi

+ αiδi

nebo-li

pi δi − δi−1

hi

+ pi+1 δi − δi+1

hi+1

+ αiδi = 0,

kde δi = u(xi)− U(xi). Podobně dostaneme

p1 δ0 − δ1

h1

+ α0δ0 = 0

pro i = 0 a

pN δN − δN−1

hN

+ αNδN = 0

pro i = N . Soustava lineárńıch rovnic pro neznámé δi má regulárńı matici a protože pravé
strany jsou nulové, je δi = u(xi)− U(xi) = 0, i = 0, . . . , N . ¤

Slabé řešeńı u na intervalu (xi−1, xi) lze dopoč́ıtat řešeńım
”
lokálńı úlohy“

−pi u′′ = f i pro x ∈ (xi−1, xi), u(xi−1) = Ui−1, u(xi) = Ui,

kde f i(x) je restrikce funkce f(x) na interval (xi−1, xi).
Právě uvedený postup umožňuj́ıćı źıskat

”
přesné“ řešeńı, např́ıklad úlohy tahu–tlaku

prutu, je inženýr̊um dobře znám a standardně se použ́ıval při řešeńı prutových soustav
tzv. diferenčńı metodou ještě v éře před nástupem metody konečných prvk̊u.

∫ xi

xi−1
f iv dx,

které vystupuj́ı na pravých stranách soustavy rovnic definuj́ıćıch MKP-slabé řešeńı U , se
spoč́ıtaj́ı snadno, nebot’ funkce f i bývá jednoduchá, nejčastěji konstantńı nebo lineárńı.
Z téhož d̊uvodu lze snadno vyřešit i př́ıslušné lokálńı úlohy. ¤
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Poznámka 7. Soustavu rovnic (1.21) pro neznámé parametry U0, . . . , UN jsme sestavili
př́ımo, z rovnic ah(U,wi) = Lh(wi), i = 0, . . . , N . Ukážeme si nyńı jiný postup, v MKP
standardně použ́ıvaný, založený na použit́ı tzv. elementárńıch matic a vektor̊u.

Necht’ v(x) =
∑N

i=0 Θiwi(x) ∈ Vh je libovolná testovaćı funkce (tj. Θi = v(xi) je

libovolné č́ıslo) a U(x) =
∑N

i=0 ∆iwi(x), ∆i = Ui, je MKP-slabé řešeńı. Pak z (1.16)
plyne

0 = ah(U, v)− Lh(v) = ah(
N∑

j=0

∆jwj,

N∑
i=0

Θiwi)− Lh(
N∑

i=0

Θiwi) =

=
N∑

i=0

Θi

[
N∑

j=0

ah(wj, wi)∆j − Lh(wi)

]
= ΘT [K∆− F] ,

(1.23)

kde Θ = (Θ0, . . . , ΘN)T , K = {kij}N
i,j=0 pro kij = ah(wj, wi), ∆ = (∆0, . . . , ∆N)T a F =

(F0, . . . , FN)T pro Fi = Lh(wi). Protože Θ je libovolný vektor, muśı platit

K∆ = F. (1.24)

Rovnice této soustavy jsme již odvodili, jsou to postupně rovnice (1.21-0), (1.21-i) pro
i = 1, . . . , N − 1 a (1.21-N). Matice K bývá označována jako matice tuhosti a vektor F
jako vektor zat́ı̌zeńı. Toto pojmenováńı pocháźı z prvńıch aplikaćı MKP v pružnosti a stalo
se univerzálńım označeńım pro matici soustavy a pro vektor pravé strany v soustavě rovnic
vzniklé diskretizaćı jakékoliv úlohy MKP. Soustavu rovnic (1.24) sestav́ıme pomoćı tzv. el-
ementárńıch matic tuhosti Ki a elementárńıch vektor̊u zat́ı̌zeńı Fi př́ıslušných element̊um
〈xi−1, xi〉, i = 1, . . . , N . Označme wi

1(x) = wi−1(x), wi
2(x) = wi(x), Θi

1 = Θi−1, Θi
2 = Θi,

∆i
1 = ∆i−1, ∆i

2 = ∆i. Pak na 〈xi−1, xi〉 je

I i(pU ′v′) = I i([Θi
1w

i
1 + Θi

2w
i
2]
′p [∆i

1w
i
1 + ∆i

2w
i
2]
′) =

=
(
Θi

1 Θi
2

) (
I i([wi

1]
′p [wi

1]
′) I i([wi

1]
′p [wi

2]
′)

I i([wi
2]
′p [wi

1]
′) I i([wi

2]
′p [wi

2]
′)

)(
∆i

1

∆i
2

)
= [Θi]TKi1∆i,

kde

Θi =

(
Θi

1

Θi
2

)
, Ki1 =

pi− 1
2

hi

(
1 −1

−1 1

)
a ∆i =

(
∆i

1

∆i
2

)
.

Podobně odvod́ıme

I i(qUv) = [Θi]TKi2∆i, kde Ki2 = 1
2
hi

(
qi−1,+ 0

0 qi−

)
,

polož́ıme Ki = Ki1 + Ki2, a dále odvod́ıme

I i(fv) = [Θi]TFi, kde Fi = 1
2
hi

(
fi−1,+

fi−

)
.
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Z rovnice

0 = ah(U, v)− Lh(v) =

=

[
N∑

i=1

I i(pU ′v′ + qUv) +
N∑

i=0

αiU(xi)v(xi)

]
−

[
N∑

i=1

I i(fv) +
N∑

i=0

βiv(xi)

]
=

=
N∑

i=1

[Θi]T [Ki∆i − Fi] +
N∑

i=0

Θi[αi∆i − βi]

a rovnice (1.23) dostaneme rovnost

ΘT [K∆− F] =
N∑

i=1

[Θi]T [Ki∆i − Fi] +
N∑

i=0

Θi[αi∆i − βi], (1.25)

z ńıž plyne postup, jak pomoćı elementárńıch matic Ki = {ki
rs}2

r,s=1, elementárńıch vek-
tor̊u Fi = (F i

1, F
i
2)

T a č́ısel αi, βi sestavit globálńı matici K a globálńı vektor F: stač́ı
srovnat členy se stejnými indexy u parametr̊u Θ a ∆ (pro určeńı prvk̊u matice K) nebo
jen u parametru Θ (pro určeńı prvk̊u vektoru F) na levé a na pravé straně rovnice (1.25).
Soustava rovnic (1.24) se symetrickou tř́ıdiagonálńı matićı je tvaru




a0 b0 0 0 . . .

b0 a1 b1 0 . . .

0 b1 a2 b2 . . .
...

...
...

...
...

...
...

bN−2 aN−1 bN−1

0 bN−1 aN







∆0

∆1

∆2

...

...

∆N−1

∆N




=




F0

F1

F2

...

...

FN−1

FN




a pro jej́ı nenulové koeficienty odvod́ıme

a0 = k1
11 + α0, b0 = k1

12, F0 = F 1
1 + β0,

ai = ki
22 + ki+1

11 + αi, bi = ki+1
12 , Fi = F i

2 + F i+1
1 + βi, i = 1, . . . , N − 1,

aN = kN
22 + αN , FN = FN

2 + βN .

Snadno ověř́ıme, že jsme opravdu dostali rovnice (1.21).
Jestliže chceme pro q = 0 źıskat U(xi) = u(xi) přesné, viz poznámka 6, muśıme při

výpočtu Fi integrovat přesně. Pro f i(x) = f i na elementu konstantńı dostaneme

Fi = 1
2
hif

i

(
1
1

)

a pro lineárńı f i(x) = f i(xi−1)w
i
1(x) + f i(xi)w

i
2(x) obdrž́ıme

Fi = 1
6
hi

(
2f i(xi−1) + f i(xi)
f i(xi−1) + 2f i(xi)

)
. ¤
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1.2. Okrajový problém pro ODR4

a) Klasická formulace
Hledáme funkci

u(x) ∈ C4〈0, `〉, (1.26)

která vyhovuje diferenciálńı rovnici

(p u′′)′′ − (r u′)′ + q u = f v (0, `). (1.27)

Pokud jde o okrajové podmı́nky, nab́ıźı se nám v́ıce možnost́ı než pro rovnici druhého řádu.
V každém z krajńıch bod̊u c = 0 a c = ` vybereme dvě z následuj́ıćıch čtyř podmı́nek

u(c) = uc, (1.28.1)

u′(c) = ϕc, (1.28.2)

−νcp(c)u′′(c) = γcu
′(c)− δc, (1.28.3)

νc {[p(c)u′′(c)]′ − r(c)u′(c)} = αcu(c)− βc, (1.28.4)

kde ν0 = −1, ν` = 1. V úvahu přicházej́ı jen následuj́ıćı čtyři dvojice podmı́nek,

podmı́nky (1.28.1) a (1.28.2), (1.29.1)

podmı́nky (1.28.1) a (1.28.3), (1.29.2)

podmı́nky (1.28.2) a (1.28.4), (1.29.3)

podmı́nky (1.28.3) a (1.28.4). (1.29.4)

Nejznáměǰśı aplikaćı, kterou úloha (1.26) – (1.29) popisuje, je pr̊uhyb nosńıku podle Kirch-
hoffovy teorie. V tom př́ıpadě je u(x) pr̊uhyb střednicové čáry prutu, p(x) = E(x)I(x),
kde E(x) je Young̊uv modul pružnosti a I(x) je moment setrvačnosti, r(x) resp. q(x) je
měrný odpor podlož́ı bráńıćı natočeńı resp. pr̊uhybu nosńıku. Pravá strana rovnice (1.27)
má v úloze ohybu Kirchhoffova nosńıku tvar rozd́ılu f(x) − m′(x), mı́sto rovnice (1.27)
tedy máme rovnici

(p u′′)′′ − (r u′)′ + q u = f −m′ v (0, `), (1.27’)

přičemž f(x) je intenzita př́ıčného silového zat́ıžeńı a m(x) je intenzita zat́ıžeńı ohybovým
momentem. Užit́ım označeńı ϕ(x) = u′(x) pro natočeńı střednicové čáry prutu, M(x) =
−E(x)I(x)u′′(x) pro ohybový moment a T (x) = M ′(x)+r(x)u′(x)−m(x) pro zobecněnou
posouvaj́ıćı śılu lze okrajové podmı́nky (1.28) zapsat ve tvaru

u(c) = uc, (1.28.1’)

ϕ(c) = ϕc, (1.28.2’)

νcM(c) = γcϕ(c)− δc, (1.28.3’)

−νcT (c) = αcu(c)− βc. (1.28.4’)
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Přitom uc resp. ϕc je vnucené posunut́ı resp. natočeńı, αc resp. γc je tuhost pružné vazby
proti posunut́ı resp. natočeńı a βc resp. δc je zatěžuj́ıćı śıla resp. moment. Každá dvojice
podmı́nek (1.29.1) – (1.29.4) popisuje zp̊usob podepřeńı nosńıku. Vetknutý okraj charak-
terizuj́ı podmı́nky u(c) = 0, ϕ(c) = 0, prostě podepřený okraj podmı́nky u(c) = 0,
M(c) = 0, posuvně vetknutý okraj podmı́nky ϕ(c) = 0, T (c) = 0 a volný okraj podmı́nky
M(c) = 0, T (c) = 0.

Funkci u ∈ C4〈0, `〉, vyhovuj́ıćı rovnici (1.27) a splňuj́ıćı v každém koncovém bodě
jednu z dvojic okrajových podmı́nek (1.29), nazveme klasickým řešeńım úlohy (1.26) –
(1.29). Pro existenci klasického řešeńı je třeba předpokládat dostatečnou hladkost dat,
tedy splněńı

”
podmı́nek hladkosti“

p ∈ C2〈0, `〉, r ∈ C1〈0, `〉, q, f ∈ C〈0, `〉. (1.30a)

Dále budeme v souladu s fyzikálńım významem dat předpokládat splněńı
”
fyzikálńıch

podmı́nek“

p(x) ≥ p0 > 0, r(x) ≥ 0, q(x) ≥ 0 v 〈0, `〉, α0 ≥ 0, β0 ≥ 0, α` ≥ 0, β` ≥ 0.
(1.30b)

Pro jednoznačnost řešeńı je třeba ještě připojit
”
podmı́nky uložeńı“. Existuje celá řada

rovnocenných podmı́nek uložeńı, uved’me si některé z nich:

a) v jednom z koncových bod̊u jsou předepsány bud’to podmı́nky
(1.29.1) nebo podmı́nky (1.29.2) s γc > 0 nebo podmı́nky
(1.29.3) s αc > 0 nebo podmı́nky (1.29.4) s αc > 0, γc > 0;

b) v obou koncových bodech jsou předepsány bud’to podmı́nky
(1.29.2) nebo podmı́nky (1.29.4) s αc > 0;

c) v jednom koncovém bodě jsou předepsány bud’to podmı́nky
(1.29.2) nebo podmı́nky (1.29.4) s αc > 0 a ve druhém koncovém
bodě jsou předepsány bud’to podmı́nky (1.29.3) nebo podmı́nky
(1.29.4) s γc > 0;

d) na části intervalu 〈0, `〉 plat́ı současně r(x) ≥ r0 > 0, q(x) ≥
q0 > 0.

(1.30c)

Jsou-li tedy splněny podmı́nky (1.30), má úloha (1.26) – (1.29) jediné řešeńı.

b) Slabá formulace
Funkci v ∈ C2〈0, `〉 nazveme testovaćı, jestliže v(c) = 0 v tom krajńım bodě c, v němž

je předepsána podmı́nka (1.28.1), a jestliže v′(d) = 0 v tom krajńım bodě d, v němž je
předepsána podmı́nka podmı́nka (1.28.2). Abychom byli konkrétńı, zvoĺıme si okrajové
podmı́nky

u(0) = u0, u′(0) = ϕ0, (1.31.a)

−p(`)u′′(`) = γ`u
′(`)− δ`, [p(`)u′′(`)]′ − r(`)u′(`) = α`u(`)− β`, (1.31.b)
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pro které testovaćı funkce splňuje v(0) = v′(0) = 0. Rovnici (1.26) vynásob́ıme testovaćı
funkćı v a integrujme přes 〈0, `〉. Integraćı per-partes obdrž́ıme

∫ `

0

[f − qu]v dx =

∫ `

0

[(pu′′)′′ − (ru′)′] v dx =

={[p(x)u′′(x)]′ − r(x)u′(x)}v(x)
∣∣x=`

x=0
− p(x)u′′(x)v′(x)

∣∣x=`

x=0
+

∫ `

0

[pu′′v′′ + ru′v′] dx =

=

∫ `

0

[pu′′v′′ + ru′v′] dx + [α`u(`)− β`]v(`) + [γ`u
′(`)− δ`]v

′(`).

Odvodili jsme tedy, že řešeńı u úlohy (1.26), (1.27), (1.31) muśı splňovat kromě okrajových
podmı́nek u(0) = u0, u′(0) = ϕ0 také rovnost

∫ `

0

[pu′′v′′ + ru′v′ + quv] dx + α`u(`)v(`) + γ`u
′(`)v′(`) =

=

∫ `

0

fv dx + β`v(`) + δ`v
′(x)

(1.32)

pro každou funkci v ∈ C2〈0, `〉, v(0) = 0, v′(0) = 0. Okrajové podmı́nky (1.31.b), které
se staly součást́ı integrálńı rovnice (1.32) a jsou tak splněny automaticky, se nazývaj́ı
přirozené okrajové podmı́nky. Okrajové podmı́nky (1.31.a), které součást́ı rovnice (1.32)
nejsou a jejichž explicitńı splněńı proto muśıme vyžadovat, nazýváme podstatné nebo také
hlavńı okrajové podmı́nky. Pro rovnici (1.27) obecně jsou podstatné okrajové podmı́nky
(1.28.1) a (1.28.2) a přirozené jsou okrajové podmı́nky (1.28.3) a (1.28.4). Rovnice (1.32)
je dobře definována i v př́ıpadě, kdy funkce u a v jsou z prostoru X ≡ H2(0, `). Testovaćı
funkce pak voĺıme z prostoru V = {v ∈ X| v(0) = v′(0) = 0} testovaćıch funkćı a řešeńı u
z množiny W = {v ∈ X| v(0) = u0, v

′(0) = ϕ0} př́ıpustných řešeńı. Dále označ́ıme

a(u, v) =

∫ `

0

[pu′′v′′ + ru′v′ + quv] dx + α`u(`)v(`) + γ`u
′(`)v′(`),

L(v) =

∫ `

0

fv dx + β`v(`) + δ`v
′(`).

(1.33)

Pak úlohu

naj́ıt u ∈ W splňuj́ıćı a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V (1.34)

nazýváme slabou (variačńı) formulaćı problému (1.26), (1.27), (1.31). Zeslabené podmı́nky
hladkosti

p, r, q, f ∈ PC(0, `) (1.30a’)

spolu s předpoklady (1.30b) a (1.30c) zaručuj́ı jednoznačnou existenci slabého řešeńı. Slabá
formulace má v úloze ohybu nosńıku význam principu virtuálńıch posunut́ı stejně jako
v úloze tahu–tlaku prutu. Slabá formulace je obecněǰśı než formulace popsaná diferenciálńı

19



rovnićı. Je tomu tak proto, že
”
diferenciálńı formulaci“ (1.27), (1.31) lze při platnosti

podmı́nek (1.30a) a pro u ∈ C4〈0, `〉 odvodit z formulace slabé postupem opačným k tomu,
j́ımž jsme źıskali rovnost (1.34).

Poznámka 8. Pro rovnici (1.27’) a okrajové podmı́nky (1.28’) obsahuje L(v) nav́ıc člen∫ `

0
mv′ dx. Působ́ı-li kromě toho v bodě ci śıla βi, moment δi, pružina o tuhosti αi proti

pr̊uhybu a pružina o tuhosti γi proti natočeńı, můžeme a(u, v) a L(v) zapsat ve tvaru

a(u, v) =

∫ `

0

[pu′′v′′ + ru′v′ + quv] dx +
∑

i

[αiu(ci)v(ci) + γiu
′(ci)v

′(ci)],

L(v) =

∫ `

0

[fv + mv′] dx +
∑

i

[βiv(ci) + δiv
′(ci)].

(1.35)

Protože podstatné okrajové podmı́nky mohou být přibližně vystiženy pomoćı podmı́nek
přirozených,

u(c) = uc pomoćı −νcT (c) = αc[u(c)− uc] , αc velké,

ϕ(c) = ϕc pomoćı νcM(c) = γc[ϕ(c)− ϕc] , γc velké,

budeme se v daľśım zabývat úlohou (1.34) pro

V = W = X (1.36)

a pro a(u, v) a L(v) určené rovnicemi (1.35). Pro jednoznačnou existenci slabého řešeńı
stač́ı např́ıklad předpokládat, že alespoň jedno z č́ısel α0, α` je kladné a současně že
alespoň dvě z č́ısel α0, α`, γ0, γ` jsou kladná. ¤
c) Metoda konečných prvk̊u

Na intervalu 〈0, `〉 zvoĺıme děleńı 0 = x0 < x1 · · · < xN = ` a na každé úsečce
〈xi−1, xi〉 délky hi = xi − xi−1 hledáme přibližné řešeńı U(x) jako Hermit̊uv interpolačńı
polynom třet́ıho stupně určený hodnotami U(xi−1), U(xi) a derivacemi U ′(xi−1), U ′(xi),
tj. diskretizaci provád́ıme užit́ım tzv. kubického Hermitova konečného prvku (elementu).
Zřejmě U ∈ Xh, kde Xh ⊂ PC2(0, `) je prostor kubických Hermitových splajn̊u. Každá
funkce v(x) ∈ Xh je jednoznačně určena svými hodnotami v(xi) a derivacemi v′(xi)
v uzlech {xi}N

i=0. Xh je prostor dimenze 2(N + 1) a pro funkci v ∈ Xh plat́ı

v(x) =
N∑

i=0

[v(xi)w2i(x) + v′(xi)w2i+1(x)], (1.37)

kde {wi(x)}2N+1
i=0 je báze v Xh, takže

w2i(xj) =

{
1 pro i = j

0 pro i 6= j
, w′

2i(xj) = 0 ,

w′
2i+1(xj) =

{
1 pro i = j

0 pro i 6= j
, w2i+1(xj) = 0 .

(1.38)
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1

0 = x0 x1 xi−1 xi xi+1 xN−1 xN = `

x

y

w0(x) w2i(x) w2N (x)

0 = x0 x1 xi−1 xi xi+1 xN−1 xN = `

x

y
w1(x) w2i+1(x) w2N+1(x)

π/4

Obr. 2-3. Kubické Hermitovy bázové funkce

Označ́ıme-li

ah(U, v) =
N∑

k=1

Ik(pU ′′v′′ + rU ′v′ + qUv) +
N∑

i=0

[αiu(xi)v(xi) + γiu
′(xi)v

′(xi)],

Lh(v) =
N∑

k=1

Ik(fv + mv′) +
N∑

i=0

[βiv(xi) + δiv
′(xi)], (1.39)

kde Ik(g) opět znač́ı numericky spočtený
∫ xk

xk−1
g(x) dx, a polož́ıme-li Vh = Wh = Xh, pak

diskrétńı slabá (variačńı) formulace zńı

naj́ıt U ∈ Wh splňuj́ıćı ah(u, v) = Lh(v) ∀v ∈ Vh. (1.40)

Je-li v(x) =
∑2N+1

i=0 Θiwi(x) ∈ Vh libovolná testovaćı funkce a U(x) =
∑2N+1

i=0 ∆iwi(x)
MKP-slabé řešeńı, pak z (1.40) podobně jako v (1.23) dostaneme

0 = ah(U, v)− Lh(v) = ΘT [K∆− F], (1.41)

kde Θ = (Θ0, . . . , Θ2N+1)
T , K = {kij}2N+1

i,j=0 pro kij = ah(wj, wi), ∆ = (∆0, . . . , ∆2N+1)
T

a F = (F0, . . . , F2N+1)
T pro Fi = Lh(wi). Matice K je symetrická, sedmidiagonálńı

(ah(wj, wi) = 0 pro |j − i| > 3, jak plyne z definice ah(U, v) a {wi(x)}2N+1
i=0 , viz také

obrázky 2 a 3), a při dostatečně přesné numerické integraci je rovněž pozitivně definitńı
a tedy regulárńı. Vyřešeńım soustavy rovnic

K∆ = F (1.42)

źıskáme hledané parametry ∆2i ≡ U(xi) a ∆2i+1 ≡ U ′(xi), i = 0, . . . , N .
Matici K a vektor F sestav́ıme pomoćı elementárńıch matic Ki a elementárńıch vek-

tor̊u Fi př́ıslušných element̊um 〈xi−1, xi〉. MKP-slabé řešeńı U a testovaćı funkce v je na
elementu 〈xi−1, xi〉 tvaru

U(x) =
4∑

j=1

∆i
jw

i
j(x), v(x) =

4∑
j=1

Θi
jw

i
j(x),
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kde

∆i
1 = U(xi−1) ≡ ∆2i−2 , Θi

1 = v(xi−1) ≡ Θ2i−2 ,

∆i
2 = U ′(xi−1) ≡ ∆2i−1 , Θi

2 = v′(xi−1) ≡ Θ2i−1 ,

∆i
3 = U(xi) ≡ ∆2i , Θi

3 = v(xi) ≡ Θ2i ,

∆i
4 = U ′(xi) ≡ ∆2i+1 , Θi

4 = v′(xi) ≡ Θ2i+1

jsou parametry a

wi
1(x) = N̂1

(
x− xi−1

hi

)
pro N̂1(ξ) = 1− 3ξ2 + 2ξ3,

wi
2(x) = hiN̂2

(
x− xi−1

hi

)
pro N̂2(ξ) = ξ − 2ξ2 + ξ3,

wi
3(x) = N̂3

(
x− xi−1

hi

)
pro N̂3(ξ) = 3ξ2 − 2ξ3,

wi
4(x) = hiN̂4

(
x− xi−1

hi

)
pro N̂4(ξ) = −ξ2 + ξ3

jsou
”
elementárńı “ bázové funkce. Vyjádř́ıme

I i(pU ′′v′′) = I i(
4∑

j=1

Θj[w
i
j]
′′p

4∑

l=1

∆l[w
i
l ]
′′) = [Θi]TKi1∆i,

kde Ki1 = {ki1
jl}4

j,l=1 pro ki1
jl = I i([wi

j]
′′p [wi

l ]
′′)

a kde Θi = (Θi
1, Θ

i
2, Θ

i
3, Θ

i
4)

T , ∆i = (∆i
1, ∆

i
2, ∆

i
3, ∆

i
4)

T .

Podobně vyjádř́ıme

I i(rU ′v′) = I i(
4∑

j=1

Θj[w
i
j]
′ r

4∑

l=1

∆l[w
i
l ]
′) = [Θi]TKi2∆i,

kde Ki2 = {ki2
jl}4

j,l=1 pro ki2
jl = I i([wi

j]
′r[wi

l ]
′),

I i(qUv) = I i(
4∑

j=1

Θjw
i
j q

4∑

l=1

∆lw
i
l) = [Θi]TKi3∆i,

kde Ki3 = {ki3
jl}4

j,l=1 pro ki3
jl = I i(wi

j q wi
l),

polož́ıme Ki = Ki1 + Ki2 + Ki3, a dále vyjádř́ıme

I i(fv) = I i(
4∑

j=1

Θi
jw

i
jf) = [Θi]TFi1,

kde Fi1 = (F i1
1 , F i1

2 , F i1
3 , F i1

4 )T pro F i1
j = I i(wi

j f),

I i(mv′) = I i(
4∑

j=1

Θi
j[w

i
j]
′m) = [Θi]TFi2,

kde Fi2 = (F i2
1 , F i2

2 , F i2
3 , F i2

4 )T pro F i2
j = I i([wi

j]
′m)
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a polož́ıme Fi = Fi1 + Fi2. Jsou-li p(x) = pi, r(x) = ri, q(x) = qi, f(x) = f i, m(x) = mi

na 〈xi−1, xi〉 konstantńı, snadným výpočtem obdrž́ıme

Ki1 =
pi

h3
i




12 6hi −12 6hi

6hi 4h2
i −6hi 2h2

i

−12 −6hi 12 −6hi

6hi 2h2
i −6hi 4h2

i


 ,

Ki2 =
ri

30hi




36 3hi 36 3hi

3hi 4h2
i −3hi −h2

i

36 −3hi 36 −3hi

3hi −h2
i −3hi 4h2

i


 ,

Ki3 =
qihi

420




156 22hi 54 −13hi

22hi 4h2
i 13hi −3h2

i

54 13hi 156 −22hi

−13hi −3h2
i −22hi 4h2

i


 ,

Fi1 =
f ihi

12




6

hi

6

−hi


 , Fi2 = mi




−1

0

1

0


 .

Jsou-li na elementu 〈xi−1, xi〉 funkce f(x) ≡ f i(x) a m(x) ≡ mi(x) lineárńı, pak

Fi1 =
hi

60




21f i(xi
1) + 9f i(xi

2)

hi[3f
i(xi

1) + 2f i(xi
2)]

9f i(xi
1) + 21f i(xi

2)

−hi[2f
i(xi

1) + 3f i(xi
2)]


 , Fi2 =

1

12




−6mi(xi
1)− 6mi(xi

2)

mi(xi
1)−mi(xi

2)

6mi(xi
1) + 6mi(xi

2)

−mi(xi
1) + mi(xi

2)


 .

Obecně však stač́ı integrály poč́ıtat jen přibližně formuĺı, která je přesná pro polynomy
třet́ıho stupně. Lze proto použ́ıt Simpsonovu formuli

I i(g) = 1
6
hi[f(xi−1) + 4f(xi− 1

2
) + f(xi)]

nebo Gaussovu formuli

I i(g) = 1
2
hi[f(xi− 1

2
−

√
3

6
hi) + f(xi− 1

2
+

√
3

6
hi)],

kde xi− 1
2

= xi − 1
2
hi. Z rovnic (1.41) a (1.39) užit́ım výše uvedených vyjádřeńı člen̊u

I i(pU ′′v′′ + rU ′v′ + qUv) a I i(fv + mv′) dostaneme rovnost

ΘT [K∆− F] =

=
N∑

i=1

[Θi]T [Ki∆i − Fi] +
N∑

i=0

{Θ2i[αi∆2i − βi] + Θ2i+1[γi∆2i+1 − δi]},
(1.43)
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z ńıž plyne postup, jak pomoćı elementárńıch matic Ki = {ki
rs}4

r,s=1, elementárńıch vek-
tor̊u Fi = {F i

r}4
r=1 a č́ısel αi, βi, γi, δi sestavit globálńı matici K a globálńı vektor F: stač́ı

srovnat členy se stejnými indexy u parametr̊u Θ a ∆ (pro určeńı prvk̊u matice K) nebo
jen u parametru Θ (pro určeńı prvk̊u vektoru F) na levé a pravé straně rovnice (1.43).
Následuje algoritmus sestaveńı matice K a vektoru F.

1) Matici K a vektor F vynulujeme.

2) Pro každý element 〈xi−1, xi〉, i = 1, . . . , N , definujeme čtyři č́ısla Q(1)=2i − 2,
Q(2)= 2i− 1, Q(3) = 2i, Q(4)= 2i + 1 a provedeme:

a) ki
rs pro r, s = 1, 2, 3, 4 přičteme k prvku matice K s indexy [Q(r), Q(s)];

b) f i
r pro r = 1, 2, 3, 4 přičteme k prvku vektoru F s indexem Q(r).

3) Pro každý uzel xi, i = 0, . . . , N , provedeme:

a) αi přičteme k prvku matice K s indexy [2i, 2i];

b) γi přičteme k prvku matice K s indexy [2i + 1, 2i + 1];

c) βi přičteme k prvku vektoru F s indexem 2i;

d) δi přičteme k prvku vektoru F s indexem 2i + 1.

Protože matice tuhosti K je symetrická a má nenulové koeficienty jen v hlavńı diagonále
a ve třech sousedńıch horńıch a dolńıch subdiagonálách, stač́ı sestavovat prvky kij pro
j = i, . . . , max(i + 3, 2N + 1).

Pro chybu u− U a jej́ı derivace plat́ı za předpokladu u ∈ C4〈0, `〉 odhad

max
1≤i≤N

max
xi−1≤x≤xi

| dj

dxj
(u− U)| = O(h4−j) pro j = 0, 1, 2, 3.

Poznámka 9. Jestliže p(x) = pi je na elementech 〈xi−1, xi〉 konstantńı, r=q=0, a jestliže
při výpočtu prvk̊u matic Ki1 a vektor̊u Fi1 a Fi2 poč́ıtáme integrály přesně, je řešeńı ∆
soustavy (1.42) přesné, tedy plat́ı U(xi) = u(xi), U ′(xi) = u′(xi), i = 0, . . . , N . Důkaz
tohoto tvrzeńı lze provést podobně jako jsme to udělali v poznámce 6. Slabé řešeńı u na
intervalu (xi−1, xi) lze dopoč́ıtat řešeńım lokálńı úlohy

pi u(4) = f i − [mi]′ pro x ∈ (xi−1, xi),

u(xi−1) = ∆i
1, u′(xi−1) = ∆i

2, u(xi) = ∆i
3, u′(xi) = ∆i

4 ,

kde f i(x) resp. mi(x) je restrikce funkce f(x) resp. m(x) na interval (xi−1, xi). ¤
Poznámka 10. V úloze pr̊uhybu nosńıku se někdy setkáváme s př́ıpadem tzv. kloubového
spojeńı: dva nosńıky spojené kloubem maj́ı v kloubu stejný pr̊uhyb, natočeńı obou nosńık̊u
v kloubu jsou však na sobě navzájem nezávislá a tedy obecně r̊uzná. Kloub ve vnitřńım
bodě c nosńıku můžeme v MKP realizovat pomoćı dvou geometricky totožných uzl̊u xi−1 =
xi ≡ c tak, že

a) pro element 〈xi−1, xi〉 klademe Ki = 0 a Fi = 0;
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b) parametry př́ıslušné pr̊uhybu v kloubu c ztotožńıme, tedy polož́ıme ∆2i−2 = ∆2i,
Θ2i−2 = Θ2i.

Ztotožněńı parametr̊u ovlivńı tvar soustavy rovnic (1.42) zp̊usobem, který odvod́ıme
prozkoumáńım rovnosti (1.41):

1) řád matice K se o jedničku sńıž́ı :

a) řádek 2i− 2 přičteme k řádku 2i a pak řádek 2i− 2 vypust́ıme;

b) sloupec 2i− 2 přičteme ke sloupci 2i a pak sloupec 2i− 2 vypust́ıme;

2) ve vektoru ∆ vypust́ıme prvek ∆2i−2;

3) ve vektoru F přičteme prvek F2i−2 k prvku F2i a pak prvek F2i−2 vypust́ıme. ¤

Poznámka 11. Vazbu u(xi) = ui resp. u′(xi) = ϕi lze realizovat bud’to
”
pružinovou

technikou“ tak, že zvoĺıme αi = κ, βi = κui resp. γi = κ, δi = κϕi, kde κ je velké
č́ıslo, nebo

”
eliminačńım postupem“ založeným na tom, že polož́ıme Θ2i = 0, ∆2i = ui

resp. Θ2i+1 = 0, ∆2i+1 = ϕi a odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem uprav́ıme sestavovaćı algoritmus
(rovnici 2i resp. 2i + 1 vypust́ıme a sloupec 2i násobený ui resp. sloupec 2i + 1 násobený
ϕi odečteme od pravé strany). ¤
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2. Rovinné úlohy

2.1. Základńı pojmy a označeńı

Oblast́ı budeme rozumět otevřenou ohraničenou a souvislou množinu v euklidovském
prostoru R2. Oblast budeme značit Ω a jej́ı hranici ∂Ω nebo také Γ. Je-li hranice oblasti
Ω tvořena jediným hladkým obloukem řekneme, že oblast Ω má hladkou hranici. Oblast́ı
s hranićı po částech hladkou budeme rozumět oblast, jej́ıž hranice je sjednoceńım konečného
počtu hladkých oblouk̊u (tj. křivek se spojitě se měńıćı tečnou). Oblast bez

”
řez̊u“ a

”
bod̊u

vratu“ nazveme regulárńı. Co mı́ńıme řezem a bodem vratu je zřejmé z obrázk̊u 4 a 5.
Polygonem budeme rozumět regulárńı oblast, jej́ıž hranice je sjednoceńım konečného počtu
úseček. Uzávěr množiny M označ́ıme M .

Obr. 4. Bod vratu Obr. 5. Řez

Prostor funkćı spojitých v Ω označ́ıme C(Ω). Symbolem Ck(Ω) označ́ıme prostor funkćı
spojitých v Ω spolu se svými derivacemi až do řádu k včetně. Řekneme, že funkce f je po
částech spojitá v Ω, jestliže existuje

a) N ≥ 1 celé;

b) oblasti Ω1, . . . , ΩN takové, že Ω =
⋃N

i=1 Ωi, Ωi ∩ Ωj = ∅ pro i 6= j;

c) funkce f1, . . . , fN , fi ∈ C(Ωi), f = fi v Ωi, i = 1, . . . , N .

Prostor všech po částech spojitých funkćı budeme značit PC(Ω). Symbolem PCk(Ω)
označ́ıme prostor všech funkćı f takových, že f ∈ Ck−1(Ω) a Dkf ∈ PC(Ω), kde Dkf
označuje k-té derivace funkce f .

Lebesgue̊uv prostor funkćı integrovatelných s kvadrátem v Ω označ́ıme L2(Ω). Sobolev̊uv
prostor všech funkćı f takových, že f, Df, . . . , Dkf ∈ L2(Ω), označ́ıme Hk(Ω).

Je-li S část hranice, pak prostor funkćı spojitých na S označ́ıme C(S) a prostor funkćı
po částech spojitých na S označ́ıme PC(S).

Připomeňme, že PC(Ω) ⊂ L2(Ω) a PCk(Ω) ⊂ Hk(Ω). Proto funkce z prostoru PC(Ω)
může posloužit jako př́ıklad funkce z prostoru L2(Ω) a podobně funkce z prostoru PC1(Ω)
jako př́ıklad funkce z prostoru H1(Ω).
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2.2. Klasická formulace

Naš́ım ćılem je určit funkci

u(x, y) ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω ∪ Γ2) ∩ C(Ω) (2.1)

vyhovuj́ıćı diferenciálńı rovnici

−∇ · [p∇u] + qu = f v Ω (2.2)

a splňuj́ıćı okrajové podmı́nky

u = g na Γ1, (2.3)

−p
∂u

∂n
= αu− β na Γ2. (2.4)

Tečka ve vztahu (2.2) znač́ı skalárńı součin a protože

∇ ≡ grad =

(
∂

∂x
,

∂

∂y

)T

, je −∇ · [p∇u] = −
(

∂

∂x
,

∂

∂y

)T

· p
(

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)T

=

= − ∂

∂x

(
p

∂u

∂x

)
− ∂

∂y

(
p

∂u

∂y

)
≡ −(p ux)x − (p uy)y.

O hranici Γ předpokládejme Γ = Γ1 ∪ Γ2, Γ1 ∩ Γ2 = ∅. Dále n = (nx, ny)
T ≡ (n1, n2)

T je
jednotkový vektor vněǰśı normály hranice a

∂u

∂n
= n · ∇u = nx

∂u

∂x
+ ny

∂u

∂y

je derivace ve směru vněǰśı normály. Okrajová podmı́nka (2.3) se nazývá Dirichletova,
okrajová podmı́nka (2.4) se pro α = 0 nazývá Neumannova a pro α 6= 0 Newtonova.

Úloha může popisovat např́ıklad problém dvourozměrného stacionárńıho vedeńı tepla.
V tom př́ıpadě je u(x, y) teplota, p(x, y) koeficient tepelné vodivosti, q(x, y) je koeficient
přestupu tepla

”
plochou“ Ω, f(x, y) = Q + que je součtem tepelného zdroje Q(x, y) a te-

pelného toku que ”
plochou“ Ω (ue(x, y) je teplota okoĺı

”
plochy“ Ω), g(x, y) předepsaná

teplota na hranici Γ1, α(x, y) koeficient přestupu tepla a β(x, y) zadaný tepelný tok na
hranici Γ2. Rovnice (2.2) pak má tvar

−∇ · [p∇u] + q(u− ue) = Q v Ω. (2.2’)

Newtonova okrajová podmı́nka se v úloze vedeńı tepla obvykle ṕı̌se ve tvaru

−p
∂u

∂n
= α(u− uo) na Γ2, (2.4’)

kde uo(x, y) je teplota okoĺı (hranice Γ2).
Pokud tutéž úlohu interpretujeme jako úlohu pr̊uhybu membrány, je u(x, y) výchylka,

p(x, y) reprezentuje tuhost membrány, q(x, y) odpor prostřed́ı, f(x, y) zat́ıžeńı, g(x, y)
předepsaný pokles podepřené části Γ1 hranice, α(x, y) tuhost pružinového uložeńı a β(x, y)
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zat́ıžeńı na části Γ2 hranice. Úloha (2.1) – (2.4) může být modelem i pro daľśı problémy,
např́ıklad pro potenciálńı prouděńı tekutin, elektrostatický potenciál, krouceńı tyče, di-
fúzńı š́ı̌reńı př́ıměsi atd.

Funkce u(x, y) s vlastnost́ı (2.1) splňuj́ıćı (2.2) – (2.4) se nazývá klasické řešeńı. Pro
jeho existenci je třeba předpokládat dostatečnou hladkost dat, a sice

p ∈ C1(Ω), f, q ∈ C(Ω), g ∈ C(Γ1), α, β ∈ C(Γ2). (2.5a)

Dále budeme v souladu s obvyklým fyzikálńım významem dat předpokládat

p(x, y) ≥ p0 > 0, q(x, y) ≥ 0 v Ω, α(x, y) ≥ 0 na Γ2. (2.5b)

Pro jednoznačnost řešeńı je třeba dále připojit podmı́nku

mes1Γ1 > 0 nebo

q(x, y) ≥ q0 > 0 na Ω0 ⊂ Ω, mes2Ω0 > 0, nebo

α(x, y) ≥ α0 > 0 na Γ20 ⊂ Γ2, mes1Γ20 > 0,

(2.5c)

kde mes1Γ1 resp. mes1Γ20 je délka části Γ1 resp. Γ20 hranice a mes2Ω0 je plocha pod-
oblasti Ω0. Pro existenci řešeńı muśıme předpokládat ještě něco nav́ıc, např́ıklad že

Ω je regulárńı oblast s hladkou hranićı a Γ = Γ1, nebo že Γ = Γ2, nebo že

Ω je konvexńı polygon a Γ = Γ1.
(2.5d)

Soubor podmı́nek (2.5a) – (2.5d) nám zaručuje jednoznačnou existenci klasického řešeńı
problému (2.1) – (2.4).

Poznámka 12. Nesplněńı podmı́nky (2.5c) znamená řešit úlohu

−∇ · [p∇u] = f v Ω, −p
∂u

∂n
= −β na Γ.

Pomoćı Greenovy formule (2.6) lze ukázat, že tato úloha má řešeńı jen tehdy, plat́ı-li

∫

Ω

f dxdy +

∫

Γ

β ds = 0.

V tom př́ıpadě je řešeńı nekonečně mnoho a navzájem se lǐśı o konstantu. ¤

2.3. Greenova formule

Necht’ f(x1, x2), g(x1, x2) ∈ H1(Ω). Potom plat́ı

∫

Ω

∂f

∂xi

g dx =

∫

Γ

fgni ds−
∫

Ω

f
∂g

∂xi

dx. (2.6)

Zde dx = dx1 dx2, ds je diferenciál oblouku Γ a ni je i-tá složka jednotkového vektoru
vněǰśı normály hranice.
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2.4. Slabá formulace

Necht’ v ∈ C1(Ω). Vynásobeńım rovnice (2.2) funkćı v, integraćı přes Ω a použit́ım
Greenovy formule dostaneme

−
∫

Ω

∇ · [p∇u]v dxdy =

= −
∫

Γ

p[uxnx + uyny]v ds +

∫

Ω

p[uxvx + uyvy] dxdy = (2.7)

= −
∫

Γ

p
∂u

∂n
v ds +

∫

Ω

[p∇u · ∇v] dxdy =

∫

Ω

(f − qu)v dxdy.

Funkci v(x, y) ∈ C1(Ω) nazveme testovaćı, splňuje-li v = 0 na Γ1. Dosad́ıme-li do (2.7) za
v testovaćı funkci a užijeme (2.4), obdrž́ıme rovnici

∫

Ω

[p∇u · ∇v + quv] dxdy +

∫

Γ2

αuv ds =

∫

Ω

fv dxdy +

∫

Γ2

βv ds. (2.8)

Označme si

a(u, v) =

∫

Ω

[p∇u · ∇v + quv] dxdy +

∫

Γ2

αuv ds, (2.9)

L(v) =

∫

Ω

fv dxdy +

∫

Γ2

βv ds, (2.10)

položme X = H1(Ω) a dále označme

V = {v ∈ X | v = 0 na Γ1}, W = {v ∈ X | v = g na Γ1}. (2.11)

a(u, v) je symetrická bilineárńı forma a L(v) je lineárńı funkcionál. V nazveme prostorem
testovaćıch funkćı a W nazveme množinou př́ıpustných řešeńı. Zd̊urazněme, že W neńı
lineárńım prostorem funkćı, nebot’ pro g 6= 0 a v1, v2 ∈ W neplat́ı v1 + v2 ∈ W . Slabou
(variačńı) formulaćı úlohy (2.1) – (2.4) rozumı́me úlohu

naj́ıt u ∈ W splňuj́ıćı a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V. (2.12)

Funkci u vyhovuj́ıćı (2.12) nazýváme slabým řešeńım (úlohy (2.1) – (2.4)). Jednoznačnou
existenci slabého řešeńı lze zaručit za výrazně slabš́ıch předpoklad̊u než byly předpoklady
(2.5a) – (2.5d), které jsme potřebovali pro jednoznačnou existenci řešeńı klasického. Pokud
jde o hladkost dat, stač́ı mı́sto (2.5a) předpokládat

p, q, f ∈ PC(Ω), g ∈ C(Γ1), α, β ∈ PC(Γ2). (2.5a’)

Tyto požadavky jsou realistické a odpov́ıdaj́ı tomu, s č́ım se setkáváme při řešeńı prak-
tických úloh. Předpoklady (2.5b) a (2.5c) ponecháme v platnosti. To neńı omezuj́ıćı,
nebot’ tyto předpoklady jsou v praktických úlohách splněny. Konečně předpoklad (2.5d)
nahrad́ıme přirozeným požadavkem

Ω je regulárńı oblast s hranićı po částech hladkou, (2.5d’)

který opět plně vyhovuje praktickým potřebám. Shrňme tedy, že jednoznačná existence
slabého řešeńı je zaručena, jsou-li splněny předpoklady (2.5a’), (2.5b), (2.5c) a (2.5d’).
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2.5. Triangulace, po částech lineárńı funkce

Předpokládejme, že Ω je polygon. Ω pokryjeme triangulaćı T skládaj́ıćı se z trojúhel-
ńıkových element̊u e takových, že uzávěry každých dvou r̊uzných trojúhelńık̊u jsou bud’to
disjunktńı nebo maj́ı společný vrchol nebo stranu a že

Ω =
⋃

e∈T

e.

Trojúhelńıky triangulace budeme nazývat také prvky. Vrcholy trojúhelńık̊u budeme nazý-
vat uzly. Tringulaci zvoĺıme tak, aby body pr̊uniku Γ1 ∩ Γ2 byly uzly. Počet všech prvk̊u
triangulace označ́ıme PP , počet všech uzl̊u PU , počet uzl̊u lež́ıćıch na Γ1 označ́ıme PB
a počet zbývaj́ıćıch uzl̊u (lež́ıćıch uvnitř Ω a na Γ2) označ́ıme PN . Strany element̊u budeme
značit S, množinu všech stran lež́ıćıch na hranici Γ2 označ́ıme S a počet všech stran S ∈ S

označ́ıme PS. Nejdeľśı stranu trojúhelńık̊u triangulace označ́ıme h. Symbol h budeme
v daľśım použ́ıvat jako měř́ıtko jemnosti triangulace. Kromě toho, použijeme-li ṕısmeno
h jako index u nějaké veličiny vyznač́ıme t́ım, že tato veličina záviśı na triangulaci T.
Triangulaci poṕı̌seme pomoćı následuj́ıćıch soubor̊u dat:

1. PRV KY [i, j], i = 1, . . . , PP , j = 1, 2, 3, jsou č́ısla uzl̊u elementu ei ∈ T;

2. STRANY [i, j], i = 1, . . . , PS, j = 1, 2, jsou č́ısla uzl̊u strany Si ∈ S;

3. BODY [i], i = 1, . . . , PB, jsou č́ısla uzl̊u lež́ıćıch na Γ1;

4. X[i], Y [i], i = 1, . . . , PU , jsou x-ové a y-ové souřadnice uzl̊u.
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PP = 28
PU = 23
PS = 12
PB = 5

PN = 18

Obr. 6. Triangulovaná polygonálńı oblast
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PRVKY STRANY BODY X Y KC

1: 1 4 5 1: 1 2 1: 1 1: 0 0 1: –1

2: 1 5 2 2: 2 3 2: 4 2: 0 0,5 2: 1

3: 2 5 6 3: 3 7 3: 8 3: 0 1 3: 2

4: 2 6 3 4: 7 12 4: 13 4: 0,5 0 4: –2

5: 3 6 7 5: 12 16 5: 18 5: 0,5 0,5 5: 3

6: 4 8 9 6: 16 17 6: 0,5 1 6: 4

7: 4 9 5 7: 17 23 7: 0,5 1,5 7: 5

8: 5 9 10 8: 23 22 8: 1 0 8: –3

9: 5 10 6 9: 22 21 9: 1 0,5 9: 6

10: 6 10 11 10: 21 20 10: 1 1 10: 7

11: 6 11 7 11: 20 19 11: 1 1,5 11: 8

12: 7 11 12 12: 19 18 12: 1 2 12: 9

13: 13 9 8 13: 1,5 0 13: –4

14: 13 14 9 14: 1,5 0,5 14: 10

15: 14 10 9 15: 1,5 1 15: 11

16: 14 15 10 16: 1,5 1,5 16: 12

17: 15 11 10 17: 1,5 1,75 17: 13

18: 15 16 11 18: 2 0 18: –5

19: 16 12 11 19: 2 0,5 19: 14

20: 18 14 13 20: 2 1 20: 15

21: 18 19 14 21: 1,75 1,25 21: 16

22: 19 15 14 22: 1,75 1,5 22: 17

23: 19 20 15 23: 1,75 1,75 23: 18

24: 15 20 21

25: 15 21 16

26: 21 22 16

27: 22 17 16

28: 22 23 17

Tab.1. Data popisuj́ıćı triangulaci

Z čistě formálńıch d̊uvod̊u, umožňuj́ıćıch snadněǰśı matematické vyjadřováńı, budeme
v daľśım textu předpokládat, že na hranici Γ1 lež́ı uzly s č́ısly PN+1, . . . , PU . Pokud tomu
tak neńı, jako třeba v př́ıkladu podle obrázku 6, snadno si porad́ıme : uzly přeč́ıslujeme.
Můžeme k tomu použ́ıt kódovaćı tabulku KC, která ke každému uzlu I přǐrad́ı tak zvané
kódové č́ıslo KC[I]:

{Vytvořeńı pole kódových č́ısel KC[1..PU ]}
for I:=1 to PU do KC[I]=0;
for I:=1 to PB do KC[BODY[I]]=–I;
J:=0;
for I:=1 to PU do
if KC[I] = 0 then begin J:=J+1; KC[I]:=J end;

31



Vid́ıme, že uzly nelež́ıćı na Γ1 maj́ı přǐrazena kódová č́ısla 1, . . . , PN a uzly lež́ıćı na Γ1

č́ısla −1, . . . ,−PB. Je-li KC[I] > 0, je novým č́ıslem uzlu I č́ıslo KC[I], pro KC[I] < 0
je novým č́ıslem uzlu I č́ıslo PN −KC[I].

Funkci, která je na každém trojúhelńıku e ∈ T lineárńı a globálně, tj. na Ω, spojitá,
nazveme funkćı po částech lineárńı. Každá taková funkce v(x, y) je jednoznačně určena
svými hodnotami v(xi, yi) ve vrcholech Pi(xi, yi) triangulace T. Prostor všech po částech
lineárńıch funkćı označ́ıme Xh. Funkce z Xh jsou v Ω spojité a maj́ı v Ω po částech spojité
derivace, tedy Xh ⊂ PC1(Ω) ⊂ X.

Speciálńım př́ıpadem funkćı z Xh jsou funkce wi(x, y), které jsou v Pi rovny jedné
a v ostatńıch vrcholech jsou rovny nule. Těmto funkćım se ř́ıká bázové. Každá funkce
v ∈ Xh může být pomoćı svých hodnot v uzlech a pomoćı bázových funkćı vyjádřena ve
tvaru

v(x, y) =
PU∑
i=1

v(xi, yi)wi(x, y). (2.13)

Xh je prostor dimenze PU . Podstatnou a charakteristickou vlastnost́ı metody konečných
prvk̊u je ta skutečnost, že bázové funkce v ńı použ́ıvané jsou nenulové jen na velmi malé
poddoblasti oblasti Ω. Řı́káme, že bázové funkce wi maj́ı malý nosič. (Nosičem funkce
ϕ je uzávěr množiny všech bod̊u, v nichž je funkce ϕ nenulová). Dále definujme prostor
testovaćıch funkćı

Vh = {v ∈ Xh | v(Pj) = 0 ∀Pj ∈ Γ1} (2.14)

a množinu př́ıpustných funkćı

Wh = {v ∈ Xh | v(Pj) = g(Pj) ∀Pj ∈ Γ1}. (2.15)

Pro v ∈ Vh plat́ı

v(x, y) =
PN∑
i=1

v(xi, yi)wi(x, y) (2.16)

a pro v ∈ Wh je

v(x, y) =
PN∑
i=1

v(xi, yi)wi(x, y) +
PU∑

i=PN+1

g(xi, yi)wi(x, y). (2.17)

Vh je podprostor prostoru V a dimenze Vh je rovna PN . Množina př́ıpustných řešeńı Wh

pro g 6= 0 opět zřejmě neńı lineárńım prostorem a Wh je podmnožinou W pouze tehdy,
když pro každou funkci v ∈ Wh je v = g na Γ1.

2.6. Diskrétńı slabá formulace

Označme Ie(g) numericky nebo přesně spočtený
∫

e
g(x, y) dxdy a IS(g) numericky

nebo přesně spočtený
∫

S
g(x, y) ds. (Ie(g) a IS(g) jsou zřejmě lineárńı funkcionály). Pak

diskrétńı slabá (variačńı) formulace úlohy (2.1) – (2.4) zńı

naj́ıt U ∈ Wh splňuj́ıćı ah(U, v) = Lh(v) ∀v ∈ Vh, (2.18)
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kde

ah(U, v) =
∑

e∈T

Ie(p∇U · ∇v + qUv) +
∑

S∈S

IS(αUv), (2.19)

Lh(v) =
∑

e∈T

Ie(fv) +
∑

S∈S

IS(βv). (2.20)

Hodnotu MKP-slabého řešeńı U v uzlu Pj označ́ıme ∆j = U(xj, yj) a hodnotu testovaćı
funkce v v uzlu Pi označ́ıme Θi = v(xi, yi). Podle (2.16) a (2.17) je

U(x, y) =
PN∑
j=1

∆jwj(x, y) +
PU∑

j=PN+1

g(xj, yj)wj(x, y),

v(x, y) =
PN∑
i=1

Θiwi(x, y).

(2.21)

Všimněte si, že
∑PN

j=1 ∆jwj(x, y) ∈ Vh a z =
∑PU

j=PN+1 g(xj, yj)wj(x, y) ∈ Wh. Vzhledem
k bilineárnosti formy ah(U, v) a lineárnosti funkcionálu Lh(v) je

0 = ah(U, v)− Lh(v) =

=
PN∑
i=1

Θi

{
PN∑
j=1

ah(wj, wi)∆j −
[
Lh(wi)−

PU∑
j=PN+1

ah(wj, wi)g(xj, yj)

]}
=

=
PN∑
i=1

Θi

[
PN∑
j=1

kij∆j − Fi

]
= ΘT [K∆− F] ,

(2.22)

kde jsme si označili

kij = ah(wj, wi), Fi = Lh(wi)−
PU∑

j=PN+1

ah(wj, wi)g(xj, yj),

K = {kij}PN
i,j=1, F = (F1, . . . , FPN)T , (2.23)

∆ = (∆1, . . . , ∆PN)T ,Θ = (Θ1, . . . , ΘPN)T .

Protože Θ je libovolný vektor, muśı platit

K∆ = F. (2.24)

Z této soustavy lineárńıch rovnic spoč́ıtáme neznámé ∆1, . . . , ∆PN . K se nazývá matice
tuhosti a F vektor zat́ıžeńı. Uved’me některé vlastnosti matice tuhosti.

1. K je symetrická: ah(wj, wi) = ah(wi, wj);

2. K je ř́ıdká: ah(wj, wi) = 0, pokud uzly Pj a Pi nejsou vrcholy téhož trojúhelńıka;
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3. K je pozitivně definitńı: ΘTKΘ = ah(v, v); integrujeme-li přesně, je

ah(v, v) =

∫

Ω

[p∇v · ∇v + qv2] dxdy +

∫

Γ2

αv2 ds > 0 pro v 6= 0

a dále ah(v, v) = 0 právě když v = 0 (stač́ı použ́ıt(2.5b) a (2.5c)); matice K však
bude pozitivně definitńı pro dostatečně malé h i tehdy, když integrujeme numericky
užit́ım formuĺı, které uvedeme v následuj́ıćım odstavci 2.7;

4. Při vhodném oč́ıslováńı proměnných je K pásová matice.

Soustavu rovnic (2.24) lze bez problémů vyřešit: pásovost a pozitivńı definitnost matice K
umožňuje efektivńı nasazeńı některé z modifikaćı Gaussovy eliminačńı metody bez výběru
hlavńıch prvk̊u, ř́ıdkost a pozitivńı definitnost matice K zase vyb́ıźı k řešeńı soustavy
rovnic výkonnou iteračńı metodou.

2.7. Elementárńı matice a vektory

Matici tuhosti K a vektor zat́ıžeńı F sestav́ıme pomoćı elementárńıch matic Ke a ele-
mentárńıch vektor̊u Fe pro e ∈ T a elementárńıch matic KS a elementárńıch vektor̊u FS

pro S ∈ S. Matici K budeme nazývat také globálńı matićı tuhosti a vektor F globálńım
vektorem zat́ıžeńı.

a) Elementárńı matice a vektor na elementu e
Uvažme jeden konkrétńı element e triangulace T s vrcholy P e

i (xe
i , y

e
i ), i = 1, 2, 3. Pro

uzel P e
i je i lokálńım č́ıslem uzlu na elementu e. Je-li c = c(e) č́ıslo elementu e, pak

globálńım č́ıslem uzlu P e
i je č́ıslo I = PRV KY [c, i]. P e

i a PI jsou tedy jen r̊uzná označeńı
téhož uzlu.

Necht’ we
i (x, y) je restrikce bázové funkce wI(x, y) na element e. Označme si

we
i (x, y) = ae

ix + be
iy + ce

i , i = 1, 2, 3, (2.25)

Ne = Ne(x, y) = (we
1(x, y), we

2(x, y), we
3(x, y)), (2.26)

∆e = (∆e
1, ∆

e
2, ∆

e
3)

T , kde ∆e
i = U(xe

i , y
e
i ), i = 1, 2, 3, (2.27)

Θe = (Θe
1, Θ

e
2, Θ

e
3)

T , kde Θe
i = v(xe

i , y
e
i ), i = 1, 2, 3. (2.28)

Pak slabé řešeńı U a testovaćı funkci v lze na elementu e vyjádřit ve tvaru

U = Ne∆e, v = NeΘe. (2.29)

Dále označme

Be = ∇Ne =




∂we
1

∂x

∂we
2

∂x

∂we
3

∂x

∂we
1

∂y

∂we
2

∂y

∂we
3

∂y


 =

(
ae

1 ae
2 ae

3

be
1 be

2 be
3

)
. (2.30)
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Pak

∇U = Be∆e a ∇v = BeΘe. (2.31)

Nyńı již vyjádř́ıme

Ie(p∇U · ∇v + qUv) = Ie([∇v]T p∇U + vqU) =

= Ie([Θe]T [Be]T pBe∆e + [Θe]T [Ne]T q Ne∆e) = [Θe]TKe∆e,
(2.32)

kde Ke = Ke1 + Ke2 a

Ke1 = Ie([Be]T pBe), Ke2 = Ie([Ne]T q Ne).
(2.33)

Při výpočtu prvk̊u matice Ke1 se obvykle použ́ıvá formule

Ie(g) = pl(e)g(xe
T , ye

T ), (2.34)

kde pl(e) je plocha elementu e a xe
T = 1

3
(xe

1 +xe
2 +xe

3), ye
T = 1

3
(ye

1 +ye
2 +ye

3) jsou souřadnice
těžǐstě elementu e. Formule (2.34) integruje přesně polynomy prvńıho stupně. Pomoćı této
formule snadno urč́ıme

Ke1 = pl(e)p(xe
T , ye

T )




ae
1a

e
1 + be

1b
e
1 ae

1a
e
2 + be

1b
e
2 ae

1a
e
3 + be

1b
e
3

ae
2a

e
1 + be

2b
e
1 ae

2a
e
2 + be

2b
e
2 ae

2a
e
3 + be

2b
e
3

ae
3a

e
1 + be

3b
e
1 ae

3a
e
2 + be

3b
e
2 ae

3a
e
3 + be

3b
e
3


 . (2.35)

Zbývá spoč́ıtat koeficienty ae
i , be

i , i = 1, 2, 3, a vyjádřit pl(e). K tomu účelu stač́ı využ́ıt
vlastnost́ı bázových funkćı

we
i (x

e
j , y

e
j ) =

{
0 pro i 6= j,

1 pro i = j,
i, j = 1, 2, 3. (2.36)

Tak dostaneme



xe
1 ye

1 1

xe
2 ye

2 1

xe
3 ye

3 1







ae
1 ae

2 ae
3

be
1 be

2 be
3

ce
1 ce

2 ce
3


 =




1 0 0

0 1 0

0 0 1




a pomoćı Cramerova pravidla zjist́ıme

ae
1 = (ye

2 − ye
3)/d

e, be
1 = (xe

3 − xe
2)/d

e, ce
1 = (xe

2y
e
3 − ye

2x
e
3)/d

e,

ae
2 = (ye

3 − ye
1)/d

e, be
2 = (xe

1 − xe
3)/d

e, ce
2 = (xe

3y
e
1 − ye

3x
e
1)/d

e,

ae
3 = (ye

1 − ye
2)/d

e, be
3 = (xe

2 − xe
1)/d

e, ce
3 = (xe

1y
e
2 − ye

1x
e
2)/d

e,

(2.37)

kde de = (ye
3 − ye

1)(x
e
2 − xe

1)− (xe
1 − xe

3)(y
e
1 − ye

2). (2.38)

Je známo, že pro plochu trojúhelńıka plat́ı

pl(e) = 1
2
|de|. (2.39)
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Snadno nahlédneme, že matice Ke1 je symetrická a že součet jej́ıch prvk̊u v každém řádku
je roven nule. Proto lze matici Ke1 vyjádřit efektivněji,

Ke1 =
p(xe

T , ye
T )

2|de|



−re − se re se

re −re − te te

se te −se − te


 , (2.40)

kde

re = (ye
2 − ye

3)(y
e
3 − ye

1) + (xe
3 − xe

2)(x
e
1 − xe

3),

se = (ye
2 − ye

3)(y
e
1 − ye

2) + (xe
3 − xe

2)(x
e
2 − xe

1),

te = (ye
3 − ye

1)(y
e
1 − ye

2) + (xe
1 − xe

3)(x
e
2 − xe

1).

(2.41)

Uved’me si jednu zaj́ımavou vlastnost prvk̊u matice Ke1. Lze ukázat, že plat́ı

ke1
ij = p(xe

T , ye
T )

(−1
2
cotg ϑe

ij

)
pro i 6= j, (2.42)

kde ϑe
ij je vnitřńı úhel trojúhelńıka e u vrcholu P e

k , k 6= i, k 6= j. Protože součet prvk̊u
v každém řádku matice Ke1 je roven nule, z (2.42) mimo jiné plyne, že pro trojúhelńık
s úhly ϑe

ij ≤ π
2

má matice Ke1 kladné diagonálńı prvky a nekladné prvky mimodiagonálńı.
Při výpočtu prvk̊u matice Ke2 se použ́ıvá celá řada formuĺı. Užit́ım formule

Ie(g) = 1
3
pl(e)[g(xe

1, y
e
1) + g(xe

2, y
e
2) + g(xe

3, y
e
3)], (2.43)

která rovněž integruje polynomy prvńıho stupně přesně, dostaneme diagonálńı matici

Ke2 =
|de|
6




q(xe
1, y

e
1) 0 0

0 q(xe
2, y

e
2) 0

0 0 q(xe
3, y

e
3)


 . (2.44)

Pokud bychom při výpočtu matice Ke2 použili formuli (2.34), dostali bychom plnou matici

Ke2 =
|de|
18

q(xe
T , ye

T )




1 1 1

1 1 1

1 1 1


 . (2.45)

Někdy se použ́ıvá ještě jiný zp̊usob numerické integrace a sice

Ke2 = Ie([Ne]T q Ne) = q(xe
T , ye

T )

∫

e

[Ne]TNe dxdy. (2.46)

V tom př́ıpadě bude matice Ke2 opět plná,

Ke2 =
|de|
24

q(xe
T , ye

T )




2 1 1

1 2 1

1 1 2


 . (2.47)
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Při výpočtu

Ie(fv) = [Θe]T Ie([Ne]T f) = [Θe]TFe (2.48)

použijeme bud’to formuli (2.43) a dostaneme

Fe = 1
6
|de|(f(xe

1, y
e
1), f(xe

2, y
e
2), f(xe

3, y
e
3))

T , (2.49)

nebo formuli (2.34) a obdrž́ıme

Fe = 1
6
|de|f(xe

T , ye
T )(1, 1, 1)T . (2.50)

b) Elementárńı matice a vektor na straně S
Uvažme jednu konkrétńı stranu S z množiny stran S s koncovými body P S

i (xS
i , yS

i ),
i = 1, 2. Pro uzel P S

i je i lokálńım č́ıslem uzlu na straně S. Je-li c = c(S) č́ıslo strany S,
pak globálńım č́ıslem uzlu P S

i je č́ıslo I = STRANY [c, i]. P S
i a PI jsou tedy jen r̊uzná

označeńı téhož uzlu.
Necht’ wS

i (x, y) je restrikce bázové funkce wI(x, y) na stranu S. Pak zřejmě plat́ı
wS

i (xS
j , yS

j ) = 0 pro i 6= j a wS
i (xS

i , yS
i ) = 1. Označme

NS = NS(x, y) = (wS
1 (x, y), wS

2 (x, y)),

∆S = (∆S
1 , ∆S

2 )T , kde ∆S
i = U(xS

i , yS
i ), i = 1, 2,

ΘS = (ΘS
1 , ΘS

2 )T , kde ΘS
i = v(xS

i , yS
i ), i = 1, 2.

Pak slabé řešeńı U a testovaćı funkci v lze na straně S vyjádřit ve tvaru

U = NS∆S, v = NSΘS.

Proto

IS(αUv) = [ΘS]T IS([NS]T αNS)∆S = [ΘS]TKS∆S, (2.51)

IS(βv) = [ΘS]T IS([NS]T β) = [ΘS]TFS. (2.52)

Integraci na straně S provedeme např́ıklad lichoběžńıkovou formuĺı

IS(g) = 1
2
dS[g(xS

1 , yS
1 ) + g(xS

2 , yS
2 )], (2.53)

kde

dS =
√

(xS
2 − xS

1 )2 + (yS
2 − yS

1 )2

je délka strany S. Po úpravě dostaneme

KS = 1
2
dS

(
α(xS

1 , yS
1 ) 0

0 α(xS
2 , yS

2 )

)
, FS = 1

2
dS

(
β(xS

1 , yS
1 )

β(xS
2 , yS

2 )

)
. (2.54)
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Všimněte si, že matice KS vyšla diagonálńı. Při výpočtu integrál̊u je možné použ́ıt
také obdélńıkovou formuli

IS(g) = dSg(xS
T , yS

T ), (2.55)

kde xS
T = 1

2
(xS

1 + xS
2 ), yS

T = 1
2
(yS

1 + yS
2 ) jsou souřadnice středu strany S. Pak dostaneme

KS = 1
4
dSα(xS

T , yS
T )

(
1 1

1 1

)
, FS = 1

2
dSβ(xS

T , yS
T )

(
1

1

)
(2.56)

a matice KS je plná. Někdy se při výpočtu matice KS použ́ıvá speciálńı postup,

KS = IS([NS]T αNS) = α(xS
T , yS

T )

∫

S

[NS]TNS ds,

který vede opět na plnou matici

KS = 1
6
dSα(xS

T , yS
T )

(
2 1

1 2

)
. (2.57)

c) Sestaveńı globálńı matice a vektoru
Zkombinujeme-li (2.22), (2.19), (2.20), (2.32), (2.48), (2.51) a (2.52) vid́ıme, že pro

slabé řešeńı U a libovolnou testovaćı funkci v plat́ı

0 = ah(U, v)− Lh(v) = ΘT [K∆− F] =

=
∑

e∈T

[Θe]T [Ke∆e − Fe] +
∑

S∈S

[ΘS]T
[
KS∆S − FS

]
.

(2.58)

Z této rovnosti lze odvodit pravidla pro sestaveńı globálńı matice K a vektoru F z lokálńıch
matic Ke, KS a lokálńıch vektor̊u Fe, FS. Uvedeme si dva postupy.

Algoritmus 1 (eliminačńı)
Vı́me už, že uzly nelež́ıćı na Γ1 maj́ı přǐrazena kódová č́ısla 1, . . . , PN a uzly lež́ıćı na

Γ1 č́ısla −1, . . . ,−PB. Předpokládejme, že předepsané hodnoty řešeńı v uzlech BODY [I]
jsou uloženy v pozici G[I] pole G[1..PB]. Následuje popis sestavovaćıho algoritmu.

{Nulováńı globálńı matice K ∼ K[1..PN, 1..PN ] a vektoru F ∼ F [1..PN ]}
for I:=1 to PN do
begin

for J:=1 to PN do K[I,J]=0;
F[I]:=0

end;
{Zpracováńı př́ıspěvk̊u z element̊u e ∈ T}
for E:=1 to PP do {prvky}
begin
{Výpočet elementárńı matice Ke ∼ KE[1..3, 1..3] a vektoru Fe ∼ FE[1..3] }
for I:=1 to 3 do {řádky}
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begin
II:=KC[PRVKY[E,I]];
if II > 0 then {rovnice se sestavuje}
begin

for J:=1 to 3 do {sloupce}
begin

JJ:=KC[PRVKY[E,J]];
if JJ > 0 then K[II,JJ]:=K[II,JJ]+KE[I,J] {př́ıspěvek do matice K}

else F[II]:=F[II]–KE[I,J]*G[–JJ] {př́ıspěvek do vektoru F}
end; {sloupce}
F[II]:=F[II]+FE[I] {př́ıspěvek do vektoru F}

end {sestavováńı rovnice}
end {řádky}

end; {prvky}
{ Zpracováńı př́ıspěvk̊u ze stran S ∈ S}
for S:=1 to PS do {strany}
begin
{Výpočet elementárńı matice KS ∼ KS[1..2, 1..2] a vektoru FS ∼ FS[1..2]}
for I:=1 to 2 do {řádky}
begin

II:=KC[STRANY[S,I]];
if II > 0 then {rovnice se sestavuje}
begin

for J:=1 to 2 do {sloupce}
begin

JJ:=KC[STRANY[S,J]];
if JJ > 0 then K[II,JJ]:=K[II,JJ]+KS[I,J] {př́ıspěvek do matice K}

else F[II]:=F[II]–KS[I,J]*G[–JJ] {př́ıspěvek do vektoru F}
end; {sloupce}
F[II]:=F[II]+FS[I] {př́ıspěvek do vektoru F}

end {řádky}
end {sestavováńı rovnice}

end; {strany}
Předpokládejme, že řešeńı soustavy rovnic s matićı soustavy K[1..PN, 1..PN ] a vektorem
pravé strany F [1..PN ] dostaneme v poli Z[1..PN ]. Pak pole D[1..PU ] hodnot slabého
řešeńı v uzlech dostaneme zpětným překódováńım.

for I:=1 to PU do
begin

J:=KC[I];
if J > 0 then D[I]:=Z[J] else D[I]:=G[−J]

end;

Algoritmus 1 nazýváme eliminačńı proto, že rovnice př́ıslušné uzl̊um hranice Γ1 v̊ubec
nesestavujeme a že parametry př́ıslušné uzl̊um hranice Γ1 vyeliminujeme t́ım, že za ně
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dosad́ıme předepsané hodnoty řešeńı a př́ıslušné př́ıspěvky z elementárńıch matic převe-
deme na pravé strany rovnic.

Algoritmus 2 (pružinový)
Při praktickém výpočtu diskrétńıho slabého řešeńı se někdy použ́ıvá postup, který si

nyńı poṕı̌seme. Je známo, že Dirichletova okrajová podmı́nka u = g může být přibližně
splněna prostřednictv́ım okrajové podmı́nky Newtonova typu

−p
∂u

∂n
= σ(u− g) na Γ1, (2.59)

kde σ je velké kladné č́ıslo. Lze ukázat, že pro σ → +∞ plat́ı u → g na Γ1. Zahrňme
tedy podmı́nku (2.59) do diskrétńı slabé formulace (2.18). To se projev́ı t́ım, že bude
Xh=Vh=Wh, že počet neznámých parametr̊u PN bude roven počtu uzl̊u PU a dále že
do ah(U, v) přibudou členy IS(σUv) a do Lh(v) členy IS(σgv) pro strany S lež́ıćı na Γ1.
Integraci nových hraničńıch člen̊u proved’me lichoběžńıkovou formuĺı (2.53). Sestavovaćı
algoritmus 2 odvod́ıme z algoritmu 1. Nejdř́ıve zpracujeme elementy e ∈ T a strany S ∈ S

a sestav́ıme tak matici a vektor, které označ́ıme K a F. Matici K a vektor F dále uprav́ıme
tak, že pro každý uzel Pi lež́ıćı na hranici Γ1

• přičteme σdi k prvku kii matice K a

• přičteme σdig(xi, yi) k prvku Fi vektoru F.

Přitom di se rovná jedné polovině ze součtu délek těch (jedné nebo dvou) stran hranice
Γ1, které obsahuj́ı uzel Pi. Protože členy σdi maj́ı být hodně velké, lze je nahradit členy
%i = κkii, kde κ je velké č́ıslo, např́ıklad κ = 1020. Protože %i je výrazně větš́ı než kii,
a protože lze předpokládat, že %i je současně výrazně větš́ı než Fi, stač́ı pro každý uzel Pi

lež́ıćı na hranici Γ1

• nahradit prvek kii matice K č́ıslem κkii a

• nahradit prvek Fi vektoru F č́ıslem κkiig(xi, yi).

Následuje popis algoritmu 2.

{Nulováńı globálńı matice K ∼ K[1..PU, 1..PU ] a vektoru F ∼ F [1..PU ]}
for I:=1 to PU do
begin

for J:=1 to PU do K[I,J]=0;
F[I]:=0

end;
{Zpracováńı př́ıspěvk̊u z element̊u e ∈ T}
for E:=1 to PP do {prvky}
begin
{Výpočet elementárńı matice Ke ∼ KE[1..3, 1..3] a vektoru Fe ∼ FE[1..3] }
for I:=1 to 3 do {řádky}
begin

II:=PRVKY[E,I];
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for J:=1 to 3 do {sloupce}
begin

JJ:=PRVKY[E,J];
K[II,JJ]:=K[II,JJ]+KE[I,J] {př́ıspěvek do matice K}

end; {sloupce}
F[II]:=F[II]+FE[I] {př́ıspěvek do vektoru F}

end {řádky}
end; {prvky}
{ Zpracováńı př́ıspěvk̊u ze stran S ∈ S}
for S:=1 to PS do {strany}
begin
{Výpočet elementárńı matice KS ∼ KS[1..2, 1..2] a vektoru FS ∼ FS[1..2]}
for I:=1 to 2 do {řádky}
begin

II:=STRANY[S,I];
for J:=1 to 2 do {sloupce}
begin

JJ:=STRANY[S,J];
K[II,JJ]:=K[II,JJ]+KS[I,J] {př́ıspěvek do matice K}

end; {sloupce}
F[II]:=F[II]+FS[I] {př́ıspěvek do vektoru F}

end {řádky}
end; {strany}
{ Zpracováńı Dirichletovy okrajové podmı́nky}
KAPA:=1e20;
for B:=1 to PB do {body hranice Γ1}
begin

II:=BODY[I];
Q:=K[II,II]*KAPA;
K[II,II]:=Q; {modifikace diagonálńıho prvku}
F[II]:=G[I]*Q {modifikace pravé strany}

end; {body hranice Γ1}

Vyřešeńım soustavy rovnic s matićı soustavy K[1..PU, 1..PU ] a vektorem pravé strany
F [1..PU ] dostaneme př́ımo pole D[1..PU ] hodnot slabého řešeńı v uzlech. Algoritmus 2
nazýváme pružinový proto, že v úlohách pružnosti má σ vystupuj́ıćı ve vztahu (2.59)
význam tuhosti pružinového uložeńı.

Př́ıklad
Uvažme úlohu, jej́ıž geometrie a triangulace je popsána pomoćı obrázku 6 a tabulky 1

a o jej́ıž datech předpokládáme

p = p, q = 0, f = fy, g = g(1− x)2, α = α, β = βny,

kde p, f , g, α a β jsou zadané konstanty a ny je y−vá složka jednotkového vektoru vněǰśı
normály hranice. Naš́ım ćılem je zápis několika rovnic soustavy (2.24).
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Začněme t́ım, že uvedeme elementárńı matici prvku 1. Z (2.35) dostaneme

Ke =
p

2




1 −1 0

−1 2 −1

0 −1 1


 . element typu 1

Snadno ověř́ıme, že elementárńı matice prvk̊u 1, 3, 5, 6, 8, 10 a 12 (označme je jako
elementy typu 1) jsou stejné: pro p(x, y) = p konstantńı má element e a jeho obraz
v zobrazeńı

x̂ = ax + b, ŷ = ay + c, (a, b, c jsou konstanty)

tutéž matici Ke1, jak lze zjistit analýzou vztahu (2.35). Prvky 2, 4, 7, 9 a 11 označme
jako elementy typu 2, jejich elementárńı matice je

Ke =
p

2




1 0 −1

0 1 −1

−1 −1 2


 . element typu 2

Prvky 13, 15, 17, 19, 20, 22 a 27 typu 3 maj́ı elementárńı matici

Ke =
p

2




1 0 −1

0 1 −1

−1 −1 2


 element typu 3

a prvky 14, 16, 18, 21, 23, 26 a 28 typu 4 maj́ı elementárńı matici

Ke =
p

2




1 −1 0

−1 2 −1

0 −1 1


 . element typu 4

Výpočtem ověř́ıme, že elementárńı matice prvku 24 je stejná jako u prvk̊u typu 2 a ele-
mentárńı matice prvku 25 je stejná jako u prvk̊u typu 4.

Elementárńı vektor Fe poč́ıtaný užit́ım formule (2.49) má na všech prvćıch tvar

Fe = 1
3
f pl(e)




ye
1

ye
2

ye
3


 , kde pl(e) =





0, 03125 pro prvky 26, 27, 28,

0, 0625 pro prvky 24, 25,

0, 125 pro ostatńı prvky

je plocha prvku e a ye
i je y-ová souřadnice jeho i-tého vrcholu.

Elementárńı matice KS a vektory FS poč́ıtané podle (2.54) jsou tvaru

KS = 1
2
α dS

(
1 0

0 1

)
, kde dS =





0, 5 pro strany 1, 2, 11, 12,

0, 5
√

2 pro strany 3, 4, 5,

0, 25 pro stranu 6, 7, 8, 9,

0, 25
√

2 pro stranu 10
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je délka strany S,

FS = 1
2
β dS

n

(
1

1

)
, kde dS

n =





0, 5 pro strany 3, 4, 5,

0, 25 pro stranu 7, 10,

0 pro zbývaj́ıćı strany

je součin dSny délky strany S a y-ové složky jednotkového vektoru vněǰśı normály na této
straně.

Sestavme nejdř́ıve rovnici př́ıslušnou neznámé v uzlu 6. Z kódovaćı tabulky vyčteme
KC[6]=4, takže p̊ujde o čtvrtou rovnici. Sestav́ıme ji pomoćı př́ıspěvk̊u z prvk̊u 3, 4, 5, 9, 10
a 11 obsahuj́ıćıch uzel 6. Začněme např́ıklad prvkem 3. To je prvek typu 1. Z pole PRVKY
zjist́ıme, že uzel 6 je třet́ım uzlem prvku 3 (nebot’ PRVKY[3,3]=6) a proto použijeme třet́ı
řádek elementárńı matice a elementárńıho vektoru. Protože

KC[PRV KY [3, 1]] = 1, KC[PRV KY [3, 2]] = 3, KC[PRV KY [3, 3]] = 4,

př́ıspěvek do levé strany rovnice bude

1
2
p [0 ·∆1 − 1 ·∆3 + 1 ·∆4]

a př́ıspěvek do pravé strany rovnice

1
3
f 0, 125 · 1,

nebot’ obsah prvku 6 je 0,125 a y-ová souřadnice uzlu 6 je 1. Stejně zpracujeme i zbývaj́ıćı
prvky a výsledek zaznamenáme do tabulky.

prvek typ řádek levá strana pravá strana

3 1 3 0, 5p [−∆3 + ∆4] 0, 125/3f

4 2 2 0, 5p [∆4 −∆2] 0, 125/3f

5 1 2 0, 5p [−∆2 + 2∆4 −∆5] 0, 125/3f

9 2 3 0, 5p [−∆3 −∆7 + 2∆4] 0, 125/3f

10 1 1 0, 5p [∆4 −∆7] 0, 125/3f

11 2 1 0, 5p [∆4 −∆5] 0, 125/3f

Sloučeńım jednotlivých př́ıspěvk̊u dostaneme rovnici

p [−∆2 −∆3 + 4∆4 −∆5 −∆7] = 0, 25f.

Stejný výsledek obdrž́ıme standardńı diskretizaćı rovnice p ∆u = f metodou śıt́ı (stač́ı si
uvědomit, že velikost oka śıtě h = 0, 5, takže h2 = 0, 25, a že v uzlu 6 je f = f).

Daľśı rovnićı, kterou si odvod́ıme, bude rovnice př́ıslušná neznámé v uzlu 5. Protože
KC[5]=3, jde o třet́ı rovnici. Sestav́ıme ji pomoćı př́ıspěvk̊u z prvk̊u 1, 2, 3, 7, 8 a 9.
Narozd́ıl od odvozeńı předchoźı rovnice nyńı uzel 4, společný vrchol prvk̊u 1 a 7, lež́ı na
hranici Γ1 a je v něm tedy předepsána hodnota řešeńı u(P4) = g(P4) = g(1−0, 5)2 = 0, 25g.
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Na hranici Γ1 lež́ı také uzel 1, pro který u(P1) = g(P1) = g(1 − 1)2 = 0. Př́ıspěvky
jednotlivých prvk̊u zaznamenáme do tabulky

prvek typ řádek levá strana pravá strana

1 1 3 0, 5p∆3 0, 5p g(P4) + 0, 125 · 0, 5/3f
2 2 2 0, 5p [∆3 −∆1] 0, 125 · 0, 5/3f
3 1 2 0, 5p [−∆1 + 2∆3 −∆4] 0, 125 · 0, 5/3f
7 2 3 0, 5p [−∆6 + 2∆3] 0, 5p g(P4) + 0, 125 · 0, 5/3f
8 1 1 0, 5p [∆3 −∆6] 0, 125 · 0, 5/3f
9 2 1 0, 5p [∆3 −∆4] 0, 125 · 0, 5/3f

a zjist́ıme, že člen g(P1) se mezi nimi neobjevil. Sestavená rovnice má tvar

p [−∆1 + 4∆3 −∆4 −∆6] = 0, 25 [p g + 0, 5f ].

Také tuto rovnici lze dostat standardńı diskretizaćı použ́ıvanou v metodě śıt́ı.
Nakonec sestav́ıme rovnici př́ıslušnou neznámé v uzlu 16. Protože KC[16]=12, jde

o rovnici č́ıslo 12. Sestav́ıme ji pomoćı př́ıspěvk̊u z prvk̊u 18, 19, 25, 26 a 27 užit́ım
tabulky

prvek typ řádek levá strana pravá strana

18 4 2 0, 5p [−∆11 + 2∆12 −∆8] 0, 125 · 1, 5/3f
19 3 1 0, 5p [∆12 −∆8] 0, 125 · 1, 5/3f
25 4 3 0, 5p [−∆16 + ∆12] 0, 0625 · 1, 5/3f
26 4 3 0, 5p [−∆17 + ∆12] 0, 03125 · 1, 5/3f
27 3 3 0, 5p [−∆17 −∆13 + 2∆12] 0, 03125 · 1, 5/3f

Protože strana 5 spojuj́ıćı uzly 12 a 17 je část́ı hranice Γ2, přičteme k levé straně člen
kS

2,2∆12 = 0, 25
√

2α∆12 a k pravé straně člen F S
2 = 0, 25β. Na hranici Γ2 lež́ı také strana

6 spojuj́ıćı uzly 16 a 17. Na této straně je β = 0, takže k pravé straně nepřič́ıtáme nic,
k levé straně však přičteme př́ıspěvek kS

1,1∆12 = 0, 125 α∆12. Celkem dostaneme rovnici

−p ∆8 − 0, 5p ∆11 + [3, 5p + 0, 125(1 + 2
√

2) α ]∆12 − 0, 5p ∆13−
0, 5p ∆16 − p ∆17 = 0, 125 [1, 5f + 2β ].

Źıskat analog této rovnice metodou śıt́ı je nesnadné.

2.8. Několik poznámek

Poznámka 13. V technických aplikaćıch nás často zaj́ımá hodnota gradientu řešeńı. Na
elementu e je gradient konstantńı,

∇U = Be∆e, (2.60)

44



a odpov́ıdá nejlépe hodnotě ∇u v těžǐsti elementu e. Za aproximaci ∇u v uzlu P se
obvykle bere aritmetický pr̊uměr hodnot ∇U ze všech element̊u obsahuj́ıćıch uzel P jako
sv̊uj vrchol. ¤
Poznámka 14. Za předpokladu dostatečné hladkosti slabého řešeńı lze ukázat, že pro
chybu u− U slabého řešeńı a jeho konečněprvkové po částech lineárńı aproximace plat́ı

max
Ω
|u− U | = O(h2) a max

e
‖∇(u− U)‖ = O(h) ∀e ∈ T,

kde ‖ · ‖ označuje délku vektoru. ¤
Poznámka 15. Tam, kde se slabé řešeńı u prudce měńı, je aproximace U pomoćı po
částech lineárńıch funkćı málo přesná, pokud triangulaci nezvoĺıme dostatečně přesně.
V praxi často známe tato kritická mı́sta. Pak stač́ı zahustit śıt’ v kritické části oblasti Ω,
zat́ımco v nekritické části oblasti Ω jemnou śıt’ nevoĺıme, abychom zbytečně nezvětšovali
počet neznámých. Takovýto zp̊usob volby śıtě je jednou ze značných výhod metody
konečných prvk̊u. ¤
Poznámka 16. Triangulaci voĺıme tak, aby žádný vnitřńı úhel trojúhelńık̊u triangu-
lace nebyl př́ılǐs velký. Je-li to možné, použ́ıváme trojúhelńıky s úhly rovnými nejvýše
π/2 a pokud možno se vyhýbáme také úhl̊um př́ılǐs malým. Jsou-li vnitřńı úhly všech
trojúhelńık̊u triangulace netupé (tj. menš́ı nebo rovné π/2), pak uváž́ıme-li výklad za
vztahem (2.42) a použijeme-li elementárńı matice Ke2 tvaru (2.44) a elementárńı mat-
ice KS tvaru (2.54), zjist́ıme, že matice tuhosti K má na hlavńı diagonále kladné prvky
a mimo hlavńı diagonálu prvky nekladné. Nav́ıc lze ukázat, že K je ireducibilně diagonálně
dominantńı matice (stručně IDDM), viz [7], což znamená, že:

α) K je ireducibilńı, tj. pro libovolné dva indexy i0,j, 1 ≤ i0, j ≤ PN , existuj́ı nenulové
koeficienty ki0i1 ,ki1i2 ,. . . ,ki`−1,i` , kde i`=j;

β) K je diagonálně dominantńı, tj.

|kii| ≥
PN∑
j=1
j 6=i

|kij| pro i = 1, . . . , PN ;

γ) existuje index i0, pro který

|ki0i0| >
PN∑
j=1
j 6=i0

|ki0j|.

IDDM s kladnými diagonálńımi a nekladnými mimodiagonálńımi prvky je tzv. regulárńı
M-matice, viz [13], [8]. Je známo, že symetrická regulárńı M-matice je pozitivně definitńı.
Je-li tedy matice tuhosti K symetrická regulárńı M-matice, je pozitivně definitńı nezávisle
na velikosti h. ¤
Poznámka 17. Triangulace jsou obvykle generovány automaticky. Lokálńı zhušt’ováńı
se často provád́ı bisekćı: spojeńım střed̊u stran dostaneme z originálńıho trojúhelńıka
typu A čtyři shodné menš́ı trojúhelńıky typu B. Napojeńı na okolńı hrubou triangulaci
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zajist́ı dva přechodové trojúhelńıky typu C vzniklé rozděleńım trojúhelńıka typu A těžnićı.
Lokálńı zjemněńı triangulace je ilustrováno na obrázku 7. ¤
Poznámka 18. Doposud jsme předpokládali, že Ω je polygon. To nám umožnilo bez
problémů vykrýt oblast Ω triangulaćı T. Jak ale postupovat, když Ω je regulárńı oblast
s hranićı po částech hladkou a hladké hraničńı oblouky jsou křivé? I v takovém př́ıpadě
pokryjeme oblast Ω triangulaćı T. Přitom T rozumı́me stejně jako dř́ıve množinu trojúhel-
ńıkových element̊u ei takových, že ei ∩ ej pro i 6= j je bud’to množina prázdná nebo je to
společná strana nebo společný vrchol. Označ́ıme

Ωh =
⋃

e∈T

e

Hranici oblasti Ωh značme ∂Ωh nebo také Γh. Naš́ım ćılem samozřejmě je, aby náhrada
oblasti Ω pomoćı Ωh byla pokud možno co nejdokonaleǰśı. Toho lze doćılit, přijmeme-li
následuj́ıćı předpoklady:

1) uzly triangulace a těžǐstě jejich ele-
ment̊u lež́ı v Ω;

2) uzly lež́ıćı na hranici Γh lež́ı také na
hranici Γ;

3) společné body pr̊uniku Γ1∩Γ2 jsou uzly
triangulace.

Z podmı́nky 2 mimo jiné vyplývá, že při
vykrýváńı oblasti Ω elementy e nesmı́me
uvnitř náhradńı oblasti Ωh vytvořit omylem
nějaké

”
d́ıry“. Je zřejmé, že nemuśı platit

Obr. 7. Zjemněńı triangulace bisekćı

Ωh ⊂ Ω ani Ω ⊂ Ωh. Avšak obě oblasti Ω a Ωh se mohou lǐsit jen v okoĺı svých hranic Γ
a Γh a kdyby se křivé oblouky hranice Γ vypř́ımily, pak by se oblasti Ωh a Ω ztotožnily.

Podmı́nka 3 nám zase umožňuje přirozeným zp̊usobem přǐradit k části hranice Γ1

jej́ı aproximaci Γ1h a k části Γ2 jej́ı aproximaci Γ2h tak, aby Γh = Γ1h ∪ Γ2h a přitom
Γ1h ∩ Γ2h = Γ1 ∩ Γ2.

Algoritmus popisuj́ıćı vytvořeńı globálńı matice K a globálńıho vektoru F se změńı
jen nepatrně. Malý problém totiž představuje ta skutečnost, že Ωh nemuśı být část́ı Ω a že
Γ 6= Γh, takže funkce p, q a f nemusej́ı být definovány na celé oblasti Ωh, funkce g nemuśı
být definována na Γ1h a funkce α a β nemusej́ı být definovány na Γ2h. S funkćı g žádné
problémy nevzniknou, nebot’ hodnoty této funkce potřebujeme znát jen v uzlech hranice
Γ1h a tyto uzly jsou podle předpokladu 2 současně uzly hranice Γ1. U zbývaj́ıćıch funkćı
stač́ı znát jejich hodnoty v uzlech formuĺı numerické integrace. Vzhledem k podmı́nce 1 a 2
žádné problémy nenastanou, jsou-li uzly integrace současně uzly triangulace a nebo jsou-
li těžǐsti element̊u e. Takže jedinou pot́ıž představuj́ı vztahy (2.56) a (2.57) obsahuj́ıćı
hodnoty funkćı α a β ve středu (xS

T , yS
T ) strany S. Ale zde je pomoc snadná: hodnotu

ve středu nahrad́ıme aritmetickým pr̊uměrem hodnot v koncových bodech strany. ¤
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2.9. Minimalizačńı formulace

Definujme funkcionál

Π(w) = 1
2
a(w, w)− L(w) (2.61)

a zabývejme se minimalizačńı úlohou

naj́ıt u ∈ W splňuj́ıćı Π(u) ≤ Π(w) ∀w ∈ W. (2.62)

Ukážeme, že
”
slabá“ úloha (2.12) a minimalizačńı úloha (2.62) maj́ı stejná řešeńı. Před-

pokládejme nejdř́ıve, že u je řešeńım (2.12). Necht’ w ∈ W a položme v = w − u, takže
v ∈ V a w = u + v. Máme

Π(w) = Π(u + v) = 1
2
a(u + v, u + v)− L(u + v) =

= 1
2
a(u, u) + 1

2
a(u, v) + 1

2
a(v, u) + 1

2
a(v, v)− L(u)− L(v) =

= 1
2
a(u, u)− L(u) + a(u, v)− L(v) + 1

2
a(v, v) =

= Π(u) + 1
2
a(v, v) ≥ Π(u),

poněvadž a(u, v) = a(v, u), a(u, v)− L(v) = 0 a a(v, v) ≥ 0, takže u je řešeńım (2.62).
Obráceně, necht’ u je řešeńım (2.62). Potom pro každé v ∈ V a každé reálné č́ıslo t je

Π(u) ≤ Π(u + tv). Tedy diferencovatelná funkce

ϕ(t) = Π(u + tv) = 1
2
a(u + tv, u + tv)− L(u + tv) =

= 1
2
a(u, u) + 1

2
a(u, tv) + 1

2
a(tv, u) + 1

2
a(tv, tv)− L(u)− L(tv) =

= 1
2
a(u, u)− L(u) + t[a(u, v)− L(v)] + 1

2
t2a(v, v)

má minimum pro t = 0 a tud́ıž ϕ′(0) = 0. Avšak ϕ′(0) = a(u, v) − L(v) a proto u je
řešeńım (2.12).

Definujeme-li

Πh(w) = 1
2
ah(w, w)− Lh(w), (2.61d)

pak také diskrétńı minimalizačńı úloha

naj́ıt U ∈ Wh splňuj́ıćı Πh(U) ≤ Πh(w) ∀w ∈ Wh (2.62d)

má stejné řešeńı jako diskrétńı
”
slabá“ úloha (2.18). Dokažme si to. Pro w = v + z, kde

v je libovolná funkce z Vh, tedy v =
∑PN

i=1 Θiwi, a z =
∑PU

i=PN+1 g(xi, yi)wi ∈ Wh, plat́ı

Πh(w) = 1
2
ah(w, w)− Lh(w) =

= 1
2
ah(v, v)− [Lh(v)− ah(z, v)] + [1

2
ah(z, z)− Lh(z)] =

= ΘT [1
2
KΘ− F] + Πh(z)
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(využili jsme symetrii ah(v, z) = ah(z, v) a označeńı (2.23)), takže řešeńı úlohy (2.62d) je
ekvivalentńı minimalizaci funkce

Φ(Θ) = ΘT [1
2
KΘ− F] + Πh(z)

v PN–rozměrném Euklidově prostoru RPN . Vzhledem k symetrii matice K muśı pro
stacionárńı bod ∆ funkce Φ(Θ) platit

grad Φ(∆) = 1
2
K∆ + [1

2
∆TK]T − F = K∆− F = 0,

∆ tedy splňuje rovnici (2.24). Protože Hessova matice

{
∂2Φ(∆)

∂Θi∂Θj

}PN

i,j=1

= K

je pozitivně definitńı, ∆ minimalizuje Φ(Θ) v RPN a U =
∑PN

i=1 ∆iwi+
∑PU

i=PN+1 g(xi, yi)wi

minimalizuje Πh(w) ve Wh a je řešeńım jak úlohy (2.62d) tak úlohy (2.18).

Poznámka 19. Slabá formulace, kterou lze odvodit z formulace minimalizačńı, bývá
označována také jako formulace variačńı (toto pojmenováńı má sv̊uj p̊uvod ve variačńım
počtu, který uč́ı, že pro symetrickou bilineárńı formu a(w, v) a lineárńı funkcionál L(w)
je δΠ(w) ≡ a(w, v)− L(v) pro v ∈ V prvńı variaćı funkcionálu Π(w) = 1

2
a(w, w)− L(w)

pro w ∈ W ). Minimalizačńı formulace je tedy méně obecná než formulace slabá. Na
druhé straně je však minimalizačńı formulace formálně jednodušš́ı, např́ıklad v diskrétńı
minimalizačńı formulaci vystupuje jen jedna sada parametr̊u, totiž parametry {Θi}PN

i=1 jako
argumenty minimalizované funkce Φ(Θ), a proto lze-li úlohu formulovat minimalizačně,
inženýři takové formulaci obvykle dávaj́ı přednost. ¤

2.10. Nestacionárńı úloha vedeńı tepla

Budeme se zabývat úlohou určit funkci u(x, y, t), (x, y) ∈ Ω, t ∈ 〈0, T 〉, vyhovuj́ıćı
diferenciálńı rovnici

c
∂u

∂t
−∇ · [p∇u] + qu = f pro (x, y) ∈ Ω, t ∈ (0, T 〉 (2.63)

a splňuj́ıćı okrajové podmı́nky

u = g pro (x, y) ∈ Γ1, t ∈ (0, T 〉, (2.64)

−p
∂u

∂n
= αu− β pro (x, y) ∈ Γ2, t ∈ (0, T 〉 (2.65)

a počátečńı podmı́nku

u(x, y, 0) = ϕ(x, y) pro (x, y) ∈ Ω. (2.66)

Přitom t je čas, u(x, y, t) teplota, c(x, y, t) = C% je součin tepelné kapacity C(x, y, t)
a hustoty %(x, y, t), p(x, y, t) je tepelná vodivost, q(x, y, t) je koeficient přestupu tepla

”
plochou“ Ω, f(x, y, t) = Q + que je součtem tepelného zdroje Q(x, y, t) a tepelného toku
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que ”
plochou“ Ω (ue(x, y, t) je teplota okoĺı

”
plochy“ Ω), g(x, y, t) je předepsaná teplota

na hranici Γ1, α(x, y, t) je koeficient přestupu tepla a β(x, y, t) = αuo je tepelný tok na
hranici Γ2 (uo(x, y, t) je teplota okoĺı hranice Γ2). Proto rovnici (2.63) ṕı̌seme častěji ve
tvaru

C%
∂u

∂t
−∇ · [p∇u] + q(u− ue) = Q pro (x, y) ∈ Ω, t ∈ (0, T 〉, (2.63’)

a okrajovou podmı́nku (2.65) ve tvaru

−p
∂u

∂n
= α(u− uo) pro (x, y) ∈ Γ2, t ∈ (0, T 〉. (2.65’)

Slabou formulaci źıskáme podobně jako ve stacionárńım př́ıpadě (2.1) – (2.4). Rovnici
(2.63) násob́ıme testovaćı funkćı v(x, y) a integrujeme přes Ω. Při označeńı

(w, v) =

∫

Ω

wv dxdy

dostaneme užit́ım Greenovy formule (2.6)

(c ut, v) + a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V a pro t ∈ (0, T 〉, (2.67a)

u = g pro (x, y) ∈ Γ1, t ∈ (0, T 〉, (2.67b)

u(x, y, 0) = ϕ(x, y) pro (x, y) ∈ Ω, (2.67c)

kde a(u, v) je určeno vztahem (2.9), L(v) vztahem (2.10) a kde jsme si označili ut = ∂u/∂t.
a(u, v) a L(v) budeme diskretizovat nejdř́ıve v prostorových souřadnićıch zcela stejným
zp̊usobem jako ve stacionárńım př́ıpadě. Nyńı ovšem hodnoty přibližného řešeńı U v uzlech
Pj jsou funkcemi času: Uj=Uj(t)=U(xj, yj, t). To však nic neměńı na aproximaci a(u, v)
a L(v): a(u, v) aproximujeme pomoćı ah(U, v) užit́ım vztahu (2.19) a L(v) aproximujeme
pomoćı Lh(v) užit́ım vztahu (2.20). V rovnici (2.67a) je však ještě člen (c ut, v). Ten
nahrad́ıme výrazem

(c Ut, v)h =
∑

e∈T

Ie(c Ut v),

kde Ie je formule (2.43). Poněvadž Ut =
∑PU

j=1 U̇j(t)wj(x, y) (tečka znač́ı derivaci podle
času), dostaneme

Ie(c Ut v) = [Θe]T Ie([Ne]T cNe)∆̇e = [Θe]TCe∆̇e,

kde Ce =
pl(e)

3




c(xe
1, y

e
1, t) 0 0

0 c(xe
2, y

e
2, t) 0

0 0 c(xe
3, y

e
3, t)




a ∆̇e = ∆̇e(t) = (∆̇e
1(t), ∆̇

e
2(t), ∆̇

e
3(t))

T , ∆̇e
i (t) = U̇ e

i (t), i = 1, 2, 3. Matice Ce je diagonálńı
a proto také (c Ut, v)h = ΘTC∆̇, kde C je diagonálńı matice,

cii = c(xi, yi, t)
∑
e3Pi

pl(e)

3
= pl(Di)c(xi, yi, t),
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kde pl(Di) se rovná jedné třetině ze součtu ploch všech trojúhelńık̊u maj́ıćıch společný
vrchol Pi. Aproximaćı (2.67a) – (2.67c) tedy dostaneme úlohu

C∆̇ + K∆ = F, ∆(0) = ϕ, (2.68)

kde ϕ = (ϕ(x1, y1), . . . , ϕ(xPN , yPN))T . (2.68) je soustava obyčejných diferenciálńıch rovnic
prvńıho řádu pro neznámé ∆i(t)=Ui(t) s počátečńımi podmı́nkami Ui(0)=ϕ(xi, yi),
i = 1, . . . , PN . Matice C, K a vektor F obecně závisej́ı na t.

Počátečńı úlohu (2.68) lze přibližně vyřešit vhodnou numerickou metodou. Často se
použ́ıvá tzv. Θ-metoda, viz [26], [5]. Jej́ı použit́ı si nyńı stručně naznač́ıme. Uvažujme
děleńı intervalu 〈0, T 〉 : 0 = t0 < t1 · · · < tQ = T a označme ∆ti = ti+1−ti , ti+θ = ti+∆tiθ,
kde i = 0, . . . , Q− 1. Necht’ ∆i označuje aproximaci ∆(ti). Polož́ıme ∆0 = ϕ a ∆i+1 pro
i = 0, . . . , Q− 1 spočteme řešeńım soustavy rovnic

[Ci+θ + ∆tiθK
i+θ]∆i+1 = [Ci+θ −∆ti(1− θ)Ki+θ]∆i + ∆tiF

i+θ, (2.69)

kde

Ci+θ = C(ti+θ), Ki+θ = K(ti+θ), Fi+θ = F(ti+θ). (2.69f)

Pro 1
2
≤ θ ≤ 1 je schéma (2.69) bezpodmı́nečně stabilńı a tedy dobré výsledky

dostaneme i pro poměrně velké časové kroky ∆ti. Pro 0 ≤ θ < 1
2

je metoda jen podmı́něně
stabilńı: abychom dostali rozumné výsledky, muśı časový krok splňovat omezeńı

∆ti ≤ AT h2 (2.70)

pro vhodnou konstantu AT (nezávislou na h). Konstantu AT je až na výjimečné př́ıpady
obt́ıžné přesně určit. To samo o sobě však neńı na závadu, už́ıváme-li při řešeńı (2.69)
ř́ızený výběr délky kroku s ćılem udržet chybu časové diskretizace ve zvolené toleranci.
Pak totiž mechanismus ř́ızeńı délky kroku automaticky zař́ıd́ı takový výběr kroku, aby
vztah (2.70) byl splněn. Problém však z̊ustává v tom, že takto vybraný krok bude velmi
malý.

Pro explicitńı Eulerovo schéma, kterému př́ısluš́ı θ = 0, je matice soustavy rovnic
(2.69) diagonálńı a soustava se rozpadne na samostatné rovnice tvaru ci

kk∆
i+1
k = gk, kde

gk je známé, a tedy řešeńı soustavy rovnic je
”
laciné“. Omezeńı časového kroku (2.70)

si přesto často vyžádá větš́ı objem výpočt̊u než použit́ı bezpodmı́nečně stabilńı metody
s větš́ım krokem. Pro θ > 0 už matice soustavy rovnic (2.69) diagonálńı neńı a proto vždy
užijeme bezpodmı́nečně stabilńı θ-metodu. Nejpřesněǰśı výsledky obdrž́ıme pro Crankovo-
Nicolsonovo schéma, kterému odpov́ıdá θ = 1

2
(metoda je 2. řádu přesnosti), nejstabilněǰśı

je však implicitńı Eulerovo schéma, kterému př́ısluš́ı θ = 1.
Za předpokladu existence dostatečně hladkého slabého řešeńı lze ukázat, že plat́ı

max
i,j

|u(xj, yj, ti)− U i
j | =

{
O(h2 + ∆t) pro θ 6= 1

2
,

O(h2 + ∆t2) pro θ = 1
2
,

(2.71)

kde ∆t = maxi ∆ti. Proto se nejčastěji použ́ıvá Crankovo-Nicolsonovo schéma. Jen v př́ıpadě
nesouladu počátečńıch a okrajových podmı́nek nebo při prudké změně okrajových podmı́nek
je účelné pro několik časových krok̊u použ́ıt implicitńı Eulerovo schéma, které je sice méně
přesné, zato však stabilněǰśı.
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2.11. Dynamika

Budeme se zabývat úlohou určit funkci u(x, y, t), (x, y) ∈ Ω, t ∈ 〈0, T 〉, vyhovuj́ıćı
diferenciálńı rovnici

%
∂2u

∂t2
−∇ · [p∇u] + qu = f pro (x, y) ∈ Ω, t ∈ (0, T 〉 (2.72)

a splňuj́ıćı okrajové podmı́nky

u = g pro (x, y) ∈ Γ1, t ∈ (0, T 〉, (2.73)

−p
∂u

∂n
= αu− β pro (x, y) ∈ Γ2, t ∈ (0, T 〉 (2.74)

a počátečńı podmı́nky

u(x, y, 0) = ϕ(x, y),
∂u(x, y, 0)

∂t
= ψ(x, y) pro (x, y) ∈ Ω. (2.75)

Úloha (2.72) – (2.75) je dobrým modelem kmitaj́ıćı membrány. Přitom t je čas, u(x, y, t)
výchylka, (∂u/∂t rychlost a ∂2u/∂t2 zrychleńı), %(x, y, t) hustota, p(x, y, t) charakterizuje
tuhost membrány, q(x, y, t) odpor okolńıho prostřed́ı, g(x, y, t) předepsaný pokles podepřené
části Γ1 hranice, α(x, y, t) tuhost pružinového uložeńı a β(x, y, t) zat́ıžeńı na části Γ2 hran-
ice.

Při odvozováńı slabé formulace postupujeme podobně jako v úloze vedeńı tepla a dostaneme

(% utt, v) + a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V a pro t ∈ (0, T 〉, (2.76a)

u = g pro (x, y) ∈ Γ1, t ∈ (0, T 〉, (2.76b)

u(x, y, 0) = ϕ(x, y),
∂u(x, y, 0)

∂t
= ψ(x, y) pro (x, y) ∈ Ω. (2.76c)

Člen (% utt, v) aproximujeme výrazem

(%Utt, v)h =
∑

e∈T

Ie(%Utt, v)

a užit́ım formule (2.43) obdrž́ıme (% Utt, v)h = ΘTM∆̈ (dvě tečky znač́ı druhou derivaci
podle času), kde M je diagonálńı matice, tzv. matice hmotnosti,

mii = %(xi, yi, t)
∑
e3Pi

pl(e)

3
= pl(Di)%(xi, yi, t),

a kde pl(Di) je stejně jako v předchoźım odstavci rovno jedné třetině ze součtu ploch všech
trojúhelńık̊u maj́ıćıch společný vrchol Pi. Aproximaćı (2.76a) – (2.76c) tedy dostaneme
úlohu

M∆̈ + K∆ = F, ∆(0) = ϕ, ∆̇(0) = ψ, (2.77)
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kde ϕ = (ϕ(x1, y1), . . . , ϕ(xPN , yPN))T a ψ = (ψ(x1, y1), . . . , ψ(xPN , yPN))T . (2.77) je
soustava obyčejných diferenciálńıch rovnic druhého řádu (tzv. pohybové rovnice) pro
neznámé ∆i(t)=Ui(t) s počátečńımi podmı́nkami Ui(0)=ϕ(xi, yi), U̇i(0)= ψ(xi, yi), i =
1, . . . , PN . V úlohách dynamiky obvykle ještě uvažujeme tlumeńı a mı́sto úlohy (2.77)
řeš́ıme úlohu

M∆̈ + C∆̇ + K∆ = F, ∆(0) = ϕ, ∆̇(0) = ψ, (2.77’)

kde C je tzv. matice útlumu. Při proporcionálńım útlumu je C = αMM+αKK pro vhodná
č́ısla αM a αK . Matice M, C, K a vektor F obecně závisej́ı na t.

Počátečńı úlohu (2.77’) lze přibližně vyřešit vhodnou numerickou metodou. Často se
použ́ıvá metoda centrálńıch diferenćı (MCD) a Newmarkova metoda (NM), viz [2], [5].
Použit́ı těchto dvou metod si nyńı stručně naznač́ıme. Uvažujme děleńı intervalu 〈0, T 〉 :
0 = t0 < t1 · · · < tQ = T a označme ∆ti = ti+1 − ti, i = 0, . . . , Q− 1. Necht’ ∆i označuje
aproximaci ∆(ti) a podobně ∆̇i aproximaci ∆̇(ti) a ∆̈i aproximaci ∆̈(ti).

a) Metoda centrálńıch diferenćı. Pro jednoduchost uvažujme rovnoměrné děleńı s kro-
kem ∆t = T/Q. Polož́ıme

∆0 = ϕ, ∆1 = ϕ + ∆tψ + 1
2
∆t2[M0]−1[F0 −C0ψ −K0ϕ], (2.78)

kde M0=M(0), C0=C(0), K0=K(0), a ∆i+1 pro i = 1, . . . , Q − 1 spočteme řešeńım
soustavy rovnic

[
1

∆t2
Mi +

1

2∆t
Ci

]
∆i+1 = Fi−

[
Ki − 2

∆t2
Mi

]
∆i−

[
1

∆t2
Mi − 1

2∆t
Ci

]
∆i−1, (2.79)

kde Mi=M(ti), Ci=C(ti) a Ki=K(ti). MCD je jen podmı́něně stabilńı: abychom dostali
rozumné výsledky, muśı časový krok splňovat omezeńı

∆t ≤ ADh (2.80)

pro vhodnou konstantu AD (nezávislou na h). Omezeńı (2.80) neńı zdaleka tak př́ısné jako
omezeńı (2.70), které jsme dostali v úloze vedeńı tepla pro Θ-metodu s 0 ≤ Θ < 0,5. To
je také d̊uvod, proč se MCD stále s úspěchem použ́ıvá.

b) Newmarkova metoda. NM záviśı na hodnotách dvou parametr̊u, které ovlivňuj́ı
přesnost metody a jej́ı stabilitu. My si zde uvedeme NM s optimálńımi a nejčastěji
použ́ıvanými hodnotami těchto parametr̊u, pro které metoda bude jak bezpodmı́nečně
stabilńı tak dostatečně přesná. Polož́ıme

∆0 = ϕ, ∆̇0 = ψ, ∆̈0 = [M0]−1[F0 −C0ψ −K0ϕ] (2.81)

a pro i = 0, . . . , Q− 1 spočteme ∆̈i+1 řešeńım soustavy rovnic

[Mi+1 + 1
2
∆tiC

i+1 + 1
4
∆t2i K

i+1]∆̈i+1 =

=Fi+1 −Ki+1∆i − [Ci+1 + ∆tiK
i+1]∆̇i − [1

2
∆tiC

i+1 + 1
4
∆t2i K

i+1]∆̈i
(2.82)

a dále dopoč́ıtáme

∆̇i+1 = ∆̇i + 1
2
∆ti[∆̈

i + ∆̈i+1],

∆i+1 = ∆i + ∆ti∆̇
i + 1

4
∆t2i [∆̈

i + ∆̈i+1].
(2.83)
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Přitom Mi+1=M(ti+1), Ci+1=C(ti+1) a Ki+1=K(ti+1).
Za předpokladu existence dostatečně hladkého slabého řešeńı lze ukázat, že pro obě

zde uvedené metody plat́ı

max
i,j

|u(xj, yj, ti)− U i
j | = O(h2 + ∆t2), (2.84)

kde ∆t = maxi ∆ti.
V úlohách dynamiky funkce %, p, q a α obvykle nezávisej́ı na čase. Pak však na

čase nezávisej́ı ani matice M, K a v př́ıpadě proporcionálńıho útlumu ani matice C.
Zvoĺıme-li nav́ıc ještě rovnoměrné děleńı intervalu 〈0, T 〉, takže ∆ti=∆t=T/Q, lze sous-
tavy lineárńıch rovnic (2.79) i (2.82) zapsat schématicky ve tvaru Axi=bi s matićı sous-
tavy A, která z̊ustává pro všechny kroky stejná. Efektivńım zp̊usobem řešeńı takových
soustav je modifikace Gaussovy eliminačńı metody nazývaná LU-rozklad. Nejdř́ıve matici
A rozlož́ıme na součin dolńı trojúhelńıkové matice L a horńı trojúhelńıkové matice U,
A=LU. Postup rozkladu a počet potřebných aritmetických operaćı je přitom analog-
ický př́ımému chodu Gaussovy eliminace. Dále pak v každém kroku řeš́ıme dvě soustavy
Lyi=bi a Uxi=yi a využ́ıváme toho, že řešeńı soustav s trojúhelńıkovou matićı je snadné
(odpov́ıdá zpětnému chodu Gaussovy eliminace).

V dynamice se také často řeš́ı tzv. problém vlastńıch č́ısel. Jde o určeńı č́ısla λ a funkce
u(x, y) definované a nenulové v Ω tak, aby byla splněna diferenciálńı rovnice

−∇ · [p∇u] + qu = λ%u pro (x, y) ∈ Ω (2.85)

a okrajové podmı́nky

u = 0 pro (x, y) ∈ Γ1, (2.86)

−p
∂u

∂n
= αu pro (x, y) ∈ Γ2. (2.87)

u se nazývá vlastńı funkce nebo také vlastńı tvar a λ vlastńı č́ıslo. Obvyklým zp̊usobem
odvozená slabá formulace zńı:

naj́ıt λ ∈ R a u ∈ V, u 6= 0, splňuj́ıćı a(u, v) = λ(% u, v) ∀v ∈ V. (2.88)

Lze ukázat, že existuj́ı kladná vlastńı č́ısla 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · → ∞ a jim odpov́ıdaj́ıćı
nenulové vlastńı funkce u1, u2,. . . s vlastnostmi a(ui, uj) = (% ui, uj) = 0 pro i 6= j.
Př́ıslušná diskrétńı formulace je tvaru

naj́ıt Λ ∈ R a U ∈ Vh, U 6= 0, splňuj́ıćı ah(U, v) = Λ(%U, v)h ∀v ∈ Vh. (2.89)

Lze ukázat, že existuje PN kladných vlastńıch č́ısel 0 < Λ1 ≤ Λ2 ≤ · · · ≤ ΛPN a jim
odpov́ıdaj́ıćıch nenulových vlastńıch funkćı U1, U2, . . . UPN takových, že pro i 6= j plat́ı
ah(Ui, Uj) = (%Ui, Uj)h = 0. Maticový zápis (2.89) je

naj́ıt Λ ∈ R a δ ∈ RPN , δ 6= 0, splňuj́ıćı Kδ = ΛMδ. (2.90)

Vlastńı vektory δi př́ıslušné vlastńı č́ısl̊um Λi lze určit tak, že δT
i Kδj = δT

i Mδj = 0 pro
i 6= j a δT

i Mδi = 1. Přitom souvislost mezi vlastńım vektorem δi = (δi,1, . . . , δi,PN)T
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a vlastńı funkćı Ui je dána vztahem Ui(x, y) =
∑PN

j=1 δi,jwj(x, y). Zobecněný problém
vlastńıch č́ısel (2.90) řeš́ıme pomoćı vhodné numerické metody. V praxi nás přitom obvykle
zaj́ımá jen několik nejmenš́ıch vlastńıch č́ısel a jim odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch funkćı. Mezi
nejčastěji použ́ıvané metody patř́ı metoda iteraćı v podprostorech, viz [2],[4], Lanczosova
metoda, viz [4] nebo Arnoldiho metoda, viz [12],[24]. Za předpokladu existence dostatečně
hladkého slabého řešeńı plat́ı

max
Ω
|ui − Ui| = O(h2), |λi − Λi| = O(h2) pro i = 1, . . . , PN.

Ukažme si, jak můžeme pomoćı vlastńıch č́ısel Λi a vlastńıch vektor̊u δi určit řešeńı
úlohy (2.77) v př́ıpadě, že matice M a K nazávisej́ı na t. Řešeńı hledejme ve tvaru
∆(t) = Yq(t), kde Y = (δ1, . . . , δPN) a q(t) = (q1(t), . . . , qPN(t))T je třeba určit.
Dosazeńım do M∆̈ + K∆ = F dostaneme MYq̈ + KYq = F. Vynásob́ıme-li tuto
rovnici zleva matićı YT , dostaneme q̈ + Λq = YTF, nebot’ YTMY = I je jednotková
matice a YTKY = Λ, kde Λ = diag{Λ1, . . . , ΛPN} je diagonálńı matice s vlastńımi č́ısly
Λ1, . . . , ΛPN na hlavńı diagonále. Dostaneme tedy PN na sobě nezávislých obyčejných
diferenciálńıch rovnic q̈i(t) + Λiqi(t) = hi(t), kde hi(t) je i-tá složka vektoru YTF(t).
Vynásobeńım rovnice ∆(0) = Yq(0) = ϕ resp. ∆̇(0) = Yq̇(0) = ψ zleva matićı YTM
dostaneme q(0) = YTMϕ resp. q̇(0) = YTMψ, takže funkce qi(t) je určena počátečńımi
podmı́nkami qi(0) = ri, q̇i(0) = si, kde ri resp. si je i-tá složka vektoru YTMϕ resp.
YTMψ.

V př́ıpadě úlohy (2.77’) a proporcionálńıho útlumu, tedy pro C = αMM + αKK, opět
klademe ∆(t) = Yq(t) a i-tou složku qi(t) vektoru q(t) źıskáme snadno řešeńım počátečńı
úlohy

q̈i(t) + (αM + αKΛi) q̇i(t) + Λiqi(t) = hi(t), qi(0) = ri, q̇i(0) = si, (2.91)

kde hi(t), ri a si jsou stejně jako dř́ıve i-té složky vektor̊u YTF(t), YTMϕ a YTMψ.
V některých př́ıpadech lze źıskat uspokojuj́ıćı aproximaci řešeńı pomoćı jen několika

nejmenš́ıch vlastńıch č́ısel a vektor̊u. Polož́ıme Y = (δ1, . . . , δm) pro vhodné m ≤ PN ,
řešeńım úloh (2.91) pro i = 1, . . . , m urč́ıme qi(t) a dostaneme ∆(t)

.
= Yq(t), kde q(t) =

(q1(t), . . . , qm(t))T .

2.12. Rovinná napjatost a rovinná deformace

Doposud jsme se zabývali skalárńımi úlohami, jejichž řešeńım byla jediná funkce.
V tomto odstavci si uvedeme významnou aplikaci, jej́ıž řešeńı tvoř́ı dvojice funkćı.

a) Klasická formulace
V rovinné úloze pružnosti nebo deformace vektor napět́ı

σ = (σx, σy, τxy)
T (2.92)

splňuje Cauchyovy rovnice statické rovnováhy

∂σx

∂x
+

∂τxy

∂y
+ f1 = 0,

∂τxy

∂x
+

∂σy

∂y
+ f2 = 0 pro (x, y) ∈ Ω, (2.93)
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kde σx(x, y) resp. σy(x, y) je normálové napět́ı v řezu x = konst. resp. y = konst., τxy je
tečné napět́ı v řezu x = konst. nebo y = konst. a f1(x, y) resp. f2(x, y) je složka vektoru

f = (f1, f2)
T (2.94)

objemového zat́ıžeńı p̊usob́ıćıho ve směru osy x resp. y. Hook̊uv zákon (fyzikálńı rovnice)
zaṕı̌seme ve tvaru

σ = D(ε− ε0), (2.95)

kde

D = {dij(x, y)}3
i,j=1 (2.96)

je symetrická pozitivně definitńı matice tuhosti materiálu,

ε = (εx, εy, γxy)
T (2.97)

je vektor deformace a

ε0 = (ε0
x, ε

0
y, γ

0
xy)

T (2.98)

je vektor počátečńı deformace. Přitom εx(x, y) resp. εy(x, y) je poměrné prodloužeńı ve
směru osy x resp. y a γxy je poměrná úhlová deformace (zkoseńı) v rovině xy. Podobně
ε0

x(x, y) resp. ε0
y(x, y) je poměrné počátečńı prodloužeńı ve směru osy x resp. y a γ0

xy

je poměrná počátečńı úhlová deformace v rovině xy. Např́ıklad při tepelném zatěžováńı
izotropńıho materiálu je

ε0
x = ε0

y ≡ εt =

{
α∆T pro rovinnou napjatost,

α∆T (1 + ν) pro rovinnou deformaci,
γ0

xy = 0. (2.99)

Přitom α je koeficient tepelné roztažnosti, ∆T je změna teploty a ν je Poisson̊uv součinitel
př́ıčného zúžeńı (0 < ν < 0, 5). Pro izotropńı materiál jsou z prvk̊u matice tuhosti D
nenulové pouze členy d11=d22, d12=d21 a d33 a plat́ı pro ně v př́ıpadě rovinné napjatosti

d11 = d22 =
E

1− ν2
, d12 = d21 =

Eν

1− ν2
, d33 =

E

2(1 + ν)
, (2.100)

a v př́ıpadě rovinné deformace

d11 = d22 =
E(1− ν)

(1 + ν)(1− 2ν)
, d12 = d21 =

Eν

(1 + ν)(1− 2ν)
, d33 =

E

2(1 + ν)
, (2.101)

kde E je Young̊uv modul pružnosti v tahu resp. tlaku. Z geometrických rovnic

εx =
∂u1

∂x
, εy =

∂u2

∂y
, γxy =

∂u1

∂y
+

∂u2

∂x
, (2.102)

dostaneme vztah mezi vektorem deformace a vektorem posunut́ı

u = (u1, u2)
T , (2.103)
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v němž u1(x, y) resp. u2(x, y) je posun bodu (x, y) ve směru osy x resp. y. Dosazeńım
ze vztah̊u (2.95), (2.102) do (2.93) dostaneme soustavu dvou parciálńıch diferenciálńıch
rovnic

− ∂

∂x

[
d11

∂u1

∂x
+ d12

∂u2

∂y
+ d13

(
∂u1

∂y
+

∂u2

∂x

)]
−

− ∂

∂y

[
d31

∂u1

∂x
+ d32

∂u2

∂y
+ d33

(
∂u1

∂y
+

∂u2

∂x

)]
=

= f1 − ∂

∂x

[
d11ε

0
x + d12ε

0
y + d13γ

0
xy

]− ∂

∂y

[
d31ε

0
x + d32ε

0
y + d33γ

0
xy

]
,

− ∂

∂x

[
d31

∂u1

∂x
+ d32

∂u2

∂y
+ d33

(
∂u1

∂y
+

∂u2

∂x

)]
−

− ∂

∂y

[
d21

∂u1

∂x
+ d22

∂u2

∂y
+ d23

(
∂u1

∂y
+

∂u2

∂x

)]
=

= f2 − ∂

∂x

[
d31ε

0
x + d32ε

0
y + d33γ

0
xy

]− ∂

∂y

[
d21ε

0
x + d22ε

0
y + d23γ

0
xy

]
.

(2.104)

Pro izotropńı materiál se rovnice (2.104) nazývaj́ı Laméovy statické rovnice. Zavedeme-li
Laméovy konstanty

λ =





Eν
1− ν2 pro rovinnou napjatost,

Eν
(1 + ν)(1− 2ν)

pro rovinnou deformaci,
µ =

E

2(1 + ν)
, (2.105)

pak dosazeńım do (2.100) a (2.101) snadno ověř́ıme, že

d11 = d22 = λ + 2µ, d12 = λ, d33 = µ, d13 = d23 = 0, (2.106)

a vyjádř́ıme-li počátečńı poměrné prodloužeńı ε0 pomoćı (2.99), dostaneme Laméovy
rovnice ve tvaru

−µ∆u− (λ + µ) grad divu = f − 2(λ + µ) grad εt ,

kde

∆u =

(
∆u1

∆u2

)
, ∆ui =

∂2ui

∂x2
+

∂2ui

∂y2
, divu =

∂u1

∂x
+

∂u2

∂y
.

Okrajové podmı́nky uvažujeme dvoj́ıho druhu. Na části Γ1 hranice předepǐsme geomet-
rické okrajové podmı́nky

u1 = g1, u2 = g2 na Γ1 (2.107)

a na části Γ2 hranice statické okrajové podmı́nky

σxnx + τxyny = p1, τxynx + σyny = p2 na Γ2. (2.108)
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Zde g1(x, y) a g2(x, y) jsou předepsané posuny na části Γ1 hranice a p1(x, y) a p2(x, y) jsou
x-ová a y-ová složka povrchového zat́ıžeńı. Označme g = (g1, g2)

T a p = (p1, p2)
T . Budeme

předpokládat, že geometrické okrajové podmı́nky jsou předepsány alespoň na části hran-
ice, tedy že Γ1 6= ∅. Rovnice (2.104) spolu s okrajovými podmı́nkami (2.107) a (2.108)
představuj́ı klasickou (diferenciálńı) formulaci úlohy rovinné napjatosti či deformace.

b) Slabá formulace
Definujme prostor X dvojic funkćı v(x, y) = (v1(x, y), v2(x, y))T předpisem

X = {v | v1 ∈ H1(Ω), v2 ∈ H1(Ω)}, (2.109)

prostor testovaćıch funkćı

V = {v ∈ X |v = 0 na Γ1} (2.110)

a množinu př́ıpustných řešeńı

W = {v ∈ X |v = g na Γ1}. (2.111)

Vynásobme prvńı z Cauchyových rovnic (2.93) funkćı v1 a druhou funkćı v2, kde v =
(v1, v2) ∈ V, obě rovnice sečtěme a integrujeme přes Ω. Užit́ım Greenovy formule (2.6),
statických okrajových podmı́nek (2.108), Hookova zákona (2.95), geometrických rovnic
(2.102) a označeńı

ε(v) =

(
∂v1

∂x
,
∂v2

∂y
,
∂v1

∂y
+

∂v2

∂x

)T

(2.112)

dostaneme∫

Ω

{[
∂σx

∂x
+

∂τxy

∂y
+ f1

]
v1 +

[
∂τxy

∂x
+

∂σy

∂y
+ f2

]
v2

}
dxdy =

=

∫

∂Ω

{[σxnx + τxyny] v1 + [τxynx + σyny] v2} ds−

−
∫

Ω

[
σx

∂v1

∂x
+ τxy

∂v1

∂y
+ τxy

∂v2

∂x
+ σy

∂v2

∂y

]
dxdy +

∫

Ω

[f1v1 + f2v2] dxdy =

=

∫

Γ2

[p1v1 + p2v2] ds−
∫

Ω

ε(v) · σ dxdy +

∫

Ω

v · f dxdy =

=

∫

Γ2

v · p ds−
∫

Ω

ε(v) ·D [
ε(u)− ε0

]
dxdy +

∫

Ω

v · f dxdy.

Proto slabou (variačńı) formulaci úlohy rovinné napjatosti či deformace lze psát ve tvaru

naj́ıt u ∈ W splňuj́ıćı a(u,v) = L(v) ∀v ∈ V, (2.113)

kde

a(u,v) =

∫

Ω

ε(v) ·Dε(u) dxdy, (2.114)

L(v) =

∫

Ω

v · f dxdy +

∫

Ω

ε(v) ·Dε0 dxdy +

∫

Γ2

v · p ds. (2.115)
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Jestliže funkce dij ∈ PC(Ω) pro i, j = 1, 2, 3, funkce f1, f2, ε0
x, ε0

y, γ0
xy ∈ PC(Ω), funkce

p1, p2 ∈ PC(Γ2) a funkce g1, g2 ∈ C(Γ1), pak existuje jediné slabé řešeńı úlohy (2.113).

c) Diskrétńı slabá formulace
Oblast Ω triangulujeme stejně jako v odstavci 2.5 a definujeme konečněprvkový prostor
funkćı

Xh = {v | v1 ∈ Xh, v2 ∈ Xh}. (2.116)

Dimenze prostoru Xh je rovna 2 PU . V prostoru Xh voĺıme bázové funkce

wj1(x, y) = (wj(x, y), 0)T , wj2(x, y) = (0, wj(x, y))T , j = 1, . . . , PU. (2.117)

Pak každou funkci v(x, y) ∈ Xh můžeme zapsat ve tvaru

v(x, y) =
PU∑
j=1

[v1(xj, yj)wj1(x, y) + v2(xj, yj)wj2(x, y)] . (2.118)

Konečněprvkový prostor testovaćıch funkćı Vh definujeme předpisem

Vh = {v ∈ Xh | v(Pj) = 0 ∀Pj ∈ Γ1} (2.119)

a množinu Wh konečněprvkových př́ıpustných funkćı urč́ıme jako množinu

Wh = {v ∈ Xh | v(Pj) = g(Pj) ∀Pj ∈ Γ1}. (2.120)

Pro v ∈ Vh plat́ı

v(x, y) =
PN∑
j=1

[v1(xj, yj)wj1(x, y) + v2(xj, yj)wj2(x, y)] (2.121)

a pro v ∈ Wh je

v(x, y) =
PN∑
j=1

[v1(xj, yj)wj1(x, y) + v2(xj, yj)wj2(x, y)] +

+
PU∑

j=PN+1

[g1(xj, yj)wj1(x, y) + g2(xj, yj)wj2(x, y)] .

(2.122)

Pak diskrétńı slabou formulaci úlohy rovinné napjatosti či deformace lze zapsat ve tvaru

naj́ıt U ∈ Wh splňuj́ıćı ah(U,v) = Lh(v) ∀v ∈ Vh, (2.123)

kde

ah(U,v) =
∑

e∈T

Ie(ε(v) ·Dε(U)), (2.124)

Lh(v) =
∑

e∈T

Ie(v · f) +
∑

e∈T

Ie(ε(v) ·Dε0) +
∑

S∈S

IS(v · p). (2.125)
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Hodnotu složky Ul řešeńı U v uzlu Pj označ́ıme ∆jl = Ul(xj, yj) a hodnotu složky vl

testovaćı funkce v v uzlu Pi označ́ıme Θil = vl(xi, yi). Podle (2.119) a (2.120) je

U(x, y) =
PN∑
j=1

[∆j1wj1(x, y) + ∆j2wj2(x, y)] +

+
PU∑

j=PN+1

[g1(xj, yj)wj1(x, y) + g2(xj, yj)wj2(x, y)] ,

v(x, y) =
PN∑
j=1

[Θi1wi1(x, y) + Θi2wi2(x, y)] .

(2.126)

Vzhledem k bilineárnosti formy ah(U,v) a lineárnosti funkcionálu Lh(v) lze dosazeńım
z (2.126) do (2.124) a (2.125) odvodit

0 = ah(U,v)− Lh(v) =
PN∑
i=1

[Θi]
T

{
PN∑
j=1

Kij∆j − Fi

}
= ΘT [K∆− F], (2.127)

kde jsme užili označeńı

K = {Kij}PN
i,j=1 a Kij =

(
ah(wj1,wi1) ah(wj2,wi1)

ah(wj1,wi2) ah(wj2,wi2)

)
,

F = (FT
1 , . . . ,FT

PN)T a Fi =

(
Lh(wi1)

Lh(wi2)

)
−

PU∑
j=PN+1

Kij

(
g1(xj, yj)

g2(xj, yj)

)
,

∆ = (∆T
1 , . . . ,∆T

PN)T a ∆i =

(
∆i1

∆i2

)
,

Θ = (ΘT
1 , . . . ,ΘT

PN)T a Θi =

(
Θi1

Θi2

)
.

(2.128)

Protože Θ je libovolný vektor, muśı platit

K∆ = F. (2.129)

Matice tuhosti K je symetrická, pozitivně definitńı a při vhodném oč́ıslováńı uzl̊u také
pásová.

d) Elementárńı matice a vektory
Globálńı matici tuhosti K a globálńı vektor zat́ıžeńı F sestav́ıme pomoćı elementárńıch
matic Ke a elementárńıch vektor̊u Fe pro e ∈ T a elementárńıch vektor̊u FS pro S ∈ S.

Elementárńı matice a vektor na elementu e. Postupujeme podobně jako v od-
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stavci 2.7. Označ́ıme si

Ne =

(
we

1 0 we
2 0 we

3 0

0 we
1 0 we

2 0 we
3

)
,

∆e =




∆e
1

∆e
2

∆e
3


 a ∆e

i =

(
∆e

i1

∆e
i2

)
≡

(
U1(x

e
i , y

e
i )

U2(x
e
i , y

e
i )

)
, i = 1, 2, 3,

Θe =




Θe
1

Θe
2

Θe
3


 a Θe

i =

(
Θe

i1

Θe
i2

)
≡

(
v1(x

e
i , y

e
i )

v2(x
e
i , y

e
i )

)
, i = 1, 2, 3.

(2.130)

Pak slabé řešeńı U a testovaćı funkci v lze na elementu e vyjádřit ve tvaru

Ue = Ne∆e, ve = NeΘe. (2.131)

Dále označme

Be = ε(Ne) ≡




∂we
1

∂x
0

∂we
2

∂x
0

∂we
3

∂x
0

0
∂we

1

∂y
0

∂we
2

∂y
0

∂we
3

∂y

∂we
1

∂y

∂we
1

∂x

∂we
2

∂y

∂we
2

∂x

∂we
3

∂y

∂we
3

∂x




=

=




ae
1 0 ae

2 0 ae
3 0

0 be
1 0 be

2 0 be
3

be
1 ae

1 be
2 ae

2 be
3 ae

3


 .

(2.132)

Předpokládejme, že matice tuhosti materiálu D je na elementu e konstantńı. Tuto matici
označme

De = {de
ij}3

i,j=1, kde de
ij jsou na e konstanty.

Pak je ale matice ε(U) ·Deε(v) na elementu e rovněž konstantńı a zřejmě

Ie(ε(Ue) ·Deε(ve)) = [Θe]T
{

1
2
|de| [Be]TDe Be

}
∆e = [Θe]TKe∆e (2.133)

(připomeňme, že 1
2
|de| = pl(e) je plocha trojúhelńıka e, viz (2.39)). Matici

Ke = 1
2
|de| [Be]TDe Be (2.134)

nazveme elementárńı matićı tuhosti. Při integraci členu Ie(v · f) užijeme formuli (2.43)
a dostaneme

Ie(v · f) = [Θe]T Ie([Ne]T f) = [Θe]T Fe1, (2.135)
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kde elementárńı vektor Fe1 je tvaru

Fe1 =
|de|
6




Fe1
1

Fe1
2

Fe1
3


 a Fe1

i =

(
f1(x

e
i , y

e
i )

f2(x
e
i , y

e
i )

)
pro i = 1, 2, 3. (2.136)

Konečně vyjádřeme člen Ie(ε(v) ·Deε0). Předpokládejme, že počátečńı deformace je na
elementu e konstantńı a označme ji ε0e. Pak je ε(v) ·Deε0e konstantńı vektor a plat́ı

Ie(ε(v) ·Deε0e) = [Θe]T
{

1
2
|de| [Be]TDe ε0e

}
= [Θe]TFe2 (2.137)

pro

Fe2 = 1
2
|de| [Be]TDe ε0e. (2.138)

Odvodili jsme tedy

Ie(v · f) + Ie(ε(v) ·Dε0) = [Θe]TFe, kde Fe = Fe1 + Fe2 (2.139)

je elementárńı vektor. Elementárńı matici Ke a elementárńı vektor Fe si vyjádřeme ve
tvaru

Ke = {Ke
ij}3

i,j=1, Fe = ([Fe
1]

T , [Fe
2]

T [Fe
3]

T )T , (2.140)

kde matice Ke
ij, i, j = 1, 2, 3, jsou matice řádu dva a Fe

i = Fe1
i + Fe2

i , i = 1, 2, 3, jsou
sloupcové vektory se dvěma složkami. Pro izotropńı materiál pomoćı (2.106) odvod́ıme

Ke
ij = 1

2
|de|

(
(λe + 2µe)ae

ia
e
j + µebe

i b
e
j λeae

i b
e
j + µeae

jb
e
i

µeae
i b

e
j + λeae

jb
e
i µeae

ia
e
j + (λe + 2µe)be

i b
e
j

)
,

Fe2
i = |de|(λe + µe)ε0e

t

(
ae

i

be
i

)
.

(2.141)

Přitom λe a µe jsou Laméovy konstanty a ε0e
t je poměrné délkové tepelné protažeńı.

O všech těchto třech veličinách předpokládáme, že jsou na elementu e konstantńı, což
jsme vyznačili horńım indexem e.

Elementárńı vektor na straně S. Označ́ıme si

NS =

(
wS

1 0 wS
2 0

0 wS
1 0 wS

2

)
,

ΘS =

(
ΘS

1

ΘS
2

)
a ΘS

i =

(
ΘS

i1

ΘS
i2

)
≡

(
v1(x

S
i , yS

i )

v2(x
S
i , yS

i )

)
, i = 1, 2, 3.

Pak testovaćı funkci v lze na straně S vyjádřit ve tvaru vS = NSΘS. Proto

IS(vS · p) = [ΘS]T IS([NS]Tp) = [ΘS]TFS. (2.142)
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Integrujeme-li lichoběžńıkovou formuĺı (2.53), dostaneme elementárńı vektor

FS =
dS

2

(
FS

1

FS
2

)
, kde FS

i =

(
p1(x

S
i , yS

i )

p2(x
S
i , yS

i )

)
pro i = 1, 2. (2.143)

e) Sestaveńı globálńı matice a vektoru
Ze vztah̊u (2.127), (2.124), (2.125), (2.133), (2.139) a (2.143) dostaneme

0 = ah(U,v)− Lh(v) = ΘT [K∆− F] =

=
∑

e∈T

[Θe]T [Ke∆e − Fe]−
∑

S∈S

[ΘS]TFS.
(2.144)

Z této rovnosti lze odvodit pravidla pro sestaveńı globálńı matice K a vektoru F z lokálńıch
matic Ke a lokálńıch vektor̊u Fe a FS. Postupuje se podobně jako v odstavci 2.7.

Algoritmus 1 (eliminačńı)

1) Matici K a vektor F vynulujeme.

2) Pro každý element e ∈ T provedeme :

pro i=1,2,3 urč́ıme I=KC[PRVKY[e,i]]; je-li I>0, pak provedeme :

a) pro j=1,2,3 urč́ıme J=KC[PRVKY[e,j]]; je-li J>0, přičteme matici Ke
ij k matici

KIJ , v opačném př́ıpadě odečteme vektor Ke
ijg

e
j od vektoru FI ;

b) vektor Fe
i přičteme k vektoru FI .

3) Pro každou stranu S ∈ S provedeme :

pro i=1,2 urč́ıme I=KC[STRANY[S,i]] a je-li I>0, vektor FS
i přičteme k vektoru FI .

Přitom symbolem ge
j rozumı́me vektor (g1(x

e
j , y

e
j ), g2(x

e
j , y

e
j ))

T .

Algoritmus 2 (pružinový)

1) Matici K a vektor F vynulujeme.

2) Pro každý element e ∈ T provedeme :

pro i=1,2,3 urč́ıme I=PRVKY[e,i];

a) pro j=1,2,3 urč́ıme J=PRVKY[e,j] a matici Ke
ij přičteme k matici KIJ ;

b) vektor Fe
i přičteme k vektoru FI .

3) Pro každou stranu S ∈ S provedeme :

pro i=1,2 urč́ıme I=STRANY[S,i] a vektor FS
i přičteme k vektoru FI .

4) Postupně pro i=1,...,PB urč́ıme I=BODY[i] a provedeme:

polož́ıme QI=κKI a vektor KI nahrad́ıme vektorem QI a vektor FI nahrad́ıme
vektorem QI · gI .
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Přitom KI=diag{KII} je vektor tvořený diagonálńımi prvky matice KII , symbolem gI

rozumı́me vektor (g1(xI , yI), g2(xI , yI))
T a tečka ve výrazu QI ·gI označuje skalárńı součin.

Při popisu algoritmů 1 i 2 jsme se v zájmu dosažeńı jejich hutné formy záměrně
dopustili určitých nepřesnost́ı, které je třeba uvést na pravou mı́ru. Tak např́ıklad tvrzeńı

”
matici Ke

ij přičteme k matici KIJ“ je třeba chápat tak, že prvky matice Ke
ij přičteme

k prvk̊um matice K určeným pozićı matice KIJ v matici K, tedy k pozićım s indexy
[

( 2 I–1, 2 J–1 ) ( 2 I–1, 2 J )

( 2 I , 2 J–1 ) ( 2 I , 2J )

]
.

Podobně tvrzeńı
”
vektor Fe

i přičteme k vektoru FI“ je třeba chápat tak, že prvky vektoru
Fe

i přičteme k prvk̊um vektoru F určeným pozićı vektoru FI ve vektoru F, tedy k pozićım
s indexy

[
2 I–1

2 I

]
.

Konečně tvrzeńı
”
vektor KI nahrad́ıme vektorem QI“ znamená, že prvky vektoru QI

nahrad́ı obsah matice K v pozićıch určených indexy
[

( 2 I–1, 2 I–1 )

( 2 I, 2I )

]
.

f) Závěrečné poznámky

Poznámka 20. Po vyřešeńı soustavy rovnic (2.129) urč́ıme složky vektoru deformace
a napět́ı na prvćıch. K tomu využijeme vztahu

σ(U) = De[ε(U)− ε0e] = De[Be∆e − ε0e]. (2.145)

Deformace a napět́ı jsou po prvćıch konstantńı a tedy globálně nespojité. Vektory ε(U)
a σ(U) vystihuj́ı deformaci a napět́ı nejlépe v těžǐsti prvku. Deformace a napět́ı v uzlech
se obyčejně poč́ıtá pr̊uměrováńım z element̊u obsahuj́ıćıch tento uzel. ¤
Poznámka 21. Za předpokladu existence dostatečně hladkého slabého řešeńı plat́ı

max
Ω
‖u−U‖ = O(h2) a max

e
‖σ(u)− σ(U)‖ = O(h) ∀e ∈ T,

kde ‖ · ‖ označuje délku vektoru. ¤

2.13. Izoparametrické prvky

Zat́ım jsme se seznámili s nejjednodušš́ım konečným prvkem použ́ıvaným pro řešeńı
rovinných úloh popsaných pomoćı jedné nebo několika parciálńıch diferenciálńıch rovnic
druhého řádu: z geometrického hlediska šlo o trojúhelńık, na němž bylo konečněprvko-
vé řešeńı lineárńım polynomem jednoznačně určeným svými hodnotami ve vrcholech.
Obecně, hovoř́ıme-li o konečném prvku, muśı být definovány jeho tři následuj́ıćı vlastnosti:
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1) geometrický tvar prvku
2) typ funkce na něm definované
3) parametry jednoznačně tuto funkci určuj́ıćı
Druhá a třet́ı vlastnost konečného prvku nám určuje funkci, kterou nazýváme násada.
Doposud použ́ıvaný lineárńı trojúhelńıkový prvek označme symbolicky T3. Jeho největš́ı
přednost́ı je jednoduchost algoritmů, které lze jeho užit́ım vyvinout. Konkrétně, bez
problémů se generuje triangulace oblasti i jej́ı př́ıpadné lokálńı zahuštěńı, elementárńı
matice (řádu 3) a vektory (o 3 složkách) se snadno odvozuj́ı a jejich výsledný tvar je
dobře srozumitelný. Jedinou nevýhodou prvku T3 je jeho malá přesnost: chyba lineárńı
aproximace na prvćıch stejně jako př́ıpadná chyba, j́ıž se dopoušt́ıme aproximaćı oblasti
s obecně křivou hranićı polygonem, je řádu O(h2), což má za následek, že chyba řešeńı
je ve funkčńıch hodnotách O(h2) a v derivaćıch dokonce jen O(h), viz poznámka 14
(odstavec 2.8). Chceme-li dostat přesněǰśı aproximaci řešeńı, muśıme přesněji aproximo-
vat jak hledanou neznámou funkci, tak i oblast Ω. Vhodným prostředkem k dosažeńı to-
hoto ćıle je použit́ı izoparametrických konečných prvk̊u. Použ́ıvaj́ı se prvky trojúhelńıkové
nebo čtyřúhelńıkové s obecně křivými stranami. Na obrázku 8 je nám již známý lineárńı
trojúhelńıkový prvek T3 se třemi uzly P e

i (xe
i , y

e
i ), i=1,2,3, na obrázku 9 je kvadratický

trojúhelńıkový prvek T6 se šesti uzly P e
i (xe

i , y
e
i ), i=1,...,6, na obrázku 10 je bilineárńı

čtyřúhelńıkový prvek Q4 se čtyřmi uzly P e
i (xe

i , y
e
i ), i=1,...,4 a na obrázku 11 je neúplný

bikvadratický čtyřúhelńıkový prvek Q8 s osmi uzly P e
i (xe

i , y
e
i ), i=1,...,8 a (úplný) bik-

vadratický čtyřúhelńıkový prvek Q9 s dev́ıti uzly P e
i (xe

i , y
e
i ), i=1,...,9. (Při označeńı prvk̊u

jsme použili prvá ṕısmena anglických slov
”
triangle“ pro trojúhelńık a

”
quadrangle“ pro

čtyřúhelńık.)

P e
1

P e
2

P e
3

e

x

y

Obr. 8. Prvek T3

P e
1

P e
2

P e
3

P e
4

P e
5

P e
6 e

x

y

Obr. 9. Prvek T6

Lineárńı a bilineárńı prvky maj́ı strany př́ımé, u kvadratických a bikvadratických prvk̊u
jsou strany tvořeny parabolami. Podobně lze konstruovat prvky, jejichž parametricky
vyjádřené strany jsou polynomy vyšš́ıch stupň̊u.
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Obr. 10. Prvek Q4
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Obr. 11. Prvek Q8 a Q9

Symbolem ê si označme tak zvaný referenčńı prvek. Pro trojúhelńıkové prvky T3 a T6
je referenčńı prvek pravoúhlý rovnoramenný trojúhelńık uvedený na obrázku 12 a pro
čtyřúhelńıkové prvky Q4, Q8 a Q9 je referenčńı prvek čtverec uvedený na obrázku 13.

P̂ e
1 (0,0) P̂ e

2 (1,0)

P̂ e
3 (0,1)

P̂ e
4 (1

2
,0)

P̂ e
5 (1

2
,1
2
)P̂ e

6 (0,1
2
)

ê

ξ

η

Obr. 12. Trojúhelńıkový referenčńı prvek

P̂ e
1 (–1,–1) P̂ e

2 (1,–1)

P̂ e
3 (1,1)P̂ e

4 (–1,1)

P̂ e
5 (0,–1)

P̂ e
6 (1,0)

P̂ e
7 (0,1)

P̂ e
8 (–1,0) P̂ e

9 (0,0)

ê

ξ

η

Obr. 13. Čtyřúhelńıkový referenčńı prvek

Obrázek 12 v sobě zahrnuje vlastně dva referenčńı prvky, nebot’ prvku T3 př́ısluš́ı ref-
erenčńı prvek ê s uzly P̂ e

i (ξe
i , η

e
i ), i=1,2,3 a prvku T6 př́ısluš́ı geometricky stejný referenčńı

prvek ê, tentokrát však s uzly P̂ e
i (ξe

i , η
e
i ), i=1,...,6. Podobně obrázek 13 v sobě zahrnuje tři

referenčńı prvky: prvku Q4 př́ısluš́ı referenčńı prvek ê s uzly P̂ e
i (ξe

i , η
e
i ), i=1,...,4, prvku Q8

př́ısluš́ı geometricky stejný referenčńı prvek ê s uzly P̂ e
i (ξe

i , η
e
i ), i=1,...,8 a konečně prvku

Q9 př́ısluš́ı geometricky opět stejný referenčńı prvek ê, avšak s uzly P̂ e
i (ξe

i , η
e
i ), i=1,...,9.

Na referenčńım prvku ê definujme bázové funkce N̂ e
i (ξ, η) s vlastnostmi

N̂ e
i (ξj, ηj) =

{
1 pro i = j

0 pro i 6= j
a pro i, j = 1, . . . , pe, (2.146)
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kde pe = 3 pro prvek T3, pe = 4 pro prvek Q4, pe = 6 pro prvek P6, pe = 8 pro prvek Q8
a pe = 9 pro prvek Q9.
Pro lineárńı trojúhelńıkový prvek T3 je

N̂ e
1 = 1− ξ − η, N̂ e

2 = ξ, N̂ e
3 = η,

pro kvadratický trojúhelńıkový prvek T6 je

N̂ e
1 = 2(1− ξ − η)(1

2
− ξ − η), N̂ e

4 = 4ξ(1− ξ − η),

N̂ e
2 = 2ξ(ξ − 1

2
), N̂ e

5 = 4ξη,

N̂ e
3 = 2η(η − 1

2
), N̂ e

6 = 4η(1− ξ − η),

pro bilineárńı čtyřúhelńıkový prvek Q4 je

N̂ e
1 = 1

4
(1− ξ)(1− η), N̂ e

3 = 1
4
(1 + ξ)(1 + η),

N̂ e
2 = 1

4
(1 + ξ)(1− η), N̂ e

4 = 1
4
(1− ξ)(1 + η),

pro neúplný bikvadratický čtyřúhelńıkový prvek Q8 je

N̂ e
1 = 1

4
(1− ξ)(1− η)(−ξ − η − 1), N̂ e

5 = 1
2
(1− ξ2)(1− η),

N̂ e
2 = 1

4
(1 + ξ)(1− η)(ξ − η − 1), N̂ e

6 = 1
2
(1 + ξ)(1− η2),

N̂ e
3 = 1

4
(1 + ξ)(1 + η)(ξ + η − 1), N̂ e

7 = 1
2
(1− ξ2)(1 + η),

N̂ e
4 = 1

4
(1− ξ)(1 + η)(−ξ + η − 1), N̂ e

8 = 1
2
(1− ξ)(1− η2),

a pro bikvadratický čtyřúhelńıkový prvek Q9 je

N̂ e
1 = 1

4
ξη(1− ξ)(1− η), N̂ e

5 = 1
2
η(1− ξ2)(η − 1),

N̂ e
2 = 1

4
ξη(1 + ξ)(η − 1), N̂ e

6 = 1
2
ξ(1 + ξ)(1− η2),

N̂ e
3 = 1

4
ξη(1 + ξ)(1 + η), N̂ e

7 = 1
2
η(1− ξ2)(1 + η),

N̂ e
4 = 1

4
ξη(ξ − 1)(1 + η), N̂ e

8 = 1
2
ξ(ξ − 1)(1− η2),

N̂ e
9 = (1− ξ2)(1− η2).

Pomoćı bázových funkćı definujme zobrazeńı

x = xe(ξ, η) =

pe∑
i=1

xe
i N̂

e
i (ξ, η),

y = ye(ξ, η) =

pe∑
i=1

ye
i N̂

e
i (ξ, η)

pro (ξ, η) ∈ ê, (2.147)

které zobrazuje uzly P̂ e
i na uzly P e

i , i = 1, . . . , pe. Předpokládejme, že
”
reálný“ element e

je jednoznačným obrazem referenčńıho elementu ê. Pak existuje inverzńı zobrazeńı

ξ = ξe(x, y), η = ηe(x, y) pro (x, y) ∈ e (2.148)
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přǐrazuj́ıćı ke každému bodu (x, y) ∈ e bod (ξ, η) elementu ê (a tedy zejména přǐrazuj́ıćı
bod̊um P e

i body P̂ e
i , i = 1, . . . , pe). Tak tomu je tehdy, když Jacobiova matice

Je(ξ, η) =




∂xe(ξ, η)

∂ξ

∂xe(ξ, η)

∂η
∂ye(ξ, η)

∂ξ

∂ye(ξ, η)

∂η


 (2.149)

zobrazeńı (2.147) je regulárńı pro každé (ξ, η) ∈ ê, tedy je-li |detJe(ξ, η)| > 0 ∀(ξ, η) ∈ ê.
To plat́ı zejména za těchto okolnost́ı:

• pro prvky T6, Q8 a Q9 lež́ı uzly na stranách prvk̊u
”
bĺızko“ střed̊u úseček spojuj́ıćıch

koncové body těchto stran;

• pro prvek Q9 lež́ı uzel P e
9 ”

bĺızko“ těžǐstě čtyřúhelńıka Q = P e
1 P e

2 P e
3 P e

4 ;

• pro prvky Q4, Q8 a Q9 je Q konvexńı čtyřúhelńık.

Proto je-li to možné, už́ıváme prvky s př́ımými stranami, vnitřńı uzly př́ımých stran
prvk̊u T6, Q8 a Q9 voĺıme ve středech těchto stran a uzel P e

9 prvku Q9 voĺıme v těžǐsti
čtyřúhelńıka Q. Prvky Q4, Q8 a Q9, pro které Q neńı konvexńı čtyřúhelńık, nepouž́ıváme
v̊ubec.
V daľśım budeme pro libovolnou funkci g(x, y) definovanou na prvku e už́ıvat označeńı

ĝe = ĝe(ξ, η) = g(xe(ξ, η), ye(ξ, η)) pro (ξ, η) ∈ ê.

Bázové funkce na prvku e definujeme předpisem

we
i (x, y) = N̂ e

i (ξe(x, y), ηe(x, y)), i = 1, . . . , pe. (2.150)

Protože ŵe
i (ξ, η) = N̂ e

i (ξ, η), z (2.146) plyne

we
i (x

e
j , y

e
j ) =

{
1 pro i = j

0 pro i 6= j
a pro i, j = 1, . . . , pe. (2.151)

Explicitńı vyjádřeńı bázových funkćı we
i (x, y) obecně naj́ıt neumı́me. (Výjimkou jsou

trojúhelńıkové prvky s př́ımými stranami a čtyřúhelńıkové prvky obdélńıkového tvaru,
nav́ıc v př́ıpadě prvk̊u T6, Q8 a Q9 s uzly ve středech stran a pro prvek Q9 s uzlem v těžǐsti:
pak je totiž zobrazeńı (2.147) i (2.148) lineárńı a we

i (x, y) je polynom
”
stejného typu“

jako N̂ e
i (ξ, η).) To nám však při vývoji algoritmů vadit nebude, nebot’ zcela vystač́ıme se

znalost́ı explicitńıho vyjádřeńı
”
referenčńıch“ bázových funkćı N̂ e

i (ξ, η).
Na prvku e definujeme násadu v předpisem

v = ve(x, y) =

pe∑
i=1

ve
i w

e
i (x, y), kde ve

i = v(xe
i , y

e
i ), i = 1, . . . , pe. (2.152)

Z vyjádřeńı

v̂e(ξ, η) =

pe∑
i=1

ve
i N̂

e
i (ξ, η) pro (ξ, η) ∈ ê
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plyne, že násadu aproximujeme na prvku stejně dobře jako jeho geometrii, viz (2.147).
Odtud pocháźı název izoparametrický prvek: počet parametr̊u určuj́ıćıch násadu prvku
je stejný jako počet uzl̊u popisuj́ıćıch jeho geometrii. Subparametrické prvky maj́ı větš́ı
počet parametr̊u určuj́ıćıch násadu než počet uzl̊u potřebných k popisu geometrie. Takové
prvky je vhodné použ́ıt tehdy, když k popisu geometrie části vykrývané oblasti vystač́ıme
s trojúhelńıky nebo čtyřúhelńıky s př́ımými stranami, avšak pro dosažeńı požadované
vyšš́ı přesnosti aproximace chceme použ́ıt násadu s větš́ım počtem parametr̊u, např́ıklad
se šesti parametry pro trojúhelńık nebo s osmi či dev́ıti parametry pro čtyřúhelńık. Použit́ı
superparametrických prvk̊u, u nichž je násada popsána pomoćı menš́ıho počtu parametr̊u
než je počet uzl̊u popisuj́ıćıch geometrii prvku, je méně obvyklé.

Oblast Ω vykryjeme konečnými prvky, triangulujeme ji. Použijeme bud’to jen prvky
typu T3 nebo jen typu Q4 nebo libovolnou kombinaci těchto dvou typ̊u prvk̊u. Druhou
možnost́ı je použit́ı bud’to jen prvk̊u typu T6 nebo jen typu Q8 nebo jen typu Q9 nebo
libovolnou kombinaci těchto tř́ı typ̊u prvk̊u. Prvky s křivými stranami použ́ıváme obvykle
jen tehdy, když křivá strana aproximuje křivou část hranice ∂Ω oblasti Ω, př́ıpadně křivou
část hranice ∂Ωi oblasti Ωi, kde Ω =

⋃
Ωi (rozděleńı oblasti Ω na podoblasti Ωi může být

motivováno např́ıklad snahou zajistit, aby na každé podoblasti byly funkce p, q a f spo-
jité). Množinu všech použitých prvk̊u nazveme triangulaćı a označ́ıme ji T. Pro každé dva
prvky ei a ej triangulace T budeme požadovat, aby ei ∩ ej pro i 6= j byla bud’to množina
prázdná nebo společná strana nebo společný vrchol (vrcholem izoparametrického prvku
e rozumı́me jeden z uzl̊u P e

i , i = 1, . . . , qe, kde qe = 3 pro prvek trojúhelńıkového typu
a qe = 4 pro prvek typu čtyřúhelńıkového). Množinu uzl̊u všech prvk̊u triangulace nazveme
množinou uzl̊u triangulace. Dále stejně jako v poznámce 18 (odstavec 2.8) označ́ıme

Ωh =
⋃

e∈T

e

a Ωh považujeme za náhradńı oblast aproximuj́ıćı oblast Ω. Hranici oblasti Ωh značme
∂Ωh nebo také Γh. Předpokládejme, že

1) uzly a těžǐstě prvk̊u triangulace lež́ı v Ω;

2) uzly lež́ıćı na hranici Γh lež́ı také na hranici Γ;

3) společné body pr̊uniku Γ1 ∩ Γ2 jsou uzly triangulace.

Částem Γ1 a Γ2 hranice Γ přirozeným zp̊usobem přǐrad́ıme jejich aproximace Γ1h a Γ2h

tak, aby Γh = Γ1h ∪ Γ2h a přitom Γ1h ∩ Γ2h = Γ1 ∩ Γ2.
V moderńıch programech MKP je triangulace generována automaticky tak, aby re-

spektovala geometrii oblasti, materiálové vlastnosti, okrajové podmı́nky a zvolený typ
prvk̊u.

Konečněprvkový prostor Xh definujeme jako prostor (konečněprvkových, náhradńıch)
funkćı v(x, y) definovaných na Ωh takových, že jejich restrikce na element e má tvar
uvedený vztahem (2.152). Z (2.152), (2.150) a z vlastnost́ı referenčńıch bázových funkćı
N̂ e

i plyne, že hodnoty funkce v(x, y) ∈ Xh na straně S elementu e jsou určeny pouze
pomoćı parametr̊u ve

i = v(xe
i , y

e
i ) v uzlech P e

i strany S. Z toho d̊uvodu Xh ⊂ C(Ωh).
Protože nav́ıc Xh ⊂ PC1(Ωh), plat́ı také Xh ⊂ H1(Ωh).
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Je-li PU počet všech uzl̊u Pi(xi, yi) triangulace T, je Xh PU -dimenzionálńı prostor.
Za bázové funkce prostoru Xh voĺıme takové jeho funkce, pro které plat́ı wi(xj, yj) = 0
pro i 6= j, wi(xi, yi) = 1. Je-li P e

i lokálńı značeńı uzlu PI , pak restrikce bázové funkce wI

na element e je funkce we
i , viz (2.150).

Strany prvk̊u budeme značit S, množinu všech stran lež́ıćıch na hranici Γ2h označme
S a počet všech stran S ∈ S označ́ıme PS. Strana prvku T3 nebo Q4 je úsečka s kon-
covými body P S

1 (xS
1 , yS

1 ), P S
2 (xS

2 , yS
2 ). Tato př́ımá strana, kterou budeme nazývat stranou

E2, je zobrazena na obrázku 14. Strana prvku T6 nebo Q8 nebo Q9 je parabolický oblouk
s koncovými body P S

1 (xS
1 , yS

1 ), P S
2 (xS

2 , yS
2 ) a s vnitřńım bodem P S

3 (xS
3 , yS

3 ). Tato parabol-
ická strana, kterou budeme nazývat stranou E3, je zobrazena na obrázku 15. (Strany
označujeme ṕısmenem E podle prvńıho ṕısmene anglického překladu

”
edge“ českého slova

hrana.)

P S
1

P S
2

S

x

y

Obr. 14. Strana E2

P S
1

P S
2

P S
3

S

x

y

Obr. 15. Strana E3

P̂ S
1 (0) P̂ S

2 (1)P̂ S
3 (1

2
)

Ŝ ξ

Obr. 16. Referenčńı strana

Symbolem Ŝ označme tzv. referenčńı stranu. Pro
stranu E2 je Ŝ úsečka s krajńımi body P̂ S

1 (ξ1)
a P̂ S

2 (ξ2), kde ξ1 = 0 a ξ2 = 1, a pro stranu
E3 je Ŝ tatáž úsečka, nav́ıc s uzlem P̂ S

3 (ξ3), kde
ξ3 = 1

2
. Referenčńı strany obou typ̊u jsou zo-

brazeny v jediném obrázku 16.
Na referenčńı straně definujme bázové funkce. Pro stranu E2 je

N̂S
1 = 1− ξ, N̂S

2 = ξ

a pro stranu E3 je

N̂S
1 = (1− 2ξ)(1− ξ), N̂S

2 = ξ(2ξ − 1) N̂S
3 = 4ξ(1− ξ).

Pak geometrii strany S poṕı̌seme vztahy

x = xS(ξ) =

pS∑
i=1

xS
i N̂S

i (ξ), y = yS(ξ) =

pS∑
i=1

yS
i N̂S

i (ξ) pro ξ ∈ Ŝ, (2.153)
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kde pS = 2 pro stranu E2 a pS = 3 pro stranu E3. Na straně S definujme bázové funkce

wS
i (x, y) = N̂S

i (ξ), i = 1, . . . , pS, (2.154)

kde ξ ∈ Ŝ je vzorem bodu (x, y) ∈ S v zobrazeńı (2.153). Označ́ıme-li pro funkci g(x, y)
definovanou na straně S

ĝS = ĝS(ξ) = g(xS(ξ), yS(ξ)) pro ξ ∈ Ŝ,

pak zřejmě ŵS
i (ξ) = N̂S

i (ξ). Bázová funkce wS
i (x, y) je zřejmě restrikćı bázové funkce

we
j(x, y) pro P e

j ≡ P S
i na stranu S . Restrikci konečněprvkové funkce v z prostoru Xh na

stranu S lze vyjádřit ve tvaru

v = vS(x, y) =

pS∑
i=1

vS
i wS

i (x, y), kde vS
i = v(xS

i , yS
i ), i = 1, . . . , pS, (2.155)

pro (x, y) ∈ S a ve tvaru

v̂S(ξ) =

pS∑
i=1

vS
i N̂S

i (ξ) (2.156)

pro ξ ∈ Ŝ.
Počet všech uzl̊u lež́ıćıch na Γ1h označ́ıme PB a počet zbývaj́ıćıch uzl̊u lež́ıćıch v Ω

a na Γ2h označ́ıme PN . Zřejmě PN=PU–PB. Největš́ı z pr̊uměr̊u prvk̊u triangulace T

označ́ıme h.
Použit́ı izoparametrických prvk̊u si budeme ilustrovat na řešeńı úlohy (2.1) – (2.4)

s obecně křivou hranićı. Pro funkci ĥe(ξ, η) definovanou na referenčńım prvku ê necht’

Îe(ĥe) =

Qe∑
i=1

Âe
i ĥ

e(ξQe
i , ηQe

i )

je kvadraturńı formule pro přibližný výpočet
∫

ê
ĥe(ξ, η) dξdη. Předpokládejme, že uzly

(ξQe
i , ηQe

i ) kvadraturńı formule Îe(·) jsou bud’to uzly P̂ e
i referenčńıho prvku ê nebo jsou

to jeho vnitřńı body. Formule Îe(·) indukuje kvadraturńı formuli

Ie(g) = Îe(ĝe|detJe|) (2.157)

pro přibližný výpočet
∫

e
g(x, y) dxdy. Zřejmě plat́ı

Ie(g) =

Qe∑
i=1

Ae
ig(xQe

i , yQe
i ),

kde Ae
i = Âe

i |detJe(ξQe
i , ηQe

i )|, xQe
i =xe(ξQe

i , ηQe
i ), yQe

i = ye(ξQe
i , ηQe

i ), i = 1, . . . , Qe.

Zd̊urazněme, že vzhledem k předpoklad̊um o výběru uzl̊u kvadraturńı formule Îe(·) a vzhle-
dem k předpoklad̊um o oblasti Ωh lze také předpokládat, že uzly kvadraturńı formule Ie(·)
lež́ı pro dostatečně malé h v Ω a proto je výraz Ie(g) pro každou funkci g definovanou
v Ωh a pro každý prvek e ∈ T dobře definován.

70



Pro funkci ĥS(ξ) definovanou na referenčńı straně Ŝ necht’

ÎS(ĥS) =

QS∑
i=1

ÂS
i ĥS(ξQS

i )

je kvadraturńı formule pro přibližný výpočet
∫

Ŝ
ĥS(ξ) dξ. Formule ÎS(·) indukuje kvadraturńı

formuli

IS(g) = ÎS(ĝSJS), kde JS(ξ) =

√[
d xS(ξ)

dξ

]2

+

[
d yS(ξ)

dξ

]2

, (2.158)

pro přibližný výpočet
∫

S
g(x, y) ds. Zřejmě plat́ı

IS(g) =

QS∑
i=1

AS
i g(xQS

i , yQS
i ),

kde AS
i = ÂS

i JS(ξQS
i ), xQS

i =xS(ξQS
i ), yQS

i = yS(ξQS
i ), i = 1, . . . , QS.

K funkćım α a β definovaným na Γ2 přǐrad’me interpolanty αI a βI definované na Γ2h

tak, že restrikce αIS a βIS těchto interpolant̊u na strany S ∈ S jsou tvaru

αIS(x, y) =

pS∑
i=1

α(xS
i , yS

i )wS
i (x, y), βIS(x, y) =

pS∑
i=1

β(xS
i , yS

i )wS
i (x, y). (2.159)

Diskrétńı slabá formulace stejně jako množina př́ıpustných řešeńı Wh a prostor testo-
vaćıch funkćı Vh z̊ustávaj́ı beze změny, viz vztahy (2.18),(2.15),(2.14). Bilineárńı forma
ah(U, v) a lineárńı funkcionál Lh(v) jsou však určeny nově:

ah(U, v) =
∑

e∈T

Ie(p∇U · ∇v + qUv) +
∑

S∈S

IS(αIUv), (2.160)

Lh(v) =
∑

e∈T

Ie(fv) +
∑

S∈S

IS(βIv). (2.161)

Dř́ıve než přistouṕıme k vyjádřeńı elementárńıch matic a vektor̊u, odvod’me si pro
funkci g(x, y) definovanou na prvku e vztah mezi vektorem

[∇̂g]e(ξ, η) =




∂g(xe(ξ, η), ye(ξ, η))

∂x
∂g(xe(ξ, η), ye(ξ, η))

∂y


 a vektorem ∇̂ĝe(ξ, η) =




∂ĝe(ξ, η)

∂ξ
∂ĝe(ξ, η)

∂η


 .

Užit́ım pravidla o derivováńı složené funkce ĝe(ξ, η)=g(xe(ξ, η), ye(ξ, η)) obdrž́ıme

∇̂ĝe =




∂g(xe(ξ, η), ye(ξ, η))

∂x

∂xe(ξ, η)

∂ξ
+

∂g(xe(ξ, η), ye(ξ, η))

∂y

∂ye(ξ, η)

∂ξ
∂g(xe(ξ, η), ye(ξ, η))

∂x

∂xe(ξ, η)

∂η
+

∂g(xe(ξ, η), ye(ξ, η))

∂y

∂ye(ξ, η)

∂η


 .
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Odtud a z (2.149) plyne ∇̂ĝe = [Je]T [∇̂g]e (index T jako obvykle označuje transpozici)
a tedy plat́ı

[∇̂g]e = [Je]−T ∇̂ĝe, (2.162)

kde [Je]−T ={[Je]T}−1 je matice inverzńı k matici [Je]T ,

[Je]−T = [detJe]−1Ĝe, kde Ĝe =




∂ye

∂η
−∂ye

∂ξ

−∂xe

∂η

∂xe

∂ξ


 . (2.163)

Na elementu e označ́ıme

Ne = Ne(x, y) = (we
1(x, y), . . . , we

pe
(x, y)), (2.164)

∆e = (∆e
1, . . . , ∆

e
pe

)T , kde ∆e
i = U(xe

i , y
e
i ), i = 1, . . . , pe, (2.165)

Θe = (Θe
1, . . . , Θ

e
pe

)T , kde Θe
i = v(xe

i , y
e
i ), i = 1, . . . , pe. (2.166)

Pak slabé řešeńı U a testovaćı funkci v lze na elementu e vyjádřit ve tvaru

U = Ne∆e, v = NeΘe. (2.167)

Dále označme

Be = ∇Ne = (∇we
1, . . . ,∇we

pe
). (2.168)

Vztahy (2.31) – (2.33) a (2.48) z̊ustávaj́ı v platnosti. Zbývá tedy vyjádřit elementárńı
matice Ke1, Ke2 a elementárńı vektor Fe. Pomoćı (2.162), (2.163) a (2.168) dostaneme

B̂e = ([∇̂we
1]

e, . . . , [∇̂we
pe

]e) = [Je]−T L̂e = [detJe]−1ĜeL̂e, (2.169)

kde

L̂e = (∇̂N̂ e
1 , . . . , ∇̂N̂ e

pe
) =




∂N̂ e
1

∂ξ
, . . . ,

∂N̂ e
pe

∂ξ

∂N̂ e
1

∂η
, . . . ,

∂N̂ e
pe

∂η


 . (2.170)

Označme ještě

N̂e = (N̂ e
1 , . . . , N̂ e

pe
). (2.171)

Pak z (2.33), (2.157), (2.169) a (2.48) plyne

Ke1 = Ie([Be]T pBe) = Îe([B̂e]T p̂e B̂e|detJe|) =

= Îe([L̂e]T [Ĝe]T p̂e ĜeL̂e|detJe|−1),
(2.172)

Ke2 = Ie([Ne]T q Ne) = Îe([N̂e]T q̂e N̂e|detJe|), (2.173)
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Fe = Ie([Ne]T f) = Îe([N̂e]T f̂ e |detJe|). (2.174)

Závěrem uved’me, jaké kvadraturńı formule Îe(·) je vhodné použ́ıt pro výpočet elemen-
tárńıch matic Ke1, Ke2 a elementárńıho vektoru Fe. Pro prvek T3 jsme takové formule již
uvedli v části a) odstavce 2.7. Zopakujme tedy, že při integraci prvk̊u matice Ke1 užijeme
formuli

Îe(ĝ) = 1
2
ĝ(1

3
, 1

3
) (2.175)

a při integraci prvk̊u matice Ke2 a vektoru Fe formuli

Îe(ĝ) = 1
6
[ĝ(0, 0) + ĝ(1, 0) + ĝ(0, 1)]. (2.176)

Obě formule (2.175) a (2.176) integruj́ı přesně polynomy ξiηj pro 0 ≤ i + j ≤ 1. Pro
zbývaj́ıćı typy prvk̊u doporuč́ıme vždy jen jednu kvadraturńı formuli pro výpočet obou
matic Ke1, Ke2 i vektoru Fe. Pro prvek T6 je vhodné použ́ıt formuli

Îe(ĝ) = 1
6
[ĝ(1

2
, 0) + ĝ(1

2
, 1

2
) + ĝ(0, 1

2
)], (2.177)

která integruje přesně polynomy ξiηj pro 0 ≤ i+j ≤ 2. Pro prvek Q4 použijeme Gaussovu
součinovou formuli 2×2

Îe(ĝ) = ĝ(−a,−a) + ĝ(a,−a) + ĝ(a, a) + ĝ(−a, a) pro a =
√

3
3

, (2.178)

která integruje přesně polynomy ξiηj pro 0 ≤ i, j ≤ 3. Konečně pro prvky Q8 a Q9 je
vhodné použ́ıt Gaussovu součinovou formuli 3×3

Îe(ĝ) = 64
81

ĝ(0, 0) + 40
81

[ĝ(−a, 0) + ĝ(0,−a) + ĝ(a, 0) + ĝ(0, a)]+

+ 25
81

[ĝ(−a,−a) + ĝ(a,−a) + ĝ(a, a) + ĝ(−a, a)] pro a =
√

0, 6,
(2.179)

která integruje přesně polynomy ξiηj pro 0 ≤ i, j ≤ 5.
Přejděme nyńı k odvozeńı elementárńı matice KS a vektoru FS na straně S. K tomu

účelu si označ́ıme

NS = NS(x, y) = (wS
1 (x, y), . . . , wS

pS
(x, y)),

∆S = (∆S
1 , . . . , ∆S

pS
)T , kde ∆S

i = U(xS
i , yS

i ), i = 1, . . . , pS,

ΘS = (ΘS
1 , . . . , ΘS

pS
)T , kde ΘS

i = v(xS
i , yS

i ), i = 1, . . . , pS.

Pak slabé řešeńı U a testovaćı funkci v lze na straně S vyjádřit ve tvaru

U = NS∆S, v = NSΘS.

Označme ještě

N̂S = (N̂S
1 , . . . , N̂S

pS
).
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Pak ze vztahu (2.51), v němž mı́sto α ṕı̌seme αI , vztahu (2.52), v němž mı́sto β ṕı̌seme
βI a ze vztahu (2.158) plyne

KS = IS([NS]T αI NS) = ÎS([N̂S]T α̂IS N̂SJS), (2.180)

FS = IS([NS]T βI) = ÎS([N̂S]T β̂ISJS). (2.181)

Zbývá dodat, jaké kvadraturńı formule ÎS(·) použijeme pro výpočet elementárńı matice
KS a elementárńıho vektoru FS. Pro strany E2 (př́ıslušné prvk̊um T3 a Q4) užijeme
lichoběžńıkovou formuli

ÎS(ĝ) = 1
2
[ĝ(0) + ĝ(1)] (2.182)

integruj́ıćı přesně polynomy prvńıho stupně a pro strany E3 (př́ıslušné prvk̊um T6, Q8
a Q9) užijeme bud’to Simpsonovu formuli

ÎS(ĝ) = 1
6
[ĝ(0) + 4ĝ(1

2
) + ĝ(1)] (2.183)

nebo Gaussovu formuli se dvěma uzly

ÎS(ĝ) = 1
2
[ĝ(3−√3

6
) + ĝ(3+

√
3

6
)]. (2.184)

Obě formule (2.183) i (2.184) integruj́ı přesně polynomy stupně třet́ıho.
Globálńı matici soustavy a globálńı vektor zat́ıžeńı sestav́ıme modifikaćı algoritmů

uvedených v části c) odstavce 2.7. Po vyřešeńı soustavy rovnic źıskáme hodnoty U(xi, yi),
i = 1, ..., PU . Na každém prvku proto známe ∆e

i=U(xe
i , y

e
i ), i = 1, . . . , pe, a můžeme

spoč́ıtat hodnotu konečněprvkového řešeńı U a jeho gradientu ∇U v libovolném bodu
P ?(x?, y?) prvku e. Protože bázové funkce we

i (x, y) obecně neumı́me explicitně vyjádřit,
muśıme přej́ıt na referenčńı element ê. Najdeme vzor P̂ ?(ξ?, η?) bodu P ? v zobrazeńı
(2.153), tedy rozřeš́ıme obecně nelineárńı soustavu rovnic

x? = xe(ξ?, η?), y? = ye(ξ?, η?)) (2.185)

pro neznámé ξ?, η?, a pak urč́ıme

U(x?, y?) = Û(ξ?, η?) = N̂e(ξ?, η?)∆e,

∇U(x?, y?) = ∇̂U
e
(ξ?, η?) = B̂e(ξ?, η?)∆e = {[detJe]−1ĜeL̂e}(ξ?, η?)∆e.

Pokud se spokoj́ıme s hodnotou gradientu ∇U v některém z uzlových bod̊u P e
i (xe

i , y
e
i ),

pak pro určeńı jeho vzoru žádnou soustavu rovnic řešit nemuśıme, nebot’ souřadnice uzlu
P̂ e

i (ξe
i , η

e
i ) známe. Je-li soustava (2.185) lineárńı, rozřeš́ıme ji snadno, a je-li nelineárńı,

pak k jej́ımu vyřešeńı obvykle postač́ı provést jen několik málo krok̊u Newtonovy metody.
Za předpokladu dostatečné hladkosti slabého řešeńı lze ukázat, že pro chybu u − U

slabého řešeńı a jeho konečněprvkové aproximace plat́ı

max
Ωh∩Ω

|u− U | = O(hr) a max
e∩Ω

‖∇(u− U)‖ = O(hr−1) ∀e ∈ T, (2.186)
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kde r=2 pro prvky T3, Q4 a r=3 pro prvky T6, Q8, Q9. Je-li q = 0 a jestliže použ́ıváme
čtyřúhelńıkové prvky, které se málo lǐśı od rovnoběžńık̊u, pak ve speciálńıch bodech P

e

těchto prvk̊u dostáváme přesněǰśı hodnoty ∇U : [∇(u − U)](P
e
) = O(hr). Řı́káme, že

v těchto bodech nastává superkonvergence gradient̊u. Pro prvek Q4 superkonvergence
nastává v bodu, který je obrazem uzlu Gaussovy kvadraturńı formule 1×1 na referenčńım
elementu ê, tedy v bodu P

e
(xe(0, 0), ye(0, 0)), a pro prvky Q8 a Q9 nastává superkonver-

gence v bodech, které jsou obrazy uzl̊u Gaussovy kvadraturńı formule 2×2 na referenčńım
elementu ê, tedy v bodech P

e
(xe(±a,±a), ye(±a,±a)), kde a =

√
3

3
. Zaj́ımá-li nás gradient

ve vrcholu P triangulace T, pak ho spočteme jako aritmetický pr̊uměr z hodnot gradient̊u
v

”
přiléhaj́ıćıch“ Gaussových bodech prvk̊u obsahuj́ıćıch tento vrchol P . Superkonver-

gence gradient̊u v Gaussových bodech čtyřúhelńıkových element̊u se běžně využ́ıvá v úloze
rovinné napjanosti či deformace. (V bilineárńı formě a(u,v) rovinné úlohy napjatosti či
deformace, viz (2.114), se nevyskytuje analog členu quv obsaženého v bilineárńı formě
a(u, v) úlohy (2.1) – (2.4), viz (2.9). Proto odpadá analogie výše uvedeného požadavku
q = 0 a k dosažeńı superkonvergence v Gaussových bodech stač́ı, abychom použ́ıvali
čtyřúhelńıkové prvky tvarově bĺızké rovnoběžńık̊um.)

Poznámka 22. Prvek Q9 je přibližně stejně přesný jako prvek Q8, ve srovnáńı s ńım
však má parametr ∆e

9 = U e(xe
9, y

e
9) nav́ıc. To ale neńı zase tak velký nedostatek, nebot’

rovnici pro parametr Θe
9 můžeme źıskat hned při zpracováváńı elementu e, má totiž tvar∑8

j=1 ke
9j∆

e
j + ke

99∆
e
9 = F e

9 ; odtud lze parametr ∆e
9 vyjádřit, ∆e

9 = [F e
9 −

∑8
j=1 ke

9j∆
e
j ]/k

e
99,

a dosadit ho do zbývaj́ıćıch rovnic. Také toto dosazeńı lze provést
”
lokálně“: zvoĺıme

Θe
9 = [−∑8

i=1 ke
i9Θ

e
i ]/k

e
99 a do rovnice 0 = ah(U, v)−Lh(v) vlož́ıme za element e př́ıspěvek

[Θe]T [Ke∆e − Fe] = [Θ̃e]T [K̃e∆̃e − F̃e],

kde Θ̃e = (Θe
1, . . . , Θ

e
8)

T , ∆̃e = (∆e
1, . . . , ∆

e
8)

T , K̃ = {k̃e
ij}8

i,j=1, F̃e = (F̃ e
1 , . . . , F̃ e

8 )T

(šikovně zvolený
”
vázaný“ parametr Θe

9 zaručuje symetrii matice K̃e). Redukovanou
matici K̃e a redukovaný vektor F̃e lze źıskat snadno užit́ım Gaussovy eliminačńı metody:
v soustavě rovnic Ke∆e = Fe odeliminujeme prvky ke

i9 a ke
9i i = 1, . . . , 8, posledńıho

sloupce a řádku a v prvńıch osmi řádćıch a sloupćıch upravené matice soustavy najdeme
matici K̃e a v prvńıch osmi řádćıch upraveného vektoru pravé strany najdeme vektor F̃e.
Elementárńı matici K̃e a vektor F̃e rozešleme do globálńı matice K a globálńıho vektoru
F obvyklým zp̊usobem. Po vyřešeńı globálńı soustavy rovnic na elementu e dopoč́ıtáme
∆e

9 = [F e
9 −

∑8
j=1 ke

9j∆
e
j ]/k

e
99. Právě popsaná technika eliminace

”
vnitřńıch“ parametr̊u

elementu (zde jednoho) bývá označována jako metoda kondenzace vnitřńıch parametr̊u.
Zobecněńı této metody, spoč́ıvaj́ıćı v

”
předeliminaci“ parametr̊u vnitřńıch vzhledem

k celé skupině element̊u, bývá označováno jako statická kondenzace. Princip je následuj́ıćı:
konstrukci rozčleńıme na subkonstrukce, vnitřńı parametry subkonstrukćı odeliminujeme
(částečná eliminace ne př́ılǐs rozsáhlých soustav s ř́ıdkými maticemi), ze zbytk̊u matic
a vektor̊u subkonstrukćı př́ıslušných

”
hraničńım“ parametr̊um subkonstrukćı sestav́ıme

globálńı soustavu rovnic (bohužel již s plnou matićı), vyřeš́ıme ji a źıskáme hraničńı
parametry a nakonec na subkonstrukćıch dopoč́ıtáme jejich vnitřńı parametry. Předpokladem
dosažeńı očekávaného efektu, tj. sńıžeńı celkového objemu výpočt̊u ve srovnáńı s př́ıpadem,
kdy řeš́ıme konstrukci jako jeden celek, je kromě promyšlené strukturalizace konstrukce
zejména kvalitńı implementace zmı́něné techniky statické kondenzace. ¤
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2.14. Nelineárńı úlohy

Mnohý problém technické praxe vystihneme podstatně realističtěji, když k jeho popisu
použijeme nelineárńı parciálńı diferenciálńı rovnici a př́ıpadně také nelineárńı okrajové
podmı́nky. Tak např́ıklad úloha (2.1) – (2.4) je dobrým modelem stacionárńı úlohy vedeńı
tepla při relativně ńızkých teplotách. Při vyšš́ıch teplotách je však už třeba předpokládat,
že funkce p, q, f , α a β závisej́ı také na teplotě u. V nestacionárńı úloze vedeńı tepla
(2.63) – (2.66) je třeba při vyšš́ıch teplotách uvážit také závislost funkce c na teplotě u.
Poznamenejme, že některé praktické problémy nelze v̊ubec jako lineárńı formulovat, a to
ani za zjednodušuj́ıćıch, avšak stále ještě realistických předpoklad̊u. V daľśım budeme
předpokládat, že funkce p, q i f mohou záviset také na prvńıch parciálńıch derivaćıch ux

a uy hledaného řešeńı u. Diskretizace metodou konečných prvk̊u prob́ıhá u nelineárńıch
úloh formálně stejně jako u úloh lineárńıch: ve slabé formulaci nahrad́ıme slabé řešeńı
u MKP-slabou aproximaćı U . Závislost

”
dat“ p, q, f , α, β, c na u (nebo i na ux, uy)

zp̊usob́ı, že soustava algebraických rovnic (2.24) př́ıpadně soustava obyčejných difer-
enciálńıch rovnic (2.68) nebo (2.77’) je nelineárńı (vystupuj́ı v ńı hodnoty funkćı p, q,
f , α, β, c závislé na U (nebo i na Ux, Uy) a tedy závislé na ∆ popř́ıpadě ∆(t)). Pos-
tupy, kterými se vypořádáváme s nelinearitou v úlohách stacionárńıch se obvykle lǐśı od
postup̊u použ́ıvaných ke zvládnut́ı nelinearity v nestacionárńıch úlohách.

a) Stacionárńı úloha
Stejně jako v lineárńı úloze sestav́ıme elementárńı matice Ke a elementárńı vektory

Fe pro e ∈ T a elementárńı matice KS a elementárńı vektory FS pro S ∈ S. Nyńı však
Ke a Fe budou záviset na ∆e a KS a FS na ∆S. Po sestaveńı globálńı matice soustavy
K(∆) a globálńıho vektoru pravé strany F(∆) dostaneme nelineárńı soustavu rovnic

R(∆) = K(∆)∆− F(∆) = 0 (2.187)

pro neznámý vektor parametr̊u ∆. Soustavu (2.187) řeš́ıme některou z metod pro řešeńı
nelineárńıch soustav rovnic. Vyjdeme z počátečńı aproximace ∆(0) a zvolenou metodou
poč́ıtáme daľśı aproximace ∆(k), k = 1, . . . tak dlouho, až pro k=K lze ∆(K) považovat
za dostatečně přesnou aproximaci řešeńı ∆. K urč́ıme tak, aby bud’to reziduum R(∆(K))
bylo dostatečně malé, nebo aby byl dostatečně malý rozd́ıl dvou po sobě jdoućıch aprox-
imaćı ∆(K)–∆(K−1), př́ıpadně aby byly dostatečně malé oba dva tyto vektory.

Nejjednodušš́ı metodou řešeńı soustavy (2.187) je metoda prosté iterace:

K(∆(k))∆(k+1) = F(∆(k)). (2.188)

Metoda prosté iterace je velmi jednoduchá, konverguje však sṕı̌se výjimečně, a proto jej́ı
použit́ı je omezené. Nejčastěji se soustava (2.187) řeš́ı Newtonovou metodou:

H(∆(k))Y(k) = −R(∆(k)), (2.189)

∆(k+1) = ∆(k) + Y(k), (2.190)

kde H(∆) = {∂Ri(∆)/∂∆j}PN
i,j=1 (2.191)

je Jacobiova matice zobrazeńı R(∆) = (R1(∆), . . . , RPN(∆))T . Globálńı matici H a glo-
bálńı vektor R sestavujeme z elementárńıch matic He a elementárńıch vektor̊u Re pro
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e ∈ T a elementárńıch matic HS a elementárńıch vektor̊u RS pro S ∈ S. Předpokládejme,
že pracujeme s izoparametrickými prvky zavedenými v odstavci 2.13. Označme

Re(∆e) = Ke(∆e)∆e − Fe(∆e) (2.192)

lokálńı reziduum na prvku e a

He(∆e) =
{
∂Re

i (∆
e)/∂∆e

j

}pe

i,j=1
(2.193)

Jacobiovu matici zobrazeńı Re(∆e) (Re
i (∆

e) je i-tý člen vektoru Re(∆e)). Užit́ım (2.33)
a (2.172) – (2.174) dostaneme

Re(∆e) = [Îe(p̂eK̂pe) + Îe(q̂eK̂qe)]∆e − Îe(f̂ eF̂fe), (2.194)

kde

K̂pe = [L̂e]T [Ĝe]T ĜeL̂e|detJe|−1, (2.195)

K̂qe = [N̂e]T N̂e|detJe|, (2.196)

F̂fe = [N̂e]T |detJe|. (2.197)

Pro Jacobiovu matici He zobrazeńı Re(∆e) plat́ı

He = Hpe + Hqe −Hfe, (2.198)

kde

Hpe = Ke1 + Îe(K̂pe∆e[
∂p̂e

∂∆e
1

, . . . ,
∂p̂e

∂∆e
pe

]), (2.199)

Hqe = Ke2 + Îe(K̂qe∆e[
∂q̂e

∂∆e
1

, . . . ,
∂q̂e

∂∆e
pe

]), (2.200)

Hfe = Îe(F̂fe[
∂f̂ e

∂∆e
1

, . . . ,
∂f̂ e

∂∆e
pe

]). (2.201)

Přitom pro funkci g(x, y, U, Ux, Uy) definovanou na prvku e je

ĝe = ĝe(ξ, η,∆e) = g(xe(ξ, η), ye(ξ, η), Û e(ξ, η,∆e), [Ûx]
e(ξ, η,∆e), [Ûy]

e(ξ, η,∆e))

(2.202)

a z (2.167), (2.162) a (2.163) plyne

Û e =

pe∑
i=1

N̂ e
i ∆e

i , (2.203)

[Ûx]
e = [detJe]−1

pe∑
i=1

(
∂N̂ e

i

∂ξ

∂ye

∂η
− ∂N̂ e

i

∂η

∂ye

∂ξ

)
∆e

i , (2.204)

[Ûy]
e = [detJe]−1

pe∑
i=1

(
−∂N̂ e

i

∂ξ

∂xe

∂η
+

∂N̂ e
i

∂η

∂xe

∂ξ

)
∆e

i . (2.205)
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Podobně označme

RS(∆S) = KS(∆S)∆S − FS(∆S) (2.206)

lokálńı reziduum na straně S a

HS(∆S) =
{
∂RS

i (∆S)/∂∆S
j

}pS

i,j=1
(2.207)

Jacobiovu matici zobrazeńı RS(∆S) (RS
i (∆S) je i-tý člen vektoru RS(∆S)). Užit́ım

(2.180) a (2.181) dostaneme

RS(∆S) = ÎS(α̂ISK̂αS)∆S − ÎS(β̂ISF̂βS), (2.208)

kde

K̂αS = [N̂S]T N̂SJS, (2.209)

F̂βS = [N̂S]T JS. (2.210)

Pro Jacobiovu matici HS zobrazeńı RS(∆S) plat́ı

HS = HαS −HβS, (2.211)

kde

HαS = KS + ÎS(K̂αS∆S[
∂α̂IS

∂∆S
1

, . . . ,
∂α̂IS

∂∆S
pS

]), (2.212)

HβS = ÎS(F̂βS[
∂β̂IS

∂∆S
1

, . . . ,
∂β̂IS

∂∆S
pS

]). (2.213)

Přitom z (2.159) a (2.156) plyne

α̂IS(ξ,∆S) =

pS∑
i=1

α(xS
i , yS

i , ∆S
i )N̂S

i (ξ), (2.214)

β̂IS(ξ,∆S) =

pS∑
i=1

β(xS
i , yS

i , ∆S
i )N̂S

i (ξ). (2.215)

Speciálně pro prvek T3 a elementárńı matice a vektory určené v lineárńım př́ıpadě vztahy
(2.40), (2.44), (2.49) a (2.54) jsou matice Hpe, Hqe, Hfe, HαS a HβS tvaru

Hpe = Ke1 + Kpe∆e[
∂p(P e

T )

∂∆e
1

,
∂p(P e

T )

∂∆e
2

,
∂p(P e

T )

∂∆e
3

], (2.199’)

kde

Kpe =
1

2|de|
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a kde p(P e
T ) je hodnota funkce p v těžǐsti P e

T prvku e,

Hqe = Ke2 + 1
6
|de|∆e

{
∂q(P e

i )

∂∆e
j

}3

i,j=1

, (2.200’)

kde q(P e
i ) je hodnota funkce q ve vrcholu P e

i prvku e,

Hfe = 1
6
|de|

{
∂f(P e

i )

∂∆e
j

}3

i,j=1

, (2.201’)

kde f(P e
i ) je hodnota funkce f ve vrcholu P e

i prvku e,

HαS = KS + 1
2
dS∆S

{
∂α(P S

i )

∂∆S
j

}2

i,j=1

, (2.212’)

kde α(P S
i ) je hodnota funkce α ve uzlu P S

i strany S,

HβS = 1
2
dS

{
∂β(P S

i )

∂∆S
j

}2

i,j=1

, (2.213’)

kde β(P S
i ) je hodnota funkce β ve uzlu P S

i strany S.
V úloze vedeńı tepla funkce p, q, f , α a β závisej́ı na prvku e obvykle pouze na

teplotě u. V tom př́ıpadě

∂p(P e
T )

∂∆e
j

= 1
3
p′(1

3
[∆e

1 + ∆e
2 + ∆e

3]),
∂q(P e

i )

∂∆e
j

= q′(∆e
i )δij,

∂f(P e
i )

∂∆e
j

= f ′(∆e
i )δij,

∂α(P S
i )

∂∆S
j

= α′(∆S
i )δij,

∂β(P S
i )

∂∆S
j

= β′(∆S
i )δij,

kde δii = 1 a δij = 0 pro i 6= j.
Jacobiovu matici Hs(∆s) zobrazeńı Rs(∆s), s = e, S, lze spoč́ıtat také jen přibližně.

Užit́ım jednoduché formule numerického derivováńı spočteme i-tý sloupec matice Hs(∆s)
např́ıklad ze vzorce

∂Rs(∆s)

∂∆s
i

=
Rs(∆s

1, . . . , ∆
s
i + ε, . . . , ∆s

ps)−Rs(∆s
1, . . . , ∆

s
i , . . . , ∆

s
ps)

ε
,

kde ε je vhodně zvolené malé kladné č́ıslo.
Globálńı matici H=H(∆(k)) a globálńı vektor R=R(∆(k)) sestav́ıme modifikaćı elim-

inačńıho algoritmu uvedeného v části c) odstavce 2.7. Jediný podstatný rozd́ıl spoč́ıvá
v tom, že prvky elementárńıch matic He resp. HS přisṕıvaj́ı pouze do globálńı matice.
Konkrétně, je-li he

ij resp. hS
ij prvek elementárńı matice He resp. HS a jestliže lokálńım

index̊um i a j př́ıslušej́ı kódová č́ısla I a J , pak je-li I < 0 nebo J < 0, prvek he
ij resp.

hS
ij neovlivńı ani globálńı matici H ani globálńı vektor R. Jinými slovy, zpracovávaj́ı se

jen takové prvky elementárńıch matic a vektor̊u, jejimž index̊um př́ıslušej́ı kladná kódová
č́ısla: pro I > 0 a J > 0 se he

ij resp. hS
ij se přičte k hIJ a pro I > 0 se Re

i resp. RS
i se přičte
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k RI (hIJ jsou prvky matice H a RI jsou prvky vektoru R). Poznamenejme, že globálńı
matice H je obecně nesymetrická (jak je zřejmé např́ıklad z tvaru (2.199’)).

Je známo, že Newtonova metoda s výjimkou speciálńıch př́ıpad̊u konverguje jen tehdy,
je-li počátečńı aproximace ∆(0)

”
dostatečně bĺızká“ řešeńı ∆. Abychom překonali tento

nedostatek Newtonovy metody, použ́ıvá se jej́ı modifikace založená na strategii tlumeńı.
V tzv. tlumené Newtonově metodě se mı́sto soustavy (2.189) řeš́ı soustava

H(∆(k))Y(k) = −ωR(∆(k)), (2.216)

kde ω < 1 je vhodně zvolený tlumı́ćı faktor zajǐst’uj́ıćı pokles absolutńı hodnoty rezidua:

‖R(∆(k+1))‖ < ‖R(∆(k))‖,

‖ · ‖ označuje nějakou vektorovou normu, např́ıklad délku vektoru. Jednu z možnost́ı
výběru tlumićıho faktoru navrhli Armijo a Goldstein (viz [19], také [12]): za ω doporučuj́ı
vźıt největš́ı z č́ısel 1, 1

2
, 1

4
, . . . , pro které plat́ı

‖R(∆(k+1))‖ < (1− ω
2
)‖R(∆(k))‖. (2.217)

ω je tedy zvoleno tak, aby reziduum pokleslo alespoň 1 − ω
2

krát. Významnou vlast-

nost́ı této strategie je ta skutečnost, že pokud ∆(k) konverguje k řešeńı ∆, pak ω → 1,
a tedy v bĺızkosti řešeńı je dosaženo kvadratického řádu konvergence jako u standardńı
Newtonovy metody. Jestliže však podmı́nku (2.217) nelze splnit pro ω > ω0, kde ω0

je zvolená
”
dostatečně malá“ konstanta, muśıme bohužel konstatovat, že ani tlumená

Newtonova metoda nekonverguje – počátečńı aproximace ∆(0) je prostě př́ılǐs špatná.
Tento problém lze obvykle překonat metodou parametrizace, kterou poṕı̌seme později.

Lineárńı soustava rovnic (2.216) se často řeš́ı iteračńı metodou, nebot’ zejména při
menš́ı nelinearitě je řešeńı Y(k) této soustavy bĺızké 0, takže známe dobrou počátečńı
aproximaci pro iteračńı výpočet. Zvláště výhodné je použit́ı zobecněné Richardsonovy
metody (zkráceně GR-metody) eventuálně urychlené např́ıklad pomoćı zobecněné metody
sdružených gradient̊u, viz [13]. V tomto textu se omeźıme na použit́ı

”
čisté“ GR-metody.

Pro lineárńı soustavu rovnic Ay = b lze GR-metodu popsat takto:

1) y(0) je počátečńı aproximace, r(0) = b−Ay(0);

2) pro j=1,. . . ,J poč́ıtej:

Md(j) = r(j−1),

y(j) = y(j−1) + d(j),

r(j) = r(j−1) −Ad(j),

kde M je vhodná iteračńı matice splňuj́ıćı tyto 2 požadavky:

1) M je dobrá aproximace matice A,

2) řešeńı soustavy rovnic s matićı M je
”
laciné“.
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Všimněte si, že pro M = A je y(1) řešeńım soustavy Ay = b.
Ukažme si nyńı, jak lze vhodně aplikovat GR-metodu na řešeńı rovnice (2.216). Necht’

H(k) je nějaká aproximace matice H(∆(k)) a L(k)U(k) = H(k) je jej́ı LU-rozklad na dolńı
trojúhelńıkovou matici L(k) a horńı trojúhelńıkovou matici U(k). Obvykle se voĺı

H(k) = H(∆(l)) pro vhodné l = l(k) ≤ k. (2.218)

Doporučený zp̊usob výběru parametru l(k) uvedeme později. Y(k) poč́ıtáme GR-metodou
takto:

y(0) = 0, r(0) = −ωR(∆(k)),

L(k)U(k)d(j) = r(j−1),

y(j) = y(j−1) + d(j),

r(j) = r(j−1) −H(∆(k))d(j)





j = 1, . . . , J,

Y(k) = y(J).

(2.219)

Počet krok̊u J voĺıme malý. V daľśım předpokládejme, že matice H(k) je určena vztahem
(2.218). Pak pro J=1 dostáváme známou modifikaci Newtonovy metody, v ńıž je Y(k)

určeno vztahem

H(∆(l))Y(k) = −ωR(∆(k)).

Věnujme se nyńı volbě l(k). Pro l(k) = 0 je zřejmě H(k) = H(∆(0)) pro všechna k. V tom
př́ıpadě stač́ı v pr̊uběhu celého řešeńı rovnice (2.187) provést jen jediný LU -rozklad, a to
právě matice H(∆(0)). Pro k > 0 pak už provád́ıme jen

”
laciné“ řešeńı soustav rovnic se

stále stejnou dolńı a horńı trojúhelńıkovou matićı. U této modifikace Newtonovy metody
však lze očekávat jen pomalou nebo dokonce v̊ubec žádnou konvergenci. Proto se obvykle
postupuje tak, že LU -rozklad provád́ıme častěji, např́ıklad pro k = 0,m, 2m, . . . , kde m
je zvolené přirozené č́ıslo. Pak l(k) = m[k ÷ m], kde symbol ÷ znač́ı celoč́ıselné děleńı.
Tak např́ıklad pro m = 1 je l(k) = k, pro m = 2 je l(0) = 0, l(1) = 0, l(2) = 2, l(3) = 2,
l(4) = 4, l(5) = 4 atd.

Jak metodu prosté iterace tak i tlumenou Newtonovu metodu je vhodné, a v zájmu
dosažeńı konvergence často dokonce nutné, kombinovat s metodou parametrizace, viz [?].
K úloze R(∆) = 0 přǐrad́ıme tř́ıdu parametrických úloh R(∆, s) = 0 spojitě závislých
na parametru s ∈ 〈0, 1〉 tak, aby R(∆, 1) = R(∆) a aby úloha R(∆, 0) = 0 byla jen
slabě nelineárńı nebo dokonce lineárńı. Zvoĺıme přiměřeně jemné děleńı 0 = s0 < s1 <
· · · < sQ = 1 a řeš́ıme postupně úlohy R(∆, sq) = 0 pro q = 0, . . . , Q. Řešeńı těchto
úloh označme ∆(q). Řešeńı ∆(0) slabě nelineárńı úlohy źıskáme snadno. Pro q > 0 jsou již
sice př́ıslušné úlohy silněji nelineárńı, při jejich řešeńı však můžeme vyj́ıt z velmi dobrých
počátečńıch aproximaćı ∆(q,0) = ∆(q−1).

Speciálńım př́ıpadem metody parametrizace je tzv. př́ırustková metoda, běžně použ́ı-
vaná např́ıklad při řešeńı úloh nelineárńı pružnosti a plasticity. Ve standardńı př́ırustkové
metodě se předpokládá, že

”
zat́ıžeńı“ F(∆) ≡ F na řešeńı ∆ nezáviśı, a že

”
mı́ra nelinear-

ity“ matice K(∆) záviśı na
”
velikosti“ ‖F‖ zat́ıžeńı F. Parametrickou úlohu R(∆, sq) = 0

proto voĺıme ve tvaru

K(∆)∆ = F(q), kde F(q) = F(0) + sq(F− F(0)), (2.220)
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a stejně jako dř́ıve předpokládáme, že úlohu R(∆, 0) = 0 př́ıslušnou
”
zat́ıžeńı“ F(0) umı́me

snadno vyřešit. Metodu označujeme jako př́ırustkovou proto, že řešeńı ∆(q) dostaneme
z předchoźıho řešeńı ∆(q−1)

”
př́ıt́ıžeńım“ o př́ırustek zat́ıžeńı ∆F(q) = F(q) − F(q−1).

b) Nestacionárńı úloha
Omeźıme se na nelineárńı nestacionárńı úlohu vedeńı tepla. Pak matice C, K a vektor

F v úloze (2.68) jsou závislé na řešeńı ∆(t). Užit́ım θ-metody opět dostaneme soustavu
rovnic (2.69). Ta je však nyńı nelineárńı, nebot’ matice Ci+θ, Ki+θ a vektor Fi+θ závisej́ı
na ∆i+θ = ∆i + θ(∆i+1 −∆i):

Ci+θ = C(ti+θ,∆
i+θ), Ki+θ = K(ti+θ,∆

i+θ), Fi+θ = F(ti+θ,∆
i+θ). (2.69f’)

∆i+1 je tedy řešeńım nelineárńı soustavy rovnic

Ri+1 ≡ R(∆i+θ,∆i+1) = 0, (2.221)

kde

R(w,∆) = [C(ti+θ,w) + ∆tiθK(ti+θ,w)]∆−
− [C(ti+θ,w)−∆ti(1− θ)K(ti+θ,w)]∆i −∆tiF(ti+θ,w).

(2.222)

Nelineárńı rovnici (2.221) lze linearizovat: z lineárńı soustavy rovnic R(w,Y) = 0, kde

w =

{
∆i pro θ 6= 1

2
nebo i = 0,

3
2
∆i − 1

2
∆i−1 pro θ = 1

2
a i > 0,

(2.223)

spočteme Y a polož́ıme ∆i+1 = Y. Linearizované řešeńı lze př́ıpadně vylepšit provedeńım
několika krok̊u metody prosté iterace: zvoĺıme Y(0) = Y, z lineárńıch soustav rovnic

R(∆i + θ(Y(j) −∆i),Y(j+1)) = 0 (2.224)

poč́ıtáme postupně Y(j+1), j = 0, . . . , J − 1, a nakonec polož́ıme ∆i+1 = Y(J). Uvedená
stategie bude úspěšná, je-li nelinearita poměrně slabá a časový krok ∆ti dosti krátký. Při
silné nelinearitě, která je typická např́ıklad u úloh se změnou fáze, nezbude než řešit rovnici
(2.221) Newtonovou metodou, př́ıpadně některou z jej́ıch modifikaćı uvedených v části a)
tohoto odstavce. Globálńı rezidum Ri+1 a jeho Jacobiovu matici Hi+1 opět sestavujeme
z lokálńıch rezidúı Ri+1,e a jejich Jacobiových matic Hi+1,e pro e ∈ T a z lokálńıch rezidúı
Ri+1,S a jejich Jacobiových matic Hi+1,S pro S ∈ S. Jedńım ze sč́ıtanc̊u vytvářej́ıćıch
matici Hi+1,e je také matice Hi+1,ce př́ıslušná funkci c,

Hi+1,ce =

{
∂[Ci+θ,e∆i+1,e]r

∂∆i+1,e
s

}pe

r,s=1

,

kde Ci+θ,e = Ce(ti+θ,∆
i+θ,e), přičemž ∆i+θ,e = ∆i,e + θ(∆i+1,e−∆i,e) a ∆j,e jsou aprox-

imace teplot ∆e(tj) v uzlech prvku e v čase tj, j = i, i+1. V lineárńım př́ıpadě pro prvek
T3 je matice Ce uvedena v odstavci 2.10 a pro izoparametrické prvky snadno odvod́ıme

Ce = Ie([Ne]T cNe) = Îe([N̂e]T ĉe N̂e|detJe|).
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Proto

Hi+1,ce = Ci+θ,e + Îe(Ĉce∆i+1,e[
∂ĉi+θ,e

∂∆i+1,e
1

, . . . ,
∂ĉi+θ,e

∂∆i+1,e
pe

]),

kde matice Ĉce = K̂qe je určena vztahem (2.196) a ĉi+θ,e je hodnota funkce c(x, y, t, u) pro
x = xe(ξ, η), y = ye(ξ, η), t = ti+θ a u =

∑pe

r=1 ∆i+θ,e
r N̂ e

r (ξ, η), přičemž ∆i+θ,e
r jsou složky

vektoru ∆i+θ,e. Pro prvek T3 je

Hi+1,ce = 1
6
|de|

{
∂[ci+θ,e

r ∆i+1,e
r ]

∂∆i+1,e
s

}3

r,s=1

,

kde ci+θ,e
r = c(xe

r, y
e
r , ti+θ, ∆

i+θ,e
r ). Matice Hi+1,ce je diagonálńı a jestliže funkce c záviśı na

prvku e pouze na teplotě u, pak jej́ı diagonálńı prvky jsou

hi+1,ce
rr = 1

6
|de| [c(∆i+θ,e

r ) + θ∆i+1,e
r c′(∆i+θ,e

r )], r = 1, 2, 3.

2.15. Konvektivně-difúzńı úlohy s dominantńı konvekćı

Konvektivně-difúzńı úlohy s dominantńı konvekćı (stručně KDÚsDK) samy o sobě,
nebo jako podstatná součást úloh složitěǰśıch, jsou předmětem trvalého zájmu inženýr̊u
i matematik̊u. Byla vymyšlena celá řada nejdř́ıve jednoduchých a postupně značně rafino-
vaných metod a nové metody stále vznikaj́ı. Jde evidentně o živou problematiku, která je
stále ve vývoji. Řešeńı KDÚsDK je věnováno nesmı́rné množstv́ı odborných praćı, z nichž
mnohé lze naj́ıt např́ıklad v knize [16]. My se v tomto textu omeźıme na dvě základńı
techniky použ́ıvané při řešeńı KDÚsDK: pro stacionárńı úlohu uvedeme upwind metodu
a pro nestacionárńı úlohu metodu charakteristik. Při řešeńı KDÚsDK se jako základńı
diskretizačńı technika stále značně použ́ıvá diferenčńı metoda nebo metoda konečných
objemů na pravidelných śıt́ıch. Metoda konečných prvk̊u se prosazovala poměrně obt́ıžně,
nebot’ specifické techniky typu upwind nebo charakteristiky se

”
roubuj́ı“ na metodu

konečných prvk̊u obt́ıžněji a nezř́ıdka také méně efektivně. My však v duchu tohoto
učebńıho textu z̊ustaneme věrni metodě konečných prvk̊u, jen při upwind technice si
vypomůžeme metodou konečných objemů. Obě techniky, tj. upwind a charakteristiky,
vylož́ıme v nejjednodušš́ı formě tak, aby vynikly jejich podstatné rysy. Základńı myšlenky
obou metod lze řadou d̊umyslných postup̊u výrazně zefektivnit. Jejich rozmanitá vylepšeńı
zde však úmyslně popisovat nebudeme, nebot’ chceme udržet přiměřený rozsah tohoto
odstavce a také nechceme čtenáře mást těžko sledovatelnými technickými detaily.

a) Stacionárńı úloha, upwind metoda
Hledejme funkci u(x, y) splňuj́ıćı podmı́nky (2.1), vyhovuj́ıćı diferenciálńı rovnici

∇ · [ru]−∇ · [p∇u] + qu = f v Ω (2.225)

a splňuj́ıćı okrajové podmı́nky (2.3) a (2.4).
Úloha popisuje např́ıklad transport látky (chemické př́ıměsi) v proudovém poli (tekutině).

V tom př́ıpadě je u(x, y) hmotnost př́ıměsi v jednotkovém objemu tekutiny, r = %v je
součin hustoty %(x, y) a rychlosti v = (v1, v2) tekutiny s x-ovou složkou v1(x, y) a y-ovou
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složkou v2(x, y), takže r1 = %v1 je x-ová a r2 = %v2 y-ová složka vektoru r měrné ob-
jemové hybnosti, p(x, y) je koeficient difúze a f(x, y) − q(x, y)u(x, y) je objemový zdroj
př́ıměsi. Tatáž úloha popisuje také transport entalpie v tekutině. Pak u(x, y) je entalpie
(entalpie u a teplota T jsou svázány vztahem du = c dT , kde c je tepelná kapacita),
r je opět roven součinu hustoty % a rychlosti v, p(x, y) = λ/c je pod́ıl tepelné vodi-
vosti λ a tepelné kapacity c a f(x, y) − q(x, y)u(x, y) je objemový výkon zdroj̊u en-
ergie. Obecně lze úlohu (2.1), (2.225), (2.3) a (2.4) považovat za matematický popis
zachováńı jisté fyzikálńı veličiny, která je ovlivňována difúźı, reprezentovanou difúzńım
členem −∇ · [p∇u], konvekćı, reprezentovanou konvektivńım členem ∇ · [ru] a generaćı
př́ıpadně absorpćı, reprezentovanou zdrojovým členem f − qu.

Dále budeme předpokládat, že vektor r = %v splňuje tzv. rovnici kontinuity

∇ · r ≡ ∂r1

∂x
+

∂r2

∂y
=

∂(%v1)

∂x
+

∂(%v2)

∂y
= 0. (2.226)

Pak ∇ · [ru] = r · ∇u = r1ux + r2uy a rovnici (2.225) lze zapsat v ekvivalentńım tvaru

−∇ · [p∇u] + r1
∂u

∂x
+ r2

∂u

∂y
+ qu = f v Ω. (2.225’)

Abychom zaručili jednoznačnou existenci klasického řešeńı konvektivně-difúzńı úlohy,
doplňme soubor podmı́nek (2.5a) – (2.5d) o podmı́nku

Γ− = {(x, y) ∈ ∂Ω |n(x, y) · r(x, y) < 0} ⊂ Γ1 (2.5e)

zajǐst’uj́ıćı, aby na části Γ− hranice, kterou do oblasti Ω tekutina vtéká, byla zkoumaná
veličina u známa. Nav́ıc předpokládejme r1, r2 ∈ C1(Ω).

Mı́ru vlivu konvekce a difúze na transport zkoumané veličiny vyjadřuje tzv. globálńı
Reynoldsovo č́ıslo R = ‖r‖`/p, kde ‖r‖ je délka vektoru měrné objemové hybnosti r,
` je charakteristický rozměr oblasti Ω a p je koeficient difúze. Pro

”
velká“ Reynoldova

č́ısla R (ve skutečnosti jde o hodnoty funkce R(x, y)) hovoř́ıme o konvektivně-difúzńıch
úlohách s dominantńı konvekćı: transport je rozhoduj́ıćım zp̊usobem ovlivňován konvekćı,
vliv difúze je okrajový.

Slabou formulaci odvod́ıme obvyklým zp̊usobem a obdrž́ıme úlohu

naj́ıt u ∈ W splňuj́ıćı a(u, v) + b(u, v) = L(v) ∀v ∈ V, (2.227)

kde a(u, v) je určeno vztahem (2.9), L(v) vztahem (2.10) a b(u, v) je bilineárńı forma

b(u, v) =

∫

Ω

∇ · [ru]v dxdy. (2.228)

Diskretizaci proved’me užit́ım prvku T3, takže a(u, v) aproximujeme pomoćı ah(u, v),
viz (2.19), a L(v) pomoćı Lh(v), viz (2.20). Aproximaci konvektivńıho členu muśıme
provést obezřetně. Označme

Re =
‖r‖h

p

∣∣∣∣
e

(2.229)
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tzv. lokálńı Reynoldsovo č́ıslo. V (2.229) je h=he charakteristický rozměr prvku e. Pro
jednoduchost předpokládejme, že he je nejdeľśı strana trojúhelńıka e. Zp̊usob diskretizace
b(u, v) záviśı na velikosti Re.

Abychom si ozřejmili úskaĺı, která mohou nevhodnou diskretizaćı členu b(u, v) vzni-
knout, zabývejme se jednorozměrnou modelovou konvektivně-difúzńı úlohou

−pu′′ + ru′ = 0 pro x ∈ (0, 1), u(0) = α, u(1) = β, (2.230)

kde p > 0, r 6= 0, α a β jsou konstanty. Přesné řešeńı je

u(x) = α + (β − α)
1− exp[ r

p
x]

1− exp[ r
p
]
. (2.231)

Interval 〈0, 1〉 rozděĺıme na N stejných d́ılk̊u délky h=1/N a úlohu (2.230) diskretizu-
jeme. Metoda konečných prvk̊u aproximuj́ıćı klasické řešeńı u pomoćı funkce U po částech
lineárńı vede na soustavu rovnic

p
−Ui+1 + 2Ui − Ui−1

h2
+ r

Ui+1 − Ui−1

2h
= 0, U0 = α, UN = β. (2.232)

Tutéž soustavu rovnic obdrž́ıme, když úlohu (2.230) diskretizujeme diferenčńı metodou,
v ńıž difúzńı člen −pu′′ aproximujeme standardně vztahem

−pu′′|x=xi
≈ p

−Ui+1 + 2Ui − Ui−1

h2

a konvektivńı člen ru′ aproximujeme rovněž standardně užit́ım centrálńı diference

ru′|x=xi
≈ r

Ui+1 − Ui−1

2h
. (2.233)

Jak se snadno přesvědč́ıme, řešeńı úlohy (2.232) pro Re = rh/p 6= 2 je

Ui = A + B

[
1 + 1

2
Re

1− 1
2
Re

]i

, (2.234)

kde konstanty A a B jsou určeny okrajovými podmı́nkami. Pro |Re| > 2 zřejmě Ui osciluje,
což je v rozporu s monotónnost́ı přesného řešeńı u, viz (2.231), přičemž

”
velikost“ oscilaćı

je př́ımo úměrná |β − α| a |Re|. Nežádoućı oscilace nenastanou, když konvektivńı člen
aproximujeme pomoćı jednostranné diference:

ru|x=xi
≈ r

Ui − Ui−1

h
= |r| Ui − Ui−1

h
pro r ≥ 0,

ru|x=xi
≈ r

Ui+1 − Ui

h
= |r| Ui − Ui+1

h
pro r < 0.

(2.235)

Pro diskrétńı řešeńı pak plat́ı

Ui = A+ + B+(1 + Re)
i pro r ≥ 0,

Ui = A− + B−(1−Re)
N−i pro r < 0,

(2.236)
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přičemž konstanty A+, B+, A− a B− urč́ıme z okrajových podmı́nek. Aproximace po-
moćı jednostranné diference je z fyzikálńıho hlediska přirozená: informaci o řešeńı v uzlu
xi čerpáme ze znalosti řešeńı proti

”
proudu“, proti

”
větru“. Proto takovou jednostran-

nou aproximaci konvektivńıho člene nazýváme upwind aproximaćı a hovoř́ıme o upwind
schématu (upwind metodě). Řešeńı (2.236) je monotónńı funkćı parametru i a je tedy

”
fyzikálně“ realistické rovněž pro velká Re.

Vrat’me se nyńı k diskretizaci konvektivńıho členu b(u, v). Je-li Re na elementech e
malé, aproximujeme b(u, v) pomoćı bh(U, v) standardńım zp̊usobem:

bh(U, v) =
∑

e∈T

Ie([r1Ux + r2Uy]v) =
∑

e∈T

[Θe]TKe3∆e,

kde Ke3 = 1
6
|de|{ae

jr1(x
e
i , y

e
i ) + be

jr2(x
e
i , y

e
i )

}3

i,j=1

(2.237)

(index i je řádkový, j sloupcový, ae
j , be

j viz (2.37)). Poznamenejme, že prvky ke3
ij ele-

mentárńı matice Ke3 jsme źıskali numerickou integraćı člen̊u

we
i

[
r1

∂we
j

∂x
+ r2

∂we
j

∂y

]

užit́ım formule (2.43). Matice Ke3 je nesymetrická. Nesymetrická je proto také lokálńı
matice Ke=Ke1+Ke2+Ke3 a globálńı matice K. Matice K je pro dostatečně malé h
regulárńı. Pro velká lokálńı Reynoldsova č́ısla Re však řešeńım soustavy rovnic (2.24)
většinou obdrž́ıme neuspokojivé výsledky vyznačuj́ıćı se fyzikálně neopodstatněným a ne-
správným oscilatorickým pr̊uběhem konečněprvkového řešeńı U .

Pi

Pj

Pk

Pij

Pijk

Pik

Dijk

e

Obr. 17. Dijk=Di ∩ e

Diskretizaci konvektivńıho členu je proto třeba
provést jinak. Postupovat budeme podobně jako
v práci [6], tj. užijeme kombinaci metody koneč-
ných prvk̊u, metody konečných objem̊u a upwind
techniky. Ke každému uzlu Pi přǐrad́ıme tzv. duálńı
element Di (označovaný také jako konečný objem
nebo stručněji box). Popǐsme si jeho konstrukci.
Necht’ e je jeden z element̊u, které maj́ı uzel Pi

za vrchol. Označme zbývaj́ıćı vrcholy elementu e
jako Pj, Pk a dále označme střed strany PiPj jako
Pij, střed strany PiPk jako Pik a těžǐstě elementu
e jako Pijk. Pak pr̊unik duálńıho elementu Di se
zvoleným elementem e je roven čtyřúhelńıku Dijk

s vrcholy Pi, Pij, Pijk, Pik, viz obrázek 17.
Duálńı element Di je tedy sjednoceńım čtyřúhelńık̊u Dijk př́ıslušných všem trojúhelńık̊um
e=PiPjPk obsahuj́ıćım vrchol Pi. Necht’ S(i) označuje množinu všech uzl̊u soused́ıćıch
s uzlem Pi (dva uzly jsou sousedńı, pokud jsou vrcholy téhož elementu). Ke každé straně
PiPj, j ∈ S(i), př́ısluš́ı dva př́ımé úseky Γα

ij, α=1,2, hranice ∂Di duálńıho elementu Di:
lež́ı-li alespoň jeden z uzl̊u Pi nebo Pj uvnitř Ω, pak jeden z těchto př́ımých úsek̊u je
úsečkou spojuj́ıćı body Pij a Pijk a druhý je úsečkou spojuj́ıćı body Pij a Pijl, kde Pijl

je těžǐstě elementu s vrcholy Pi, Pj a Pl, viz obrázek 18; pokud oba uzly Pi a Pj lež́ı na
hranici ∂Ω, je jeden z těchto př́ımých úsek̊u úsečkou spojuj́ıćı body Pij a Pijk a druhý
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je úsečkou spojuj́ıćı body Pij a Pi, viz obrázek 19. Označme dα
ij délku úsečky Γα

ij a nα
ij

jednotkový vektor vněǰśı normály hranice ∂Di na Γα
ij.

Pi

Pj

Pk

Pl

n1
ij

n2
ij

Γ1
ij

Γ2
ij

Pijk

Pijl

Pij

Di

Dj

Obr. 18. Di a Dj pro vnitřńı stranu PiPj

Přistupme nyńı k vlastńı aproximaci členu b(u, v). Užit́ım Greenovy formule (2.6) a rovnice
kontinuity (2.226) postupně dostaneme

b(U, v) =
PU∑
i=1

∫

Di

∇ · [rU ]v dxdy ≈
PU∑
i=1

v(Pi)

∫

Di

∇ · [rU ] dxdy =

=
PU∑
i=1

v(Pi)

∫

Di

∇ · [r {U − U(Pi)}] dxdy =

=
PU∑
i=1

v(Pi)

∫

∂Di

(r · n)[U − U(Pi)] ds =

=
PU∑
i=1

v(Pi)
∑

j∈S(i)

2∑
α=1

∫

Γα
ij

(r · nα
ij)[U − U(Pi)] ds ≈

≈
PU∑
i=1

v(Pi)
∑

j∈S(i)

2∑
α=1

dα
ijB

α
ij ≡ bh(U, v),

(2.238)
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kde n je jednotkový vektor vněǰśı normály ∂Ω a dα
ijB

α
ij je vhodně zvolená aproximace∫

Γα
ij
(r · nα

ij)[U − U(Pi)] ds. Tak např́ıklad
”
přirozená“ aproximace

Bα
ij = [r(Pij) · nα

ij][U(Pij)− U(Pi)] (2.239)

pro U(Pij) = [U(Pi) + U(Pj)]/2 neńı pro velká Re vhodná a dává podobně neuspokojivé
výsledky jako aproximace (2.237).

Proto postupujeme jinak. Rozlǐśıme dva př́ıpady.
1) Pokud úsečka Γα

ij nelež́ı na hranici, užijeme
”
upwind“ aproximaci členu Bα

ij, která ve
vztahu (2.239) mı́sto U(Pij) bere U(Pi) pro r(Pij) ·nα

ij ≥ 0 nebo U(Pj) pro r(Pij) ·nα
ij < 0,

takže

Bα
ij = min{0, r(Pij) · nα

ij}[U(Pj)− U(Pi)] pro Γα
ij /∈ ∂Ω. (2.240)

2) Lež́ı-li úsečka Γα
ij na hranici, klademe

Bα
ij = 0 pro Γα

ij ∈ ∂Ω. (2.241)

Zd̊uvodněńı. Pod́ıváme-li se na obrázek 19 vid́ıme, že k hraničńımu uzlu Pi př́ısluš́ı dvě
hraničńı úsečky Γ2

ij a Γ2
il a jim odpov́ıdaj́ıćı členy B2

ij a B2
il. Z (2.238) plyne

d2
ijB

2
ij + d2

ilB
2
il ≈

∫ Pil

Pij

(r · n)[U − U(Pi)] ds.

Integrál je však přirozené aproximovat nulou, což je formálně totéž jako položit B2
ij = 0,

B2
il = 0. ¤

Pi

Pj

Pk

PijPijk

n1
ij

n2
ij

Γ1
ij

Γ2
ij

Pl

Pil

n1
il

n2
ilΓ1

il

Γ2
il

Di

Obr. 19. Di pro PiPj ∈ ∂Ω

P e
3

P e
1

P e
2

P e
31

P e
23

P e
12

P e
123

ne
21

ne
12

Obr. 20. Lokálńı značeńı
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Člen bh(U, v) definovaný vztahy (2.238) a (2.240) vyjádř́ıme pomoćı elementárńıch
matic Ke3 pro e ∈ T a KS3 pro S ∈ S:

bh(U, v) =
∑

e∈T

[Θe]TKe3∆e. (2.242)

Věnujme se dále vyjádřeńı elementárńı matice Ke3. Na trojúhelńıku e užijeme lokálńı
značeńı, viz obrázek 20. Vrcholy označ́ıme P e

1 , P e
2 , P e

3 , střed strany P e
1 P e

2 označ́ıme P e
12

nebo P e
21 a podobně střed strany P e

2 P e
3 označ́ıme P e

23 nebo P e
32 a střed strany P e

3 P e
1

označ́ıme P e
31 nebo P e

13. Těžǐstě trojúhelńıka označ́ıme P e
123. Necht’ ne

ij je jednotkový vektor
vněǰśı normály trojúhelńıka P e

i P e
ijP

e
123 na straně P e

ijP
e
123. Označ́ıme-li délku úsečky P e

ijP
e
123

jako de
ij, plat́ı

ne
ij = −ne

ji = ±(ye
123 − ye

ij, x
e
ij − xe

123)/d
e
ij, (2.243)

kde znaménko zvoĺıme tak, aby vektory ne
ij a

−−−→
P e

i P e
j sv́ıraly úhel menš́ı nebo roven π

2
, tedy

aby ne
ij ·
−−−→
P e

i P e
j ≥ 0. Dále označ́ıme

me
ij = min{0, de

ijr(P
e
ij) · ne

ij}. (2.244)

Pak z (2.238), (2.240) – (2.244) odvod́ıme, že elementárńı matice Ke3 je tvaru

Ke3 =



−me

12 −me
13 me

12 me
13

me
21 −me

21 −me
23 me

23

me
31 me

32 −me
31 −me

32


 . (2.245)

Všimněte si, že součet prvk̊u v každém řádku matice Ke3 je roven nule a dále, že na hlavńı
diagonále matice Ke3 jsou prvky nezáporné a mimo ni prvky nekladné. Jestliže označ́ıme
K3 globálńı matici sestavenou z elementárńıch matic Ke3, pak i tato matice má obě výše
zmı́něné vlastnosti: součet prvk̊u v každém jej́ım řádku je roven nule, prvky na hlavńı
diagonále jsou nezáporné a zbývaj́ıćı prvky jsou nekladné. Proto plat́ı Ke3(∆+c)=Ke3∆,
kde c je vektor stejných prvk̊u c, což je diskrétńı analog vztahu ∇ · [r(u + c)] = ∇ · [ru].

Elementárńı matice Ke je nyńı součtem tř́ı matic, Ke=Ke1+Ke2+Ke3. Protože matice
Ke3 je nesymetrická, matice Ke a globálńı matice K je rovněž nesymetrická. Lze ukázat, že
pro dostatečně malé h je matice K regulárńı. Použijeme-li trojúhelńıkové prvky s netupými
vnitřńımi úhly, matice Ke2 voĺıme ve tvaru (2.44) a matice př́ıslušné Newtonově okrajové
podmı́nce voĺıme ve tvaru (2.54), pak podobně jako v poznámce 16 (odstavec 2.8) můžeme
konstatovat, že matice K má kladné prvky na hlavńı diagonále a nekladné mimo ni, že K
je IDDM, tedy že K je M-matice, tedy že K je regulárńı nezávisle na velikosti h.

Za předpokladu dostatečné hladkosti slabého řešeńı lze ukázat, že pro chybu u − U
slabého řešeńı a jeho konečněprvkové po částech lineárńı aproximace, źıskané upwind
aproximaćı konvektivńıho členu podle (2.238), (2.240) a (2.241), plat́ı

max
Ω
|u− U | = O(h).

Poznamenejme, že pro malá Re je použitelná standardńı aproximace podle (2.237) a v tom
př́ıpadě pro chybu u−U plat́ı stejný odhad, jako kdybychom řešili úlohu bez konvektivńıho
členu, viz poznámka 14 (odstavec 2.8).
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b) Nestacionárńı úloha, metoda charakteristik
Hledejme funkci u(x, y, t), (x, y) ∈ Ω, t ∈ 〈0, T 〉, vyhovuj́ıćı diferenciálńı rovnici

∂[%u]

∂t
+∇ · [ru]−∇ · [p∇u] + qu = f pro (x, y) ∈ Ω, t ∈ (0, T 〉, (2.246)

splňuj́ıćı okrajové podmı́nky (2.64), (2.65) a počátečńı podmı́nku (2.66). Nestacionárńı
rovnice (2.246) opět charakterizuje zachováńı fyzikálńı veličiny u, při němž se kromě
difúzńıho toku, konvektivńıho toku a objemové generace př́ıpadně absorpce uvažuje také
časová změna ut. Rovnice (2.246) je dobrým modelem nestacionárńıho š́ı̌reńı chemické
př́ıměsi nebo entalpie v proudovém poli.

Stejně jako ve stacionárńım př́ıpadě budeme předpokládat platnost podmı́nky (2.5e).
Rovnice kontinuity nabývá pro nestacionárńı úlohu tvaru

∂%

∂t
+∇ · r =

∂%

∂t
+

∂r1

∂x
+

∂r2

∂y
=

∂%

∂t
+

∂(%v1)

∂x
+

∂(%v2)

∂y
= 0. (2.226’)

Pokud data %, r, p, q, f , g, α a β nezávisej́ı na čase t, pak ustálené řešeńı nestacionárńı
úlohy, pro které ut = 0, vyhovuje rovnici (2.225). To umožňuje řešit stacionárńı úlohy tech-
nikami vyvinutými pro řešeńı úloh nestacionárńıch, tedy např́ıklad metodou charakteris-
tik, kterou nyńı poṕı̌seme. Postupovat budeme podobně jako v práci [3] a [20]. Ke každému
bodu x = (x, y) ∈ Ω a času t ∈ (0, T 〉 přǐrad́ıme tzv. charakteristiku X(τ) ≡ X(x, t; τ)
určenou jako řešeńı dvou obyčejných diferenciálńıch rovnic

Ẋ(τ) =

{
r(X(τ), τ) pro X(τ) ∈ Ω,

0 pro X(τ) ∈ ∂Ω,
s počátečńı podmı́nkou X(t) = x. (2.247)

Rovnici (2.247) řeš́ıme
”
pozpátku“, tj. pro τ < t. Pro r1, r2 ∈ PC1(Ω) je charakteristika

určena jednoznačně. Všimněte si, že d́ıky podmı́nce Ẋ(τ) = 0 charakteristika nikdy neo-
pust́ı Ω. Charakteristika X(x, t; τ) je tedy rovnićı křivky (trajektoríı), po ńıž se pohybuje
pomyslný hmotný bod, který je unášen spolu s tekutinou

”
rychlost́ı“ r (ve skutečnosti

je r součinem rychlosti v a hustoty %), a který v čase t doraźı do bodu x. V technické
mluvě lze charakteristikou X(x, t; τ) označit proudnici, která v čase t procháźı bodem x.
Pro časovou derivaci složené funkce u(X(t), t) plat́ı

Du

Dt
(x, t) ≡ du(X(t), t)

dt
≡ du(X(τ), τ)

dτ

∣∣∣∣
τ=t

=
∂u(x, t)

∂t
+ r(x, t) · ∇u(x, t). (2.248)

Odtud a z (2.226’) plyne, že rovnici (2.246) lze přepsat do tvaru

%
Du

Dt
−∇ · [p∇u] + qu = f, x ∈ Ω, t ∈ (0, T 〉. (2.249)

Tuto rovnici diskretizujeme θ-metodou, tj. užijeme formuli typu

DΦ

Dt
+ Q

∣∣∣∣
ti+1

≈ Φ(ti+1)− Φ(ti)

∆ti
+ (1− θ)Q(ti) + θQ(ti+1) (2.250)
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pro θ ∈ 〈0, 1〉. (2.248) aproximujeme takto:

Du

Dt
(x, ti+1) ≈ [u(X(x, ti+1; ti+1), ti+1)− u(X(x, ti+1; ti), ti)]/∆ti,

a protože z (2.247) plyne X(x, ti+1; ti+1) = x, dostáváme

Du

Dt
(x, ti+1) ≈ [ui+1(x)− ui(Xi(x))]/∆ti, (2.251)

kde Xi(x) = X(x, ti+1; ti) a kde uj(ξ) = u(ξ, tj) pro ξ = x,Xi(x), j = i, i + 1. Proto
z (2.249) už́ıt́ım (2.250) a (2.251) dostaneme

ui+1 − ũi

∆ti
+ (1− θ)Qi + θQi+1 = 0, (2.252)

kde ui+1 ≈ u(x, ti+1), ũi ≈ u(Xi(x), ti), Qj = [%j]−1{−∇ · [pj∇uj] + qjuj − f j} pro
j = i, i + 1, a kde %j, pj, qj a f j označuj́ı hodnoty těchto funkćı v (x, tj), ui ≈ u(x, ti).
Zd̊urazněme, že zat́ımco ve vztahu (2.251) uj(ξ) = u(ξ, tj), v rovnici (2.252) jsme t́ımtéž
symbolem uj(ξ) označili už jen aproximaci u(ξ, tj).

Daľśı aproximaćı (1 − θ)Qi + θQi+1 ≈ Qi+θ, kde %i+θ, pi+θ, qi+θ a f i+θ jsou hodnoty
těchto funkćı v (x, ti+θ), ti+θ = ti + θ∆ti, a ui+θ = (1− θ)ui + θui+1, dostaneme

%i+θ ui+1 − ũi

∆ti
−∇ · [pi+θ∇ui+θ] + qi+θui+θ = f i+θ pro x ∈ Ω. (2.253)

Rovnici (2.253) doplńıme okrajovými podmı́nkami

uj = gj, pro x ∈ Γ1, j = i, i + 1, (2.254)

−pi+θ ∂ui+θ

∂n
= αi+θui+θ − βi+θ pro x ∈ Γ2, (2.255)

kde αi+θ a βi+θ jsou hodnoty funkćı α a β v (x, ti+θ) a kde i = 0, . . . , Q − 1 (Q zde
označuje počet časových krok̊u). Úlohu (2.253) – (2.255) diskretizujeme v proměnné x
metodou konečných prvk̊u užit́ım elementu T3. Vypust́ıme slabou formulaci a zaṕı̌seme
př́ımo diskrétńı slabou formulaci. Aproximujeme ui ≈ U i =

∑PU
i=1 ∆i

jwj, kde ∆i
j = U i

j je
hledaná aproximace u(xj, yj, ti) (pro i = 0 klademe U0

j = ϕ(xj, yj)), a dostáváme úlohu

naj́ıt U i+1 splňuj́ıćı (%i+θ U i+1 − Ũ i

∆ti
, v)h + ah(U

i+θ, v) = Lh(v) ∀v ∈ Vh (2.256)

kde

Ũ i(x) =
PU∑
i=1

U i
jwj(X

i
h(x)), (2.257)

přičemž Xi
h(x) je přesné nebo jen přibližné, numericky spočtené, řešeńı Xi(x)=X(x, ti+1; ti)

úlohy (2.247), a kde dále
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(w, v)h =
∑

e∈T

Ie(wv), (2.258)

U i+θ = (1− θ)U i + θU i+1, (2.259)

ah(w, v) =
∑

e∈T

Ie(pi+θ∇w · ∇v + qi+θwv) +
∑

S∈S

IS(αi+θwv), (2.260)

Lh(v) =
∑

e∈T

Ie(f i+θv) +
∑

S∈S

IS(βi+θv). (2.261)

Dosad́ıme-li do rovnice (2.256) za U i+θ z (2.259) a převedeme členy obsahuj́ıćı hledanou
funkci U i+1 na levou stranu, dostaneme

(%i+θU i+1, v)h + ∆tiθah(U
i+1, v) = (%i+θŨ i, v)h −∆ti(1− θ)ah(U

i, v) + ∆tiLh(v).

S metodou charakteristik souviśı pouze prvńı člen na pravé straně této rovnice, zbývaj́ıćı
členy jsou (až na jeden formálńı rozd́ıl) stejné jako v nestacionárńı úloze vedeńı tepla
studované v odstavci 2.10 (funkci % zde odpov́ıdá funkce c v odstavci 2.10). Je proto
přirozené použ́ıt stejné formule numerické integrace jako v odstavci 2.10 a při výpočtu
Ie(%i+θŨ iv) už́ıt formuli (2.43). Tedy Ie(pi+θ∇w · ∇v) poč́ıtáme formuĺı (2.34), všechny
zbývaj́ıćı integrály na elementu e poč́ıtáme formuĺı (2.43) a integrály na straně S poč́ıtáme
formuĺı (2.53). Snadno odvod́ıme

Ie(%i+θŨ iv) = [Θe]T C̃e,i+θ, kde C̃e,i+θ =
|de|
6




%e,i+θ
1 Ũ e,i

h,1

%e,i+θ
2 Ũ e,i

h,2

%e,i+θ
3 Ũ e,i

h,3


 .

Přitom %e,i+θ
j = %(xe

j , y
e
j , ti+θ) a Ũ e,i

h,j = U i(Xe,i
h,j), kde Xe,i

h,j = Xi
h(x

e
j) a xe

j = (xe
j , y

e
j ) jsou

souřadnice bodu P e
j , j = 1, 2, 3. Xe,i

h,j lze spoč́ıtat pomoćı n ≥ 1 krok̊u vhodné Rungovy-

Kuttovy formule: pro θ 6= 1
2

stač́ı metoda řádu 1 a pro θ = 1
2

je vhodné už́ıt metodu

řádu 2. Určeńı Ũ e,i
h,j je algoritmicky poměrně složitá operace vyžaduj́ıćı obecně nemalý

objem výpočt̊u. Proto je účelné pro každý uzel P` o souřadnićıch x` = (x`, y`) spoč́ıtat
Xi

h,` = Xi
h(x`) a pak Ũ i

h,` = U i(Xi
h,`) a na elementu e pro uzel P e

j ≡ P` položit Ũ e,i
h,j = Ũ i

h,`.

Protože rovnice sestavujeme jen pro uzly nelež́ıćı na Γ1, Ũ i
h,` stač́ı určit jen pro P` 6∈ Γ1.

Uved’me si nyńı podrobně postup výpočtu Ũ i
h,`. Označme ∆τ = ∆ti/n a položme

τs = s∆τ , s = 0, . . . , n. Dále necht’ Y0
` = x` pro zvolený uzel P` 6∈ Γ1. Pak postupně pro

s = 1, . . . , n poč́ıtejme:

a) pro θ 6= 1
2

explicitńı Eulerovou metodou (stručně EEM) řádu 1

Ys
` = Ys−1

` −∆τks1
` , kde ks1

` = r(Ys−1
` , ti+1 − τs−1);
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b) pro θ = 1
2

Heunovou metodou (stručně HM) řádu 2

Ys
` = Ys−1

` − 1
2
∆τ(ks1

` + ks2
` ), kde

ks1
` = r(Ys−1

` , ti+1 − τs−1), ks2
` = r(Ys−1

` −∆τks1
` , ti+1 − τs).

Nakonec polož́ıme Xi
h,` = Yn

` a vypočteme Ũ i
k,` = U i(Xi

h,`).
Funkce r bývá často známa jen v uzlech Pj a v časech ti. To nám umožňuje předpo-

kládat, že r je pro (x, y) ∈ e a t ∈ 〈ti, ti+1〉 tvaru

r(x, y, t) =
3∑

j=1

re
j(t)w

e
j(x, y), kde re

j(t) =
ti+1 − t

∆ti
r(xe

j , y
e
j , ti) +

t− ti
∆ti

r(xe
j , y

e
j , ti+1).

Při výpočtu Ys
` je třeba vyč́ıslovat funkci r jednou nebo dvakrát podle toho, zda použ́ıváme

EEM nebo HM. Abychom mohli ks1
` př́ıpadně ks2

` spoč́ıtat, potřebujeme vědět, v jakém
elementu e se bod Ys

`0 ≡ Ys−1
` př́ıpadně Ys

`1 ≡ Ys−1
` − ∆τks1

` nacháźı, a pak spoč́ıtat
r(Ys

`δ, τsδ) =
∑3

j=1 re
j(tsδ)w

e
j(Y

s
`δ) pro δ = 0, 1 a pro ts0 = ti+1 − τs−1, ts1 = ti+1 − τs.

Podobně, chceme-li vyč́ıslit Ũ i
h` = U i(Xi

h,`), potřebujeme znát element e, v němž bod Xi
h,`

lež́ı, a pak spoč́ıtat U i(Xi
h,`) =

∑3
j=1 U i(xe

j , y
e
j )w

e
j(X

i
h,`). Efektivńı stanoveńı bod̊u Ys

`δ

a výpočet hodnoty U i(Xi
h,`) je základem úspěšné implementace metody charakteristik.

Určeńı Ũ i
h` lze výrazně urychlit, když voĺıme ∆ti tak, aby byla splněna tzv. Courantova-

Friedrichsova-Lewyova podmı́nka (stručně CFL podmı́nka)

max
Ω×〈0,T 〉

‖r‖∆ti ≤ min
T

h,

a když Xi
h` urč́ıme v jednom kroku EEM. Pak Xi

h` = x` −∆tir(x`, ti+1) a tento bod lež́ı
v jednom z trojúhelńık̊u s vrcholem P`.

Výslednou soustavu rovnic pro výpočet neznámých parametr̊u ∆i+1 lze zapsat ve tvaru

[Ci+θ + ∆tiθK
i+θ]∆i+1 = C̃i+θ −∆ti(1− θ)Ki+θ∆i + ∆tiF

i+θ, (2.262)

přičemž globálńı matici Ki+θ a globálńı vektor Fi+θ sestav́ıme pomoćı elementárńıch matic
Ke,i+θ = Ke1,i+θ + Ke2,i+θ, z nichž Ke1,i+θ př́ısluš́ı členu Ie(pi+θ∇w · ∇v) a Ke2,i+θ členu
Ie(qi+θwv), elementárńıch matic KS,i+θ př́ıslušných člen̊um IS(αi+θwv), elementárńıch
vektor̊u Fe,i+θ př́ıslušných člen̊um Ie(f i+θv) a elementárńıch vektor̊u FS,i+θ př́ıslušných
člen̊um IS(βi+θv), a dále globálńı matici Ci+θ sestav́ıme z elementárńıch matic Ce,i+θ

př́ıslušných člen̊um Ie(%i+θwv) a globálńı vektor C̃i+θ sestav́ıme z elementárńıch vektor̊u
C̃e,i+θ př́ıslušných člen̊um Ie(%i+θŨ iv).

Matice soustavy (2.262) je symetrická, pro dostatečně malé h pozitivně definitńı,
a jsou-li vnitřńı úhly triangulace netupé, je pozitivně definitńı pro každé h. Pozitivńı
definitnost matice soustavy (2.262) je velkou přednost́ı metody charakteristik, srovnáváme-
li ji s metodami založenými na upwind aproximaćıch konvektivńıho členu, nebot’ ty vždy
vedou k matićım nesymetrickým.

Za předpokladu dostatečně hladkého slabého řešeńı u lze ukázat, že plat́ı

max
i,j

|u(xj, yj, ti)− U i
j | = O(h + ∆tq + h2/∆t),
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kde q = 1 pro θ 6= 1
2

a q = 2 pro θ = 1
2
.

Pro θ = 0 je matice soustavy (2.262) diagonálńı a tedy výpočet ∆i+1 je
”
laciný“.

I když je EEM jen podmı́něně stabilńı, pro
”
malý“ difúzńı člen neńı podmı́nka omezuj́ıćı

délku časového kroku nijak zvlást’ př́ısná (pro p ¿ 1 jde prakticky o CFL podmı́nku),
a proto se pro řešeńı KDÚsDK někdy EEM použ́ıvá.

Diskretizujeme-li rovnici (2.246) standardně pomoćı EEM, dostaneme rovnici

(
%i U

i+1 − U i

∆ti
, v

)

h

+ ah(U
i, v) + bh(U

i, v) = Lh(v),

v ńıž lze konvektivńı člen bh(U
i, v) aproximovat upwind technikou, viz (2.242), a dostat

tak zhruba
”
stejně kvalitńı“ výpočetńı algoritmus jako je metoda charakteristik spojená

s EEM. Proto je také tento postup někdy při řešeńı KDÚsDK použ́ıván.
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3. Prostorové úlohy

Použit́ı metody konečných prvk̊u při řešeńı úloh ve trojrozměrném prostoru (stručně ve
3D) si budeme demonstrovat na problému popsaném stejně jako v kapitole 2 diferenciálńı
rovnićı (2.2) a okrajovými podmı́nkami (2.3), (2.4). Nyńı však je Ω oblast ve 3D a u,
p, q, f , g, α a β jsou funkce tř́ı prostorových proměnných x, y a z. Také operátor ∇
a vektor vněǰśı normály n je tř́ısložkový, ∇ = (∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z)T a n = (nx, ny, nz)

T .
Pro odvozeńı slabé formulace potřebujeme Greenovu formuli. Ta má i ve 3D tvar (2.6),
jen f a g jsou funkce tř́ı proměnných x1, x2, x3, dx = dx1dx2dx3 a ds je diferenciál
plochy Γ. Vynásob́ıme-li diferenciálńı rovnici (2.2) testovaćı funkćı v ∈ C1(Ω), v = 0 na
Γ1, integrujeme přes Ω, použijeme Greenovu formuli a přirozenou okrajovou podmı́nku
(2.4), dostaneme rovnici a(u, v) = L(v), kde bilineárńı forma a(u, v) a lineárńı funkcionál
L(v) je určen vzorci (2.9) a (2.10), v nichž mı́sto dxdy ṕı̌seme dxdydz. Slabá formulace je
tvaru (2.12), jednoznačná existence slabého řešeńı je zaručena podmı́nkami (2.5a’) a 3D
analogíı podmı́nek (2.5b), (2.5c) (q a α jsou funkcemi 3 nezávislých proměnných) a (2.5d’)
(Ω je mnohostěn s rovinnými stěnami, tedy polyedr, nebo obecněji

”
nedegenerovaný“

mnohostěn se zakřivenými hladkými stěnami (tj. plochami se spojitě se měńıćı tečnou
rovinou)).

V MKP se při řešeńı 3D úloh obvykle použ́ıvaj́ı izoparametrické prvky. Tvarově jde
nejčastěji o šestistěny (speciálně o čtyřboké hranoly nebo dokonce o kvádry). Někdy je
však k vykryt́ı oblasti nutné použ́ıt také pětistěny (speciálně trojboké hranoly) nebo
dokonce čtyřstěny (speciálně trojboké jehlany). Protože šestistěn lze rozdělit na dva
pětistěny a pětistěn zase na tři čtyřstěny, stač́ı pracovat jen s nejjednodušš́ımi čtyřstěnnými
prvky. Přesto se pětistěny a zejména šestistěny hojně použ́ıvaj́ı. Na obrázku 21 je čtyř-
stěnný prvek T4 se čtyřmi uzly a s př́ımými hranami, na obrázku 22 je čtyřstěnný prvek
T10 s deseti uzly a s křivými hranami: každá hrana je určena třemi uzly. (Označeńı
čtyřstěnných prvk̊u ṕısmenem T je odvozeno od prvńıho ṕısmene anglického slova

”
tetra-

hedron“.)
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Obr. 21. Prvek T4
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Obr. 22. Prvek T10

Na obrázku 23 je pětistěnný prvek P6 se šesti uzly, na obrázku 24 je pětistěnný prvek
P15 s patnácti uzly, (ṕısmeno P od prvńıho ṕısmene anglického slova

”
pentahedron“) na

obrázku 25 je šestistěnný prvek H8 s osmi uzly a na obrázku 26 je šestistěnný prvek H20
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s dvaceti uzly (ṕısmeno H od prvńıho ṕısmene anglického slova
”
hexahedron“). Referenčńı

prvek ê je pro prvky T4 a T10 uveden na obrázku 27, pro prvky P6 a P15 na obrázku 28
a pro prvky H8 a H20 na obrázku 29.
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Obr. 23. Prvek P6
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Obr. 24. Prvek P15
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Obr. 25. Prvek H8
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Obr. 26. Prvek H20

Na referenčńım prvku ê definujeme bázové funkce N̂ e
i (ξ, η, ζ) s vlastnostmi

N̂ e
i (ξj, ηj, ζj) =

{
1 pro i = j

0 pro i 6= j
a pro i, j = 1, . . . , pe,

kde pe = 4 pro prvek T4, pe = 10 pro prvek T10, pe = 6 pro prvek P6, pe = 15 pro
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prvek P15, pe = 8 pro prvek H8 a pe = 20 pro prvek H20 a kde (ξj, ηj, ζj) jsou souřadnice

uzlu P̂j. Pro prvek T4 je

N̂ e
1 = 1− ξ − η − ζ, N̂ e

2 = ξ, N̂ e
3 = η, N̂ e

4 = ζ,

P̂ e
1

P̂ e
2 (1, 0, 0)

P̂ e
3

P̂ e
4

P̂ e
5

P̂ e
6

P̂ e
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P̂ e
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P̂ e
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P̂ e
10
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ζ

ξ

Obr. 27. Čtyřstěnný referenčńı prvek

P̂ e
1 = (0, 0, 0) P̂ e

2 = (1, 0, 0)

P̂ e
3 = (0, 1, 0) P̂ e

4 = (0, 0, 1)

P̂ e
5 = (1

2 , 0, 0) P̂ e
6 = (1

2 , 1
2 , 0)

P̂ e
7 = (0, 1

2 , 0) P̂ e
8 = (0, 0, 1

2)

P̂ e
9 = (1

2 , 0, 1
2) P̂ e

10 = (0, 1
2 , 1

2)

pro prvek T10 je

N̂ e
1 = 2(1− ξ − η − ζ)(1

2
− ξ − η − ζ), N̂ e

2 = 2ξ(ξ − 1
2
),

N̂ e
3 = 2η(η − 1

2
), N̂ e

4 = 2ζ(ζ − 1
2
),

N̂ e
5 = 4ξ(1− ξ − η − ζ), N̂ e

6 = 4ξη,

N̂ e
7 = 4η(1− ξ − η − ζ), N̂ e

8 = 4ζ(1− ξ − η − ζ),

N̂ e
9 = 4ξζ, N̂ e

10 = 4ηζ,
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Obr. 28. Pětistěnný referenčńı prvek

P̂ e
1 = (0, 0,−1) P̂ e

2 = (1, 0,−1)

P̂ e
3 = (0, 1,−1) P̂ e

4 = (0, 0, 1)

P̂ e
5 = (1, 0, 1) P̂ e

6 = (0, 1, 1)

P̂ e
7 = (1

2 , 0,−1) P̂ e
8 = (1

2 , 1
2 ,−1)

P̂ e
9 = (0, 1

2 ,−1) P̂ e
10 = (1

2 , 0, 1)

P̂ e
11 = (1

2 , 1
2 , 1) P̂ e

12 = (0, 1
2 , 1)

P̂ e
13 = (0, 0, 0) P̂ e

14 = (1, 0, 0)

P̂ e
15 = (0, 1, 0)
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pro prvek P6 je

N̂ e
1 = 1

2
(1− ξ − η)(1− ζ), N̂ e

2 = 1
2
ξ(1− ζ),

N̂ e
3 = 1

2
η(1− ζ), N̂ e

4 = 1
2
(1− ξ − η)(1 + ζ),

N̂ e
5 = 1

2
ξ(1 + ζ), N̂ e

6 = 1
2
η(1 + ζ),

pro prvek P15 je

N̂ e
1 = (1− ξ − η)(−ξ − η − 1

2
ζ)(1− ζ), N̂ e

2 = ξ(ξ − 1
2
ζ − 1)(1− ζ),

N̂ e
3 = η(η − 1

2
ζ − 1)(1− ζ), N̂ e

4 = (1− ξ − η)(−ξ − η + 1
2
ζ)(1 + ζ),

N̂ e
5 = ξ(ξ + 1

2
ζ − 1)(1 + ζ), N̂ e

6 = η(η + 1
2
ζ − 1)(1 + ζ),

N̂ e
7 = 2ξ(1− ξ − η)(1− ζ), N̂ e

8 = 2ξη(1− ζ),

N̂ e
9 = 2η(1− ξ − η)(1− ζ), N̂ e

10 = 2ξ(1− ξ − η)(1 + ζ),

N̂ e
11 = 2ξη(1 + ζ), N̂ e

12 = 2η(1− ξ − η)(1 + ζ),

N̂ e
13 = (1− ξ − η)(1− ζ2), N̂ e

14 = ξ(1− ζ2),

N̂ e
15 = η(1− ζ2),

P̂ e
1 (-1, -1, -1) P̂ e

2

P̂ e
3P̂ e

4

P̂ e
5 P̂ e

6

P̂ e
7 (1, 1, 1)P̂ e

8

P̂ e
9

P̂ e
10

P̂ e
11

P̂ e
12

P̂ e
17 P̂ e

18

P̂ e
19P̂ e

20

P̂ e
13 P̂ e

14

P̂ e
15P̂ e

16

ξ

ζ

η

Obr. 29. Šestistěnný referenčńı prvek

P̂ e
1 = (−1,−1,−1) P̂ e

2 = ( 1,−1,−1)

P̂ e
3 = ( 1, 1,−1) P̂ e

4 = (−1, 1,−1)

P̂ e
5 = (−1,−1, 1) P̂ e

6 = ( 1,−1, 1)

P̂ e
7 = ( 1, 1, 1) P̂ e

8 = (−1, 1, 1)

P̂ e
9 = ( 0,−1,−1) P̂ e

10 = ( 1, 0,−1)

P̂ e
11 = ( 0, 1,−1) P̂ e

12 = (−1, 0,−1)

P̂ e
13 = ( 0,−1, 1) P̂ e

14 = ( 1, 0, 1)

P̂ e
15 = ( 0, 1, 1) P̂ e

16 = (−1, 0, 1)

P̂ e
17 = (−1,−1, 0) P̂ e

18 = ( 1,−1, 0)

P̂ e
19 = ( 1, 1, 0) P̂ e

20 = (−1, 1, 0)

pro prvek H8 je

N̂ e
1 = 1

8
(1− ξ)(1− η)(1− ζ), N̂ e

2 = 1
8
(1 + ξ)(1− η)(1− ζ),

N̂ e
3 = 1

8
(1 + ξ)(1 + η)(1− ζ), N̂ e

4 = 1
8
(1− ξ)(1 + η)(1− ζ),

N̂ e
5 = 1

8
(1− ξ)(1− η)(1 + ζ), N̂ e

6 = 1
8
(1 + ξ)(1− η)(1 + ζ),

N̂ e
7 = 1

8
(1 + ξ)(1 + η)(1 + ζ), N̂ e

8 = 1
8
(1− ξ)(1 + η)(1 + ζ)
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a pro prvek H20 je

N̂ e
1 = 1

8
(1− ξ)(1− η)(1− ζ)(−ξ − η − ζ − 2),

N̂ e
2 = 1

8
(1 + ξ)(1− η)(1− ζ)(ξ − η − ζ − 2),

N̂ e
3 = 1

8
(1 + ξ)(1 + η)(1− ζ)(ξ + η − ζ − 2),

N̂ e
4 = 1

8
(1− ξ)(1 + η)(1− ζ)(−ξ + η − ζ − 2),

N̂ e
5 = 1

8
(1− ξ)(1− η)(1 + ζ)(−ξ − η + ζ − 2),

N̂ e
6 = 1

8
(1 + ξ)(1− η)(1 + ζ)(ξ − η + ζ − 2),

N̂ e
7 = 1

8
(1 + ξ)(1 + η)(1 + ζ)(ξ + η + ζ − 2),

N̂ e
8 = 1

8
(1− ξ)(1 + η)(1 + ζ)(−ξ + η + ζ − 2),

N̂ e
9 = 1

4
(1− ξ2)(1− η)(1− ζ), N̂ e

10 = 1
4
(1 + ξ)(1− η2)(1− ζ),

N̂ e
11 = 1

4
(1− ξ2)(1 + η)(1− ζ), N̂ e

12 = 1
4
(1− ξ)(1− η2)(1− ζ),

N̂ e
13 = 1

4
(1− ξ2)(1− η)(1 + ζ), N̂ e

14 = 1
4
(1 + ξ)(1− η2)(1 + ζ),

N̂ e
15 = 1

4
(1− ξ2)(1 + η)(1 + ζ), N̂ e

16 = 1
4
(1− ξ)(1− η2)(1 + ζ),

N̂ e
17 = 1

4
(1− ξ)(1− η)(1− ζ2), N̂ e

18 = 1
4
(1 + ξ)(1− η)(1− ζ2),

N̂ e
19 = 1

4
(1 + ξ)(1 + η)(1− ζ2), N̂ e

20 = 1
4
(1− ξ)(1 + η)(1− ζ2).

”
Reálný“ prvek e je obrazem referenčńıho prvku ê v zobrazeńı

x = xe(ξ, η, ζ) =

pe∑
i=1

xe
i N̂

e
i (ξ, η, ζ),

y = ye(ξ, η, ζ) =

pe∑
i=1

ye
i N̂

e
i (ξ, η, ζ),

z = ze(ξ, η, ζ) =

pe∑
i=1

ze
i N̂

e
i (ξ, η, ζ)

pro (ξ, η, ζ) ∈ ê, (3.1)

kde (xe
i , y

e
i , z

e
i ) jsou souřadnice uzlu P e

i , i = 1, . . . , pe. Za přirozených, v praktických
situaćıch vždy splněných předpoklad̊u je Jacobiova matice

Je(ξ, η, ζ) =




∂xe(ξ, η, ζ)

∂ξ

∂xe(ξ, η, ζ)

∂η

∂xe(ξ, η, ζ)

∂ζ
∂ye(ξ, η, ζ)

∂ξ

∂ye(ξ, η, ζ)

∂η

∂ye(ξ, η, ζ)

∂ζ
∂ze(ξ, η, ζ)

∂ξ

∂ze(ξ, η, ζ)

∂η

∂ze(ξ, η, ζ)

∂ζ




(3.2)

zobrazeńı (3.1) je regulárńı pro každé (ξ, η, ζ) ∈ ê a tedy existuje inverzńı zobrazeńı

ξ = ξe(x, y, z), η = ηe(x, y, z), ζ = ζe(x, y, z) pro (x, y, z) ∈ e (3.3)
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přǐrazuj́ıćı ke každému bodu (x, y, z) ∈ e bod (ξ, η, ζ) elementu ê. Bázové funkce na prvku
e definujeme předpisem

we
i (x, y, z) = N̂ e

i (ξe(x, y, z), ηe(x, y, z), ζe(x, y, z)), i = 1, . . . , pe, (3.4)

a násadu vyjádř́ıme ve tvaru

v = ve(x, y, z) =

pe∑
i=1

ve
i w

e
i (x, y, z), kde ve

i = v(xe
i , y

e
i , z

e
i ), i = 1, . . . , pe. (3.5)

V daľśım budeme pro libovolnou funkci g(x, y, z) definovanou na prvku e už́ıvat označeńı

ĝe = ĝe(ξ, η, ζ) = g(xe(ξ, η, ζ), ye(ξ, η, ζ), ye(ξ, η, ζ)) pro (ξ, η, ζ) ∈ ê.

Protože

v̂e(ξ, η, ζ) =

pe∑
i=1

ve
i N̂

e
i (ξ, η, ζ) pro (ξ, η, ζ) ∈ ê,

je násada v̂e vyjádřena formálně stejně jako souřadnice xe, ye a ze popisuj́ıćı geometrii,
viz (3.1), tedy máme izoparametrický prvek. Oblast Ω vykryjeme konečnými prvky (tj.
triangulujeme ji). Použijeme bud’to prvky T4, P6 a H8 (s uzly jen ve vrcholech) nebo
prvky T10, P15 a H20 (s uzly také na hranách). Množinu T všech prvk̊u nazveme trian-
gulaćı, sjednoceńı všech prvk̊u triangulace označ́ıme Ωh. Hranici oblasti Ωh znač́ıme Γh.
Částem Γ1 a Γ2 hranice Γ vhodným zp̊usobem přǐrad́ıme jejich aproximace Γ1h a Γ2h.
V moderńıch programech MKP je triangulace generována automaticky: uživatel speci-
fikuje oblast, materiálové vlastnosti, okrajové podmı́nky a typ prvk̊u, zbytek

”
zař́ıd́ı pro-

gram“. Konečněprvkový prostor Xh definujeme jako prostor funkćı v(x, y, z) definovaných
na Ωh takových, že jejich restrikce na element e je tvaru (3.5).

Stěny prvk̊u budeme značit S, množinu všech stěn lež́ıćıch na hranici Γ2h označ́ıme S.
Prvky T4, P6, H8 s př́ımými hranami maj́ı dva typy stěn, trojúhelńıkové F3 a čtyřúhel-
ńıkové F4, viz obrázky 30 a 31,

PS
1

PS
2

PS
3

S

x

y

z

Obr. 30. Stěna F3

PS
1

PS
2

PS
3

PS
4

PS
5

PS
6

S

x

y

z

Obr. 31. Stěna F4
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prvky T10, P15 a H20 s křivými hranami maj́ı rovněž dva typy stěn, trojúhelńıkové
F6 a čtyřúhelńıkové F8, viz obrázky 32 a 33. (Stěny znač́ıme F podle prvńıho ṕısmene
anglického překladu

”
face“ českého slova stěna.)

PS
1

PS
2

PS
3

PS
4

PS
5

PS
6

S

x

y

z

Obr. 32. Stěna F6

PS
1

PS
2

PS
3

PS
4

PS
5

PS
6

PS
7

PS
8

S

x

y

z

Obr. 33. Stěna F8

Referenčńı prvek Ŝ př́ıslušný trojúhelńıkovým stěnám F3, F6 a čtyřúhelńıkovým stěnám
F4, F8 je zakreslen na obrázku 34 a 35.

P̂S
1 (0,0) P̂S

2 (1,0)

P̂S
3 (0,1)

P̂S
4 (1

2 ,0)

P̂S
5 (1

2 ,12)P̂S
6 (0,12)

S

ξ

η

Obr. 34. Referenčńı prvek stěn F3 a F6

P̂S
1 (–1,–1) P̂S

2 (1,–1)

P̂S
3 (1,1)P̂S

4 (–1,1)

P̂S
5 (0,–1)

P̂S
6 (1,0)

P̂S
7 (0,1)

P̂S
8 (–1,0)

Ŝ

ξ

η

Obr. 35. Referenčńı prvek stěn F4 a F8

Na referenčńıch prvćıch definujeme bázové funkce: pro stěnu F3

N̂S
1 = 1− ξ − η, N̂S

2 = ξ, N̂S
3 = η,

pro stěnu F6

N̂S
1 = 2(1− ξ − η)(1

2
− ξ − η), N̂S

4 = 4ξ(1− ξ − η),

N̂S
2 = 2ξ(ξ − 1

2
), N̂S

5 = 4ξη,

N̂S
3 = 2η(η − 1

2
), N̂S

6 = 4η(1− ξ − η),
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pro stěnu F4

N̂S
1 = 1

4
(1− ξ)(1− η), N̂S

3 = 1
4
(1 + ξ)(1 + η),

N̂S
2 = 1

4
(1 + ξ)(1− η), N̂S

4 = 1
4
(1− ξ)(1 + η),

a pro stěnu F8

N̂S
1 = 1

4
(1− ξ)(1− η)(−ξ − η − 1), N̂S

5 = 1
2
(1− ξ2)(1− η),

N̂S
2 = 1

4
(1 + ξ)(1− η)(ξ − η − 1), N̂S

6 = 1
2
(1 + ξ)(1− η2),

N̂S
3 = 1

4
(1 + ξ)(1 + η)(ξ + η − 1), N̂S

7 = 1
2
(1− ξ2)(1 + η),

N̂S
4 = 1

4
(1− ξ)(1 + η)(−ξ + η − 1), N̂S

8 = 1
2
(1− ξ)(1− η2).

Geometrii stěny S určuje zobrazeńı

x = xS(ξ, η) =

pS∑
i=1

xS
i N̂S

i (ξ, η),

y = yS(ξ, η) =

pS∑
i=1

yS
i N̂S

i (ξ, η),

z = zS(ξ, η) =

pS∑
i=1

zS
i N̂S

i (ξ, η)

pro (ξ, η) ∈ Ŝ, (3.6)

kde (xS
i , yS

i , zS
i ) jsou souřadnice uzlu P S

i , i = 1, . . . , pS, pS = 3 pro stěnu F3, pS = 4 pro
stěnu F4, pS = 6 pro stěnu F6, pS = 8 pro stěnu F8. Na stěně S definujeme bázové
funkce

wS
i (x, y, z) = N̂S

i (ξ, η), i = 1, . . . , pS, (3.7)

kde (ξ, η) ∈ Ŝ je vzorem bodu (x, y, z) ∈ S v zobrazeńı (3.6). Bázová funkce wS
i (x, y, z)

je zřejmě restrikćı bázové funkce we
j(x, y, z) pro P e

j ≡ P S
i na stěnu S . Restrikci konečně-

prvkové funkce v z prostoru Xh na stranu S lze vyjádřit ve tvaru

v = vS(x, y, z) =

pS∑
i=1

vS
i wS

i (x, y, z), kde vS
i = v(xS

i , yS
i , zS

i ), i = 1, . . . , pS, (3.8)

pro (x, y, z) ∈ S a ve tvaru

v̂S(ξ, η) =

pS∑
i=1

vS
i N̂S

i (ξ, η) (3.9)

pro (ξ, η) ∈ Ŝ. Pro funkci g(x, y, z) definovanou na stěně S označme

ĝS = ĝS(ξ, η) = g(xS(ξ, η), yS(ξ, η), zS(ξ, η)) pro (ξ, η) ∈ Ŝ.

102



K funkćım α a β přǐrad́ıme interpolanty αI a βI , jejichž restrikce αIS a βIS na stěnách
S ∈ S jsou tvaru

αIS(x, y, z) =

pS∑
i=1

α(xS
i , yS

i , zS
i )wS

i (x, y, z),

βIS(x, y, z) =

pS∑
i=1

β(xS
i , yS

i , zS
i )wS

i (x, y, z).

(3.10)

Protože
∫

e

g(x, y, z)dxdydz =

∫

ê

ĝ(ξ, η, ζ)|detJe| dξdηdζ,

přibližnou hodnotu integrálu na elementu e poč́ıtáme užit́ım kvadraturńı formule Îe(·) na
referenčńım elementu ê,

Ie(g) = Îe(ĝe|detJe|). (3.11)

Podobně postupujeme při přibližném výpočtu integrálu na stěně S. Využijeme vztahu
∫

S

g(x, y, z) ds =

∫

Ŝ

ĝ(ξ, η)JS(ξ, η) dξdη,

kde

JS =
√

EG− F 2,

E =

(
∂xS

∂ξ

)2

+

(
∂yS

∂ξ

)2

+

(
∂zS

∂ξ

)2

,

F =
∂xS

∂ξ

∂xS

∂η
+

∂yS

∂ξ

∂yS

∂η
+

∂zS

∂ξ

∂zS

∂η
,

G =

(
∂xS

∂η

)2

+

(
∂yS

∂η

)2

+

(
∂zS

∂η

)2

,

(3.12)

a poč́ıtáme

IS(g) = ÎS(ĝSJS), (3.13)

kde ÎS(·) je kvadraturńı formule na referenčńım elementu Ŝ.
Diskrétńı slabá formulace má tvar (2.18), množina př́ıpustných řešeńı Wh a prostor

testovaćıch funkćı Vh viz (2.15) a (2.14), bilineárńı forma ah(U, v) a lineárńı funkcionál
Lh(v) viz (2.160) a (2.161). Elementárńı matice a vektory se źıskaj́ı zcela analogicky jako
ve 2D př́ıpadě,

Ke1 = Îe([L̂e]T [Ĵe]−1p̂e [Ĵe]−T L̂e|detJe|), (3.14)

Ke2 = Îe([N̂e]T q̂e N̂e|detJe|), (3.15)
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Fe = Îe([N̂e]T f̂ e |detJe|), (3.16)

KS = ÎS([N̂S]T α̂IS N̂SJS), (3.17)

FS = ÎS([N̂S]T β̂ISJS), (3.18)

kde N̂e = (N̂ e
1 , . . . , N̂

e
pe

), L̂e = (∇̂N̂ e
1 , . . . , ∇̂N̂ e

pe
) přičemž ∇̂ = (∂/∂ξ, ∂/∂η, ∂/∂ζ)T ,

[Je]−T ={[Je]T}−1 je matice inverzńı k matici [Je]T a N̂S = (N̂S
1 , . . . , N̂S

pS
).

Zbývá uvést vhodné formule numerické integrace. Pro prvek T4 lze už́ıt formuli

Îe(ĝ) = 1
6
ĝ(1

3
, 1

3
, 1

3
) (3.19)

nebo formuli

Îe(ĝ) = 1
24

[ĝ(0, 0, 0) + ĝ(1, 0, 0) + ĝ(0, 1, 0) + ĝ(0, 0, 1)]. (3.20)

Obě formule (3.19) i (3.20) integruj́ı přesně polynomy ξiηjζk pro 0 ≤ i + j + k ≤ 1. Při
výpočtu matice Ke2 dáme přednost formuli (3.20), nebot’ v tom př́ıpadě je matice Ke2

diagonálńı. Pro prvek T10 je vhodná formule

Îe(ĝ) = 1
24

[ĝ(a, a, a) + ĝ(b, a, a) + ĝ(a, b, a) + ĝ(a, a, b)]

pro a = 0, 25−
√

0, 0125, b = 1− 3a,
(3.21)

která integruje přesně polynomy ξiηjζk pro 0 ≤ i + j + k ≤ 2. Prvky P6, P15, H8 a H20
integrujeme užit́ım Gaussových součinových formuĺı (pro prvky P6 a P15 modifikovaných
pro hranol s trojúhelńıkovou podstavou, viz např́ıklad [32]). Pro prvek P6 užijeme formuli

Îe(ĝ) = 1
8

2∑
i=1

2∑
j=1

2∑

k=1

AiBjBkĝ
(

1
2
(1− ui),

1
4
(1 + ui)(1− vj), vk

)
, (3.22)

přičemž

u1 = −0, 2898 9794 8556 6356, v1 = −
√

3
3

,

u2 = 0, 6898 9794 8556 6357, v2 =
√

3
3

,

A1 = 0, 7278 3447 3024 0913, B1 = 1,

A2 = 1, 2721 6552 6975 9087, B2 = 1.

(3.23)

Formule (3.22) integruje přesně polynomy ξiηjζk pro 0 ≤ i+ j ≤ 3, 0 ≤ k ≤ 3. Pro prvek
P15 užijeme formuli

Îe(ĝ) = 1
8

3∑
i=1

3∑
j=1

3∑

k=1

AiBjBkĝ
(

1
2
(1− ui),

1
4
(1 + ui)(1− vj), vk

)
, (3.24)
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přičemž

u1 = −0, 5753 1892 3521 6941, v1 = −√0, 6,

u2 = 0, 1810 6627 1118 5306, v2 = 0,

u3 = 0, 8228 2408 0974 5921, v3 =
√

0, 6,

A1 = 0, 2793 0791 9605 8165, B1 = 5
9
,

A2 = 0, 9169 6442 5438 3450, B2 = 8
9
,

A3 = 0, 8037 2765 4955 8385, B3 = 5
9
.

(3.25)

Formule (3.24) integruje přesně polynomy ξiηjζk pro 0 ≤ i+ j ≤ 5, 0 ≤ k ≤ 5. Pro prvek
H8 užijeme formuli

Îe(ĝ) =
2∑

i=1

2∑
j=1

2∑

k=1

BiBjBkĝ (vi, vj, vk) , (3.26)

kde Bi a vi jsou určeny podle (3.23). Formule (3.26) integruje přesně polynomy ξiηjζk pro
0 ≤ i, j, k ≤ 3. Pro prvek H20 užijeme formuli

Îe(ĝ) =
3∑

i=1

3∑
j=1

3∑

k=1

BiBjBkĝ (vi, vj, vk) , (3.27)

kde Bi a vi jsou určeny podle (3.25). Formule (3.27) integruje přesně polynomy ξiηjζk pro
0 ≤ i, j, k ≤ 5.

Při integraci na plošných prvćıch F3, F6, F4 a F8 použijeme stejné formule jako při
integraci 2D prvk̊u T3, T6, Q4 a Q8, viz formule (2.176) – (2.179). Tedy pro prvek F3
užijeme formuli

ÎS(ĝ) = 1
6
[ĝ(0, 0) + ĝ(1, 0) + ĝ(0, 1)], (3.28)

která integruje přesně polynomy ξiηj pro 0 ≤ i + j ≤ 1, pro prvek F6 formuli

ÎS(ĝ) = 1
6
[ĝ(1

2
, 0) + ĝ(1

2
, 1

2
) + ĝ(0, 1

2
)], (3.29)

která integruje přesně polynomy ξiηj pro 0 ≤ i + j ≤ 2, pro prvek F4 formuli

ÎS(ĝ) =
2∑

i=1

2∑
j=1

BiBj ĝ (vi, vj) , (3.30)

Bi, vi viz (3.23), která integruje přesně polynomy ξiηj pro 0 ≤ i, j ≤ 3, a pro prvek F8
formuli

ÎS(ĝ) =
3∑

i=1

3∑
j=1

BiBj ĝ (vi, vj) , (3.31)

Bi, vi viz (3.25), která integruje přesně polynomy ξiηj pro 0 ≤ i, j ≤ 5.
Sestaveńı soustavy rovnic a zpracováńı výsledk̊u je podobné jako ve 2D př́ıpadě, viz

odstavec 2.13. Pro chybu u − Uplat́ı vztah (2.186), kde r = 2 pro prvky T10, P15, H20
a r = 1 pro prvky T4, P6, H8.
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Press, Brno, 1997.

[12] MATLAB: Partial Differential Equation Toolbox User’s Guide, verze 6, The MathWorks,
Inc., Massachusetts, USA, 2000.

[13] G.Meurant: Computer Solution of Large Linear Systems, Elsevier, Amsterodam, 1999.
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vydavatelstvi ZČU, Plzeň, 1995.
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