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1 Matematicka teorie her

1.1 Matematicky model

Cilem teorie her je popsat situaci, kterd nds zajimd, jako hru. Proto, abychom mohli pouzivat
matematicky aparat, musime jasné definovat, co znamenaji pojmy, které budeme pii popisovani
pouzivat.

Rozhodovani - vybér jedné z vice variant

Rozhodovaci situace - situace, ve které je potfeba vykonat rozhodovani

Vysledek - vybér variant vede k urcitym vysledktim, které mohou byt z hlediska zdjmu roz-
hodujiciho se subjektu horsi nebo lepsi.

Raciondalni ti¢astnik - rozhodujici se subjekt vychdzi z pozorovani moznych vysledku a usiluje
o vybér (v jistém smyslu) nejlepsi varianty

Indiferentni (neraciondlni) tGcastnik - subjekt, kterému je vysledek rozhodovéni lhostejny
(pocasi,...)

Predpoklddame, Ze rozhodovaci situace md alesport jednoho raciondiniho ucastnika a hleddme
odpovéd’, jaké rozhodovdni raciondlniho ucastnika miZeme poklddat v dané rozhodovaci situaci
za optimdln.

Déleni rozhodovacich situaci:
1. (a) Rozhodovaci situace se skaldrnim ohodnocenim (rozhodnuti je mozné hodnotit jednou
charakteristikou)
(b) Rozhodovaci situace s vektorovym ohodnocenim (rozhodnuti je mozné hodnotit vice
charakteristikami)
2. (a) Rozhodovaci situace s jednim (nutné raciondlnim) ucastnikem
(b) Rozhodovaci situace s vice (alespori jednim raciondlnim) Gcastniky
3. (a) Nekonfliktni rozhodovaci strategie (s jednim tucastnikem a skaldrnim ohodnocenim
(matematické programovani))
(b) Konfliktni rozhodovaci strategie (s vétsim poctem raciondlnich tdcastniku piipadné

alespon jednim indiferentnim, nebo s vektorovym ohodnocenim (jejich kombinace))

Teorie her rtesi konflikind rozhodovaci situace s vétsim poctem raciondlnich ucastniki a se
skaldrnim ohodnocenim

Jako dals{ musime zavést formalismus, ktery nam umozni zformulovani matematického mo-
delu. Uvazujeme tedy nasledujici objekty:

P =1{1,2,...,n} — mnozina racionalnich ucastniku.
Q =1{1,2,...,m} — mnozina indiferentnich castniku.

k " . - . (1o s s .
Prope P, X, = (X;, ..., Xp") — mnozina alternativ rozhodovani raciondlniho ucastnika p.
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Proge Q, Y, = (qu, e ,Y}llq) — mnozina moznych stavu vzniklych v dusledku pusobeni indi-
ferentniho ucastnika q.
V =[[iL Xi x [TJL, Yj — vysledek rozhodovact situace.
Pro (z,y) €V,
My (z,y)
Mp(ﬁﬂ, y) = )
My (z,y)

kde M;; : V' — R — platba p—tého tcastnika i— tému ucastnikovi.

Definice 1. Matematickym modelem rozhodovaci situace v mormdlnim tvaru nazyvdme
ndsledujici zdpis:
{P:{l,,n} Xl,...,Xn Ml,---,Mn}
Q:{l,...,m} Yl,...,Ym

Definice 2. Racionalni icastnik p € P se chovd tak, Ze pokud
M;(mlayl) > M;(x27y2)7 Vs = 17 -y N

a alespon pro jedno s plati:
My (z1,y1) > My (22, y2),

pak uprednostriuje alternativu (x1,y1) pred (z2,y2).

Teorie her zkouma konfliktni rozhodovaci situace
Neékteré zpusoby (rozhodné ne vSechny), jak je mozné teorii her délit, jsou nasledujici:

1. (a) Hry dvou hracu.

b

Hry n hracu.

a) Koneénd hra - konetné mnoziny strategii.

Hra s konstantnim souctem plateb — V(x,y) € V, 3° cp My(z,y) = c.

b) Hra s nulovym souctem plateb — V(z,y) € V, > p My(z,y) = 0.

)
)
)
b) Nekonecénd hra - mnozina strategii alespon jednoho hrace je nekoneén4.
)
)
a)

Nekooperativni hry — hry bez moznosti uzavirat koalice.

(
(
(
3. (a
(
(
(b) Koalicni hry — hry s moznosti uzavirat koalice.

Nasledujici priklad ukazuje, jak ze slovniho zadani vytvorit piislusny matematicky model:

Piiklad 1 (Hra plukovnika Blotta). Boj o pozice B-Brno a O-Olomouc. Armdda Ay o sile
tri plukid pozice dobijvd, armdda Ao o sile dvou pluki pozice brani. Visledek stietnuti kromé
sily oddilu ovliviiuje i pocasi. Armddy As a Ay rozmisti své pluky do pozic B,O, aniZ by znaly
rozmisténi protivnika. Pozici obsazuje armdda s vétsim pocétem umisténgch pluku. Pokud je
pluki stejny pocet, vyhrdvd v pripadé pékného pocasi utocénik, v pripadé Spatného obrdnce. Zisk
je pocet znicenych jednotek +1.



Matematicky model:

Mdme dva raciondlni icastniky, a to armddy Ay a As a jednoho indiferentniho, a to pocasi.
Mnozina raciondlnich icastniki je tedy P = {1,2} a mnoZina indiferentnich icastniki (pocasi)

je @ =

{1}. Mnozina alternativ rozhodovdini raciondlniho tcastnika 1 je pak X1 = (X{ =

0,3),X? = (1,2), X3 = (2,1),X{ = (3,0)) a mnozina alternativ rozhodovdni raciondiniho

ucastnika 2 je Xo

= (X} = (0,2).X} =

(1,1), X3 =

(2,0)). Mnozina moznych stavi vznikljch

v disledku piisobeni indiferentniho tcastnika 1 je koneéné Y1 = (Y{! = hezky, Y2 = skared¢).

Vysledky rozhodovaci situace tvori mnozinu V = X1 X X9 x Y.
funkce My definovand vijctem

Matematicky model je pak

{

Ml(XlaX2aY1):2
Ml(X17X2aY1 ) =14
Ml(X17X27Y11) =4
Ml(XlaXQaY1)22
Ml(XlaX2aY1):2
Ml(X17X27Y12) =1
MI(X1aX2aY12) =1
Ml(XlaX2aY12) =2
My (X1, X3,V =
My(X7,X3,Y]) =
Mp (X7, X3,V =
My (X1, X3,Y;) =0
M (X1, X3,Y7) =0
Mp(X?, X3, YY) =1
Mp (X7, X3,Y7) =1
My(X{, X5,Y7) =0
P={1,2} X1,Xo Ml,Mz}
Q= {1} Y1

Platba prvniho ucastnika je

Piiklad 2 (Operatori). Dva operdtori T-Mobile a Oy chtéji postavit vysilaé do jednoho ze ctyr
meést A, B,C, D, které jsou od sebe vzddleny ndsledujicim zpusobem:

Oo——

Kazdé dominantni pokryti odpovidd proporciondlné délce useku. Pokud naptiklad T-Mobile
postavi vysila¢ v bodé B a Oy v bodé C, bude T-Mobile dominantni na useku AB a na pulce



useku BC' (to déld 40% celého izemi), kdezto O bude dominantni na tiseku CD a na pilce
useku BC' (to déla ale 60% vzemi). Vysila¢ musi byt umistén v jednom z bodu A, B,C, D.
Matematicky model:

P=1{1,2}

Q=190

X1 =(X{=A,X}=B,X}=C,X{=D)

Xo=(X}=AX3=B,X3=C,X3=D)

V:X1XX2
My(X{,X3) =50 M(X3,X2)=10 M(X},X3,)=30 M;(X},X3) =50
M (X}, X3)=90 M;(X3,X3) =50 M;(Xi X3,)=40 M;(X}, X3) =60
My(X{, X)) =70 M(X},X2)=60 M(X}, X3,)=50 M(X}, X3) =80
My(X1,X3) =50 M;i(X3,X3) =40 M;(X3,X3,)=20 M;(X},X2) =50
My(X$,X3) =50 Ma(X3,X3) =90 Mo(X3,X3,)=70 Ms(X},X3)=50
My(X{, X3) =10 My(X3, X2) =50 My(X31,X3,)=60 My(X},X3) =40
Mo(X1,X3) =30 My(X3,X3) =40 Mo(X3,X3,)=50 My(X}, X2) =20
My(X{, X3) =50 My(X3, X2) =60 My(X3, X3,)=80 My(X},X3) =50

1.2 Maticové hry

Vsimnéme si, ze u piikladu telefonnich operatori mame dva hréce a zisk jednoho znamend
automaticky ztratu druhého. Takové hie se fikd antagonistickd hra dvou hricéu a neni tézké
si predstavit, ze je mozné takovou hru reprezentovat matici. Hram, které lze reprezentovat
matici, se ik maticové hry. Formdlné je maticovd hra kone¢né hra dvou hrac¢u s konstantnim
(nulovym souctem). To, Ze je hru dvou hrécéu s konstantnim souc¢tem mozné reprezentovat jen
matici plateb prvniho hrace My, plyne piimo z nésledjuiciho faktu. Pokud je hra s konstantnim
souCtem, plati
My(z,y) + Ma(z,y) = c

a je tedy mozné vyjadiit matici plateb druhého hrace pomoci matice plateb prvniho:
Ms(z,y) = ¢ — Mi(z,y).

Definice 3. Hrou dvou hri¢u v normdlni formé s konstantnim souctem (maticovou hru)
nazjvdme hru {P ={1,2} XY M(z,y) c}.

Z definice je jasné, ze neddva smysl uvazovat moznou spolupréci hra¢u (¢im vic jeden ziskd
tim vic druhy ztrati). Takové hry se nazyvaji antagonistické (nekooperativni).

Definice 4. Matici plateb rozumime matici

M(z1,y1) -+ M(21,yn)

M = : : :
M(xm,y1) - M(@m,yn)



Piiklad 3 (Hra s prsty). Kazdy ze dvou hrdci ukdZe jeden nebo dva prsty. Pokud je celkovy
pocet ukdzanych prsti sudé éislo, pak zaplati druhi hrdc¢ prvnimu sumu rovnajici se tomuto
cislu. 'V opacném pripadé inkasuje od pruniho hrdce prislusnou sumu druhy hrdc.

Strategie prunitho hrdce jsou

i=1 ukdzat jeden prst

i=2 ukdzat dva prsty

Strategie druhého hrdce jsou

j=1 ukdzat jeden prst

7] =2 ukdzat dva prsty

Jde tedy o maticovou hru s matici plateb

a konstantou ¢ =0

Piiklad 4 (Hra plukovnika Blotta (Pf. 1)). Pokud v Prikladé 1 vynechdme indiferentniho
ucastnika tak, Ze predpoklddame, Ze bude skaredé, dostaneme maticovou hru, kde:
Strategie prunitho hrdce jsou

i=1 (3,0)
i=2 (2,1)
i=3 (1,2)
i=4 (0,3)

Jj=1 (2’0)
Jj=2 (1’1)
Jj=3 (0’2)

3 2 1
-1 1 0
0 1 -1
1 2 3

a konstantou ¢ = 2.



Piiklad 5 (Operatoii (Pf. 2)). V prikladé s operdtory jde jednoznaéné o maticovou hru s matici
plateb:

50 10 30 50
90 50 40 60
70 60 50 80
50 40 20 50

a konstantou v = 100.

Maticova hra se tedy hraje tak, ze prvni hra¢ vybird fadek a druhy hrac¢ sloupec. Ptislusné
¢islo v matici je pak platba prvniho hréce.

Definice 5. Strategie i = 1,...,m a j = 1,...n nazyvdme Cisté strategie pruniho a druhého
hrace.

Pokud prvni hrac voli i—tou ¢istou strategii, potom muze s uréitosti zabezpecit, ze jeho platba

bude alespon

min a;;.

J
Vzhledem k tomu, Ze chce ale zabezpecit co mozna nejvyssi platbu uvazuje prinejmensim o
platbé
max min a;;.
i

Druhy hra¢ chce minimalizovat platbu prvniho hrace, ta vSak nebude vySsi nez
max a;;
1

a druhy hra¢ tedy voli strategii
min max a;.
J %

7 toho tedy vyplyva, ze volbou Cisté strategie muze prvni hrac¢ zabezpecit, ze jeho platba
nebude nizsi nez max; min; a;;, pficemz druhy hra¢ muze vhodnou volbou strategie zajistit, aby
jeho platba nebyla vyssi nez min; max; a;; Pokud by tyto tvahy obou hracu nebyly ve sporu
znamenalo by to, ze svou volbou zaruéi, ze pfipadnd zména protihracovy strategie, by pro néj
nebyla vyhodnd. Muzeme tict, ze kdo pak uhne, tak si nepolepsi. Toto dava smysl nasledujicim
definicim:

Definice 6. Sedlovym bodem matice A = (a;j) nazyvdme takovy jeji prvek a;; pro ktery plati
max; min; a;; = min; max; a;;.

Definice 7. Takové strategie ig, jo, Ze (io, jo) je sedlovy bod matice plateb A, nazjvame Cistymi
optimalnimi strategiemi pruniho a druhého hrdce v maticové hre. Cislo v = a;,j, nazjvdme

hodnotou této hry. Trojici (ig, jo,v) nazyvime feSenim maticové hry v ¢istych strategiich.

V nasledujicim dokézeme, ze tyto tvahy jsou obecné platné.



Véta 1. Necht f(x,y) je redlnd funkce definovand pro v € X ay € Y a predpoklidejme Ze
existuji veliciny
rxnggggf(fv Y, Hggrxngf(fv Y)-

Dukaz. 7 definice minima a maxima vime, Ze pro libovolné zadané x € X plati

min f(z,y) < f(z,y)
yey

a pro libovolné zadané y € Y plati

flz,y) < rgfleaXf(w Y).

Proto pro vSechna z € X a y € Y plati

min f(x,y) < max f(z,y).
yey reX

Vzhledem k tomu, Ze prava strana nerovnice nezavisi na x € X tedy

maxmin f(x,y) < max f(z,y).
rzeX yey zeX

A vzhledem k tomu, Ze leva strana nerovnice nezavisi na y € Y, dostaneme celkem

<
ma min f(z,y) min max f(z,y).

O

Definice 8. Necht f(x,y) je redind funkce definovand pro x € X ay € Y. Sedlovym bodem
této funkce vzhledem k mnoziné X x 'Y nazgvdme takovy bod (xo,yo) € X XY, Ze pro vSechny
reX ayeY plati

f(z,90) < f(zo,y0) < f(20,y).

Véta 2 (Véta o sedlovém bodu). Necht f(z,y) je redlnd funkce definovand pro x € X a
y € Y a necht existuji veli¢iny maxgzex mingey f(x,y) a mingey maxgzex f(z,y). Pak funkce
f(x,y) md sedlovy bod na mnoziné X x Y prdvé tehdy, kdyz plat{

maxmin f(x, y) = min max f(z, y).

Navic pokud (xg,y0) je sedlovy bod funkce f(x,y) na mnoziné X XY, pak

gg;glf(w y) = ﬁlgmaXf(fﬂ y) = f(20,¥0)-



Diikaz. 1. Necht (zg,y0) € X x Y je sedlovy bod funkce f(z,y). Pak podle Definice 8.
pro vechna * € X ay € Y plati f(x,y0) < f(zo,y0) < f(xo,y). Z toho vyplyvd, ze

maxgex f(x,y0) < f(xo0,y0) < mingey f(xo,y). Vzhledem k tomu, ze

min max f(x,y) < max f(z,y0)

yeY zeX
a
min f(x < maxmin f(x
yey f( 07y) zeX yeyY f( y)
plati

min max T < max Inll'l X
yE”eXf( ,Y) max min f(z,y)

Avsak podle predeslé véty plati

max 1min €T < Inll'l max X
xexyeyf( .Y) min may f(z,y).

A tedy celkem

maxmin f(z,y) = minmax f(z,y).

a z dukazu je ziejmé, Ze se vyraz také musi rovnat f(zo,yo).
2. Necht je splnéna rovnost ve znénf véty. Piedpoklddejme, ze funkce ming,ey f(z,y) nabyva
svého maxima v bodé zy € X a funkce max,cx f(z,y) svého minima v bodé yy € Y, tj. plati

min f(wo, y) = maxmin f(z, y)

max f(z,yo) = ggg max f(z,y).

Ukézeme, ze dvojice (z9,yp) € X xY je sedlovym bodem funkce f(z,y). Na zdkladé predpokladu
o splnéni rovnosti mame

zrémf(xo, y) = rg?ea)%(f(x,yo).

7 definice minima vyplyva
min f(zo,y) < f(zo,y0),
yey

a tedy
max f(z,y0) < f(zo,y0)-
zeX
Celkem
f(@,90) < f(zo,90), pro viechna z € X.
Analogicky
f(xo,y) = f(z0,y0), pro viechna y €Y,
a tedy (z9,y0) € X x Y je z definice sedlovym bodem. O

ve v8ech sloupcich vétsi nez jiny, nema pro prvniho hrace smysl prislusnou strategii hrat.
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Definice 9. Rekneme, Ze vektor a = (a1,--- ,a,)T dominuje (ostie) vektoru b = (by,--- ,by)7T,

pokud pro vsechna j =1,--- ,n plati aj > b; (a; > b;).

Véta 3. Optimdlnd strategie hrdci v maticové hite se nezménd, pokud k matici plateb pripocéteme
libovolnou konstantu & nebo pokud matici plateb vyndsobime libovolnou kladnou konstantou 5.

Piiklad 6 (Prsty (Pt. 3.)). V tomto prikladé jde o maticovou hru s matici plateb

(5 )

Mdme tedy
mina;; = —3 minag; = —3
J J
maxmina;; = —3 maxa;] = 2
i i
max a;g = 4 min maxa;; = 2.
A 7 A

Plati tedy max; min; a;; < min; max; a;; a c¢istd optimdlni strategie neexistuje.
Priklad 7. Méjme maticovou hru urcenou matici
(%)
4 -1/
Mdme tedy

minay; = 2
J

minag; = —1 max mina;; = 2
J i

max a;; = 4 max a;g = 2
(2 3

min max a;; = 2
J 3

a tedy max; min; a;; = min; max; a;; a cistd optimdlni strategie je (1,2).

Priklad 8. Pokud v Prikladé 1 vynechdme indiferentniho tucastnika, tj. pocasi dostaneme ma-
ticovou hru s matici plateb

3 2 1
-1 1 0
0 1 -1
1 2 3



Mdme tedy

mina; =1
J

minag; = —1 minag; =0
J J

minay; = 1 max mina;; = 1
J i J

maxa;; = 3 max a;o = 2
3 3

maxa;3 = 3 min max a;; = 2
7 J 7

a opét max; min; a;; < min; max; a;; a cistd optimdlni strategie neewistuge.

Piiklad 9 (Operatori (Pt. 2)). V prikladé s operdtory se jednd o maticovou hru s matict plateb:

50 10 30 50
90 50 40 60
70 60 50 80
50 40 20 50
Mdme tedy:
minay; = 10
J
min ag; = 40 min ag; = 50
J J
mjin agj = 20 max mjin ai; = 50
mlax a;1 = 90 mlax a2 = 60
mlax a;3 = 950 mlax a;s = 80

min max a;; = 50
J 7

a tentokrdt max; min; a;; = min; max; a;;, evistuje tedy cistd optimdini strategie a jde o strategi,
kdy si oba operdtori postavi vysilac na stejném misté, a to na misté C.

Priklad 10 (Véznovo dilema).

zradit  nezradit
zradit  (—6,—6) (0,—9)
nezradit  (—9,0) (—1,-1)

Piiklad 11 (Kdmen, nuzky, papir).

kdmen niuzky  papir
kdmen  (0,0) (1,—1) (—1,1)
nuzky (—1,1) (0,0) (1,-1)
papir (1,—1) (—=1,1) (0,0)
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Priklad 12 (Hra pohlavi).

divadlo  fotbal
divadlo  (3,1)  (1,1)
fotbal  (0,0)  (2,3)

Piiklad 13 (Semafory). Pri programovani chovdni semafori na kriZovatkdch se zvaZuje
nakolik se md semafor prizpisobovat aktudlnimu provozu (naptiklad z ohledem na statistiku
prigezdnosti ve vsech smérech upravit prepindni mezi cervenou a zelenou). Proni hrac je pocitac
ridici kriZovatku, druhy hrdc je ucastnik dopravniho provozu. Pro pocita¢ mdme dva stavy
“prizpusobuje / neprizpusobuje “ a pro druhého hrdace mdme dva stavy “respektuje / nerespektugje
(projede klidné i na éervenou)”. Pokud se poéitac prizpiusobuje a ucastnici semafor respektuji,
vznikne mald c¢asovd prodleva ”d”béhem které se cekd na zelenou. Pokud hrd¢ semafor nere-
spektuje a semafor se tomu prizpiusobuje zpozdéni bude nula. Pokud hrdc semafor respektuje, ale
semafor se neptizpisobuje must si navic pockat dalsi ¢as ”D”. Pokud hrdé semafor nerespektuje,
ale semafor se neprizpusobuje prodleva vsech je "D”. Jednd se o maticovou hru z matici plateb:

d d+D

0 D ’
Vidime, Ze pro pocitac¢ dokonce dominuje druhy sloupec tedy “neptizpiusobuje “. Nejlepsi strategie
pro semafor je neprizpusobovat se, takZe je casto cervend i ma prdzdné kriZovatce. Priddme

zdsadu, Ze na kriZovatce bude dopravni policie s pravdépodobnosti p zastavovat ridice kteri porusi
predpisy a zdrZovat je o dalsi ¢as f. Zavedeme pak funkci plateb c.

<c(d,p,0) c(d+D,p,0)>
c0,p,f) eD,pf) ]’

Pokud bude funkce linedrni, tj. c(x,p, f) =+ pf pak mdame matici plateb

< d d+D>
O+pf D+pf)’

Zvolime-li pf > d, tj. vhodné zvolime pravdépodobnost kontrol a miru prostoju je optimalni
strategii semaforu prizpusobit se.

1.3 Bi-maticové hry

Pro konec¢nou hru dvou hracu, kterd nema konstantni soucet, a tedy nemusi byt ani antagonis-
ticka, se vzilo oznaceni bimaticovd hra. Jediny rozdil od maticové hry tedy je, Zze kazdy hra¢ ma
svou vlastni matici plateb.

Definice 10. Necht X, Y jsou neprdzdné mnoZiny. Bi-maticovou hrou dvou hrdci rozumime
hru v normdlnim tvaru:

{Q = {1,2},X,Y,M1(x,y),M2(x,y)}
s nekonstantnim souctem
Ml(x7y) + MQ(may) = ,U,(.%',y)
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Musime proto modifikovat definici rovnovazného bodu pro dva hréce.
Definice 11. Dwvojice strategii (x,y) se nazgvd rovnovazny bod, prdvé tehdy kdyz plati:
ui(s,y) < wui(x,y), pro kazdé s € S
ug(x,t) <wuy(z,y), pro kazdét €T

Piiklad 14. Hru urcéend dvojmatici

‘ Strategie H X1 ‘ X ‘ X3 ‘ X4 ‘ X5 ‘
Y (3,3) (2,2) | (3,10) (6,9) | (10,11)
Y, ('37'2) (@ (178) (1072) ('172)
Y3 (10,2) (0,0) (1,2) (1,2) (0,2)

md rovnovaziny bod (Xa, Y1)

Piiklad 15. Hru urcend dvojmatici

‘ Strategie H X1 ‘ X ‘ X3 ‘ X4 ‘ X5 ‘
Yi (3,3) (2,2) | (3,10) (6,9) | (10,11)
Y5 (3-2) | (7,15) | (6.8) | (10.2) | (3,2
Y3 (10,2) (0,0) (1,2) | (1,2) (0,2)

nemd rovnovazny bod.

Vsimnéme si, ze bi-maticova hra

(47 1) (_97 8)
ma dvé rovnovazné strategie (4,1) a (—4,5). Pokud prvni hrac¢ voli x = 1, tedy svou rovnovaznou
strategii a druhy hra¢ voli y = 2 také svou rovnovéaznou strategii, je pak vysledek nejhorsi

mozny. Existuje moznost vyhodnéjsi volby strategie x = 2,y = 1, ale je potfeba dohody o
strategii.

Definice 12. Nechf (z,%) je dvojice rovnovdznych strategii s vlastnosti, Ze
Ml(xa g) > Ml(ja g)
MZ('fv y) > M2(£.7 g)7

kde (x,y) je libovolnd jind dvojice rovnovazingch strategii hry. Potom dvojici (x,y) nazveme
dominugici dvojici rovnovaznich strategii hry.

1.4 SmiSené optimdalni strategie
Pokud nemé maticova hra optimalni strategii, plati

max min a;; < min max d;;.

7 j j 7

V tomto pfipadé se pfi opakovani hry, tj. pfi jednotlivych partiich, bude prvni i druhy hrac¢
snazit opakovat Cisté strategie s takovou pravdépodobnosti, aby v pruméru, prvni hra¢ ziskal
vice nez jen max; min; a;; a druhy hrac se snazi zajistit aby, prvni ziskal méné nez min; max; a;;.
Tady kazdy hrac¢ pritazuje kazdé své Cisté strategii urcitou pravdépodobnost, s jakou ji bude
pouzivat.
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Definice 13. SmiSenou strategii prvniho hrace nazgvdme m-rozmérny wvektor x =

m
=1

Smisenou strategii druhého hrace nazjvdme n-rozmérnyg vektor y = (y1,...,yn)*, pro ktery

plati
n
Zyi =1,y >0
i=1

(x1,...,2m)7, pro ktery plati

MnoZiny
m
Sm:{erma in:L 96120}

i=1

n
=1

nazyvdme mnozinou smiSenych strategii pruniho a druhého hrdce.

Kazda cista strategie odpovida smisené

Definice 14. Funkci

m n
E(z,y) =Y ajzy; =" Ay

i=1 j=1

definovanou pro x € Sy, a y € S, nazyvdme funkei stredni hodnoty platby v maticové hre.

Stejnymi uvahami odvodime, Ze prvni hra¢ volbou smiSené strategie muze docilit toho, ze
stfedni hodnota jeho platby bude nizsi nez

in E
max min (z,y),

pricemz druhy hri¢ muze zajistit, aby stfedni hodnota plateb prvniho byla nizsi nez

i E .
Jnin max E(z, y)

Vime, ze pro kazdou funkci plati

in E < mi E
max min (w,y)_%g max (z,y)

a pokud plati rovnost

- o 5
max min (z,v) Jnin max (z,y),

existuje sedlovy bod.

15



Definice 15. Necht (z,7) je sedlovy bod funkce E(z,7y) vzhledem k Sy % Sy,. Vektory T respektive
Yy nazyvdme optimalnimi smiSenymi strategiemi proniho respektive druhého hrdce v prislusné
maticové hre a ¢islov = E(Z,y) nazgvdme hodnotou této hry. Trojici (Z,y,v) nazjvdme feSenim
maticové hry ve smiSenych strategiich.

Piiklad 16. Méjme maticovou hru s matici plateb

2 -3
-3 4 )
pricemz uz vime, Ze ¢istd optimdlni strategie neexistuje (ovérte). Hra md TeSeni ve smisenyjch

strategiich & = (15, 25)T a g = (15, 5)T. Toto resend ted jen ovérime:

T s (2 =3\ (5 1

E(x,9) = (21, 72) (_23 _43> (%) = (@1,22) <:§> N

1 1 1( o)
——11— —T2 = —— (21 +22) =
1271 1972 2T

ren = (5 7)) -5

Véta 4 (J. von Neuman, J. Nash). Pro kaZdou maticovou hru plati

—

12

max min E(x,y) = min max E(z,y)
$ESn yESm yESm $ESn

a tedy existuje sedlovy bod funkce E(x,y) na mnozZiné Sy, x Sy. Tedy kaZdd hra md teseni ve
smisengch strategiich.

Dukaz. Dukaz, ktery zde strucéné nastiiujeme, je zaloZeny na technikdch linedarniho progra-

movani. Linedrni programovani fesi ulohy, pii kterych maximalizujeme nebo minimalizujeme
linearni funkci vzhledem k néjaké mnoziné rovnic a nerovnic. Zformulujeme si dvé takové tulohy:

Maximalizovat w za podminek:

m
_Zaijxi‘i‘wgoa vj

i=1

16



Minimalizovat u za podminek:

n
—Zaijyj—i—uzo, Vi

=1
n
Z yi =1
i—1

y; >0

prot=1,--- m,j=1,--- n.

Tyto dvé ilohy jsou dudlni a to z hlediska linedrniho programovani znamend, ze maji stejnou
mnozinu piipustnych feseni (tj. feseni, kterd splinuji dané nerovnosti) a soucasné, pokud existuje
optimalni feSeni jedné, existuje i optimalni feSeni druhé a vyslednd hodnota ucelové funkce je
stejna.

Pokud zvolime za piislusnd a;; prvky matice hry A, dostaneme optimalni feSeni, které bude
rovno sedlovému bodu funkce E(z,y), a tedy optimaln{ strategii prislusné maticové hry. Pozna-
menejme nakonec, ze toto feSeni neni dané jednoznacné. U

Bez dukazu uvadime nésledujici dvé véty:

Véta 5. 1. Pokud ve hre s matici plateb A = (a;j) typu m x n plati, Ze pro néjaké k (1 <

k <m) existugi ¢isla o; (i # k) takovd, Ze pro vsechna j =1,...,n mdme
Zaiaij = Qfj, Z%’ =1,
ik i#k

potom ezistuje optimdlni strategie proniho hrdce T € Sy, které slozka je z° = 0.

2. Pokud ve hie s matici plateb A = (a;;) typu m x n plati, Ze pro néjakét (1 <t < n) existuji

¢isla B (j #t) takovd, Ze pro vSechna i =1,...,m mdme
> Biag <aw, Y B =1,
j#t j#t

potom existuje optimdlni strategie druhého hrdce T € S, které slozka je j° = 0.

Priiklad 17. V maticové hie s matici plateb
2 4 6
6 8 2
3 5 3

existuje k = 3, a1 = g = % takové, Ze pro vsechna j = 1,2,3 plati aya1;+asag; > azj. Existuje
tedy optimdlni strategie pro kterou je x3 = 0.
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7 dukazu Nashovy véty vime, ze optimalni smiSend strategie maticové hry s matici A je
optimalnim feSenim dvojice uloh linearniho programovani. Potfebujeme ale tyto tlohy prevést
na tvar, ktery umime fesit. Jako vychozi tulohu pouzijeme

Minimalizovat u za podminek:

n
—Zaijyj +u >0,

j=1
n
> vi=1
i=1
yj =20
proi =1,--- ,m, j = 1,--- ,n. Z predeslych vét vime, ze matici plateb muzeme pfi¢tenim

vhodné konstanty upravit tak aby a;; > 0, tedy i hodnota ticelové funkce u je kladnd a muzeme
nerovnosti délit beze zmény sméru nerovnosti.

Minimalizovat u za podminek:

n
—Zaij&—kl >0,
=1

ny‘ 1
Z_
2

Yi~o
u

zavedeme substituci p; = % a dostaneme

Minimalizovat u za podminek:

n
Z ai;p; < 1,
=1

n
sz‘ =
i=1

pi 2

S gl

18



Minimalizovat funkei u je to samé jako maximalizovat ;" | p; a dostdvame vysledny tvar:

n
Maximalizovat Z p; za podminek:

i=1
n
Zaijpj <1
j=1
pi =0

tedy tvar, ktery umime fesit jak uvidime v dalsi kapitole.

1.5 Simplexova metoda

Ulohu linedrniho programovani muzeme chapat jako nalezeni extrému (maxima nebo minima)
linearni funkce vice proménnych pri vedlejsich podminkach vyjadrenych linearnimi rovnicemi,
nebo nerovnicemi. Existuje nékolik formulaci zakladni ulohy linedrniho programovani, my bu-
deme pracovat s nasledujicimi omezujicimi podminkami:

a11x1 + a1awe + - + a1, < by

a1 1 + a2 + -+ - + a9, < by

Am1T1 + Am2Z2 + -+ Gpp Ty < by,

kde m < n a x; > 0. Jako prvni krok doplnime soustavu o pomocné proménné Ii,- - - Z,, tak,
aby platila nasledujici soustava rovnic:

1121 + a1axe + -+ + a1p Ty + T1 = by

a91%1 + agaxo + + -+ + 2Ty + To = bo

U171 + Qa2 + - - + ATy + Ty, = by
kde m < n a b; > 0. VSimnéme si, ze soustava ma feseni:

xlzl'n:(), £1:b17”' 7xn:bm-

Proménné zy,--- ,Z, jsou, ale pomocné a feSeni v zdkladnich proménnych je 1 =z, = 0.
Nasim cilem je maximalizovat funkci

z=c1x1+ - Cpty + d,

pricemz pro nase feSeni z; = --- = z, = 0 je hodnota tcelové funkce rovna d.
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Piidame si jako dalsi fadek soustavy ucelovou funkci

Z—ClTy — — Cpy = d,

tim ale pfiddme jesté jednu proménnou z (kterou chceme maximalizovat). Matice soustavy pak

vypada nasledovné:

0 aill ai19 e A1n 1 0
0 a1 app -+ az 0 1
0 ami am2 -+ Gmn 0 O
1 —cg —ca -+ —c, 0 0

o O

b1
b2
b,
d

Zamysleme se ted nad tim, jak najit jiné feSeni. Mdme soustavu m rovnic o m+n neznamych
takovou, ze m proménnych je zdkladnich. Dalsi feSeni muzeme ziskat tak, zZe pomoci fddkovych
elementarni uprav vynulujeme né&jaky dalsi sloupec. Abychom se rozhodli ktery, musime se

podivat na posledni fddek soustavy

Z—ClT] — Ty — +++ — Cpky = d

Protoze vSechna x; jsou kladnd muzeme zvysit hodnotu ticelové funkce z jen pokud vybereme
takové ¢;, které je zaporné. V nasem algoritmu pak vybereme to nejmensi ¢islo (¢islo s nejvétsi
absolutni hodnotou), protoze u ného je predpoklad, ze icelovou funkci zvysime nejvice.

Vybrany sloupec bychom pak chtéli pridat k jednotkové matici, ale jeSté nevime, vuci kterému

rfadku budeme sloupec nulovat.

Predstavme si tedy, jak budou vypadat piislusnd teseni pro x; = 0, i # k:

1 = b1 — aypwp

x9 = by — agi)

T, = by, — Ak Tk

S ohledem na podminky nezapornosti musi platit:

To znamena, ze musi platit:

. b b
T < min— = —.
Ak sk
proi=1,2,...,m, tj. predpoklddame, ze nejmensi podil je v s—té fadce soustavy. Proménnou

T nazyvame vstupujici proménnou a proménnou s vystupujici proménnou.

20



Priklad 18. Maximalizujte z = 4x1 + 2x9 za podminek
—Xr1 — 31‘2 S 9
2$1 + 3$2 < 18

21 — xo < 10.

kde x; > 0. Simplexovd matice md tvar

0 -1 3 100 |9
0 2 3 010 [18
0 2 —-100 1 |10
1 =4 =2 00 0 |0

Zaporné hodnoty v poslednim tddku jsou dvé, -4 a -2, vybereme tu mensi, podélime sloupec
pravych stran prislusnymi koeficienty (pokud jsou kladné) a dostaneme:

0 -1 3 100 9 -
0 2 3 010 181
0 2 —-100 1[0 ¥
1 -4 2000 |0 -

Vybereme ten nejmensi podil, tedy 1—20 a nulujeme druhy sloupec vzhledem k podriené dvojce v
tretim radku

0 -1 3 100 |9
0 2 3 010 [18
0 2 -1 00 1 |10
1 =4 =2 000 [0

00 2 10 5 |14
00 4 01 -1 |8
1 1
01 -300 5 |5
10 —-400 2 |20

Zlepsené resent je
r1 =5,20=0,71 = 14,20 = 8,23 =0

a hodnota ucelové funkce je z = 20.
V poslednim radku je uZ jen jedno zdporné éislo -4, a opét porovndme podily.

5 1 28
00 %2 10 } |14 B
00 4 01 -1 [8 2

1 1
01 o0 3 |5 -
10 400 2 |20 —
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a vyberme druhy rddek

5 9
0001 -3 § 9
00 10 4 —§ |2
o100 L 2 6
1000 1 1 |28

Vysledné resent je
1 =6,29 =2,21 =920 =0,23 =0

a hodnota ucelové funkce je z = 28.

Vychozi iloha pro maticovou hru s matici plateb {a;;} je

n
Maximalizovat Z p; za podminek:

i=1
n
Zaijpj <1
j=1
pi = 0.

Pokud p = (p1,...,pn) je libovolné optimélni Feseni, pak
Di

Z£1 bi

je optimalni smiSenou strategii prvniho hrace a ¢islo
1

Z£1 bi

Ty =

u =
je hodnotou v prislusné maticové hte.

1.6 Kooperativni hry

Definice 16. Hrou n hrdcu v normalnim tvaru nazjvdme model
{P={1,2,....n} Xi,...X,, My,...M,},

kde P je mnoZina hrdci, Xy, Xs,..., X, jsou mnoZiny strategii hrdcu a My, Mo, ..., M, jsou
funkce plateb hracu definované na mnoZiné viysledki

X = ﬁxp
p=1

Kazdé strategii x, € X, pfifadime pfirozené ¢islo j, € {1,...,mp}. Misto mnoziny strategii
pak zkoumédme mnozinu indext J, = {1,...,jp,...mp} V této notaci odpovidd kazdé strategii
ostatnich hraca

(J1s s Jp=1sJptls -y dn) € J1 X oo X g X Jpg1 X --- Xy,
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Toto je konecny pocet strategii a my je usporadame pomoci pfirozenych ¢isel k, = 1,2,.

oty
Muzeme pak kazdy vysledek hry pséat jako

(j]h kp)

Platbu hodnot p—tého hrace odpovidajici tomuto vysledku muzeme napsat jako:
Mp(jl, cee ’jpa ce a]n) = Mp(jpa kp) = a?k
a vSechny hodnoty funkce plateb M, muzeme pak zapsat ve tvaru
AP = (afy,).
Definice 17. Kone¢nou hrou n hra¢a v normélnim tvaru nazyvame model

P={12,....,n} Ji,...Jp
Ki,...K, A, A"("

kde P je mnoZina hrdci, J, je usporddand konecnd mnoZina strategii p-tého hrdce, K, je
usporddand mnoZina soubori strategii protivniku p-tého hrdce a AP je matice plateb p—tého
hrdce (p € P).

Piiklad 19. Méjme ndsledujici hru. Hraji ji t7 hrdcéi a kazZdy md dvé karty. Proni md ¢ervenou
pétku a cernou pétku, druhy éervenou trojku a ¢ernou pétku, treti hrac cervenou péetku a éernou
trojku. Hrdéi navzdjem svoje karty znaji. Soucasné vylozi na stul karty. Pokud maji vSechny

stejnou barvu, nikdo nikomu nic neplati, pokud ne, tak ten hrdc, jehoz barva je jedind, ostatnim
dvéma soucet karet, které vylozili. Prislusny matematicky model:

1. hra¢  j1 =1 wolil ¢ervenou 5
=2 volil cernou 5

2. hra¢  jo =1 wolil cervenou 3
Jo =2 volil cernou 5

8. hra¢  js =1 wolil cervenou 5
J3 =2 volil cernou 3

Usporddané mnoziny strategii hrdcu jsou:
J1=(1,2) J=(,2) J3=(1,2)
Uspotddané mnozZiny strategii protihrdcu jsou:
K, =1(1,2,3,4) =((1,1),(1,2),(2,1),(2,2))
Ky =(1,2,3,4) = ((1,1),(1,2),(2,1),(2,2))

K3 = (15 2,3, 4) = ((1’ 1)’ (1’ 2)’ (2’ 1)’ (2a 2))
A matice plateb jednotlivijch hrdéid jsou pak:

. (0 55 -8
A_<—8550
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0 3 3 -8
2 _
A= <—10 5 5 0 )
0 5 5 —10
3 _
AT = (—8 33 0 )
Vsimnéme si, Ze jde o hru s konstatnim (dokonce nulovym) souctem.

Definice 18. Necht J, je mnoZina Cistjch strategii p—tého hrdce v konecné hie n hrdéi v
normdlnim tvaru. Smisenou strategii p—tého hrdce nazjvame my,-rozmérny vektor

y' = (1,95, Yh,)

takovy, Ze
Yol =1,4>0,
i€,
kde p € P,j € Jp.
Definice 19. Nechtf P = {1,2,...} je mnoZina hrdci. Koalici ve hie nazveme kaZdou
podmnozinu S C P.
Definice 20. Koalicni strukturou je soubor neprdzdnych podmmnozZin B = (By,Ba,...,By)

mnoziny P, pro které plat{ U?Zl B; = P (kazdy je clenem néjaké koalice)

Protikoalici ke koalici K C P se rozum{ mnozina hrac¢i K = {i € P :i ¢ K}. Mnozina vsech
hracu se nazyvé velkd koalice, jeji protikoalice pak prazdnd koalice. Pokud B; U B; # 0 Vi, j
pak hovorime o disjunktni koali¢ni struktufe.

Poznamka 1. Existuje 2 — 1 koalic pro n—hrdcu a
n k
1 k .

St (5) w-ir

k=1" j=1
disjunktnich koali¢nich struktur.
Definice 21. Zevseobecnénou hrou n—hrdcu v normdinim tvaru nazveme model:

{P:{l,...,n} Xq,..., X, }
My,....M, K= (K,Ks,...,Kp)|[’

kde K = (K1, K, ..., Ky,,) je koalicni struktura.

Definice 22. Méjme hru n—hrdacu P = (1,2,...,n). Charakteristickou funkci nazjvame funkci
v: K — R, pro kterou plati:

v(0) =0,
V(Kl U KQ) > I/(Kl) + V(KQ).

A dvojici (P,v) pak kooperativni hrou ve tvaru charakteristické funkce. Hra se nazjvd nepod-

statnd, pokud
VKZ',KJ‘ Cc P, V(Kl U KQ) = I/(Kl) + V(KQ).

Jinak se hra nazijvd podstatnd.
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V dalsim se budeme zabyvat kooperativnimi hrami, které umoziuji pferozdéleni zisku.

Definice 23. Méjme hru (P,v), n—tice a redlnych c¢isel nazgvdme imputace, jsou—li splnény
ndsledujici podminky:

e individudlni racionalita: pro kaZdého hrdce i je a; > v({i}),
e kolektivnt racionalita platiy ;| a; = v(P).

Individudlni racionalita vede k potifebé vytvaret koalice a kolektivni racionalita pusobi proti
vytvareni velkych koalic. Bez dukazu uvedeme nésledujici vétu:

Véta 6. Necht (P,v) je hra ve tvaru charakteristické funkce. Je-li nepodstatnd, pak md prdvé
jednu imputaci, a to
Je-li v podstatnd, pak md nekonecné mnoho imputact.

Definice 24. Necht (P,v) je hra ve tvaru charakteristické funkce, K je koalice, a,b jsou impu-
tace. Rekneme, Ze a dominuje b pro koalici K, jestliZe plati:

e a; > b; pro vsechna v € K,
o > ek Sv(K).
Dominanci budeme znacit symbolem a >k b.
Druhd podminka #ikd, ze imputace je dosazitelna.

Definice 25. Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce. Jadro hry je tvoreno vsemi
imputacemi, které nejsou dominovdny Zddnou jinou imputaci pro Zidnou jinou koalici.

Nésledujici véta nam usnadiuje nalezeni jadra, opét si ji uvedeme bez dukazu

Véta 7. Necht (P,v) je hra ve tvaru charakteristické funkce s N hrdci a necht a je N-tice
cisel. Potom a je imputace v jddru prdvé, kdyZ plati:

. Zz]\il a; = v(P)
o > icx @i < v(K) pro kazdou koalici K.

Je-li tedy imputace £ v jadru dané hry, nemd zadnd skupina hra¢a davod vytvorit jinou
koalici a nahradit £ jinou imputaci.
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Priklad 20. Uvazujme hru tii hrdcu s charakteristickou funkci:

V(1)) = —5
V(121 =0

V({3)) = —

1

W({1,2)) = |
v({1,3}) =0
V({23) = 5
v({1,2,3)) = 1

Jddro je pak:

ar+az+az=1

Y
|

aq

Y
o

a2

v
|
|

as

v

N N

ai + as
a; +az >

as +asz >

Tato soustava ma nekonecné mnoho tesent, prvkem jadra je napriklad trojice ( ,%, %)

Nasledujicim piiklad popisuje postup pii hledani jadra pro hru v normélnim tvaru. Zakladem
je nalezeni charakteristické funkce, kterd bude pro kazdou koalici odpovidat piislusnym platbam
rovnovaznych startovi§té bimaticové hry koalice vs. prislusnéd protikoalice. Dostaneme tak hru
ve tvaru charakteristické funkce a ptislusné jadro. Toto jadro lze nalézt pro jakoukoli maticovou
hru a kazdé takto nalezené jadro nese informaci o puvodni hie v normélnim tvaru. Pokud, ale
chceme aby jadro odpovidalo presné vsem moznym rozdélenim plateb v prislusnygch koalicich
musime zarucit, ze vznikem koalice budou ostatni hrdci prinuceni vytvorit protikoalici. Tedy, Ze
prislusnd hodnota charakteristické funkce opravdu maximalizuje platbu koalice tim, Ze soucasné
minimalizuje platbu proti koalice.

Priklad 21. Méjme konecnou hru tii hracu, kde kaZdy hrdé md dvé strategie:
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[ (1.2.g3) | Mi | Mo | M; |

1,1,1 21 1] 3
1,1,2 1| 38| 1
1,2,1 3| 2| 1
1,2,2 g 1| 4
2,1,1 0| 2| -1
2,1,2 3 0| 2
2,2,1 1] 3| -2

Predokladame, Ze jde o kooperativni hru, tj. jsou pripustné vsSechny koalice. Matice plateb
koalice {1} vypadd ndsledovné:

[ Tay]az] )] (22)]
1 2| 1] 3| 1
o| 3| 1] 2

Optimdalni smisenou strategii je vektor (%, %) a hodnotou hry je ¢islo %. Hodnotu koalice tedy
predstavuje hodnota

4
1}) = =.
W) = &
Matice plateb koalice {2} vypadd ndsledovné:
[ Tan]az] )] (22)]
1 3 2 0

1
2 2 1 3 -2

Optimdlni smiSenou strategii je vektor (1,0) a hodnotou hry je ¢islo 0. Hodnotu koalice tedy
predstavuje hodnota
v({2}) =0.

Matice plateb koalice {3} vypadd ndsledovné:

[ TanT a2z )] (22)]
1 3 1 -1 -2
1 4 2 3

Optimdalni smisenou strategii je vektor (%, %) a hodnotou hry je ¢islo % Hodnotu koalice tedy
predstavuje hodnota

V({3 = £

Matice plateb koalice {1,2} vypadd ndsledovné:

(11)
(12)
(21)
(22)

-]
AN

B SRASTIN V)
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Optimdlni smisenou strategii je vektor (%, %,0,0) a hodnotou hry je cislo %. Hodnotu koalice
tedy predstavuje hodnota

v({1,2)) = 5

Matice plateb koalice {1,3} vypadd ndsledovné:

L 1] 2]
(11) | 5| 4
(12) | 2| s
(21) || -1 -1
22) || 5| 5

Optimdlni smiSenou strategii je vektor (0,0,0,1) a hodnotou hry je ¢islo %. Hodnotu koalice
tedy predstavuje hodnota

v({1,3}) =5

Matice plateb koalice {2,3} vypadd ndsledovné:

[~
B

(11) [ 4] 1
(12) | 4 2
21) | 31 1
(22) || 5| 1

Optimdlni smiSenou strategii je vektor (0,1,0,0) a hodnotou hry je cislo %. Hodnotu prunt
koalice tedy predstavuje hodnota

v({2,3}) = 2.

Hodnotu charakteristické funkce koalice vSech hracu dostaneme jako mazimum souctu plateb
a to je 6 pro vektory (1,1,1) a (1,2,1). Tedy v({1,2,3}) = 6.

Charakteristickd funkce této hry je tedy:

v(0)=0

4

V(1) = -
v({2)) =0

7

A3 = &
v({1,2)) =

v({1,3}) =5

v({2,3}) =2

v({1,2,3}) =6
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a jednd se o podstatnou hru s nekonstantnim souctem. V jadru jsou pak imputace splnujici
ndsledujici podminky:

ai+as+a3 =06

v

AV
e N AN TN

a

a2

v

as

v

a1 + ag

a1 +asz > 9
az +az > 2

A to je napriklad (3,1,2), ale i (4,0,2).

Priklad 22. Honza md stary automobil, ktery nepouzivd a je pro néj bezcennyj, pokud jej nebude
moct prodat. O koupi se zajimagji dva lidé, Marie a Frantisek. Marie automobil ceni na 50 000
K¢ Frantisek na 70 000 Ké. Hra spocéivd v tom, Ze zdjemci navrhnou cenu Davidovi a ten bud’
prijme jednu z nabidek, nebo obé odmitne.

1.7 Opakované hry

Jako motivaci k této kapitole si uvedeme opakovanou verzi véziova dilematu, preformulovanou
na problém placeni nebo neplaceni koncesionarskych poplatku.

Piiklad 23 (Koncesiondfovo dilema). Méjme maticovou hru zaloZenou na placeni/neplacent
koncesionarskych poplatki. Koncesiondrské poplatky jsou hlavnim pirijmem verejnoprdvni
televize a pokud by vétsina divdku poplatky prestala platit, vedlo by to k neodvratnému zdaniku
stanice. Pokud ale prestane platit jeden, kvalita se mezméni a muzZe si tak uZivat vysildni
zdarma. Realizujeme si tuto hru jako bimaticou hru dvou hrdci.

H zaplati ‘ nezaplatz"
zaplati (10,10) | (20,5)
nezaplati || (5,20) | (6,6)

Hra obsahuje rovnovaznou strategii ve které oba hraci nezaplati. Pokud by se ale dohodli a
oba zaplatili ziskaji pfi opakovani této hry mnohem vice. Piedstavme si tedy, ze se hra opakuje,
pricemz v kazdém kole je pravdépodobnost, ze se uskutecéni jesté i kolo nasledujici, rovna %
Budou-li hraci spolupracovat, pak oc¢ekavand hodnota vyhry je pro oba rovna

2 2 2 2
wn:10+10-§+10-(§)2+10-(§)3+---10-(—)"+---

Protoze strategii v opakované hie je pldn jak se chovat v prabéhu celé hry, muzeme uvazovat
napiiklad strategie :
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nevrazivec: Spolupracuj, dokud té druhy nepodrazi.

Je jasné, ze potkaji-li se dva nevrazivci, budou do konce hry spolupracovat a ziskaji tak oba
hodnotu m,. Dalsi strategii muze byt

padouch: Spolupracuje a pak zradi.

Predpokléddejme, ze k odchylce doslo v kole n + 1 a padouch i nevrazivec od tohoto kola zréazi.

2 2 2 2
w,,:10+10-§+10-(§)2+10-(§)3+---10-(g)"—1+20-(

2., 2 a1

e (2

S +6-(2)

Protoze, ale m, > my zustava strategie nevrazivec/nevrazivec rovnovaznd. Dalsi strategii pak
muze byt:

pujcka na oplatku: Prvnim tahem spolupracuje a pak opakuje protivnikuv tah.

Strategie pujcka na oplatku/pujcka na oplatku také predstavuje rovnovazny bod. Néjaké dalsi
strategie mohou byt:

Pavlov: Spolupracuje pravé tehdy, kdyz v predchozim kole zvolili oba hrac¢i stejnou strategii
jinak zradi.

Hard Joss (Joss — ¢inskda modla): Hraje jako pujcka za oplatku, ale spolupracuje jen s
pravdépodobnosti 0,9

Abychom mohli opakované hry zkoumat, potfebujeme opét matematickou formalizaci
problému:
Pravidla hry — predpis, ktery stanovuje, jakym zpusobem urc¢uji hrac¢i vybér svych alternativ.
Tah — volba elementérni alternativy
Osobni tah — tah uskute¢nény hraci
Nahodny tah — tah uskute¢néni ndhodnymi mechanismy.
Partie — posloupnost tahu

Libovolné kone¢né mnoziné n hra¢u muzeme piiradit néjaky strom S(T"). Vrcholy stromu pak
nazyvame pozicemi. Mnozinu v8ech taht i—tého hrace oznacujeme T; a mnozinu vSech koncovych
pozic jako T*. Tedy kazdému myslitelnému prubéhu hry odpovida jedna cesta stromu S(7") od
pocatku do nékteré z koncovych pozic v T*.

Priklad 24. Méjme hru pri které je jedna partie posloupnosti étyr tahid
1. tah | prond hrdc voli ¢islo o € {1,2}
2. tah | druhy hrdcé voli ¢islo B € {1,2}
3. tah | treti hrdc voli ¢islo 6 € {1,2}
4. tah | prond hrdé voli ¢islo ay € {1,2}

Druhyj hraé neznd vysledky proniho tahu, treti hrd¢ uz je znd, ale meznd vysledky druhého

tahu. Posledni tah provede proni hrdc¢ také se znalosti proniho tahu. Vysledné platby M, pak

obsahuje ndsledujici tabulka:
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[(ev,8,000) [ A | 11 | 7 |
(1,1,1,1) 1112
(1,1,1,2) 3 | 4|1
(1,1,2,1) 4 |2 |-6
(1,2,1,1) 1 o |-1
(2,1,1,1) 6 -2
(1,1,2,2) 31 |2
(1,2,2,1) 12 |1
(2,2,1,1) 0 |2 |-2
(2,1,2,1) 2 |42
(1,2,1,2) 113 [-2
(2,1,1,2) 4 4]0
(1,2,2,2) 0 [-3]3
(2,2,2,1) 22 o
(2,1,2,2) 224
(2,2,1,2) 112
(2,2,2,2) 3 1o |-3

Celkem méame 16 moznych prubéhu partie hry, tedy strom bude mit 16 cest z kofene na jeden
z listu. Tabulka je tabulkou hry v piipadé, Ze se zadnd informace neprendsi, tedy zejména by
prvni hra¢ pii svém druhém tahu neznal svij prvni coz je nepravdépodobné. Piislusny strom
je naznaceny v nasledujicim obrazku:

II. hrac¢ @ @

1 2 1 2

IH.hréé @ @ @
”f“ @ @ @ @ @ @
OOOQQQQQ

Pricemz piislusné mnoziny tahu hricu jsou nésledujict:

T = {q1,48,¢9,¢10,q11,q12,¢13,¢q14}
T2 == {q27 q37 }
T3 — {q4a q5> QG, q7}
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Abychom mohli pii vypoctu zohlednit informaci, kterou ma kazdy hrac k dipozici, zavedeme
nasledujici pojem informacni mnoziny:
Definice 26. Informa¢ni mnozinou i—tého hrace v konecné hie n—hrdéi v rozvinutém tvaru

rozumime néjakou podmmnozinu T;s mnoziny vsech jeho pozic T;, kde s = s;, 1 = 1,2,...,k pro
kterou plati:

1. UTs=T,

2. Ti;s N Ty = 0 pro libovolné s,r takové, Ze s # r

3. ze viech pozic q € T;s té stejné informacni mnoziny vychdzi stejny pocet hran stromu S(T')
4. Pokud plati q1,qs € T;s potom nemuze platit g1 < g ani g < qq

Pocet alternativ, které md i—ty hrdc¢ v kazdé pozici své informacni mnoziny T;s, oznacime jako
Vis. Hrany vychdzejici z kaZdé pozice q € T;s uspordaddme pomoci indexu vis = 1,2, ... V5.

Prvni a druhd podminka v definici fika, ze ptislusné informacéni mnoziny kazdého hrace tvori
rozklad na mnoziné jeho tahti. Ctvrtd podminka fikd, ze informaéni mnoziny nemohou obsa-
hovat prvky z ruznych pater stromu. Nepfipoustime tedy informa¢ni mnozinu, ktera obsahuje
tahy z rtznych kol a neni tedy mozné, aby hria¢ nemél informaci o svych vlastnich piedeslych
tazich. Tteti podminka navic urcuje, ze v dané informaé¢ni mnoziné ma kazdy tah stejny pocet
strategii.

V predchazejicim piikladé mé prvni hra¢ tfi informaéni mnoziny

Ty = {q0}

T12 - {q77 q87 q97 qu}
Tll - {q117 q127 q137 q14}

I. h
2

II. hrac




pricemz

V11 = 1,2
V12 = 1,2
V11 = 1,2

druhy hra¢ mé jednu informaéni mnozinu

To1 = {q1,q2}

V21 = 1,2

a tfeti hra¢ mé dvé informacni mnoziny

T31 = {q3, ¢4}
T332 = {g5, ¢6}
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Nagim cilem je vytvofit normalni tvar hry n—hrac¢ua tak, aby vyslednd hra jiz obsahovala
prislusnou informaci.

Cistou strategii p—tého hrace ve hie s rozvinutym tvaru nazveme diskrétni funkci
9p(Tps) = vps
kde s =5, =1,2,... 5, definovanou na mnoziné informacnich mnozin
Tprse s Tpsy oy Tps,

potom jeho ¢istou strategii muzeme napsat jako soubor prirozenych ¢isel.

(Vp1s+ -+ Upssevn s Ups,)
pro p—tého hrace existuje
my = plx...x‘/psx...x‘/psz)
takovych ¢istych strategii.
Pokud usporadame strategie, tj. kazdé funkci g, prifadime pfirozené cislo j, = 1,2,...m,,

dostaneme mnozinu J, strategii p—tého hrace.
Funkce plateb je

Mp(jlaj?) e ,]n) = FP(Q)

Prvni hra¢ z predeslého piikladu ma tii informaéni mnoziny 171,712, 113 pricemz
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V11 :1, 2
1)12:1, 2

V13 = 1, 2
Prvni hra¢ ma tedy 2 x 2 x 2 = 8 ¢&istych strategii, ktery mizeme uspordadat takto:
jl = 172737475767778

Priklad 25. Podnik mizZe vyrdbét dva vyrobky {1,2} v mnoZstvi bud zy kusi 1. vgrobku, nebo
29 kusu druhého vyrobku, pricemzZ na vyrobu obou dvou vyrobku pouzivd
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2 Aplikace teorie her

2.1 Dopravni hry
Piiklad 26 (Pigou 1920). Méjme ndsledugici diagram:

c(x)=1 T ... jednotka dopravy.
Pokud md n hrdéu dohromady
jednu jednotku dopravy a chtéji
minimalizovat platbu c je
dolni cesta rovnovdinou strategii
c(x)=1 a hodnota této strategie je > ' | 1 =n.

Optimalni startegie je strategie, kterd minimalizuje spoleénou platbu tedy strategie

1
kdy pulka jede spodem a pulka horem Y 2 % + Zi:1

1_4
52 3
U her, kde se optimaln{ strategie li${ od rovnovazné hraje roli jejich pomér a definujeme:

, ) Nejhorsi rovnovazna strategie
Mira anarchie = .

Optimélni strategie
Nejlepsi rovnovazna strategie

Mira stability =
Y Optimélni strategie

V naSem piikladé se mira stability a mira anarchie rovnaji ¢islu (existuje jen jedna rovnovaznéd
strategie, kterd je soucasné nejlepsi i nejhorsi)

Shapleyho model sitové hry:

Necht G je orientovany graf (V, E) spolu s funkei E — R a necht éislo ¢, je hodnotou funkce
¢ na hrané e € E. Mé&jme k hréacu, kde kazdy hrac ¢ € {1,...,k} ma pfirazenou dvojici start-cil
(si,ci) a jeho strategie jsou cesty z s; do ¢; tvorici mnozinu P;. Sif na které se hra odehrava je
tedy P = ZeGUiPi ce. Kazdy hra¢ pii uziti hrany e plati %, kde f. je pocet hracu, ktefi danou
hranu vyuzivaji.

Piiklad 27. Méjme ndsledujici diagram.:
c(x)=k
T ... jednotka dopravy

e € Ry je dostatecné malé
e e dolni cesta je rovnovdzZnou i optimdlni strategi
horni cesta je rovnovdznoustrategi
c(x)=1+€
Cena optimdlni strategie, je 1 + € a to je i cena lepsi ze dvou rovnovdinich strategii, cena hrosi
rovnovazné strategie je k. Mira stability je 1 a mira anarchie se blizi ke ”k” spolu s tim jak se
€ blizi k nule.
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Priklad 28. Méjme pro néjaké € € Ry dostateéné malé ndsledujici diagram:

1+e¢

Optimalni strategii je v tomto prikladé ta kdy si kaZdy z hrdcu vybere delsi cestu s; — v — ¢; a
hodnota hry je pak 1+ €, ale to neni rovnovdind strategie. Rovnovdznou strategii je naopak pro
véechny hrdce volba kratsi cesty s; — ¢; v tomto pripadé je, ale hodnota hry Zle% ~ In(k).
Mira stability a mira anarchie pak konverguji k In(k) pro k — 0o a e = 0

Tyto dva priklady mély za cil demonstrovat néjaké klasické priklady teorie her v dopravé,
Neatomické hry.
Sit pro nés bude orientovany graf G = (V, F), spolu s mnozinou usporddanych dvojic (komodit)
(siyci) pro i € {1,...,k}, Kazdy hra¢ se identifikuje s jednou komoditou a mnozina moznych
cest z s; do ¢; oznacovand jako P; je mnozinou jeho strategii. Predpokldddme, ze P; # ) tedy,
ze pro kazdou komoditu existuje cesta, kterou ji mizeme prepravit. Nakonec ozna¢ime mnozinu
vSech cest

Vybér cest pro jednotlivé komodity reprezentujeme tokem v siti, ktery charakterizujeme
nezapornym vektorem indexovanym mnozinou P. Tedy hodnota p-té souradnice vektoru, tj. f,
je obém komodity ¢, ktery je prepravovany cestou p € P,.

V nasem modelu, je doprava "neelastickd”a tedy je nutné pfepravit predepsané mnozstvi ko-
modity ¢ oznacované jako r;. Tok je uskutecnitelny pro vektor r pokud pro kazdé i € {1,2,...,k}
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plati 3 p = 7i.

Kazda hrana e je navic vybavena cenovou funkei ¢, : Ry — R, takovou, Ze ¢ je nezdporna,
spojitd a neklesajici. Piikladem muze byt tieba zpozdéni.

Neatomickd dopravni hra je tedy sit (G, r, c), strategie jsou vybéry pifslusnych cest a hodnota
cesty vzhledem k toku f je pak

p(f) = celfe), kde fo= > [

ecp peEP:ecp

Hodnota f. urcuje objem libovolné komodity prepravené pies hranu e a hodnota ¢, (f) urcuje
platbu za prepraveni komodity 7 cestou p € P;.

Definice 27. Rovnovéazny tok je pripustny tok v neatomické dopravni hie (G,r,c) je takovy
tok, zZe pro kazdou komoditu i € {1,2,...,k} a kaZdou dvojici p,p € P; takovou, Ze fz > 0 plati,
ze

o(f) < cp(f)

Predesla definice vlastné tika, ze hodnotu podivame li se na kazdou komoditu a na libovolné
dvé cesty kudy ji lze prepravit tak jsou obé platby stejné, nebo je jedna nulova.
Hodnota toku je pak

Cf) = ()l = _celfe)fe

peEP

a fikame, zZe tok je optimalni pokud minimalizuje hodnotu pfes vSechny piipustné toky.

Piiklad 29 (Nelinedrni — Pigou). Méjme nasledujici diagram:
c(x)=x
p je dostatecné velké
hrdaci maji dohromady jednu jednotku dopravy

c(x) =P
Ezistuje jedind rovnovdind, vsichni jedou spodem a hodnota je jedna. Optimdini vysledek je
-1
strategie kdy malé mnozstvi e = 1 — (p+ 1) » jede horem a hra md hodnotu € + (1 — €)? =
—1 —1
I—(p+D)7? +(p+ 1) t=1-(p+1)7 +(p+1)", pro p = oo hodnota optimdiniho toku

— 0 a mira anarchie — oo

Uvedeme si ted jeden ze zdkladnich pifkladi teorie her v dopravé.

Piiklad 30 (Braessuv paradox). Méjme schéma:
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hraci maji dohromady jednu jednotku dopravy
jedind rovnovdind strategie je kdyz pulka hrdéi
. o . 3
Jjede vrchem a pulka spodem, cena toku je pak 3
a je to i optimdlni strategii.

Paradox je to proto, Ze pokud vybudujeme rychlostni komunikaci mezi body v a w cena
rovnovdzného toku se paradorné zvysi:

hrdaci maji dohromady jednu jednotku dopravy
rovnovazind strategie je pro vsechny hrdce s — v — w — ¢
to neni optimdlni strategi,

protoZe cena tohoto toku je 2.

. . ss 4
Mira anarchie této hry se tedy zvysila na 3

Atomické hry Méjme

e orientovany graf G = (V, E)
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e k dvojic komodit (s;,¢;) proi € {1,...,k},
e kladnou hodnotu r; urcujici mnozstvi komodit, které musime pfepravit,

e nezapornou, spojitou, neklesajici funkci ¢, : R — R pro kazdou hranu e € E.
Méjme k hracu, kde kazdy je spojen s jednou komoditou a jeho strategie jsou jsou pak mnoziny
cest P;.

Poznamenejme, ze zatim co v neatomickych hrich reprezentuji komodity velké mnozstvi
individualit kontrolujicich zanedbatelnou ¢ast dopravy, v atomickych hrach kazdou komoditu
reprezentuje jeden hrac, ktery musi prepravit urc¢ité mnozstvi jednou cestou.

Tok f je nyni nezdporny vektor indexovany hraci a cestami f,ﬁi) oznacCuje objem dopravy
hrace ¢, po cesté p. Tok je pripustny pokud
Vi : fzgi) = r; pro pravé jednu cestu
= 0 pro ostatni cesty
Definice 28 (Atomickd rovnovaznd strategie). Necht f je pripustny tok pro atomicky model
(G,r,¢) pak tok je rovnovaziny pokud pro kazdého hrace i € {1,...,k} a kazdou dvojici p,p € P;
(fpl) > 0) plat?

ep(f) < (),
kde f je stejny jako f aZ na f}; =0, féi) =7
Piiklad 31 (AAE-model). Méjme ndsledujici diagram:

t2,t3554

Kazdy ze ¢ty hrdcd md k dispozici jednu jednotku a dvé strategie:
i) pres jednu hranu grafu,
ii) pres dvé hrany grafu.
z Optimdalnt strategie je, Ze vsichni jedou pres jednu hranu o hodnota
toku je 4, toto je také rovnovdznd, druhd rovnovdind je,
Ze vsichni jedou pres dvé hrany, hodnota toku je pak 10.
v\ Mira anarchie je tu 2.5

81,82 t1,83,t4

Véta 8. Necht (G,r,c) je neatomicky model
1. Model pripousti minimdlné jednu rovnovdzny tok
2. Pokud f f jsou rovnovdiné toky pak c.(f.) = co(f.) pro kazdé e.
Véta 9. Necht (G,r,c) je atomicky model ve kterém plati alespon jedna z sledujicich vlastnosti:
1. kazdy objem dopravy je roven stejnému Cislu, tj. r; =r € Ry
2. ¢ je linedrni funkce

pak (G, r,c) pripousti alespori jeden rovnovadzinyg tok.
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