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1 Matematická teorie her 3
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1 Matematická teorie her

1.1 Matematický model

Cı́lem teorie her je popsat situaci, která nás zaj́ımá, jako hru. Proto, abychom mohli použ́ıvat
matematický aparát, muśıme jasně definovat, co znamenaj́ı pojmy, které budeme při popisováńı
použ́ıvat.

Rozhodováńı - výběr jedné z v́ıce variant

Rozhodovaćı situace - situace, ve které je potřeba vykonat rozhodováńı

Výsledek - výběr variant vede k určitým výsledk̊um, které mohou být z hlediska zájmu roz-
hoduj́ıćıho se subjektu horš́ı nebo lepš́ı.

Racionálńı účastńık - rozhoduj́ıćı se subjekt vycháźı z pozorováńı možných výsledk̊u a usiluje
o výběr (v jistém smyslu) nejlepš́ı varianty

Indiferentńı (neracionálńı) účastńık - subjekt, kterému je výsledek rozhodováńı lhostejný
(počaśı,...)

Předpokládáme, že rozhodovaćı situace má alespoň jednoho racionálńıho účastńıka a hledáme
odpověd’, jaké rozhodováńı racionálńıho účastńıka m̊užeme pokládat v dané rozhodovaćı situaci
za optimálńı.

Děleńı rozhodovaćıch situaćı:

1. (a) Rozhodovaćı situace se skalárńım ohodnoceńım (rozhodnut́ı je možné hodnotit jednou
charakteristikou)

(b) Rozhodovaćı situace s vektorovým ohodnoceńım (rozhodnut́ı je možné hodnotit v́ıce
charakteristikami)

2. (a) Rozhodovaćı situace s jedńım (nutně racionálńım) účastńıkem

(b) Rozhodovaćı situace s v́ıce (alespoň jedńım racionálńım) účastńıky

3. (a) Nekonfliktńı rozhodovaćı strategie (s jedńım účastńıkem a skalárńım ohodnoceńım
(matematické programováńı))

(b) Konfliktńı rozhodovaćı strategie (s větš́ım počtem racionálńıch účastńık̊u př́ıpadně
alespoň jedńım indiferentńım, nebo s vektorovým ohodnoceńım (jejich kombinace))

Teorie her řeš́ı konfliktńı rozhodovaćı situace s věťśım počtem racionálńıch účastńık̊u a se
skalárńım ohodnoceńım

Jako daľśı muśıme zavést formalismus, který nám umožńı zformulováńı matematického mo-
delu. Uvažujeme tedy následuj́ıćı objekty:

P = {1, 2, . . . , n} – množina racionálńıch účastńık̊u.
Q = {1, 2, . . . ,m} – množina indiferentńıch účastńık̊u.

Pro p ∈ P, Xp = (X1
p , . . . ,X

kp
p ) – množina alternativ rozhodováńı racionálńıho účastńıka p.
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Pro q ∈ Q, Yq = (Y 1
q , . . . , Y

lq
q ) – množina možných stav̊u vzniklých v d̊usledku p̊usobeńı indi-

ferentńıho účastńıka q.
V =

∏n
i=1Xi ×

∏m
j=1 Yj – výsledek rozhodovaćı situace.

Pro (x, y) ∈ V,

Mp(x, y) =







M1
p (x, y)
...

Mn
p (x, y)






,

kde M i
p : V → R – platba p–tého účastńıka i– tému účastńıkovi.

Definice 1. Matematickým modelem rozhodovaćı situace v normálńım tvaru nazýváme
následuj́ıćı zápis:

{

P = {1, . . . , n} X1, . . . ,Xn M1, . . . ,Mn

Q = {1, . . . ,m} Y1, . . . , Ym

}

Definice 2. Racionálńı účastńık p ∈ P se chová tak, že pokud

M s
p (x1, y1) ≥ M s

p (x2, y2), ∀s = 1, . . . , n

a alespoň pro jedno s plat́ı:
M s

p (x1, y1) > M s
p(x2, y2),

pak upřednostňuje alternativu (x1, y1) před (x2, y2).

Teorie her zkoumá konfliktńı rozhodovaćı situace
Některé zp̊usoby (rozhodně ne všechny), jak je možné teorii her dělit, jsou následuj́ıćı:

1. (a) Hry dvou hráč̊u.

(b) Hry n hráč̊u.

2. (a) Konečná hra - konečné množiny strategíı.

(b) Nekonečná hra - množina strategíı alespoň jednoho hráče je nekonečná.

3. (a) Hra s konstantńım součtem plateb – ∀(x, y) ∈ V,
∑

p∈P Mp(x, y) = c.

(b) Hra s nulovým součtem plateb – ∀(x, y) ∈ V,
∑

p∈P Mp(x, y) = 0.

4. (a) Nekooperativńı hry – hry bez možnosti uzav́ırat koalice.

(b) Koaličńı hry – hry s možnosti uzav́ırat koalice.

Následuj́ıćı př́ıklad ukazuje, jak ze slovńıho zadáńı vytvořit př́ıslušný matematický model:

Př́ıklad 1 (Hra plukovńıka Blotta). Boj o pozice B-Brno a O-Olomouc. Armáda A1 o śıle
tř́ı pluk̊u pozice dobývá, armáda A2 o śıle dvou pluk̊u pozice bráńı. Výsledek střetnut́ı kromě
śıly odd́ıl̊u ovlivňuje i počaśı. Armády A2 a A1 rozmı́st́ı své pluky do pozic B,O, anǐz by znaly
rozmı́stěńı protivńıka. Pozici obsazuje armáda s věťśım počtem umı́stěných pluk̊u. Pokud je
pluk̊u stejný počet, vyhrává v př́ıpadě pěkného počaśı útočńık, v př́ıpadě špatného obránce. Zisk
je počet zničených jednotek +1.
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Matematický model:
Máme dva racionálńı účastńıky, a to armády A1 a A2 a jednoho indiferentńıho, a to počaśı.
Množina racionálńıch účastńık̊u je tedy P = {1, 2} a množina indiferentńıch účastńık̊u (počaśı)
je Q = {1}. Množina alternativ rozhodováńı racionálńıho účastńıka 1 je pak X1 = (X1

1 =
(0, 3),X2

1 = (1, 2),X3
1 = (2, 1),X4

1 = (3, 0)) a množina alternativ rozhodováńı racionálńıho
účastńıka 2 je X2 = (X1

2 = (0, 2),X2
2 = (1, 1),X3

2 = (2, 0)). Množina možných stav̊u vzniklých
v d̊usledku p̊usobeńı indiferentńıho účastńıka 1 je konečně Y1 = (Y 1

1 = hezky, Y 2
1 = škaredě).

Výsledky rozhodovaćı situace tvoř́ı množinu V = X1 × X2 × Y1. Platba prvńıho účastńıka je
funkce M1 definovaná výčtem
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a platba druhého účastńıka je funkce M2
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Matematický model je pak
{

P = {1, 2} X1,X2 M1,M2

Q = {1} Y1

}

Př́ıklad 2 (Operátoři). Dva operátoři T–Mobile a O2 chtěj́ı postavit vyśılač do jednoho ze čtyř
měst A,B,C,D, které jsou od sebe vzdáleny následuj́ıćım zp̊usobem:

©A
0 ——©B

20 ———————©C
60 ———————©D

100

Každé dominantńı pokryt́ı odpov́ıdá proporcionálně délce úseku. Pokud např́ıklad T–Mobile
postav́ı vyśılač v bodě B a O2 v bodě C, bude T–Mobile dominantńı na úseku AB a na p̊ulce
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úseku BC (to dělá 40% celého územı́), kdežto O2 bude dominantńı na úseku CD a na p̊ulce
úseku BC (to dělá ale 60% územı́). Vyśılač muśı být umı́stěn v jednom z bod̊u A,B,C,D.

Matematický model:
P = {1, 2}
Q = ∅
X1 = (X1

1 = A,X2
1 = B,X3

1 = C,X4
1 = D)

X2 = (X1
2 = A,X2

2 = B,X3
2 = C,X4

2 = D)
V = X1 ×X2
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1.2 Maticové hry

Všimněme si, že u př́ıkladu telefonńıch operátor̊u máme dva hráče a zisk jednoho znamená
automaticky ztrátu druhého. Takové hře se ř́ıká antagonistická hra dvou hráč̊u a neńı těžké
si představit, že je možné takovou hru reprezentovat matićı. Hrám, které lze reprezentovat
matićı, se ř́ıká maticové hry. Formálně je maticová hra konečná hra dvou hráč̊u s konstantńım
(nulovým součtem). To, že je hru dvou hráč̊u s konstantńım součtem možné reprezentovat jen
matićı plateb prvńıho hráče M1, plyne př́ımo z následjúıćıho faktu. Pokud je hra s konstantńım
součtem, plat́ı

M1(x, y) +M2(x, y) = c

a je tedy možné vyjádřit matici plateb druhého hráče pomoćı matice plateb prvńıho:

M2(x, y) = c−M1(x, y).

Definice 3. Hrou dvou hráč̊u v normálńı formě s konstantńım součtem (maticovou hru)
nazýváme hru

{

P = {1, 2} X,Y M(x, y) c
}

.

Z definice je jasné, že nedává smysl uvažovat možnou spolupráci hráč̊u (č́ım v́ıc jeden źıská
t́ım v́ıc druhý ztrat́ı). Takové hry se nazývaj́ı antagonistické (nekooperativńı).

Definice 4. Matićı plateb rozumı́me matici

M =







M(x1, y1) · · · M(x1, yn)
...

...
...

M(xm, y1) · · · M(xm, yn)






.
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Př́ıklad 3 (Hra s prsty). Každý ze dvou hráč̊u ukáže jeden nebo dva prsty. Pokud je celkový
počet ukázaných prst̊u sudé č́ıslo, pak zaplat́ı druhý hráč prvńımu sumu rovnaj́ıćı se tomuto
č́ıslu. V opačném př́ıpadě inkasuje od prvńıho hráče př́ıslušnou sumu druhý hráč.

Strategie prvńıho hráče jsou

i = 1 ukázat jeden prst

i = 2 ukázat dva prsty

Strategie druhého hráče jsou

j = 1 ukázat jeden prst

j = 2 ukázat dva prsty

Jde tedy o maticovou hru s matićı plateb

(

2 −3
−3 4

)

a konstantou c = 0

Př́ıklad 4 (Hra plukovńıka Blotta (Př. 1)). Pokud v Př́ıkladě 1 vynecháme indiferentńıho
účastńıka tak, že předpokládáme, že bude škaredě, dostaneme maticovou hru, kde:

Strategie prvńıho hráče jsou

i = 1 (3,0)

i = 2 (2,1)

i = 3 (1,2)

i = 4 (0,3)

Strategie druhého hráče jsou

j = 1 (2,0)

j = 2 (1,1)

j = 3 (0,2)

Jde tedy o maticovou hru s matićı plateb









3 2 1
−1 1 0
0 1 −1
1 2 3









a konstantou c = 2.
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Př́ıklad 5 (Operátoři (Př. 2)). V př́ıkladě s operátory jde jednoznačně o maticovou hru s matićı
plateb:









50 10 30 50
90 50 40 60
70 60 50 80
50 40 20 50









a konstantou v = 100.

Maticová hra se tedy hraje tak, že prvńı hráč vyb́ırá řádek a druhý hráč sloupec. Př́ıslušné
č́ıslo v matici je pak platba prvńıho hráče.

Definice 5. Strategie i = 1, . . . ,m a j = 1, . . . n nazýváme čisté strategie prvńıho a druhého
hráče.

Pokud prvńı hráč voĺı i–tou čistou strategii, potom může s určitost́ı zabezpečit, že jeho platba
bude alespoň

min
j

aij .

Vzhledem k tomu, že chce ale zabezpečit co možná nejvyšš́ı platbu uvažuje přinejmenš́ım o
platbě

max
i

min
j

aij .

Druhý hráč chce minimalizovat platbu prvńıho hráče, ta však nebude vyšš́ı než

max
i

aij

a druhý hráč tedy voĺı strategii

min
j

max
i

aij .

Z toho tedy vyplývá, že volbou čisté strategie může prvńı hráč zabezpečit, že jeho platba
nebude nižš́ı než maximinj aij , přičemž druhý hráč může vhodnou volbou strategie zajistit, aby
jeho platba nebyla vyšš́ı než minj maxi aij Pokud by tyto úvahy obou hráč̊u nebyly ve sporu
znamenalo by to, že svou volbou zaruč́ı, že př́ıpadná změna protihráčovy strategie, by pro něj
nebyla výhodná. Můžeme ř́ıct, že kdo pak uhne, tak si nepolepš́ı. Toto dává smysl následuj́ıćım
definićım:

Definice 6. Sedlovým bodem matice A = (aij) nazýváme takový jej́ı prvek aij pro který plat́ı
maxi minj aij = minj maxi aij .

Definice 7. Takové strategie i0, j0, že (i0, j0) je sedlový bod matice plateb A, nazýváme čistými
optimálńımi strategiemi prvńıho a druhého hráče v maticové hře. Čı́slo v = ai0j0 nazýváme
hodnotou této hry. Trojici (i0, j0, v) nazýváme řešeńım maticové hry v čistých strategíıch.

V následuj́ıćım dokážeme, že tyto úvahy jsou obecně platné.
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Věta 1. Necht’ f(x, y) je reálná funkce definovaná pro x ∈ X a y ∈ Y a předpokládejme že
existuj́ı veličiny

max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y), min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y).

Potom

max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) ≤ min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y).

D̊ukaz. Z definice minima a maxima v́ıme, že pro libovolné zadané x ∈ X plat́ı

min
y∈Y

f(x, y) ≤ f(x, y)

a pro libovolné zadané y ∈ Y plat́ı

f(x, y) ≤ max
x∈X

f(x, y).

Proto pro všechna x ∈ X a y ∈ Y plat́ı

min
y∈Y

f(x, y) ≤ max
x∈X

f(x, y).

Vzhledem k tomu, že pravá strana nerovnice nezáviśı na x ∈ X tedy

max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) ≤ max
x∈X

f(x, y).

A vzhledem k tomu, že levá strana nerovnice nezáviśı na y ∈ Y , dostaneme celkem

max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) ≤ min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y).

Definice 8. Necht’ f(x, y) je reálná funkce definovaná pro x ∈ X a y ∈ Y . Sedlovým bodem
této funkce vzhledem k množině X × Y nazýváme takový bod (x0, y0) ∈ X × Y , že pro všechny
x ∈ X a y ∈ Y plat́ı

f(x, y0) ≤ f(x0, y0) ≤ f(x0, y).

Věta 2 (Věta o sedlovém bodu). Necht’ f(x, y) je reálná funkce definovaná pro x ∈ X a
y ∈ Y a necht’ existuj́ı veličiny maxx∈X miny∈Y f(x, y) a miny∈Y maxx∈X f(x, y). Pak funkce
f(x, y) má sedlový bod na množině X × Y právě tehdy, když plat́ı

max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) = min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y).

Nav́ıc pokud (x0, y0) je sedlový bod funkce f(x, y) na množině X × Y , pak

max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) = min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y) = f(x0, y0).
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D̊ukaz. 1. Necht’ (x0, y0) ∈ X × Y je sedlový bod funkce f(x, y). Pak podle Definice 8.
pro všechna x ∈ X a y ∈ Y plat́ı f(x, y0) ≤ f(x0, y0) ≤ f(x0, y). Z toho vyplývá, že
maxx∈X f(x, y0) ≤ f(x0, y0) ≤ miny∈Y f(x0, y). Vzhledem k tomu, že

min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y) ≤ max
x∈X

f(x, y0)

a
min
y∈Y

f(x0, y) ≤ max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y),

plat́ı
min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y) ≤ max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y)

Avšak podle předešlé věty plat́ı

max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) ≤ min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y).

A tedy celkem
max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) = min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y).

a z d̊ukazu je zřejmé, že se výraz také muśı rovnat f(x0, y0).
2. Necht’ je splněna rovnost ve zněńı věty. Předpokládejme, že funkce miny∈Y f(x, y) nabývá

svého maxima v bodě x0 ∈ X a funkce maxx∈X f(x, y) svého minima v bodě y0 ∈ Y , tj. plat́ı

min
y∈Y

f(x0, y) = max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y)

max
x∈X

f(x, y0) = min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y).

Ukážeme, že dvojice (x0, y0) ∈ X×Y je sedlovým bodem funkce f(x, y). Na základě předpokladu
o splněńı rovnosti máme

min
y∈Y

f(x0, y) = max
x∈X

f(x, y0).

Z definice minima vyplývá
min
y∈Y

f(x0, y) ≤ f(x0, y0),

a tedy
max
x∈X

f(x, y0) ≤ f(x0, y0).

Celkem
f(x, y0) ≤ f(x0, y0), pro všechna x ∈ X.

Analogicky
f(x0, y) ≥ f(x0, y0), pro všechna y ∈ Y,

a tedy (x0, y0) ∈ X × Y je z definice sedlovým bodem.

Všimněme si ještě jedné d̊uležité vlastnosti maticových her. Pokud je některý řádek matice
ve všech sloupćıch větš́ı než jiný, nemá pro prvńıho hráče smysl př́ıslušnou strategii hrát.
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Definice 9. Řekneme, že vektor a = (a1, · · · , an)
T dominuje (ostře) vektoru b = (b1, · · · , bn)

T ,
pokud pro všechna j = 1, · · · , n plat́ı aj ≥ bj (aj > bj).

Věta 3. Optimálńı strategie hráč̊u v maticové hře se nezměńı, pokud k matici plateb připočteme
libovolnou konstantu ξ nebo pokud matici plateb vynásob́ıme libovolnou kladnou konstantou β.

Př́ıklad 6 (Prsty (Př. 3.)). V tomto př́ıkladě jde o maticovou hru s matićı plateb

(

2 −3
−3 4

)

Máme tedy

min
j

a1j = −3 min
j

a2j = −3

max
i

min
j

aij = −3 max
i

ai1 = 2

max
i

ai2 = 4 min
j

max
i

aij = 2.

Plat́ı tedy maxi minj aij < minj maxi aij a čistá optimálńı strategie neexistuje.

Př́ıklad 7. Mějme maticovou hru určenou matićı

(

3 2
4 −1

)

.

Máme tedy

min
j

a1j = 2

min
j

a2j = −1 max
i

min
j

aij = 2

max
i

ai1 = 4 max
i

ai2 = 2

min
j

max
i

aij = 2

a tedy maxi minj aij = minj maxi aij a čistá optimálńı strategie je (1, 2).

Př́ıklad 8. Pokud v Př́ıkladě 1 vynecháme indiferentńıho účastńıka, tj. počaśı dostaneme ma-
ticovou hru s matićı plateb









3 2 1
−1 1 0
0 1 −1
1 2 3









.
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Máme tedy

min
j

a1j = 1

min
j

a2j = −1 min
j

a3j = 0

min
j

a4j = 1 max
i

min
j

aij = 1

max
i

ai1 = 3 max
i

ai2 = 2

max
i

ai3 = 3 min
j

max
i

aij = 2

a opět maximinj aij < minj maxi aij a čistá optimálńı strategie neexistuje.

Př́ıklad 9 (Operátoři (Př. 2)). V př́ıkladě s operátory se jedná o maticovou hru s matićı plateb:









50 10 30 50
90 50 40 60
70 60 50 80
50 40 20 50









.

Máme tedy:

min
j

a1j = 10

min
j

a2j = 40 min
j

a3j = 50

min
j

a4j = 20 max
i

min
j

aij = 50

max
i

ai1 = 90 max
i

ai2 = 60

max
i

ai3 = 50 max
i

ai4 = 80

min
j

max
i

aij = 50

a tentokrát maxi minj aij = minj maxi aij , existuje tedy čistá optimálńı strategie a jde o strategii,
kdy si oba operátoři postav́ı vyśılač na stejném mı́stě, a to na mı́stě C.

Př́ıklad 10 (Vězňovo dilema).





zradit nezradit
zradit (−6,−6) (0,−9)

nezradit (−9, 0) (−1,−1)





Př́ıklad 11 (Kámen, n̊užky, paṕır).









kámen n̊užky paṕır
kámen (0, 0) (1,−1) (−1, 1)
n̊užky (−1, 1) (0, 0) (1,−1)
paṕır (1,−1) (−1, 1) (0, 0)









12



Př́ıklad 12 (Hra pohlav́ı).





divadlo fotbal
divadlo (3, 1) (1, 1)
fotbal (0, 0) (2, 3)





Př́ıklad 13 (Semafory). Při programováńı chováńı semafor̊u na křǐzovatkách se zvažuje
nakolik se má semafor přizp̊usobovat aktuálńımu provozu (např́ıklad z ohledem na statistiku
pr̊ujezdnosti ve všech směrech upravit přeṕınáńı mezi červenou a zelenou). Prvńı hráč je poč́ıtač
ř́ıd́ıćı křǐzovatku, druhý hráč je účastńık dopravńıho provozu. Pro poč́ıtač máme dva stavy
“přizp̊usobuje / nepřizp̊usobuje“ a pro druhého hráče máme dva stavy “respektuje / nerespektuje
(projede klidně i na červenou)”. Pokud se poč́ıtač přizp̊usobuje a účastńıci semafor respektuj́ı,
vznikne malá časová prodleva ”d”během které se čeká na zelenou. Pokud hráč semafor nere-
spektuje a semafor se tomu přizp̊usobuje zpožděńı bude nula. Pokud hráč semafor respektuje, ale
semafor se nepřizp̊usobuje muśı si nav́ıc počkat daľśı čas ”D”. Pokud hráč semafor nerespektuje,
ale semafor se nepřizp̊usobuje prodleva všech je ”D”. Jedná se o maticovou hru z matićı plateb:

(

d d+D
0 D

)

.

Vid́ıme, že pro poč́ıtač dokonce dominuje druhý sloupec tedy “nepřizp̊usobuje“. Nejlepš́ı strategie
pro semafor je nepřizp̊usobovat se, takže je často červená i na prázdné křǐzovatce. Přidáme
zásadu, že na křǐzovatce bude dopravńı policie s pravděpodobnost́ı p zastavovat řidiče kteř́ı poruš́ı
předpisy a zdržovat je o daľśı čas f . Zavedeme pak funkci plateb c.

(

c(d, p, 0) c(d +D, p, 0)
c(0, p, f) c(D, p, f)

)

.

Pokud bude funkce lineárńı, tj. c(x, p, f) = x+ pf pak máme matici plateb

(

d d+D
0 + pf D + pf

)

.

Zvoĺıme–li pf > d, tj. vhodně zvoĺıme pravděpodobnost kontrol a mı́ru prostoj̊u je optimálńı
strategíı semaforu přizp̊usobit se.

1.3 Bi–maticové hry

Pro konečnou hru dvou hráč̊u, která nemá konstantńı součet, a tedy nemuśı být ani antagonis-
tická, se vžilo označeńı bimaticová hra. Jediný rozd́ıl od maticové hry tedy je, že každý hráč má
svou vlastńı matici plateb.

Definice 10. Necht’ X, Y jsou neprázdné množiny. Bi–maticovou hrou dvou hráč̊u rozumı́me
hru v normálńım tvaru:

{Q = {1, 2},X, Y,M1(x, y),M2(x, y)}

s nekonstantńım součtem
M1(x, y) +M2(x, y) = µ(x, y).
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Muśıme proto modifikovat definici rovnovážného bodu pro dva hráče.

Definice 11. Dvojice strategíı (x, y) se nazývá rovnovážný bod, právě tehdy když plat́ı:

u1(s, y) ≤ u1(x, y), pro každé s ∈ S

u2(x, t) ≤ u1(x, y), pro každé t ∈ T

Př́ıklad 14. Hru určená dvojmatićı
Strategie X1 X2 X3 X4 X5

Y1 (3,3) (2,2) (3,10) (6,9) (10,11)

Y2 (-3,-2) (1,15) (1,8) (10,2) (-1,2)
Y3 (10,2) (0,0) (1,2) (1,2) (0,2)

má rovnovážný bod (X2, Y1)

Př́ıklad 15. Hru určená dvojmatićı
Strategie X1 X2 X3 X4 X5

Y1 (3,3) (2,2) (3,10) (6,9) (10,11)
Y2 (3,-2) (7,15) (6,8) (10,2) (3,2)
Y3 (10,2) (0,0) (1,2) (1,2) (0,2)

nemá rovnovážný bod.

Všimněme si, že bi–maticová hra
(

(4, 1) (−9, 8)
(3, 4) (−4, 5)

)

má dvě rovnovážné strategie (4, 1) a (−4, 5). Pokud prvńı hráč voĺı x = 1, tedy svou rovnovážnou
strategii a druhý hráč voĺı y = 2 také svou rovnovážnou strategii, je pak výsledek nejhorš́ı
možný. Existuje možnost výhodněǰśı volby strategie x = 2, y = 1, ale je potřeba dohody o
strategii.

Definice 12. Necht’ (x̄, ȳ) je dvojice rovnovážných strategíı s vlastnost́ı, že

M1(x, ȳ) ≥ M1(x̄, ȳ)

M2(x̄, y) ≥ M2(x̄, ȳ),

kde (x, y) je libovolná jiná dvojice rovnovážných strategíı hry. Potom dvojici (x, y) nazveme
dominuj́ıćı dvojićı rovnovážných strategíı hry.

1.4 Smı́̌sené optimálńı strategie

Pokud nemá maticová hra optimálńı strategii, plat́ı

max
i

min
j

aij < min
j

max
i

aij.

V tomto př́ıpadě se při opakováńı hry, tj. při jednotlivých partíıch, bude prvńı i druhý hráč
snažit opakovat čisté strategie s takovou pravděpodobnost́ı, aby v pr̊uměru, prvńı hráč źıskal
v́ıce než jen maximinj aij a druhý hráč se snaž́ı zajistit aby, prvńı źıskal méně než minj maxi aij .
Tady každý hráč přǐrazuje každé své čisté strategii určitou pravděpodobnost, s jakou j́ı bude
použ́ıvat.
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Definice 13. Smı́̌senou strategíı prvńıho hráče nazýváme m–rozměrný vektor x =
(x1, . . . , xm)T , pro který plat́ı

m
∑

i=1

xi = 1, xi ≥ 0.

Smı́̌senou strategíı druhého hráče nazýváme n–rozměrný vektor y = (y1, . . . , yn)
T , pro který

plat́ı
n
∑

i=1

yi = 1, yi ≥ 0

Množiny

Sm = {x ∈ Em,
m
∑

i=1

xi = 1, xi ≥ 0}

Sn = {y ∈ En,

n
∑

i=1

yi = 1, yi ≥ 0}

nazýváme množinou smı́̌sených strategíı prvńıho a druhého hráče.

Každá čistá strategie odpov́ıdá smı́̌sené

x = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)T .

Definice 14. Funkci

E(x, y) =

m
∑

i=1

n
∑

j=1

aijxiyj = xTAy

definovanou pro x ∈ Sm a y ∈ Sn nazýváme funkćı středńı hodnoty platby v maticové hře.

Stejnými úvahami odvod́ıme, že prvńı hráč volbou smı́̌sené strategie může doćılit toho, že
středńı hodnota jeho platby bude nižš́ı než

max
x∈Sn

min
y∈Sm

E(x, y),

přičemž druhý hráč může zajistit, aby středńı hodnota plateb prvńıho byla nižš́ı než

min
y∈Sm

max
x∈Sn

E(x, y).

Vı́me, že pro každou funkci plat́ı

max
x∈Sn

min
y∈Sm

E(x, y) ≤ min
y∈Sm

max
x∈Sn

E(x, y)

a pokud plat́ı rovnost

max
x∈Sn

min
y∈Sm

E(x, y) = min
y∈Sm

max
x∈Sn

E(x, y),

existuje sedlový bod.
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Definice 15. Necht’ (x̄, ȳ) je sedlový bod funkce E(x̄, ȳ) vzhledem k Sm×Sn. Vektory x̄ respektive
ȳ nazýváme optimálńımi smı́̌senými strategiemi prvńıho respektive druhého hráče v př́ıslušné
maticové hře a č́ıslo v = E(x̄, ȳ) nazýváme hodnotou této hry. Trojici (x̄, ȳ, v) nazýváme řešeńım
maticové hry ve smı́̌sených strategíıch.

Př́ıklad 16. Mějme maticovou hru s matićı plateb

(

2 −3
−3 4

)

,

přičemž už v́ıme, že čistá optimálńı strategie neexistuje (ověřte). Hra má řešeńı ve smı́̌sených
strategíıch x̄ = ( 7

12 ,
5
12)

T a ȳ = ( 7
12 ,

5
12)

T . Toto řešeńı ted’ jen ověř́ıme:

E(x̄, ȳ) = (
7

12
,
5

12
)

(

2 −3
−3 4

)(

7
12
5
12

)

= −
1

12

E(x, ȳ) = (x1, x2)

(

2 −3
−3 4

)(

7
12
5
12

)

= (x1, x2)

(

− 1
12

− 1
12

)

=

−
1

12
x1 −

1

12
x2 = −

1

12
(x1 + x2) = −

1

12

E(x̄, y) = (
7

12
,
5

12
)

(

2 −3
−3 4

)(

y1
y2

)

= −
1

12

Věta 4 (J. von Neuman, J. Nash). Pro každou maticovou hru plat́ı

max
x∈Sn

min
y∈Sm

E(x, y) = min
y∈Sm

max
x∈Sn

E(x, y)

a tedy existuje sedlový bod funkce E(x, y) na množině Sm × Sn. Tedy každá hra má řešeńı ve
smı́̌sených strategíıch.

D̊ukaz. Důkaz, který zde stručně nastiňujeme, je založený na technikách lineárńıho progra-
mováńı. Lineárńı programováńı řeš́ı úlohy, při kterých maximalizujeme nebo minimalizujeme
lineárńı funkci vzhledem k nějaké množině rovnic a nerovnic. Zformulujeme si dvě takové úlohy:

Maximalizovat ω za podmı́nek:

−
m
∑

i=1

aijxi + ω ≤ 0, ∀j

m
∑

i=1

xi = 1

xi ≥ 0
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Minimalizovat u za podmı́nek:

−
n
∑

j=1

aijyj + u ≥ 0, ∀i

n
∑

i=1

yi = 1

yj ≥ 0

pro i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n.
Tyto dvě úlohy jsou duálńı a to z hlediska lineárńıho programováńı znamená, že maj́ı stejnou

množinu př́ıpustných řešeńı (tj. řešeńı, která splňuj́ı dané nerovnosti) a současně, pokud existuje
optimálńı řešeńı jedné, existuje i optimálńı řešeńı druhé a výsledná hodnota účelové funkce je
stejná.

Pokud zvoĺıme za př́ıslušná aij prvky matice hry A, dostaneme optimálńı řešeńı, které bude
rovno sedlovému bodu funkce E(x, y), a tedy optimálńı strategíı př́ıslušné maticové hry. Pozna-
menejme nakonec, že toto řešeńı neńı dané jednoznačně.

Bez d̊ukazu uvád́ıme následuj́ıćı dvě věty:

Věta 5. 1. Pokud ve hře s matićı plateb A = (aij) typu m × n plat́ı, že pro nějaké k (1 ≤
k ≤ m) existuj́ı č́ısla αi (i 6= k) taková, že pro všechna j = 1, . . . , n máme

∑

i 6=k

αiaij ≥ akj,
∑

i 6=k

αi = 1,

potom existuje optimálńı strategie prvńıho hráče x̄ ∈ Sm které složka je x̄0 = 0.

2. Pokud ve hře s matićı plateb A = (aij) typu m×n plat́ı, že pro nějaké t (1 ≤ t ≤ n) existuj́ı
č́ısla βj (j 6= t) taková, že pro všechna i = 1, . . . ,m máme

∑

j 6=t

βiaij ≤ ait,
∑

j 6=t

βj = 1,

potom existuje optimálńı strategie druhého hráče x̄ ∈ Sn které složka je ȳ0 = 0.

Př́ıklad 17. V maticové hře s matićı plateb





2 4 6
6 8 2
3 5 3





existuje k = 3, α1 = α2 =
1
2 takové, že pro všechna j = 1, 2, 3 plat́ı α1a1j+α2a2j ≥ a3j . Existuje

tedy optimálńı strategie pro kterou je x3 = 0.
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Z d̊ukazu Nashovy věty v́ıme, že optimálńı smı́̌sená strategie maticové hry s matićı A je
optimálńım řešeńım dvojice úloh lineárńıho programováńı. Potřebujeme ale tyto úlohy převést
na tvar, který umı́me řešit. Jako výchoźı úlohu použijeme

Minimalizovat u za podmı́nek:

−
n
∑

j=1

aijyj + u ≥ 0,

n
∑

i=1

yi = 1

yj ≥ 0

pro i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n. Z předešlých vět v́ıme, že matici plateb můžeme přičteńım
vhodné konstanty upravit tak aby aij ≥ 0, tedy i hodnota účelové funkce u je kladná a můžeme
nerovnosti dělit beze změny směru nerovnosti.

Minimalizovat u za podmı́nek:

−
n
∑

j=1

aij
yj
u

+ 1 ≥ 0,

n
∑

i=1

yi
u

=
1

u

yi
u

≥ 0

zavedeme substituci pi =
yi
u

a dostaneme

Minimalizovat u za podmı́nek:
n
∑

j=1

aijpj ≤ 1,

n
∑

i=1

pi =
1

u

pi ≥ 0
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Minimalizovat funkci u je to samé jako maximalizovat
∑n

i=1 pi a dostáváme výsledný tvar:

Maximalizovat

n
∑

i=1

pi za podmı́nek:

n
∑

j=1

aijpj ≤ 1,

pi ≥ 0

tedy tvar, který umı́me řešit jak uvid́ıme v daľśı kapitole.

1.5 Simplexová metoda

Úlohu lineárńıho programováńı můžeme chápat jako nalezeńı extrému (maxima nebo minima)
lineárńı funkce v́ıce proměnných při vedleǰśıch podmı́nkách vyjádřených lineárńımi rovnicemi,
nebo nerovnicemi. Existuje několik formulaćı základńı úlohy lineárńıho programováńı, my bu-
deme pracovat s následuj́ıćımi omezuj́ıćımi podmı́nkami:

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn ≤ b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn ≤ b2

· · ·

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn ≤ bm

kde m < n a xi ≥ 0. Jako prvńı krok doplńıme soustavu o pomocné proměnné x̄1, · · · x̄m tak,
aby platila následuj́ıćı soustava rovnic:

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn + x̄1 = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn + x̄2 = b2

· · ·

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn + x̄m = bm

kde m < n a bi ≥ 0. Všimněme si, že soustava má řešeńı:

x1 = xn = 0, x̄1 = b1, · · · , x̄n = bm.

Proměnné x̄1, · · · , x̄n jsou, ale pomocné a řešeńı v základńıch proměnných je x1 = xn = 0.

Našim ćılem je maximalizovat funkci

z = c1x1 + · · · cnxn + d,

přičemž pro naše řešeńı x1 = · · · = xn = 0 je hodnota účelové funkce rovna d.
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Přidáme si jako daľśı řádek soustavy účelovou funkci

z − c1x1 − · · · − cnxn = d,

t́ım ale přidáme ještě jednu proměnnou z (kterou chceme maximalizovat). Matice soustavy pak
vypadá následovně:















0 a11 a12 · · · a1n 1 0 · · · 0 |b1
0 a21 a22 · · · a2n 0 1 · · · 0 |b2
...

...
...

... · · ·
...

...
0 am1 am2 · · · amn 0 0 · · · 1 |bm
1 −c1 −c2 · · · −cn 0 0 · · · 0 |d















.

Zamysleme se ted’ nad t́ım, jak naj́ıt jiné řešeńı. Máme soustavu m rovnic o m+n neznámých
takovou, že m proměnných je základńıch. Daľśı řešeńı můžeme źıskat tak, že pomoćı řádkových
elementárńı úprav vynulujeme nějaký daľśı sloupec. Abychom se rozhodli který, muśıme se
pod́ıvat na posledńı řádek soustavy

z − c1x1 − c2x2 − · · · − cnxn = d

Protože všechna xi jsou kladná můžeme zvýšit hodnotu účelové funkce z jen pokud vybereme
takové ci, které je záporné. V našem algoritmu pak vybereme to nejmenš́ı č́ıslo (č́ıslo s největš́ı
absolutńı hodnotou), protože u něho je předpoklad, že účelovou funkci zvýš́ıme nejv́ıce.

Vybraný sloupec bychom pak chtěli přidat k jednotkové matici, ale ještě nev́ıme, v̊uči kterému
řádku budeme sloupec nulovat.

Představme si tedy, jak budou vypadat př́ıslušná řešeńı pro xi = 0, i 6= k:

x1 = b1 − a1kxk

x2 = b2 − a2kxk

...

xm = bm − amkxk.

S ohledem na podmı́nky nezápornosti muśı platit:

xk ≤
bi
aik

.

To znamená, že muśı platit:

xk ≤ min
bi
aik

=
bs
ask

.

pro i = 1, 2, . . . ,m, tj. předpokládáme, že nejmenš́ı pod́ıl je v s–té řádce soustavy. Proměnnou
xk nazýváme vstupuj́ıćı proměnnou a proměnnou xs vystupuj́ıćı proměnnou.
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Př́ıklad 18. Maximalizujte z = 4x1 + 2x2 za podmı́nek

−x1 − 3x2 ≤ 9

2x1 + 3x2 ≤ 18

2x1 − x2 ≤ 10.

kde xi ≥ 0. Simplexová matice má tvar









0 −1 3 1 0 0 |9
0 2 3 0 1 0 |18
0 2 −1 0 0 1 |10
1 −4 −2 0 0 0 |0









.

Záporné hodnoty v posledńım řádku jsou dvě, -4 a -2, vybereme tu menš́ı, poděĺıme sloupec
pravých stran př́ıslušnými koeficienty (pokud jsou kladné) a dostaneme:









0 −1 3 1 0 0 |9 −
0 2 3 0 1 0 |18 18

2
0 2 −1 0 0 1 |10 10

2
1 −4 −2 0 0 0 |0 −









.

Vybereme ten nejmenš́ı pod́ıl, tedy 10
2 a nulujeme druhý sloupec vzhledem k podržené dvojce v

třet́ım řádku








0 −1 3 1 0 0 |9
0 2 3 0 1 0 |18
0 2 −1 0 0 1 |10
1 −4 −2 0 0 0 |0









.

Po provedeńı př́ıslušných řádkových elementárńıch úprav tedy dostaneme.









0 0 5
2 1 0 1

2 |14
0 0 4 0 1 −1 |8
0 1 −1

2 0 0 1
2 |5

1 0 −4 0 0 2 |20









.

Zlepšené řešeńı je

x1 = 5, x2 = 0, x̄1 = 14, x̄2 = 8, x̄3 = 0

a hodnota účelové funkce je z = 20.

V posledńım řádku je už jen jedno záporné č́ıslo -4, a opět porovnáme pod́ıly.









0 0 5
2 1 0 1

2 |14 28
5

0 0 4 0 1 −1 |8 2
0 1 −1

2 0 0 1
2 |5 −

1 0 −4 0 0 2 |20 −








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a vyberme druhý řádek








0 0 0 1 −5
8

9
8 |9

0 0 1 0 1
4 −1

4 |2
0 1 0 0 1

8
3
8 |6

1 0 0 0 1 1 |28









.

Výsledné řešeńı je
x1 = 6, x2 = 2, x̄1 = 9, x̄2 = 0, x̄3 = 0

a hodnota účelové funkce je z = 28.

Výchoźı úloha pro maticovou hru s matićı plateb {aij} je

Maximalizovat
n
∑

i=1

pi za podmı́nek:

n
∑

j=1

aijpj ≤ 1,

pi ≥ 0.

Pokud p = (p1, . . . , pn) je libovolné optimálńı řešeńı, pak

xi =
pi

∑m
i=1 pi

je optimálńı smı́̌senou strategíı prvńıho hráče a č́ıslo

u =
1

∑m
i=1 pi

je hodnotou v př́ıslušné maticové hře.

1.6 Kooperativńı hry

Definice 16. Hrou n hráč̊u v normálńım tvaru nazýváme model

{

P = {1, 2, . . . , n} X1, . . . Xn M1, . . .Mn

}

,

kde P je množina hráč̊u, X1,X2, . . . ,Xn jsou množiny strategíı hráč̊u a M1,M2, . . . ,Mn jsou
funkce plateb hráč̊u definované na množině výsledk̊u

X =

n
∏

p=1

Xp

Každé strategii xp ∈ Xp přǐrad́ıme přirozené č́ıslo jp ∈ {1, . . . ,mp}. Mı́sto množiny strategíı
pak zkoumáme množinu index̊u Jp = {1, . . . , jp, . . . mp} V této notaci odpov́ıdá každé strategii
ostatńıch hráč̊u

(j1, . . . , jp−1, jp+1, . . . , jn) ∈ J1 × · · · × Jp−1 × Jp+1 × · · · × Jn
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Toto je konečný počet strategíı a my je uspořádáme pomoćı přirozených č́ısel kp = 1, 2, . . . , tp.
Můžeme pak každý výsledek hry psát jako

(jp, kp).

Platbu hodnot p–tého hráče odpov́ıdaj́ıćı tomuto výsledku můžeme napsat jako:

Mp(j1, . . . , jp, . . . , jn) = Mp(jp, kp) = apjk

a všechny hodnoty funkce plateb Mp můžeme pak zapsat ve tvaru

Ap = (aijk).

Definice 17. Konečnou hrou n hráč̊u v normálńım tvaru nazýváme model
{

P = {1, 2, . . . , n} J1, . . . Jn
K1, . . . Kn A1, . . . An

}

,

kde P je množina hráč̊u, Jp je uspořádaná konečná množina strategíı p–tého hráče, Kp je
uspořádaná množina soubor̊u strategíı protivńık̊u p–tého hráče a Ap je matice plateb p–tého
hráče (p ∈ P ).

Př́ıklad 19. Mějme následuj́ıćı hru. Hraj́ı ji tři hráči a každý má dvě karty. Prvńı má červenou
pětku a černou pětku, druhý červenou trojku a černou pětku, třet́ı hráč červenou pětku a černou
trojku. Hráči navzájem svoje karty znaj́ı. Současně vylož́ı na st̊ul karty. Pokud maj́ı všechny
stejnou barvu, nikdo nikomu nic neplat́ı, pokud ne, tak ten hráč, jehož barva je jediná, ostatńım
dvěma součet karet, které vyložili. Př́ıslušný matematický model:

1. hráč j1 = 1 volil červenou 5
j1 = 2 volil černou 5

2. hráč j2 = 1 volil červenou 3
j2 = 2 volil černou 5

3. hráč j3 = 1 volil červenou 5
j3 = 2 volil černou 3

Uspořádané množiny strategíı hráč̊u jsou:

J1 = (1, 2) J2 = (1, 2) J3 = (1, 2)

Uspořádané množiny strategíı protihráč̊u jsou:

K1 = (1, 2, 3, 4) = ((1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2))

K2 = (1, 2, 3, 4) = ((1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2))

K3 = (1, 2, 3, 4) = ((1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2))

A matice plateb jednotlivých hráč̊u jsou pak:

A1 =

(

0 5 5 −8
−8 5 5 0

)
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A2 =

(

0 3 3 −8
−10 5 5 0

)

A3 =

(

0 5 5 −10
−8 3 3 0

)

Všimněme si, že jde o hru s konstatńım (dokonce nulovým) součtem.

Definice 18. Necht’ Jp je množina čistých strategíı p–tého hráče v konečné hře n hráč̊u v
normálńım tvaru. Smı́̌senou strategíı p–tého hráče nazýváme mp–rozměrný vektor

yp = (yp1 , y
p
2 , . . . , y

p
mp

)

takový, že
∑

i∈Jp

ypi = 1, ypi ≥ 0,

kde p ∈ P, j ∈ Jp.

Definice 19. Necht’ P = {1, 2, . . . } je množina hráč̊u. Koalićı ve hře nazveme každou
podmnožinu S ⊂ P .

Definice 20. Koaličńı strukturou je soubor neprázdných podmnožin B = (B1, B2, . . . , Bn)
množiny P , pro které plat́ı

⋃k
j=1Bj = P (každý je členem nějaké koalice)

Protikoalici ke koalici K ⊂ P se rozumı́ množina hráč̊u K̄ = {i ∈ P : i /∈ K}. Množina všech
hráč̊u se nazývá velká koalice, jej́ı protikoalice pak prázdná koalice. Pokud Bi ∪ Bj 6= ∅ ∀i, j
pak hovoř́ıme o disjunktńı koaličńı struktuře.

Poznámka 1. Existuje 2n − 1 koalic pro n–hráč̊u a

n
∑

k=1

1

k

k
∑

j=1

(−1)k
(

k
j

)

(k − j)n

disjunktńıch koaličńıch struktur.

Definice 21. Zevšeobecněnou hrou n–hráč̊u v normálńım tvaru nazveme model:
{

P = {1, . . . , n} X1, . . . ,Xn

M1, . . . ,Mn K = (K1,K2, . . . ,Km)

}

,

kde K = (K1,K2, . . . ,Km) je koaličńı struktura.

Definice 22. Mějme hru n–hráč̊u P = (1, 2, . . . , n). Charakteristickou funkćı nazýváme funkci
ν : K → R, pro kterou plat́ı:

ν(∅) = 0,

ν(K1 ∪K2) ≥ ν(K1) + ν(K2).

A dvojici (P, ν) pak kooperativńı hrou ve tvaru charakteristické funkce. Hra se nazývá nepod-
statná, pokud

∀Ki,Kj ⊂ P, ν(K1 ∪K2) = ν(K1) + ν(K2).

Jinak se hra nazývá podstatná.
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V daľśım se budeme zabývat kooperativńımi hrami, které umožňuj́ı přerozděleńı zisku.

Definice 23. Mějme hru (P, ν), n–tice a reálných č́ısel nazýváme imputace, jsou–li splněny
následuj́ıćı podmı́nky:

• individuálńı racionalita: pro každého hráče i je ai ≥ ν({i}),

• kolektivńı racionalita plat́ı
∑n

i=1 ai = ν(P ).

Individuálńı racionalita vede k potřebě vytvářet koalice a kolektivńı racionalita p̊usob́ı proti
vytvářeńı velkých koalic. Bez d̊ukazu uvedeme následuj́ıćı větu:

Věta 6. Necht’ (P, ν) je hra ve tvaru charakteristické funkce. Je-li nepodstatná, pak má právě
jednu imputaci, a to

a = (ν(1), ν(2), . . . , ν(N)).

Je-li v podstatná, pak má nekonečně mnoho imputaćı.

Definice 24. Necht’ (P, ν) je hra ve tvaru charakteristické funkce, K je koalice, a, b jsou impu-
tace. Řekneme, že a dominuje b pro koalici K, jestlǐze plat́ı:

• ai > bi pro všechna i ∈ K,

•
∑

i∈K ai ≤ ν(K).

Dominanci budeme značit symbolem a ≻K b.

Druhá podmı́nka ř́ıká, že imputace je dosažitelná.

Definice 25. Necht’ v je hra ve tvaru charakteristické funkce. Jádro hry je tvořeno všemi
imputacemi, které nejsou dominovány žádnou jinou imputaćı pro žádnou jinou koalici.

Následuj́ıćı věta nám usnadňuje nalezeńı jádra, opět si ji uvedeme bez d̊ukazu

Věta 7. Necht’ (P, ν) je hra ve tvaru charakteristické funkce s N hráči a necht’ a je N–tice
č́ısel. Potom a je imputace v jádru právě, když plat́ı:

•
∑N

i=1 ai = ν(P )

•
∑

i∈K ai ≤ ν(K) pro každou koalici K.

Je-li tedy imputace ξ v jádru dané hry, nemá žádná skupina hráč̊u d̊uvod vytvořit jinou
koalici a nahradit ξ jinou imputaci.
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Př́ıklad 20. Uvažujme hru tř́ı hráč̊u s charakteristickou funkćı:

ν({1}) = −
1

2
ν({2}) = 0

ν({3}) = −
1

2

ν({1, 2}) =
1

4
ν({1, 3}) = 0

ν({2, 3}) =
1

2
ν({1, 2, 3}) = 1

Jádro je pak:

a1 + a2 + a3 = 1

a1 ≥ −
1

2
a2 ≥ 0

a3 ≥ −
1

2

a1 + a2 ≥
1

4
a1 + a3 ≥ 0

a2 + a3 ≥
1

2

Tato soustava má nekonečně mnoho řešeńı, prvkem jádra je např́ıklad trojice (13 ,
1
3 ,

1
3 ).

Následuj́ıćım př́ıklad popisuje postup při hledáńı jádra pro hru v normálńım tvaru. Základem
je nalezeńı charakteristické funkce, která bude pro každou koalici odpov́ıdat př́ıslušným platbám
rovnovážných startovǐstě bimaticové hry koalice vs. př́ıslušná protikoalice. Dostaneme tak hru
ve tvaru charakteristické funkce a př́ıslušné jádro. Toto jádro lze nalézt pro jakoukoli maticovou
hru a každé takto nalezené jádro nese informaci o p̊uvodńı hře v normálńım tvaru. Pokud, ale
chceme aby jádro odpov́ıdalo přesně všem možným rozděleńım plateb v př́ıslušných koalićıch
muśıme zaručit, že vznikem koalice budou ostatńı hráči přinuceni vytvořit protikoalici. Tedy, že
př́ıslušná hodnota charakteristické funkce opravdu maximalizuje platbu koalice t́ım, že současně
minimalizuje platbu proti koalice.

Př́ıklad 21. Mějme konečnou hru tř́ı hráč̊u, kde každý hráč má dvě strategie:
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(j1,j2,j3) M1 M2 M3

1,1,1 2 1 3
1,1,2 1 3 1
1,2,1 3 2 1
1,2,2 -1 1 4
2,1,1 0 2 -1
2,1,2 3 0 2
2,2,1 1 3 -2
2,2,2 2 -2 3

Předokládáme, že jde o kooperativńı hru, tj. jsou př́ıpustné všechny koalice. Matice plateb
koalice {1} vypadá následovně:

(11) (12) (21) (22)

1 2 1 3 1
2 0 3 1 2

Optimálńı smı́̌senou strategíı je vektor (27 ,
5
7) a hodnotou hry je č́ıslo 4

7 . Hodnotu koalice tedy
představuje hodnota

ν({1}) =
4

7
.

Matice plateb koalice {2} vypadá následovně:

(11) (12) (21) (22)

1 1 3 2 0
2 2 1 3 -2

Optimálńı smı́̌senou strategíı je vektor (1, 0) a hodnotou hry je č́ıslo 0. Hodnotu koalice tedy
představuje hodnota

ν({2}) = 0.

Matice plateb koalice {3} vypadá následovně:

(11) (12) (21) (22)

1 3 1 -1 -2
2 1 4 2 3

Optimálńı smı́̌senou strategíı je vektor (14 ,
4
5) a hodnotou hry je č́ıslo 7

5 . Hodnotu koalice tedy
představuje hodnota

ν({3}) =
7

5

Matice plateb koalice {1,2} vypadá následovně:

1 2

(11) 3 4
(12) 5 0
(21) 2 3
(22) 4 0
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Optimálńı smı́̌senou strategíı je vektor (23 ,
1
3 , 0, 0) a hodnotou hry je č́ıslo 10

3 . Hodnotu koalice
tedy představuje hodnota

ν({1, 2}) =
10

3
.

Matice plateb koalice {1,3} vypadá následovně:

1 2

(11) 5 4
(12) 2 3
(21) -1 -1
(22) 5 5

Optimálńı smı́̌senou strategíı je vektor (0, 0, 0, 1) a hodnotou hry je č́ıslo 10
3 . Hodnotu koalice

tedy představuje hodnota
ν({1, 3}) = 5

Matice plateb koalice {2,3} vypadá následovně:

1 2

(11) 4 1
(12) 4 2
(21) 3 1
(22) 5 1

Optimálńı smı́̌senou strategíı je vektor (0, 1, 0, 0) a hodnotou hry je č́ıslo 10
3 . Hodnotu prvńı

koalice tedy představuje hodnota
ν({2, 3}) = 2.

Hodnotu charakteristické funkce koalice všech hráč̊u dostaneme jako maximum součtu plateb
a to je 6 pro vektory (1, 1, 1) a (1, 2, 1). Tedy ν({1, 2, 3}) = 6.

Charakteristická funkce této hry je tedy:

ν(∅) = 0

ν({1}) =
4

7
ν({2}) = 0

ν({3}) =
7

5

ν({1, 2}) =
10

3
ν({1, 3}) = 5

ν({2, 3}) = 2

ν({1, 2, 3}) = 6
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a jedná se o podstatnou hru s nekonstantńım součtem. V jádru jsou pak imputace splňuj́ıćı
následuj́ıćı podmı́nky:

a1 + a2 + a3 = 6

a1 ≥
4

7
a2 ≥ 0

a3 ≥
4

7

a1 + a2 ≥
10

3
a1 + a3 ≥ 5

a2 + a3 ≥ 2

A to je např́ıklad (3, 1, 2), ale i (4, 0, 2).

Př́ıklad 22. Honza má starý automobil, který nepouž́ıvá a je pro něj bezcenný, pokud jej nebude
moci prodat. O koupi se zaj́ımaj́ı dva lidé, Marie a Frantǐsek. Marie automobil ceńı na 50 000
Kč Frantǐsek na 70 000 Kč. Hra spoč́ıvá v tom, že zájemci navrhnou cenu Davidovi a ten bud’

př́ıjme jednu z nab́ıdek, nebo obě odmı́tne.

1.7 Opakované hry

Jako motivaci k této kapitole si uvedeme opakovanou verzi vězňova dilematu, přeformulovanou
na problém placeńı nebo neplaceńı koncesionářských poplatk̊u.

Př́ıklad 23 (Koncesionářovo dilema). Mějme maticovou hru založenou na placeńı/neplaceńı
koncesionářských poplatk̊u. Koncesionářské poplatky jsou hlavńım př́ıjmem veřejnoprávńı
televize a pokud by věťsina diváku poplatky přestala platit, vedlo by to k neodvratnému zániku
stanice. Pokud ale přestane platit jeden, kvalita se nezměńı a m̊uže si tak už́ıvat vyśıláńı
zdarma. Realizujeme si tuto hru jako bimaticou hru dvou hráč̊u.

zaplat́ı nezaplat́ı

zaplat́ı (10,10) (20,5)

nezaplat́ı (5,20) (6,6)

Hra obsahuje rovnovážnou strategii ve které oba hráči nezaplat́ı. Pokud by se ale dohodli a
oba zaplatili źıskaj́ı při opakovańı této hry mnohem v́ıce. Představme si tedy, že se hra opakuje,
přičemž v každém kole je pravděpodobnost, že se uskutečńı ještě i kolo následuj́ıćı, rovna 2

3 .
Budou–li hráči spolupracovat, pak očekávaná hodnota výhry je pro oba rovna

πn = 10 + 10 ·
2

3
+ 10 · (

2

3
)2 + 10 · (

2

3
)3 + · · · 10 · (

2

3
)n + · · ·

Protože strategíı v opakované hře je plán jak se chovat v pr̊uběhu celé hry, můžeme uvažovat
např́ıklad strategie :
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nevraživec: Spolupracuj, dokud tě druhý nepodraźı.

Je jasné, že potkaj́ı-li se dva nevraživci, budou do konce hry spolupracovat a źıskaj́ı tak oba
hodnotu πn. Daľśı strategíı může být

padouch: Spolupracuje a pak zrad́ı.

Předpokládejme, že k odchylce došlo v kole n+ 1 a padouch i nevraživec od tohoto kola zráźı.

πp = 10 + 10 ·
2

3
+ 10 · (

2

3
)2 + 10 · (

2

3
)3 + · · · 10 · (

2

3
)n−1 + 20 · (

2

3
)n + 6 · (

2

3
)n+1 + · · ·

Protože, ale πn > πd z̊ustává strategie nevraživec/nevraživec rovnovážná. Daľśı strategíı pak
může být:

p̊ujčka na oplátku: Prvńım tahem spolupracuje a pak opakuje protivńık̊uv tah.

Strategie p̊ujčka na oplátku/p̊ujčka na oplátku také představuje rovnovážný bod. Nějaké daľśı
strategie mohou být:

Pavlov: Spolupracuje právě tehdy, když v předchoźım kole zvolili oba hráči stejnou strategii
jinak zrad́ı.

Hard Joss (Joss – č́ınská modla): Hraje jako p̊ujčka za oplátku, ale spolupracuje jen s
pravděpodobnost́ı 0,9

Abychom mohli opakované hry zkoumat, potřebujeme opět matematickou formalizaci
problému:

Pravidla hry – předpis, který stanovuje, jakým zp̊usobem určuj́ı hráči výběr svých alternativ.

Tah – volba elementárńı alternativy

Osobńı tah – tah uskutečněný hráči

Náhodný tah – tah uskutečněńı náhodnými mechanismy.

Partie – posloupnost tah̊u

Libovolné konečné množině n hráč̊u můžeme přǐradit nějaký strom S(T ). Vrcholy stromu pak
nazýváme pozicemi. Množinu všech tah̊u i–tého hráče označujeme Ti a množinu všech koncových
pozic jako T ⋆. Tedy každému myslitelnému pr̊uběhu hry odpov́ıdá jedna cesta stromu S(T ) od
počátku do některé z koncových pozic v T ⋆.

Př́ıklad 24. Mějme hru při které je jedna partie posloupnost́ı čtyř tah̊u
1. tah prvńı hráč voĺı č́ıslo α1 ∈ {1, 2}
2. tah druhý hráč voĺı č́ıslo β ∈ {1, 2}
3. tah třet́ı hráč voĺı č́ıslo δ ∈ {1, 2}

4. tah prvńı hráč voĺı č́ıslo α2 ∈ {1, 2}
Druhý hráč nezná výsledky prvńıho tahu, třet́ı hráč už je zná, ale nezná výsledky druhého

tahu. Posledńı tah provede prvńı hráč také se znalost́ı prvńıho tahu. Výsledné platby Mp pak
obsahuje následuj́ıćı tabulka:
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(α1, β, δ, α2) F1 F1 F1

(1, 1, 1, 1) -1 -1 2

(1, 1, 1, 2) 3 -4 1

(1, 1, 2, 1) 4 2 -6

(1, 2, 1, 1) 1 0 -1

(2, 1, 1, 1) 6 -2 4

(1, 1, 2, 2) -3 1 2

(1, 2, 2, 1) -1 2 -1

(2, 2, 1, 1) 0 2 -2

(2, 1, 2, 1) 2 -4 2

(1, 2, 1, 2) -1 3 -2

(2, 1, 1, 2) 4 -4 0

(1, 2, 2, 2) 0 -3 3

(2, 2, 2, 1) -2 2 0

(2, 1, 2, 2) -2 -2 4

(2, 2, 1, 2) -1 -1 2

(2, 2, 2, 2) 3 0 -3

Celkem máme 16 možných pr̊uběh̊u partie hry, tedy strom bude mı́t 16 cest z kořene na jeden
z list̊u. Tabulka je tabulkou hry v př́ıpadě, že se žádná informace nepřenáš́ı, tedy zejména by
prvńı hráč při svém druhém tahu neznal sv̊uj prvńı což je nepravděpodobné. Př́ıslušný strom
je naznačený v následuj́ıćım obrázku:
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I. hráč

Přičemž př́ıslušné množiny tah̊u hráč̊u jsou následuj́ıćı:

T1 = {q1, q8, q9, q10, q11, q12, q13, q14}

T2 = {q2, q3, }

T3 = {q4, q5, q6, q7}
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Abychom mohli při výpočtu zohlednit informaci, kterou má každý hráč k dipozici, zavedeme
následuj́ıćı pojem informačńı množiny:

Definice 26. Informačńı množinou i–tého hráče v konečné hře n–hráč̊u v rozvinutém tvaru
rozumı́me nějakou podmnožinu Tis množiny všech jeho pozic Ti, kde s = si, i = 1, 2, . . . , k pro
kterou plat́ı:

1.
⋃

i Tis = Ti

2. Tis ∩ Tir = ∅ pro libovolné s, r takové, že s 6= r

3. ze všech pozic q ∈ Tis té stejné informačńı množiny vycháźı stejný počet hran stromu S(T )

4. Pokud plat́ı q1, q2 ∈ Tis potom nem̊uže platit q1 < q2 ani q2 < q1

Počet alternativ, které má i–tý hráč v každé pozici své informačńı množiny Tis, označ́ıme jako
Vis. Hrany vycházej́ıćı z každé pozice q ∈ Tis uspořádáme pomoćı indexu vis = 1, 2, . . . Vis.

Prvńı a druhá podmı́nka v definici ř́ıká, že př́ıslušné informačńı množiny každého hráče tvoř́ı
rozklad na množině jeho tah̊u. Čtvrtá podmı́nka ř́ıká, že informačńı množiny nemohou obsa-
hovat prvky z r̊uzných pater stromu. Nepřipoušt́ıme tedy informačńı množinu, která obsahuje
tahy z r̊uzných kol a neńı tedy možné, aby hráč neměl informaci o svých vlastńıch předešlých
taźıch. Třet́ı podmı́nka nav́ıc určuje, že v dané informačńı množině má každý tah stejný počet
strategíı.

V předcházej́ıćım př́ıkladě má prvńı hráč tři informačńı množiny

T11 = {q0}

T12 = {q7, q8, q9, q10}

T11 = {q11, q12, q13, q14}
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přičemž

v11 = 1, 2

v12 = 1, 2

v11 = 1, 2

druhý hráč má jednu informačńı množinu

T21 = {q1, q2}
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přičemž

v21 = 1, 2

a třet́ı hráč má dvě informačńı množiny

T31 = {q3, q4}

T32 = {q5, q6}
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v31 = 1, 2

v32 = 1, 2

Našim ćılem je vytvořit normálńı tvar hry n–hráč̊u tak, aby výsledná hra již obsahovala
př́ıslušnou informaci.

Čistou strategíı p–tého hráče ve hře s rozvinutým tvaru nazveme diskrétńı funkci

gp(Tps) = vps

kde s = sp = 1, 2, . . . Sp definovanou na množině informačńıch množin

Tp1, . . . , Tps, . . . , Tpsp

potom jeho čistou strategii můžeme napsat jako soubor přirozených č́ısel.

(vp1, . . . , vps, . . . , vpsp)

pro p–tého hráče existuje

mp = Vp1 × · · · × Vps × · · · × Vpsp

takových čistých strategíı.

Pokud uspořádáme strategie, tj. každé funkci gp přǐrad́ıme přirozené č́ıslo jp = 1, 2, . . . mp

dostaneme množinu Jp strategíı p–tého hráče.

Funkce plateb je

Mp(j1, j2, . . . , jn) = Fp(q)

Prvńı hráč z předešlého př́ıkladu má tři informačńı množiny T11, T12, T13 přičemž
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v11 = 1, 2

v12 = 1, 2

v13 = 1, 2

Prvńı hráč má tedy 2× 2× 2 = 8 čistých strategíı, který můžeme uspořádat takto:

j1 = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8

Př́ıklad 25. Podnik m̊uže vyrábět dva výrobky {1, 2} v množstv́ı bud’ z1 kus̊u 1. výrobku, nebo
z2 kus̊u druhého výrobku, přičemž na výrobu obou dvou výrobk̊u použ́ıvá
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2 Aplikace teorie her

2.1 Dopravńı hry

Př́ıklad 26 (Pigou 1920). Mějme následuj́ıćı diagram:

���� ����c(x)=1

c(x)=1

x . . . jednotka dopravy.
Pokud má n hráču dohromady
jednu jednotku dopravy a chtěj́ı
minimalizovat platbu c je
dolńı cesta rovnovážnou strategíı
a hodnota této strategie je

∑n
i=1 1 = n.

Optimálńı startegie je strategie, která minimalizuje společnou platbu tedy strategie

kdy p̊ulka jede spodem a p̊ulka horem
∑

1

2

n=1
1
2 +

∑1
n= 1

2

1
2 = 4

3 .

U her, kde se optimálńı strategie lǐśı od rovnovážné hraje roli jejich poměr a definujeme:

Mı́ra anarchie =
Nejhorš́ı rovnovážná strategie

Optimálńı strategie
.

Mı́ra stability =
Nejlepš́ı rovnovážná strategie

Optimálńı strategie
.

V našem př́ıkladě se mı́ra stability a mı́ra anarchie rovnaj́ı č́ıslu (existuje jen jedna rovnovážná
strategie, která je současně nejlepš́ı i nejhorš́ı)

1

3/4
=

4

3

Shapleyho model śıt’ové hry:
Necht’ G je orientovaný graf (V,E) spolu s funkćı E → R+ a necht’ č́ıslo ce je hodnotou funkce
c na hraně e ∈ E. Mějme k hráč̊u, kde každý hráč i ∈ {1, . . . , k} má přǐrazenou dvojici start-ćıl
(si, ci) a jeho strategie jsou cesty z si do ci tvoř́ıćı množinu Pi. Śıt’ na které se hra odehrává je
tedy P =

∑

e∈∪iPi
ce. Každý hráč při užit́ı hrany e plat́ı ce

fe
, kde fe je počet hráč̊u, kteř́ı danou

hranu využ́ıvaj́ı.

Př́ıklad 27. Mějme následuj́ıćı diagram:

����
si ����

ci

c(x)=k

c(x)=1+ǫ

x . . . jednotka dopravy
ǫ ∈ R+ je dostatečně malé
dolńı cesta je rovnovážnou i optimálńı strateǵı
horńı cesta je rovnovážnoustrateǵı

Cena optimálńı strategie, je 1+ ǫ a to je i cena lepš́ı ze dvou rovnovážných strategíı, cena hroš́ı
rovnovážné strategie je k. Mı́ra stability je 1 a mı́ra anarchie se bĺı̌źı ke ”k” spolu s t́ım jak se
ǫ bĺı̌źı k nule.
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Př́ıklad 28. Mějme pro nějaké ǫ ∈ R+ dostatečně malé následuj́ıćı diagram:
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Optimálńı strategíı je v tomto př́ıkladě ta kdy si každý z hráč̊u vybere deľśı cestu si → v → ci a
hodnota hry je pak 1 + ǫ, ale to neńı rovnovážná strategie. Rovnovážnou strategíı je naopak pro
všechny hráče volba kraťśı cesty si → ci v tomto př́ıpadě je, ale hodnota hry

∑k
i=1

1
i
≈ ln(k).

Mı́ra stability a mı́ra anarchie pak konverguj́ı k ln(k) pro k → ∞ a ǫ → 0

Tyto dva př́ıklady měly za ćıl demonstrovat nějaké klasické př́ıklady teorie her v dopravě,
přejděme ale k systematičtěǰśımu př́ıstupu.

Neatomické hry.
Śıt’ pro nás bude orientovaný graf G = (V,E), spolu s množinou uspořádaných dvojic (komodit)
(si, ci) pro i ∈ {1, . . . , k}, Každý hráč se identifikuje s jednou komoditou a množina možných
cest z si do ci označovaná jako Pi je množinou jeho strategíı. Předpokládáme, že Pi 6= ∅ tedy,
že pro každou komoditu existuje cesta, kterou j́ı můžeme přepravit. Nakonec označ́ıme množinu
všech cest

P =

k
∑

i=1

Pi

Výběr cest pro jednotlivé komodity reprezentujeme tokem v śıti, který charakterizujeme
nezáporným vektorem indexovaným množinou P . Tedy hodnota p–té souřadnice vektoru, tj. fp
je oběm komodity i, který je přepravovaný cestou p ∈ Pi.

V našem modelu, je doprava ”neelastická”a tedy je nutné přepravit předepsané množstv́ı ko-
modity i označované jako ri. Tok je uskutečnitelný pro vektor r pokud pro každé i ∈ {1, 2, . . . , k}
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plat́ı
∑

p∈Pi
= ri.

Každá hrana e je nav́ıc vybavena cenovou funkćı ce : R+ → R+ takovou, že c je nezáporná,
spojitá a neklesaj́ıćı. Př́ıkladem může být třeba zpožděńı.

Neatomická dopravńı hra je tedy śıt’ (G, r, c), strategie jsou výběry př́ıslušných cest a hodnota
cesty vzhledem k toku f je pak

cp(f) =
∑

e∈p

ce(fe), kde fe =
∑

p∈P :e∈p

fp

Hodnota fe určuje objem libovolné komodity přepravené přes hranu e a hodnota cp(f) určuje
platbu za přepraveńı komodity i cestou p ∈ Pi.

Definice 27. Rovnovážný tok je př́ıpustný tok v neatomické dopravńı hře (G, r, c) je takový
tok, že pro každou komoditu i ∈ {1, 2, . . . , k} a každou dvojici p, p̄ ∈ Pi takovou, že fp̄ ≥ 0 plat́ı,
že

cp(f) ≤ cp̄(f)

Předešlá definice vlastně ř́ıká, že hodnotu pod́ıváme li se na každou komoditu a na libovolné
dvě cesty kudy j́ı lze přepravit tak jsou obě platby stejné, nebo je jedna nulová.

Hodnota toku je pak

C(f) :=
∑

p∈P

cp(f)fp =
∑

e

ce(fe)fe

a ř́ıkáme, že tok je optimálńı pokud minimalizuje hodnotu přes všechny př́ıpustné toky.

Př́ıklad 29 (Nelineárńı – Pigou). Mějme následuj́ıćı diagram:

���� ����c(x)=x

c(x) = xp

p je dostatečně velké
hráči maj́ı dohromady jednu jednotku dopravy

Existuje jediná rovnovážná, všichni jedou spodem a hodnota je jedna. Optimálńı výsledek je

strategie kdy malé množstv́ı ǫ = 1 − (p + 1)
−1

p jede horem a hra má hodnotu ǫ + (1 − ǫ)p =

1 − (p + 1)
−1

p + (p + 1)−1 = 1 − (p + 1)
−1

p + (p + 1)−1, pro p → ∞ hodnota optimálńıho toku
→ 0 a mı́ra anarchie → ∞

Uvedeme si ted’ jeden ze základńıch př́ıklad̊u teorie her v dopravě.

Př́ıklad 30 (Braess̊uv paradox). Mějme schéma:
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c(x) = x

c(x) = 1
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c(x) = 1
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��7

����
w

hráči maj́ı dohromady jednu jednotku dopravy
jediná rovnovážná strategie je když p̊ulka hráč̊u

jede vrchem a p̊ulka spodem, cena toku je pak 3
2

a je to i optimálńı strategíı.

Paradox je to proto, že pokud vybudujeme rychlostńı komunikaci mezi body v a w cena
rovnovážného toku se paradoxně zvýš́ı:
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v

















� S

S
S
S
S
S
S
S
Sw

c(x) = x

c(x) = 1

���� ����
s t

c(x) = 1

c(x) = x
J
J
J
J
J
J
J
JĴ ?

0

�
�
�
�
�
�
�
�
��7

����
w

hráči maj́ı dohromady jednu jednotku dopravy
rovnovážná strategie je pro všechny hráče s → v → w → c
to neńı optimálńı strategíı,
protože cena tohoto toku je 2.

Mı́ra anarchie této hry se tedy zvýšila na 4
3

Atomické hry Mějme

• orientovaný graf G = (V,E)
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• k dvojic komodit (si, ci) pro i ∈ {1, . . . , k},

• kladnou hodnotu ri určuj́ıćı množstv́ı komodit, které muśıme přepravit,

• nezápornou, spojitou, neklesaj́ıćı funkci ce : R → R pro každou hranu e ∈ E.

Mějme k hráč̊u, kde každý je spojen s jednou komoditou a jeho strategie jsou jsou pak množiny
cest Pi.

Poznamenejme, že zat́ım co v neatomických hrách reprezentuj́ı komodity velké množstv́ı
individualit kontroluj́ıćıch zanedbatelnou část dopravy, v atomických hrách každou komoditu
reprezentuje jeden hráč, který muśı přepravit určité množstv́ı jednou cestou.

Tok f je nyńı nezáporný vektor indexovaný hráči a cestami f
(i)
p označuje objem dopravy

hráče i, po cestě p. Tok je př́ıpustný pokud

∀i : f (i)
p = ri pro právě jednu cestu

= 0 pro ostatńı cesty

Definice 28 (Atomická rovnovážná strategie). Necht’ f je př́ıpustný tok pro atomický model
(G, r, c) pak tok je rovnovážný pokud pro každého hráče i ∈ {1, . . . , k} a každou dvojici p, p̄ ∈ Pi

(f
(i)
p > 0) plat́ı

cp(f) ≤ cp̄(f̄),

kde f̄ je stejný jako f až na f̄ i
P = 0, f̄

(i)
p̄ = ri

Př́ıklad 31 (AAE–model). Mějme následuj́ıćı diagram:

����
s1, s2

0

x
u -

� ����
v

t1, s3, t4

x x

����
w















� 










�

0 x

t2, t3, s4

J
J
J
J
JĴJ

J
J

J
JJ]

Každý ze čtyř hráč̊u má k dispozici jednu jednotku a dvě strategie:
i) přes jednu hranu grafu,

ii) přes dvě hrany grafu.
Optimálńı strategie je, že všichni jedou přes jednu hranu a hodnota
toku je 4, toto je také rovnovážná, druhá rovnovážná je,
že všichni jedou přes dvě hrany, hodnota toku je pak 10.
Mı́ra anarchie je tu 2.5

Věta 8. Necht’ (G, r, c) je neatomický model

1. Model připoušt́ı minimálně jednu rovnovážný tok

2. Pokud f f̄ jsou rovnovážné toky pak ce(fe) = ce(f̄e) pro každé e.

Věta 9. Necht’ (G, r, c) je atomický model ve kterém plat́ı alespoň jedna z sleduj́ıćıch vlastnost́ı:

1. každý objem dopravy je roven stejnému č́ıslu, tj. ri = r ∈ R+

2. c je lineárńı funkce

pak (G, r, c) připoušt́ı alespoň jeden rovnovážný tok.
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[GGF] Julio González-Dı́az, Ignacio Garćıa-Jurado, M. Gloria Fiestras-Janeiro, An Introductory
Course on Mathematical Game Theory, AMS Graduate Studies in Mathematics, vol. 114
(2010)

[ERTV] Noam Nisan, Tim Roughgarden, Eva Tardos, Vijay V. Vazirani, Algorithmic Game
Theory, pp. 776 pages, Cambridge University Press (2007)

41


