VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE, FAKULTA STROJNIHO INZENYRSTVI

MATEMATIKA 2

Pozadavky ke zkousce pro skupinu D — 1. roénik — 2015/16

I. Diferencialni pocet funkci vice proménnych

1. Funkce vice proménnych

(a)

Mnoziny v RY (hlavné N = 2,3): bod a jeho okoli, bod vnitini,
hranic¢ni a izolovany, oteviend a uzaviena mnozina, hranice mnoziny,
Defini¢ni obor funkce a jeho urcovani.

Znézoriiovani funkei f : R? — R: vrstevnice, fezy rovinami.

Limita a spojitost funkce vice proménnych.

Parcidlni derivace, derivace podle vektoru (ve sméru), gradient,
diferenciél funkce, rovnice te¢né (nad)roviny.

Parcialni derivace a diferencidly vyssich fadt, smisené derivace.
Taylortv polynom, Tayloriav zbytek a jeho vyjadreni.

2. Extrémy

Definice extrémi: minimum a maximum, extrém ostry a neostry,
lokélni a absolutni (globalni), volny a vazany.

Lokalni volné extrémy: stacionarni bod, nutna podminka extrému.
Postacujici podminky pro lokalni minimum a maximum, sedlovy
bod. Situace, kdy z druhych derivaci nelze rozhodnout.

Vazané extrémy: metoda eliminacni a metoda Lagrangeovych mul-
tiplikatort.

Absolutni (globalni) extrémy. Body podezielé z extrému. Véta o
existenci extrému spojité funkce na uzaviené omezené mnoziné.

3. Implicitni funkce

(a)
(b)

(c)

Pojem funkce zadané implicitné v R?.

Véta o implicitni funkci (lokalni existence funkce zadané implicitné)
vypocet derivace prvniho, druhého a vyssich radd funkce zadané
implicitné.

Implicitn{ funkce v R? - dvojrozmérné a jednorozmérné.

4. Vektorové funkce

(a)
(b)

Vektorové funkce, limity, spojitost, parciadlni derivace, gradient,
diferencial.

Diferencialni operatory: gradient (V, nabla), divergence (div),
operator Laplaceuv (A, delta), operator rotace (rot, curl).



II. Integralni pocet funkci vice proménnych

1. Vicerozmérné integraly

(a)
(b)

(c)

Integrac¢ni obor, vicerozmérny interval, déleni a jeho jemnost.
Definice dvojného (trojného) Riemannova intergélu:

e horni a dolni soucty, horni a dolni integral,

e limita souctu pri zjemnovani déleni nezavisla na volbé ....
Rozsireni integralu: integral pres podmnozinu, integral z neomezené
funkce, integral pres neomezenou oblast, integral z realné funkce
(kladna a zaporna ¢ast); pripady, kdy integral neexistuje.
Fubiniova véta: normalni mnoziny, rozpis dvojného integralu na dvoj-
nasobny a trojného integralu na trojnasobny.

Véta o substituci. Regularni zobrazeni, transformace oblasti, jako-
bian zobrazeni, transformace integralu.

Substituce integralu do polarnich soufadnic v R?; do véalcovych (cylin-
drickych) a sférickych souradnic v R3.

Vlastnosti integralii: linearita v integrandu, aditivita v integra¢nim
oboru, véta o stfedni hodnoté, odhad integralu.

Aplikace dvojného a trojného integralu: vypocet plosného obsahu a

vV

nosti ploSného utvaru i télesa.

2. Krivkovy integral

(a)

(b)

Pojem jednoduché hladké (regularni) a po castech hladké krivky
v roviné a v prostoru, parametrizace krivky a jeji orientace, te¢ny a
normalovy vektor.

Zavedeni kiivkového integralu prvniho druhu (podle délky oblouku,
z neorientované kiivky), pfevod na jednorozmérny integral, nezavis-
lost na parametrizaci.

Zavedeni kiivkového integralu druhého druhu (z orientované kiivky)
podle x, y (nebo z), pfevod na jednorozmérny integral, nezavislost
na parametrizaci, zavislost na orientaci.

Gaussova-Ostrogradského véta v roviné (Greenova véta).

Potencial vektorové funkce, podminky existence potencialu, vypo-
¢et potencialu, nezavislost integralu na ktivce, vypocet ktivkového
integralu pomoci potencialu.

Aplikace kiivkového integralu: vypocet délky, hmotnosti, moment,
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storu, vypocet prace vykonané ptisobenim sily podél krivky.



3. Plosny integral
(a) Pojem (po ¢astech) hladké (regularni) plochy v R?, jeji parametri-
zace a orientace, tecné vektory a normaéalovy vektor.

(b) Zavedeni plosného integralu prvniho druhu a jeho pfevod na dvojny
integral, nezavislost na parametrizaci.

(c) Zavedeni plosného integralu druhého druhu a jeho pfevod na dvojny
integral, nezavislost na parametrizaci.

(d) Gaussova-Ostrogradského véta.

(e) Stokesova véta.

(f) Aplikace: vypocet obsahu, hmotnosti, momentu, tézisté, momentu
setrvacnosti plosného utvaru v prostoru, vypocet toku pres plochu.

4. Spole¢né vlastnosti integralu

(a) Linearita v integrované funkci a aditivita v integra¢ni mnoziné.
(b) Nezéapornost, monotonie a odhady integrald.

Pisemna prakticka cast zkousky
Doporucen vlastnoru¢né vypracovany podepsany ,tahak“: list A4 se vzorci (pri-
mitivni funkce, a dalsi vzorce podle tvahy studenta) — vzorce by mély byt spravné!

1. iloha — Diferencialni podet v R? a R?

e Urceni a nacrt defini¢niho oboru funkce.
e Vypocet parcidlnich derivaci funkce, pripadné derivace podle vektoru.
e Vypocet diferencidlu, urceni tec¢né roviny ke grafu funkce.

e Vypocet Taylorova polynomu prvniho (druhého, tfetiho) stupné,
2. uloha — Extrémy funkci a implicitni funkce

e Vysetfovani lokalnich volnych extrémt funkce.
e Vysetfovani vazaného extrému funkce.
e VySetrovani absolutnich extrémt na omezené uzaviené mnoziné.

e Implicitni funkce F'(z,y) = 0: Uréeni boda funkce, kterymi neprochazi
funkce (vétev) y = f(x), uréeni bodu, ve kterych je f'(x) = 0, nacrt grafu
funkce. Vypocet prvni a druhé derivace funkce dané implicitné.

3. iloha — Integralni poéet v R? a R?®

e Vypocet dvojného nebo trojného integralu.
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mentu setrvacnosti.



4. uloha — Krivkovy a plosny integral

e Vypocet krivkového integralu prvniho a druhého druhu.

e Vypocet krivkového integralu z potencialni vektorové funkce primo a po-
moci potencialu.

e Vypocet plosného integralu prvniho nebo druhého druhu.
Pisemna teoreticka cast zkousky (Zadné pomiicky nejsou povoleny.)
Sest otazek z uvedené teorie, pfipadné jednoduché piiklady: vypocet parci-
alni derivace, rozpis dvojného (trojného) integralu na dané mnoziné na dvoj-
nasobny (trojnasobny) integral, parametrizace kiivky nebo plochy.
Ustni ¢ast zkousky
Ustni &ast zkousky je povinni. Spo¢iva v opravé pisemky se studentem
pripadné doplnéné otazkami z teorie nebo jednoduchymi piiklady.

Hodnoceni zkousky

Ze zapoctu student muze mit 12-25 boda, tlohy 1 az 4 (vcetné teoretické
¢asti) jsou hodnoceny: 1. iloha: 0-10 bodu, 2. loha: 0-25 bod, 3. tloha: 0-20
bodi, 4. uloha: 0-20 bod1.

90-100 bodt — vyborné (A),
80-89 bodi — velmi dobfe (B),
70-79 bodu — dobte (C),
60-69 bodi — uspokojivé (D),
50-59 bodi — dostatecné (E),
0-49 bodd — nevyhovujici (F).

Vykon u tstni ¢asti mlize zménit celkové hodnoceni zkousky.

Studijni materialy:
1. Ucebni texty, fesené i nefeSené priklady na internetové adrese:
http://math.fme.vutbr.cz — Matematika II.

. J. KARASEK: Matematika II, skripta FSI VUT 2002.
. K. REKTORYS: Prehled uzité matematiky I, Prometheus, Praha 1995.

4. J. SKRASEK, Z.Ticuy: Zaklady aplikované matematiky I a II, SNTL,
Praha 1989.

. Texty na strance http://www.mat.fme.vutbr.cz/home/francu/
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Ukazka zadani pisemné praktické ¢asti zkousky

. Dana funkce

1
Vi—y+vrty

(a) Urcete a nacrtnéte defini¢ni obor funkce.

f(xay) -

(b) Spocitejte parcialni derivace funkce.
(c) V bodé [5,4] urcete derivaci funkce f(z,y) podle vektoru (ve sméru
(2,—1)) a napiSte rovnici te¢né roviny v tomto bodé.

Vysetiete lokdlni extrémy funkce F(z,y) = 2° —y> — 3z + 3.
Jak je to s absolutnimi extrémy?
Rovnice F(z,y) = 22—z y+y? —12 = 0 uréuje implicitni funkci. Kterymi
body kfivky neprochézi vétev y = f(x)? Urcete derivaci f'(x) a body, ve
kterych je f'(x) = 0. Je zde funkce konvexni nebo konkdvni? Pomoci
predchozich vysledkid implicitni funkci nacrtnéte.

Pfimo spocditejte kiivkovy integral f? (22 = 2zy) dz + (y* — 2?) dy),
kde T je oblouk paraboly y = 2% pro x € (0,2) orientovany doprava.
Ovérte, ze integrovana funkce je potencialni, potencial spocitejte a po-
moci néj vycislete hodnotu integralu. Oba vysledky porovnejte.
Spocitejte plosny integral [ 5 2dS, kde S je cast rotacniho paraboloidu
2z = 22 + y? omezend 22 + y? < R2.

Ukazka otazek teoretické Casti zkousky

Kdy fekneme, ze bod [z,y] je vnitinim (hrani¢nim) bodem mnoziny M?
Kdy podle definice je mnozina M v RY oteviens a kdy je uzaviena?

Kdy podle definice je funkce f(z,y) definovana v kruhu B(0,1) spojita
v bodé [0, 0]? Uvedte ptiklad funkce spojité a funkce nespojité v bodé.

Napiste definici parcialni derivace funkce f(x,y, z) podle y v bodé [1, 2, 3].
Napiste definici derivace funkce f(x,y) v bodé (a, b) podle vektoru (—2, 3).

Jestlize je parcialni derivace (derivace podle vektoru) funkce kladna (za-
pornd), jakou vlastnost mé funkce?

Napiste prvni (druhy) diferencidl funkce f(x,y) = 23 + zy + 3.
Napiste Taylortiv polynom 2. stupné funkce dvou proménnych.
Napiste definici lokalniho/absolutniho extrému funkce f(x,y).

Které podminky zaruci, ze funkce méa absolutni extrémy na mnoziné M?



Co 1ikd véta o Lagrangeovych multiplikdtorech? Jak budete hledat ex-
trémy funkce f(x,y) na uzavieném kruhu B(0,r)?

Jak budete hledat extrémy funkce f(z,y) na trojihelniku ABC?
Kdy fekneme, ze y = f(x) je funkce dand implicitné F(z,y) = 07

Odvodte vzorec pro derivaci f'(z) funkce y = f(x) dané F(z,y) = 0.
Kterd podminka zaruéi, Ze bodem (g, yo) prochazi funkce y = f(x) dana
implicitné rovnici F(z,y) = 07

Co je to gradient (operator divergence, Laplacetuv, rotace) a pro které
funkce f: Q@ C R™ — R" (m =?,n =7) je definovan?

Napiste operator rotace, pro které funkce je definovan a ve kterych vétach
se vyskytuje?

Spocitejte viraz div(Vf) pro funkci f : R* — R.

Co je to vicerozmérny interval a jeho déleni? Co je to jemnost déleni a
jak se vyuziva pri definici dvojného integralu pires jednotkovy c¢tverec?
Napiste vzorec pro integralni soucet z definice dvojného integralu funkce
f(x,y) na jednotkovém c¢tverci s délenim na 10 x 10 dilkd.

Rozepiste dvojny integral pres kruh, trojihelnik, parabolickou tsec, ... na
dvojnasobny. Rozepiste trojny pres kouli, ¢tyrstén, valec, ...na trojna-
sobny. Rozepiste trojny integral pres mnozinu M urcenou nerovnostmi:
(a) t+2y+32 < 6,2 >0,y >0,z > 0, (b) x+y+2z >0,z <2,y <2,
z < 2, (c)z+y+2z<3,z>-1,y>0,2>1. Mnozinu nacrtnéte!
Kdy fekneme, ze mnozina je hladka kiivka (plocha)?

Popiste parametricky kruznici se stfedem [a, b] a polomérem r.

Popiste parametricky ¢ast sféry se sttedem v pocatku, poloméru R v prv-
nim oktantu. Je to hladké plocha?

Napiste vzorec pro integralni soucet z definice kiivkového integralu prv-
niho (druhého) druhu.

Kdy rekneme, ze vektorova funkce méa potencial? Jak toho lze vyuzit pri
vypoctu kiivkového integralu druhého druhu?

Napiste vzorec pro integralni soucet z definice plosného integralu prvniho
(druhého) druhu pro plochu S = {[z,y,2] | z = ¢(z,y); (z,y) € (0,1)%}
a integral prevedte na dvojny integral.

Napiste Greenovu, (Gaussovu-Ostrogradského, Stokesovu) vétu.

hustoté p a objemu V' (plochy S, kfivky T).
Které veli¢iny lze poc¢itat kfivkovym integralem prvniho (druhého) druhu?

Které veli¢iny lze poc¢itat plosnym integralem prvniho (druhého) druhu?



