FUNKCIONALNI ANALYZA
Pozadavky ke zkousce pro 2. ro¢nik MI — 2011/12

I. Metrické vlastnosti a pojmy a mohutnost mnozin
1. Mohutnost mnozin

(a) porovnavani mohutnosti mnozin, mohutnost mnoziny,

(b) zakladni mohutnosti: kone¢na, spocetnd N (Xg), kontinuum ¢ (X;),
mnoziny funkci na kontinuu f, (N3); hypotéza kontinua,

(c) mohutnost podmnoziny, sjednoceni, kartézského soucinu, posloupnosti,
vSech podmnozin expA.

d) mohutnost mnozin v R, R", C, posloupnosti, funkci, atd.
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2. Metricky prostor

(a) metrika, axiomy, ekvivalentni metriky,

(b) podprostor, metrika na kartézském soucinu,

(c) koule B(x,r), okoli, vnitfni a hrani¢ni bod, vnitfek, oteviend mnozina,
prinik a sjednoceni otevienych mnozin,
uzaviena mnozina, prunik a sjednoceni uzavienych mnozin, uzaveér a hra-
nice mnoziny, obojetné mnoziny, souvislost mnoziny, komponenty,
konvergentni a cauchyovska posloupnost,
derivace — mnozina hromadnych bodi mnoziny,
charakteristika pojmu uzavéru a hranice pomoci metriky,
charakteristika pojmt pomoci konvergentnich posloupnosti.
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3. Omezené, uplné a kompaktni mnoziny

mnozina omezena, totalné omezena a separabilni,
(b) e-sit a e-,antisit*, separabilni a totalné omezené mnoziny,
(c) mnozina Gplné a uzavieni,
(d) zaplnéni prostoru, véta o ziuplnéni,
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kompaktni mnoziny.
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4. Funkce, zobrazeni, pevny bod

(
(a) spojitost a omezenost funkci a zobrazeni na metrickém prostoru,

(b) omezenost a extrémy spojitych realnych funkci na kompaktni mnozing,
(c) pevny bod zobrazeni, kontraktivni zobrazenti,

(d) Banachova véta o pevném bodé kontraktivniho zobrazeni,

()

e) aplikace Banachovy véty.



I1I. Banachovy a Hilbertovy prostory

1. Linearni prostor

(a) definice linedrniho prostoru, operace, podprostor,
(b) nezavislost, baze, dimenze, linedrni funkcionaly.

2. Normovany prostor

(a) norma, axiomy, ekvivalence norem, iplnost, Banachiv prostor,
(b) algebraickad (Hamelova) a Schauderova baze.

3. Spojité linearni funkcionaly

(a
(b

) funkcional, linearni funkcional, spojity a omezeny funkcional,
)
c) Hahnova-Banachova véta,
)

)

)

spojitost a omezenost linedrniho funkcionalu, jeho norma,
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(d) dudlni prostor — prostor spojitych linearnich funkcionald,
(e) druhy dualni prostor, reflexivni prostor,

(f

slaba konvergence, kompaktnost omezené uzaviené mnoziny v prostorech
konecné a nekonecné dimenze.

4. Unitarni prostor

(a) skalarni soucin na redlném a komplexnim prostoru a jeho axiomy, pii-
slusna norma, Cauchyova-Buniakovského nerovnost, tihel funkci, Pytago-
rova véta, spojitost normy a skalarniho soucinu,

(b) rovnobéznikova rovnost, vyjadieni skalarniho souc¢inu pomoci normy, ryzi
konvexnost koule,

(c) ortogonalita a nezéavislost, ortogonalni a ortonormalni posloupnosti, Gramuv-
Schmidttv ortogonalizacni proces,

(d) abstraktni Fourierovy fady, koeficienty, Besselova nerovnost, Parsevalova
rovnost,

(e) spojité linedrni funkcionaly, Rieszova véta,

(f) projekce, ortogonalni projekce na podprostor.

III. Lebesgueova mira a integral

1. Mira mnoZiny v R

(a) mira obecné: o-algebra métitelnych mnozin, axiomy miry, iplnost miry,
(b) konstrukce Lebesgueovy miry v R: vnéjsi a vnitini mira omezené mnoziny,
zobecnéni na neomezenou mnozinu,



(c) mira kone¢nych, spocetnych a Borelovskych mnozin, Cantorovo diskonti-
nuum a jeho vlastnosti, priklad neméritelné mnoziny.

2. Méritelné a integrovatelné funkce na R

(a) méfitelné funkce: hladinové mnoziny, struktura méfitelnych funkci: uza-
vienost na operace: s¢itani, nasobeni, déleni, maximum, minimum, bodo-
vou konvergenci, konvergenci skoro vsude, rovnost skoro vsude,

(b)

(c) zobecnéni na integral z redlné (komplexni) funkce,

(d) srovnéni Newtonova, Riemannova a Lebesgueova integralu.

3. Mira a integral v RY

integral z jednoduché funkce a meéritelné nezaporné funkce,

(a) oteviené intervaly v RY a jejich mira, konstrukce vnéjsi miry mnoziny,
meéritelné mnoziny a jejich mira,
(b) méritelné funkce a Lebesguetv integral, Fubiniova véta a véta o substituci.

4. Limitni prechody

(a) limitni pfechody: Leviho véta o monoténni konvergenci a Lebesgueova
véta o majorizované konvergenci,
(b) konvergence: bodové, skoro vsude, stejnomérnd, v LP-normé.

IV. Konkrétni prostory

1. Realna ¢isla R

(a) ruzné metriky a norma na R,
(b) vlastnosti prostoru a podmnozin.

2. Rovina R? a R", kone¢ndrozmérné prostory

(a) normy, p-normy, koule v p-norméch a ekvivalence p-norem,
(b) sité a separabilni, totdlné omezené, tiplné a kompaktni mnoziny,
(c) linearni funkcionaly na R™, jejich norma.

3. Prostory posloupnosti

(a) prostory a normy: £1,¢% (P (> prostor kone¢nych cog a konvergentnich
posloupnosti ¢y, ¢ a jejich vztah,

(b) separabilita a tGplnost prostort v jednotlivych normaéch,

(c) spojité linearni funkcionaly a jejich reprezentace, dualni prostor,

(d) konvergentni a slabé konvergentni posloupnosti.



4. Prostory spojitych funkci

(a) spojité omezené funkce na kompaktnim a otevieném intervalu, normy,
(b) prostory tplné a separabilni, kompaktni mnoziny.

5. Prostory integrovatelnych funkci

(a) LP-normy, axiom rozliSovani bodi — rovnost skoro vSude, feSeni problému,
(b) prostory LY(I), L3(I), LP(I), L>(I) a jejich vztah,

(c) prostory tplné a separabilni,

(d) spojité linearni funkcionaly a jejich reprezentace, duélni prostory,

(e) konvergentni a slabé konvergentni posloupnosti.

Pisemna prakticka cast zkousky

ptiklad 1: spojitost a vypocet normy funkcionalu na prostoru posloupnosti,

priklad 2: spojitost a vypocet normy funkcionalu na prostoru funkci,

priklad 3: ortogonalizace a projekce funkci,

priklad 4: vySetfeni zamény limity a integralu posloupnosti funkci.

Pisemna teoreticka cast zkousky

Definice, véty, otazky z uvedené latky, priklady, ...
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