FUNKCIONALNI ANALYZA 1

Priklady a ,,teoretické* otazky

Piiklady
1. Ovéite, Zze dany funkcional je linearni, a vySetfete, zda je na nasledujicich prostorech
posloupnosti £, £2 ¢ definovany, spojity (tj. omezeny) a urcete jeho normu:
o o

T o Th ) () = S (1) T
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2. Ovéite, ze dany funkcional je linearni, a vysetfete, zda je na nasledujicich prostorech
funkei L'(I), L*(I), L>=(I), Cy(I) se suprémovou normou a Cy(I) s integralni normou
| - ||1 definovany, spojity (tj. omezeny) a urcete jeho normu:

o F(z) = /x(t) dt, F(z)= /t:c(t) dt, F(z)= /t2 x(t) dt

I I I
na intervalech I = (0,1), I = (0,2), I = (—1,1), I = (—2,2) atd.

.« Flz)= / sin(t)z(t)dt, F(z) = / cos(t) z(t)dt, F(z) = / cota(t) z(t) dt
na intervélech I=(0,%m), I =(0,m), [ =(—m,m), I =(0,2m) gtd.
3. Ortogonalizujte funkce @1, 2, 3 na intervalu I a urcete ortogonalni projekci funkce
f do podprostoru generovaném funkcemi (;:
o {1,t,1?} na I =(0,1), (0,2), (=1,1), (=2,2) a f(t) =
e {1,sin(t),cos(t)} na (0,7), (—m,7) a f = sin(2t).
4. Urcete bodovou limitu f*(¢) posloupnosti f,(¢) na intervalu [ Zjistéte, zda lze
zaménit limitu a integral, tj. zda plati lim,, . [, fu(t) dt = [, f*(t) dt. Jsou splnény
predpoklady Lebesgueovy nebo Leviho véty?

Konverguje posloupnost {z,(t)} v normé prostoru (a) L*(I), (b) L?(I), (c) L>=(I)?
¢ 1= 0.1) ) =nproi € 0.5) jinde 1) =0

o [ =(0,1), fn(t) =n? pro t € (0, —) jinde f,(t) =

o 1=(0,1), fu(t) = v/nprot e (0, ), jinde f,(t) =

e [ =(0,1), fu(t)=nprote (0, f) jinde f,(t) = O
o [ =(0,00), fu(t) =% prot € (0,n), jinde f,(t) = O
o [ =(0,00), fult) = % pro t € (0,+/n), jinde f,(t) =
o [ =(0,00), fult) = % pro t € (0,n?), jinde f,(t) =

o [ =(0,00), fult) = n—12 pro t € (0,n), jinde f,(t) =

5. Dokazte inkluzi L*(I) C LY(I) a L*(I) C L*(I), kde I = (0, K)!
Névod: pomoci Hélderovy nerovnosti odhadnéte normu prvku ve ,vétsim“ prostoru
pomoci normy ,mensiho® prostoru.
6. Nechf p je metrika na prostoru P. Je néasledujici vyraz také metrikou na P?
pH(z,y) = (p(z,9))*,

o p¥(7,y) p(z,y),
L p*(xay) = max(l,p(:v,y)),
e p*(z,y) = min(1, p(z,y))?



7. Necht p; a ps jsou dvé metriky na P. Je nésledujici vyraz také metrikou na P

(a) p*(z,y) = max(pi(z,y), p2(7,v)), (b) p*(z,y) =min(pi(z,y), p2(7,v)),
(C) p*(m,y) = pl(xv y) : pQ(xv y)? (d) p*(ZE, y) = p1(:E,y) + pg(l’,y),
(e) p*(z,y) = pi(x,y) — pa(z,y), (£) p*(z,y) = pr(z.y)/p2(z,y) ?

Otazky z teorie

Zakladni nerovnosti

Ktera nerovnost mezi nasledujicimu vyrazy s realnymi cisly plati:
(a) ml?x(ak +br) < (nebo >) max aj, + max bi?
(b) mkin(ak +br) < (nebo >) mlgn ap + mkin bi?
Protiprikladem ukazte, Ze opacna nerovnost neplati!
Napiste Cauchyovu nerovnost pro vektory v R™.
Napiste Cauchyovu nerovnost pro posloupnosti.
Napiste Cauchyovu nerovnost pro funkce.

Napiste Holderovu nerovnost pro vektory v R"™.
Napiste Holderovu nerovnost pro posloupnosti.
Napiste Holderovu nerovnost pro funkce.

Napiste Minkowského nerovnost pro vektory v R”.
Napiste Minkowského nerovnost pro posloupnosti.
Napiste Minkowského nerovnost pro funkce.

Mohutnost mnozin

Uréete mohutnost mnozin N, Z, Q, R, RV, C, (0,1), (0,1) N Q.

Urcete mohutnost mnoziny vSech vektorti x = (z1, ...,z ), (pfip. matic typu
mxn)sprvky (a) x; € Z, (b)z; €Q, (¢c) z; € R, (d) z; € C, (e) z; €{0,1}.
Urcéete mohutnost mnoziny vSech nekoneénych posloupnosti x(xy, z2,z3, ... )
s prvky (a) x; € {0,1}, (b) z; €Z, (¢) z; € Q, (d) z; € R, (e) z; € C, (f)
T; € {0, 1}

Urcete mohutnost mnoziny vSech (redlnych) (a) funkei, (b) omezenych funkei,
(c) spojitych funkci, (d) linedrnich funkci, (e) rostoucich (f) neklesajicich,
(e) konstantnich funkei na intervalu I = (0, 1) pfipadné na (0, 00), R.

Metrické prostory

Napiste definici metrického prostoru.

Napiste axiomy metriky.

Kdy jsou dvé metriky na prostoru P (a) ekvivalentni, (b) stejnomérné ekviva-
lentni? Co plati pro prostory s ekvivalentnimi metrikami?

Definujte okoli bodu v metrickém prostoru.

Co je to vnit¥ni, vnéjsi, hrani¢ni, izolovany a hromadny bod mnoziny?
Charakterizujte hranici mnoziny A pomoci (a) metriky, (b) okoli, (c) uzavéru
a vnitiku (d) konvergentnich posloupnosti.

Charakterizujte vnitfek mnoziny A pomoci (a) okoli, (b) metriky, (c) uzavéru
a hranice, (d) uzavéru a dopliku.



Charakterizujte uzavér mnoziny A pomoci (a) metriky, (b) okoli, (c) vnitiku a
hranice, (d) konvergentnich posloupnosti.

Kolik nejvyse riznych mnozin mizeme dostat opakovanim operace (a) vnitiku,
(b) uzéavéru, (c) hranice, (d) derivace (mnoziny hromadnych bod) mnoziny?
Jak je definovana (a) oteviend, (b) uzaviend, (c) aplna, (d) omezena (e) totalné
omezend, (f) separabilni, (g) kompaktni podmnozina metrického prostoru?
Jaky je vztah mezi uzavienou a iplnou mnozinou A v metrickém prostoru P?
Kdy oba pojmy splyvaji?

Pokud je odpovéd v nasledujicich 4 otazkach negativni, uvedte protipiiklad.

Linearni

Je sjednoceni nekone¢né mnoha otevienych mnozin mnozina oteviena?

Je prinik nekonecné mnoha otevienych mnozin mnozina oteviena?

Je sjednoceni nekone¢né mnoha uzavienych mnozin mnozina uzaviena?

Je prinik nekonecné mnoha uzavienych mnozin je mnozina uzaviena?

Co je to e-sit a které vlastnosti lze pomoci tohoto pojmu definovat?

Co je to e-antisit? Které vlastnosti lze pomoci ni vyvratit?

Je sjednoceni kone¢né/spocetné mnoha kompaktnich mnozin kompaktni?
Kdy je mnozZina A hustd v mnoziné M?

Které podminky zaruci, ze realna funkce f na metrickém prostoru P nabude
na podmnoziné M C P svého maxima (minima)?

Kdy je zobrazeni mezi metrickymi prostory (a) spojité, (b) omezené.

Kdy je zobrazeni mezi metrickymi prostory (P,p) a (Q, o) spojité? Uvedte
alespont 3 podminky.

Bud T spojité zobrazeni z metrického prostoru (P,p) do (Q,0) a M C P.
Které z nésledujicich tvrzeni plati: (a) Je-li M oteviena, je i T'(M) oteviena,
(b) Je-li M uzaviend, je i T'(M) uzaviend, (c) Je-li M kompaktni, je i T'(M)
kompaktni. Pokud tvrzeni neplati, uvedte protipfiklad.

Kdy je zobrazeni mezi metrickymi prostory (a) spojité, (b) stejnomérné spojité,
(¢) lipschitzovské, (d) kontraktivni?

Formulujte Banachovu vétu o pevném bodé.

prostory

Co je to linearni prostor? Uvedte axiomy operaci linedrniho prostoru.
Co je to linearni kombinace?

Kdy je konecna podmnozina nezavisla?

Kdy je nekonecna podmnozina nezavisla?

Co je to (algebraicka, Hamelova) baze linearniho prostoru?

Co je to dimenze linearniho prostoru?

Kdy je podmnozina M linearniho prostoru X linearnim podprostorem?
Vyjadrete tisecku v linearnim prostoru X s krajnimi body a a b!

Kdy je mnozina M v linearnim prostoru X konvexni?

Co je to (a) konvexni, (b) linedrni obal mnoziny A?

Vyjadrete konvexni obal bodu 1, ..., x;!

Vyjadrete linearni obal bodu z1, ..., zy!

Co je to kuzel, konvexni kuzel?

Co je to kuzel, linearni mnozina?



Normované prostory

Unitarni

Napiste axiomy normy.

Porovnejte axiomy metriky a normy.

Jaky je vztah mezi metrikou a normou? Které vlastnosti musi spliiovat metrika
na linearnim prostoru, aby urcovala normu?

Kdy jsou dvé normy na prostoru X ekvivalentni? Jaky to méa disledek?

Jak jsou definovany topologické pojmy (okoli, oteviena, uzaviend, Gplnd, ome-
zend, kompaktni, souvisld mnozina, spojité zobrazeni) v normovaném prostoru?
Co je to Banachtiv prostor?

Formulujte Hahnovu-Banachovu vétu.

Co je to Schauderova baze separabilniho normovaného prostoru.

Jaky je rozdil mezi Hamelovou (algebraickou) a Schauderovou bézi linearniho
prostoru. Ktera ma vic prvka? Jak je to v pfipadé prostoru kone¢né dimenze?
Co je to funkcional? Kdy je funkcionél (a) linedrni, (b) spojity, (¢) omezeny?
Jaky je vztah mezi omezenosti a spojitosti (a) obecného (b) linearniho funkci-
onalu?

Co je to (topologicky) dudlni prostor? Jak je na ném definovand norma?

Jak je definovana slaba konvergence na normovaném prostoru?

Uvedte piiklad slabé konvergentni posloupnosti v prostoru (a) £, (b) L?(0, 27),
ktera nekonverguje silné (v normé).

Jaky je vztah mezi slabé a silné konvergentni posloupnosti v prostoru konec¢né
dimenze?

Co je to druhy dudl X** a kanonické zobrazeni z X do X**. Kdy je prostor
refkexivni? Které z prostori ¢, LP(I) jsou reflexivni?

Kdy lze z kazdé omezené posloupnosti vybrat konvergentni podposloupnost?
Kdy lze z omezené posloupnosti vybrat slabé konvergentni podposloupnost?
Kdy je prostor reflexivni? Jaky to ma vyznam pro omezenou posloupnost?

prostory

Co je to unitarni prostor?

Co je to Hilberttv prostor?

Napiste axiomy skaldrniho soucinu. Jak se lisi komplexni piipad od realného?
Vyjadfete normu pomoci skalarniho soucinu!

Napiste Cauchyovu nerovnost. Dokazte ji!

Napiste rovnobéznikovou rovnost. Odvodte ji!

Kdy lze na normovaném prostoru zavést odpovidajici skalarni soucin?
Vyjadiete skalarni sou¢in pomoci normy (v readlném prostoru)!

Uvedte ptiklad, Ze rovnobé&znikova rovnost neplati v R? s normou || - |1, || - ||co-
Jak lze urcit thel dvou prvkid unitarniho prostoru?

Kdy jsou dva prvky (dvé mnoziny) ortogonalni?

Kdy existuji prvky a € A a b € B takové, zZe ||a — b|| = dist(A, B)?

Co je to ortogonalni (ortonormalni) mnozina?

Kdy je ortogonalni mnozina tplna?

Co je to ortogonalni (ortonormalni) baze prostoru?

Co tvrdi Gramova-Schmidtova véta o ortogonalizaci?



Co je to lindrni/ortogonalni projekce na uzavieny podprostor X,?

Odvodte vzorec pro ortogonalni projekci bodu x na podprostor generovany
prvky ¢1, p9, 3, které jsou navzajem (a) ortogonalni, (b) ortonormalni.
Napiste Fouriertiv rozvoj funkce f(¢) pomoci (a) ortogonalni, (b) ortonorméalni
posloupnosti {¢1(t), ¢2(t), ps(t), ...}

Odvodte vzorec pro vypocet koeficient Fourierovy fady vzhledem k (a) orto-
gonalni, (b) ortonormalni posloupnosti {1, @2, @3, ... }!

Napiste Besselovu nerovnost. Kdy plati rovnost?

Napiste Parsevalovu rovnost. Kdy plati?

Lebesgueova mira

Jak vypadaji oteviené mnoziny na piimce? Jak se pocita jejich mira?

Co je to vnitini mira? Pro jaké mnoziny ji definujeme?

Co je to vnéjsi mira? Pro jaké mnoziny ji definujeme?

Kdy je omezena mnozina méritelna?

Kdy je neomezend mnozina méritelna?

Definujte miru mnoziny M C R.

Urcete miru mnoziny (a) M = (0,2) N Q, (b) M = (0,2) \ Q, zdivodnéte!
Jak velkd muze byt mira (a) kone¢né, (b) spocetné, (c) nespocetné mnoziny?
Existuje nemé&Fitelnd mnozina? Uvedte ideu jeji konstrukee.

Co je to N-rozmérny otevieny interval? Jaka je jeho mira?

Definujte vngjsi miru na RY!

Kdy je mnozina v RY méfitelna?

Co je to Cantorovo diskontinuum, jaké jsou jeho vlastnosti?

Co jsou to Borelovské mnoziny?

Co je to mira obecné? Co je zakladni prostor, o-algebra a mira, jaké axiomy
spliuji? Kdy fekneme, Ze mira je (a) aplnd, (b) koneénd, (c) o-konecéna?

Lebesgueovsky méritelné a integrovatelné funkce

Co jsou to (a) jednoduché, (b) méfitelné, (c) integrovatelné funkce? Je kazda
meéritelnd funkce integrovatelna?

Které métitelné/spojité funkce nemaji Lebesguetiv integral?

Dokazte, ze kazda spojita funkce je méritelna!

Co je to Dirichletova, Riemannova funkce? Dokazte, Zze jsou méritelné! Lze je
napsat jako bodovou limitu funkeci spojitych?

Jak se zavadi Lebesguetv integrél z (a) jednoduché funkce, (b) nezdporné mé-
fitelné funkee, (c) libovolné méfitelné funkce?

Kdy Lebesguetiv integral z métitelné funkce neexistuje?

M4 kazda (a) spojitd, (b) Riemannovsky integrovatelnd, (c) Newtonovsky in-
tegrovatlend funkce Lebesgueiiv integral? Pokud ne, uvedte protipfiklad!

Co tika Fubiniova véta? Ktery integral zaruci existenci ostatnich integrali?
Napiste Lebesgueovu vétu!

Napiste Leviho vétu!

Které konvergence (skoro vsude bodové, bodova, stejnomérné) zachovavaji (a)
méfitelnost, (b) spojitost, (¢) omezenost funkce?



Prostory R a RV

Které z nésledujicich funkei jsou metriky na R? (a) p(z,y) = |z — yl,

(b) plz,y) = |z —yl? (c) p(z,y) = Iz —yl, (d) plz,y) = [V — V1,

(€) plw.y) = |VIel = VIl|, () o) = [VIel = VIl (&) ple,y) = e,
(h) p(z,y) = sin(|lz —yl), (i) p(z,y) = arctg(z —y), (j) p(z,y) = arctg(|z —y]),

(K) p(z, y) = arctgz — arctgy, (1) p(z,y) = Jarctgz — arctgy|.
Napiste vzorce pro p-normy na RY. Pro ktera p je to norma?

Co je to diskrétni metrika? Jak vypadaji koule B(z, 1) a B(z,2) v prostoru R
s diskrétni metrikou? Které body neprazdné mnoziny A v tomto prostoru jsou
(a) vnitini, (b) hrani¢ni, (¢) hromadné, (e) izolované? Které mnoziny v tomto
prostoru jsou (a) oteviené, (b) uzaviené, (c¢) tplné, (d) souvislé (e) kompaktni?

Prostory posloupnosti

NapiSte p-normy na prostorech posloupnosti. Pro ktera p jsou to normy?
Definujte prostory (a) coo posloupnosti s koneéné mnoha nenulovymi ¢leny,
(b) ¢o posloupnosti konvergujicimi k nule, (c¢) ¢ konvergentnich posloupnosti,
(d) ¢, (e) £2, (f) £P, (g) £°. Které jsou na nich pfirozené normy?

Jaké inkluze plati mezi prostory £1, 02, 0P, £, ¢qp, co a 7

Ve kterych z pfedchozich inkluzi je ,mensi“ prostor husty ve ,,vétSim* prostoru
a kdy je to uzavieny podprostor?

Které z prostortt £1, 02, 0P, 1>, g9, ¢o a ¢ jsou Gplné, separabilni, reflexivni?
Jaky tvar maji vechny spojité linearni funkcionaly na (a) £', (b) £2, (c) £?.
Jaké je situace v ptipadé ¢ >°7

Na kterém z prostoru 7 1ze zavést skalarni soucin? Napiste ho!

Uvedte piiklad tplné ortogonélni posloupnosti na ¢!

Napiste Parsevalovu rovnost pro Fourieroviiv rozvoj vzhledem k ortonormalni
posloupnosti {ej, es, €3, .. }.

Prostory funkci

e Jaky je vztah mezi prostory spojitych funkci na otevieném intervalu (0, K) a
uzavieném intervalu (0, K)?

e Jakou normu na prostoru (a) C((a,b)), (b) C((a,b)), (c) Cp((a,d)), (d) Cp(R)
muzeme zvolit? Jakou metriku lze zvolit na prostoru C'(R)?

e Napiste vzorce pro p-normy na prostorech funkci.

e Definujte prostor (a) L'(I), (b) L*(I), (c) L>(I). Co jsou jeho prvky? Jaka je
na nich (pfirozena) norma?

e Jaké inkluze plati mezi prostory L'(I), L*(I), L°°(I), Cy(I) v piipadsé, ze I je
(a) omezeny, (b) neomezeny interval v R.?

e Které z prostorit L'(I), L*(I), L°°(I) (s pfirozenou normou) jsou (a) tplné,
(b) separabilni, (c¢) omezené, (d) reflexivni?

e Jaky tvar maji viechny spojité linearni funkciondly na (a) L'(I), (b) L*(I), (c)
LP(I)? Jaka je situace na prostoru L>([)?

e Na kterém z prostort LP(I) lze zavést skalarni soucin? Napiste ho!

e Uvedte ptiklad tipIné ortogonalni posloupnosti na L?((0,27))!
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