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Predmluva

Skripta Numerické metody jsou vénovana tradicnim témattim numerické matematiky: zdroje
chyb a jejich sifeni, feSeni soustav linedrnich rovnic, metoda nejmensich Gtvercu, aproximace
funkci, numerické derivovani a integrovani, feSeni nelinearnich rovnic, vypocet vlastnich cisel
a vlastnich vektoru, reSeni pocatecnich a okrajovych uloh pro obycejné diferencialni rovnice
a TeSeni parcialnich diferencidlnich rovnic. ¥ Do skripta jsou ke kazdému tématu zafazeny
klasické metody, standardné uvadéné v kazdém tvodnim kurzu numerické matematiky, které
slouzi predevs§im k pochopeni a ilustraci dané problematiky. Klasické metody jsou dnes jiz casto
prekondny efektivngjsimi postupy. Potiz s modernimi, v souc¢asnosti pouzivanymi algoritmy, je
vSak v tom, ze byvaji ¢asto pomérné komplikované, takze porozumét jim nebyva snadné. Nékteré
z nich jsou presto do textu zafazeny.

Pti zpracovani skript jsem vychazel z osvédéenych ucebnic numerické matematiky, jakymi
jsou napt. knihy [10], [55], [42], [21], [37], [31], [58] a z vynikajicich monografii, mezi nimi zejména
[26], [50], [51], [29], [18], [5], [61].

Pokud jde o ¢eské zdroje, nejvice podnétu jsem ¢erpal z knih [41], [34], [22], [58], [59] a ze
skript [36], [9] a [35].

Moderni ¢esky psand monografie numerickych metod v soucasnosti neni k dispozici. Kromé

VVVVVV

metodam v [44] a [58].

Brno, ¢erven 2020 Libor Cermak



1. Uvod do problematiky numerickych metod

Pii Teseni problému redlného svéta se stale castéji setkdvame s potifebou popsat
zkoumanou skutec¢nost pomoci vérohodného matematického modelu a ten pak uspokojive
vyfesit. Zijeme v dobé poéitaci a tak je prirozené, ze k realizaci matematického modelu
pocitac vyuzijeme. Pocitace umi pracovat velmi rychle s informacemi kédovanymi pomoci
¢isel. A prave zde je misto pro numerickou matematiku (v anglictiné numerical analysis)
jakozto védni disciplinu, kterd vyviji a analyzuje metody, jejichz ,technologickym jadrem*
jsou manipulace s ¢isly. V poslednich letech se v anglicky psané literatuie misto terminu
,2humerical analysis* stdle ¢astéji pouziva termin scientific computing (odpovidajici ¢esky
termin nam bohuzel neni znam).

Kdyz chceme metodami numerické matematiky vytesit dany problém popsany obec-
nym matematickym modelem, musime takovy model nejdiive ,digitalizovat“, to jest for-
mulovat ho ve tvaru numerické ilohy, jejiz vstupni i vystupni data jsou cisla. Numerickad
metoda je postup TeSeni numerické ulohy. Presny popis kroku realizujicich numerickou
metodu oznacujeme jako algoritmus numerické metody. Lze ho vyjadrit jako posloupnost
akel (proveditelnych na pocitaci), které k danému (ptesné specifikovanému kone¢nému)
souboru vstupnich ¢isel jednoznacné priradi odpovidajici (pfesné specifikovany konecny)
soubor vystupnich ¢isel.

Piiprava rozsdhlych souboru vstupnich dat byva oznacovana jako preprocessing. Roz-
sah souboru vyslednych tdaju je ¢asto ohromny, pro clovéka ,nestravitelny“, a proto
je tteba vysledky vhodné zpristupnit tak, aby je zadavatel vypoctu byl vubec schopen
vyhodnotit. Metodam, které to provadéji, se tika postprocessing. Jednou z forem post-
processingu je vizualizace vysledki.

Jako piiklad ,,problému ze Zivota* uvazujme piredpovéd pocasi. Pohyb vzduchu v at-
mosfére dovedeme alespon priblizné popsat pomoci soustav parcialnich diferencidlnich
rovnic a vhodnych doplnujicich podminek. Metodami numerické matematiky dokazeme
tyto rovnice priblizneé fesit. Potfebna vstupni data se ziskdvaji pomoci druzic a pozemnich
meteorologickych stanovist. Vysledky numerickych vypocti zpracované do animovanych
meteorologickych map pak sledujeme v televizni predpovédi pocasi.

Pri feSeni realnych problému témér nikdy neziskdme presné feSeni, musime se spokojit
jen s fesenim piibliznym, které je zatizeno chybami. Nasim cilem je organizovat vypocet
tak, aby celkova chyba byla co nejmensi.

Ptedevsim se musime vyvarovat hrubych lidskych chyb, které vyplyvaji z nepochopeni
problému a z nepozornosti nebo nedbalosti clovéka pfi jeho teSeni.

Chyba matematického modelu. Pii vytvareni matematického modelu redlného pro-
blému provadime vzdy jisté idealizace. Rozdil mezi fesenim idealizovaného problému
a feSenim problému realného nazyvame chybou matematického modelu. Do této kategorie
chyb zahrnujeme také chyby ve vstupnich udajich.

Piiklad. Mdme urcit povrch zemského plasté. K vypoctu pouZijeme vzorec S = 4mr? pro
povrch koule o poloméru r. Chyba modelu spociva v predpokladu, ze Zemé je koule.

Chyba numerické metody. Jestlize k feseni (numerické) tulohy pouzijeme numerickou
metodu, kterd ndm neposkytne presné (teoretické) feseni dané tlohy, pak chybu, které
se dopustime, nazyvame chybou numerické metody. Dulezitou soucasti navrhu numerické



metody je odhad chyby numerické metody.

Priiklad. Mame spocitat hodnotu funkce sin 1 se¢tenim konecného poctu ¢lentu Taylorovy
rady

33'3 5 7 9 :L.Qn-l—l

N LA 1y
smx—x——+———+——~'+(— ) m+

3 5l 79!
pro x = 1. Je znamo, ze seCtenim prvnich ti{ clenu fady se dopustime chyby velikosti
nejvyse 1/7!, obecné sectenim prvnich n clent se dopustime chyby nejvyse 1/(2n + 1)!.

Zaokrouhlovaci chyby. Pii praci na pocitaci muzeme k reprezentaci ¢isel pouzit jen
koneény pocet cifer. Pracujeme proto s pribliznymi hodnotami ¢isel, které dostaneme
zaokrouhlenim pfesnych hodnot. Zaokrouhlovaci chyby vznikaji uz pti vkladani dat do
pocitace, dalsi pak vznikaji pti ¢iselnych vypoctech. Pii Spatné organizovaném vypoctu
muze dojit v dusledku nahromadéni zaokrouhlovacich chyb k naprostému znehodnoceni
vysledku, viz piiklad 1.7.

Priiklad. Cislo m neumime do pocitace vlozit presné. Také vysledek operace, pfi niz ¢islo 2
délime cislem 3, nezobrazime na standardnim pocitaci pracujicim s binarnimi ¢isly presné.

Je tfeba mit na paméti, ze pii feSeni redlného problému vystupuji obvykle vSechny
chyby soucasné.

1.1. Chyby v numerickych vypoctech

Absolutni a relativni chyba. Ve vypoctech jsme ¢asto nuceni nahradit pfesné ¢islo x
pribliznym ¢islem z. Cislo £ potom nazyvame aprozimaci c¢isla x. Rozdil T — z = Ax
nazyvame absolutni chybou aproximace T a ¢islo

Axr I —=x

- = ) .f?éo,

T T

nazyvame relativni chybou aproximace T. Pro |Az| < e se pouziva také symbolicky zapis
T =x+¢eaminise tim, ze v —e <& < x4+ ¢. Podobné se pro |Az/z| < § pouziva zapis
Z = z(1 £ ). Absolutni hodnota relativni chyby se ¢asto uvadi v procentech.

Nyni posoudime chybu, které se dopustime pii vypoctu hodnoty f(z1,22,...,2,)
funkce f, kdyz ptfesné hodnoty x; nahradime pftibliznymi hodnotami z; = z; + Ax;.
Z Taylorova rozvoje f(x) okolo bodu x dostaneme

Ffx)
j@xzax]

f(x +§n:A af

ij

Povazujeme-li souciny chyb Ax;Ax; za malé, mame pro absolutni chybu

> U

=1

3f

[AfX)] = f(x) = fF(x)| = Al (1.1)




a pro chybu relativni

Af(x) —~ 7 0f(x) Ami| _ | @ 9f(x)
f(x) Zzlf(x) ox; x; Sizl f(x) Ox;

Pii praktickych odhadech se hodnota funkce f a hodnoty jejich derivaci 0 f/Jx; na pravych
strandch pfibliznych nerovnosti (1.2) a (1.1) pocitaji v bodé x.
Chyby zdkladnich aritmetickych operaci. Zvolime-li f(z,y) = x +y, dostaneme pro
absolutni a relativni chybu souc¢tu a rozdilu

Alx ty) r Ax y Ay

Az £y) = Az £ Ay, py ix:l:yx :I:xiyj. (1.3)

AZL‘Z‘

X

(1.2)

Pro vyjadreni chyby sou¢inu volime f(z,y) = zy a obdrzime

Alzy) . Av Ay

Azy) = yAz + zAy, (1.4)
Ty x Yy
a pro chybu podilu dostaneme volbou f(z,y) = x/y
A (f> RN Ay, Ale/y) . Az Ay (1.5)
y) Y z/y Ty

Vsimnéte si, ze relativni chyba sou¢tu resp. rozdilu muze byt vyrazné veétsi nez relativni
chyby operandu v piipadé, kdyz |z + y| je podstatné mensi nez || nebo |y|. Pti délent
malym ¢islem je (diky druhé mocniné y ve jmenovateli) vyznamna chyba absolutni.

Platné dekadické cifry. Necht 7 je aproximace &fsla x, kterou zapisme v mocninném
dekadickém rozvoji jako

F=4[d-10°+dy- 10 4o 4 dy - 10T 4 dpyy - 107F 4+ 0], dy #£0.
Rekneme, 7e k—td dekadickd cifra dj, aproximace & je platnd, jestlize

17— x| <5-10°7F, (1.6)
tj. kdyz se 7 lisi od x nejvyse o 5 jednotek tadu ptislusného nasledujici ciffe. Plati-li
nerovnost (1.6) pro k < p, ale pro k = p+ 1 uz neplati, iikame, ze T md p platnych cifer.

Cislo & = +dy,dyds . . .d, - 10°, které ma vsech p cifer platnych, je sprdavné zaokrouhlenou
hodnotou ¢isla x.

Platna desetinnad mista. Rekneme, Ze aproximace  ¢isla x ma k-té desetinné misto
platné, jestlize

|z — x| <5-107F1 (1.7)

tj. kdyz se 2 lisi od = nejvyse o 5 jednotek fadu prislusného nasledujicimu desetinnému
mistu. Plati-li nerovnost (1.7) pro k < p, ale pro k = p + 1 uz neplati, fikdme, ze
ma p platnych desetinngch mist. Ve spravné zaokrouhleném ¢isle je tedy kazdé desetinné
misto platné.

V nasledujici tabulce uvadime nékolik piikladi:

8



x z platné cifry platna desetinnd mista

284 290
—45.8472  —45,798
100,002 99,9973
99,0973 100,002
—0,003728  —0,0041
1,841-10°6 2,5.10°¢

O = U W
(SISO R

Pti odecitani dvou blizkych ¢isel dochazi ke ztraté platnych cifer, jak o tom svedéi
Priklad 1.1. Je-li
Ax

X

A
y = 5,001848 - 10", 7 =5,002-10", |Ay| =1,52-107%, ‘—y‘ = 3,039 - 1077,
Y

T =4,998949 - 10", 7 =4,999-10', |Az|=5,10-10"", = 1,020 - 1077,

pak pro rozdily z =y — x, Z = y — & dostavame

A
2=12899-10"%, 2=13-10"% |Az|=1,01-1073, 2% 234841072,
z
takze Z ma jen jednu platnou cifru, zatimco i ¥ maji ¢tyti platné cifry. U

Piiklad 1.2. Nechf z = 1,3262£5-107°, y = —6,5347 £ 5-107%, 2 = 13,235+ 5- 1074
Mame urcit aproximaci funkéni hodnoty f = xy/z, absolutni a relativni chybu a pocet
platnych cifer vysledku.

Spocteme f = #fj/Z = —6,548031...- 107" . Podle (1.1) pak priblizné plati

7= =

Odtud |Af] = 8,31-1075 - |f] =5,44-107% < 5-10"'3 takze (se tfemi platnymi ciframi)
f = —0,6548 4+ 0,0001. O

it Az

22

Ty

+

Af gAx = g
z T

gAy'—F
z

Ayl A
+'Ty +’TZ’:8,31-10—5.
y z

z

1.2. Reprezentace cisel v pocitaci

Redlna cisla jsou v pocitacich reprezentovana v systému cisel s pohyblivou rdadovou
¢arkou (v anglicting floating point numbers). Zékladni myslenka je podobné semilogarit-
mickému zdpisu (v anglictiné scientific notation), v némz napft. ¢islo 245700 piseme jako
2,457 - 10° a ¢islo 0,0005768 jako 5,768 - 107*. V tomto formatu se desetinnd ¢érka po-
hybuje (v doslovném prekladu ,plave*) v zavislosti na dekadickém exponentu. Formélné
lze systém F normalizovanych ¢isel pohyblivé radové carky charakterizovat ¢tyfmi celymi
cisly:

I6] zéklad ¢iselné soustavy (8 > 2),
P presnost (p > 1),
[L,U] rozsah exponentu (L <0 < U).

9



Kazdé ¢islo z € F ma tvar

e d2 d3 dp
r=4m-p°, kde m_dl—i_g_'_@_'_“'_'_ﬁp—l
je normalizovand mantisa, d; € {0,1,...,8—1},i=1,2,...,p, jsou cifry mantisy, p je

pocet cifer mantisy a e € (L,U) je celociselny exponent. Normalizace mantisy znamena,
ze pro x # 0 je prva cifra mantisy nenulovd, tj. plati d; > 1, takze 1 < m < . Kdyz
x = 0, pak je nulova mantisa i exponent, tj. m = e = 0.
¢isel se bézné pouziva hexadecimdlni soustava, v niz = 16 (cifry 10 az 15 zapisujeme
pomoci pismen A B,C.D,EF), a nékdy rovnéz oktalovd soustava, kdy f = 8. Vysledky
vypoctu se zpravidla uvadéji v bézné dekadické soustave, tj. pro § = 10.

Mnozina [F ¢isel pohyblivé tadové c¢arky je konecnd, pocet ¢isel v ni je

208—-1)p" (U ~L+1)+1,

nebot muzeme volit dvé znaménka, 8 — 1 moznosti pro prvni cifru mantisy, 8 moznosti
pro zbyvajicich p — 1 cifer mantisy a U — L + 1 moznych hodnot exponentu. Posledni
jednicka odpovida ¢islu nula.

Nejmens{ kladné éislo v F je ¢islo UFL = B (podle anglického UnderFlow Level), které
ma prvni cifru mantisy rovnu jedné, zbyvajici cifry mantisy nulové a exponent nejmensi
mozny. Nejvétsi ¢islo v I je &islo OFL = (83— 3'77)8Y (podle anglického OverFlow Level),
které ma vSechny cifry mantisy rovné f — 1 a exponent nejvétsi mozny.

Zaokrouhlovani. Realnd cisla, ktera jsou presné zobrazitelnd v systému F, se nazyvaji
strojovad ¢isla. Pokud dané redlné ¢islo x ¢ F, musime ho aproximovat ,blizkym* stro-
jovym ¢islem, které znacime fl(x) (podle anglického floating). Standardni zpusob je zao-
krouhlen: f1(x) je strojové ¢islo nejblizsi k x (kdyz méame na vybér ze dvou moznosti, pak
vybereme to strojové ¢islo, které mé posledni cifru sudou).

Strojova pfesnost. Cislo ¢,, = P se nazyva strojové epsilon nebo také strojovd
presnost (anglicky ,machine epsilon®, oznacované jako €,,4c). Vyznam cisla e, doklada
nekolik jeho charakteristickych vlastnosti:

a) v intervalu (3¢, 3¢*1) jsou strojova ¢isla rozmisténa rovnomérné s krokem e,,3;

b) nejvétsi mozna relativni chyba, kterd vznikne pii aproximaci redlného ¢isla v sys-
tému F pohyblivé fadové ¢drky, nepiesdhne 1e,,, tj. plati |fl(z) — z| < te,,|x;

¢) &m je nejvetsi z kladnych &fsel e, pro kterd f1(1 + 1e) = 1.

Je dobré uvédomit si, ze €, € I, jen kdyz 1 —p > L.

Priklad 1.3. Prozkoumejme, jaka ¢isla muzeme zobrazit v modelovém bindarnim systému
F v piipadé, ze mantisa ma p = 4 cifry a exponent e je omezen zdola ¢islem L = —3 a shora
¢islem U = 2, tj. —3 < e < 2. Umisténi kladnych strojovych cisel na ¢iselné ose je patrné
z obrdzku 1.1: nejmensi z nich UFL= 273 = 1/8 a nejvétsi OFL= (2—-273)-22 =8 —1/2.
Vsimnéte si, Ze v kazdém bindrnim intervalu 2¢ < x < 2¢*! jsou éisla rozlozena rovnomérné
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Obr. 1.1: Strojova ¢isla

s krokem ¢,,2°. Tak tfeba mezi 1 a 2, tj. pro e = 0, je vzdalenost dvou sousednich ¢isel
rovna &,, = 1/8. Systém F obsahuje 48 kladnych ¢isel, 48 zépornych ¢isel a nulu, tj. celkem
97 cisel. ([l

Standard IEEE. V pocitacich vyvinutych po roce 1985 se realnd ¢isla zobrazuji prakticky
vyhradné podle standardu IEEE, a to zpravidla v téchto pfesnostech:

a) Jednoduchd presnost. Pouziji se 4 bajty, tj. 32 bit1, z toho 23 bitu pro mantisu, 8 bitu
pro exponent a 1 bit pro znaménko mantisy. Protoze mantisa je normalizovand, pro
x # 0 je dy = 1. Tato cifra se neuklada, takze pocet cifer mantisy p = 24. Rozsah
exponentu je —126 < e < 127. Zobrazit lze dekadicka ¢isla s absolutni hodnotou
v rozsahu

UFL=2""0=12x10"% az OFL=(2—-2%)x2% =34 x10%®

a nulu (m4 viechny bity nulové). Strojova pfesnost &, = 272 = 1,2 x 107, Rikdme,
ze mantisa md zhruba 7 dekadickych cifer presnosti.

b) Dwojndsobnd presnost. Pouzije se 8 bajtu, tj. 64 bitu, z toho 52 bitu pro man-
tisu, 11 bitu pro exponent a 1 bit pro znaménko mantisy. Prvni bit mantisy se
neukldda (pro z # 0 je d; = 1), takze mantisa ma p = 53 cifer. Rozsah exponentu je
—1022 < e < 1023. Zobrazit lze dekadicka ¢isla s absolutni hodnotou v rozsahu

UFL =271 =22 x107°® az OFL = (2 —27°%) x 21% = 18 x 10°®

a nulu (m4 viechny bity nulové). Strojova presnost e, = 2752 = 2,2x 1076, Rikdme,
ze mantisa ma zhruba 16 dekadickych cifer presnosti.

Podle TEEE standardu existuje také binarni reprezentace INF pro vyrazy typu +oo
(tFeba vysledek operace 1/0), —INF pro vyrazy typu —oo (tieba vysledek operace —1/0)
a NAN (not a number) pro vyrazy typu 0/0, co — oo a 0 x (+o00) (tfeba vysledek operace
1/0 — 2/0). Systém F je na vétsiné pocitacu rozsiten o tzv. subnormdlni ¢isla, coz jsou
nenulova nenormalizovana ¢isla s nejmensim moznym exponentem e = L. Nejmensi kladné
subnormalni éislo UFL, = ¢, - UFL, tj. v jednoduché piesnosti UFL, = 1,4-107% a ve
dvojnéasobné presnosti UFL, = 4,9 - 107324,

Pocitacova aritmetika. Necht z,y € IF jsou strojové ¢isla, op je nékterd ze zakladnich
aritmetickych operaci +,—,x,/ a flop je odpovidajici operace provadénd pocitacem v re-
zimu pohyblivé fadové carky podle IEEE standardu. Pak x flop y = fl(x op y). To
znamena, ze vysledek aritmetické operace provedené v pocitaci je stejny, jako kdyz operaci
provedeme pfesné a pak ziskany vysledek vlozime do pocitace.
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Preteceni, podteceni. Jestlize je absolutni hodnota vysledku aritmetické operace vétsi
nez OFL, dochazi k tzv. preteceni, a je-li naopak absolutni hodnota nenulového vysledku
mensi nez UFL (resp. UFL; na poéitacich se subnormalnimi ¢isly), dochazi k tzv. podtecent.
Dojde-li pti béhu programu k pteteceni, systém vyda varovani a vypocet prerusi. V piipade
podteceni situace neni tak vazna: vysledek se nahradi nulou a vypocet pokracuje bez
preruseni. Reakci programu na preteceni vSak muze pouceny programator sam tidit.

1.3. Podminénost uloh a stabilita algoritmiu

Korektni tlohy. Matematickou tlohu lze chapat jako zobrazeni y = f(x), které ke
kazdému vstupnimu udaji x z mnoziny D vstupnich dat pritadi vysledek y z mnoziny R
vystupnich dat. Rekneme, ze matematicka tloha

y= f(x), xreD, yeR,
je korektni, kdyz
1) ke kazdému vstupu x € D existuje jediné feseni y € R,
2) toto Feseni zavisi spojité na vstupnich datech, tj. kdyz © — a, potom f(z) — f(a).

Velkou tiidu nekorektnich tloh tvoii nejednoznacné resitelné ulohy. Nekorektni tlohy
se nedaji rozumné fesit a proto se jimi nebudeme viibec zabyvat.

Podminénost tloh. Budeme fikat, ze korektni tloha je dobre podminénd, jestlize mala
zmeéna ve vstupnich datech vyvold malou zménu feseni. Je-li y + Ay resp. y feSeni lohy
odpovidajici vstupnim datum z 4+ Az resp. z, potom ¢islo

_ |Ay|/ly|  |relativni chyba na vystupul

c, (1.8)

~ |Az|/|z|  |relativni chyba na vstupu]

(kde misto absolutnich hodnot jsou obecné normy, viz kap. 2) nazyvame c¢islo podminé-
nosti ilohy y = f(x). Je-li C,, malé ¢islo, je tloha dobfe podminéna, pro velka C, je iloha
Spatné podminénd. Misto o dobré nebo Spatné podminénosti mluvime nékdy o malé nebo
velké citlivosti vzhledem ke vstupnim datum.

Piiklad 1.4. Odhadnéte ¢islo podminénosti ilohy: stanovit funkéni hodnotu (diferenco-
vatelné) funkce y = f(z). Z (1.2) plyne, ze

zf'(x)
(=)

Konkrétné pro funkci f(z) = tga dostaneme C, = |2z/sin2z|. Vypocet tgx je velmi
citlivy pro x blizké celociselnému nasobku 7 /2. Treba pro x = 1,57079 je C), = 2,48 - 10°.
Vysledek mizeme ovérit také pifmym vypoctem podle vzorce (1.8), pro Az = 107 do-
staneme opét C), = 2,48 - 10°. U

Cislo podminénosti definované podle (1.8) se nékdy oznacuje jako relativni ¢islo podmi-
nénosti. Vétsinou je to vhodné meéritko citlivosti, je-li vsak x nebo y rovno nule, pouzit

C, = (1.9)

12



ho nelze. V takovych pripadech lze zkusit absolutni cislo podminénosti definované jako
Cp = |Ay| /|Az].

Priklad 1.5. Posoudime citlivost vypoctu funkéni hodnoty f(x) = z* — 1. Pro kofeny
212 = £1 neni relativni ¢islo podminénosti definovdno. Stejny zdvér potvrzuje vyjadient
C, = |22%/(2* — 1)] odvozené podle (1.9). Absolutn{ ¢islo podminénosti je

=~ _|fle+Ar)— f(=)| . .
Cp= Az = |f'(z)],

tj. pro f(x) = 22 — 1 je C, = |2z| a specidlné pro = +1 dostaneme C, = 2. O
Stabilita algoritmu. Pri realizaci numerické metody na pocitaci vznikaji zaokrouhlovaci
chyby, nejdiive ve vstupnich datech a pak v prubéhu vypocétu pii provadéni aritmetickych
operaci. Checeme-li se pii vypoctech vyvarovat nesmyslnych vysledki, musime si vybirat
tzv. stabilni algoritmy, které jsou k §iteni zaokrouhlovacich chyb malo citlivé. Aby byl
algoritmus stabilni, musi byt

1) dobre podminéng, tj. malo citlivy na poruchy ve vstupnich datech,

2) numericky stabilng, tj. malo citlivy na vliv zaokrouhlovacich chyb vznikajicich béhem
vypoctu.

Piiklad 1.6. Kvadratickd rovnice 22 — 2bx +c¢ = 0 md pro b* > ¢ dva ruzné redlné koteny
T19=b*d, (A1)

kde d = v/b* — c. Jestlize |b| = |d|, pak se pii vypoctu jednoho z kofenu budou odecitat
dvé ptiblizné stejné velka ¢isla téhoz znaménka, coz vede, jak uz vime, ke vzniku velké
relativni chyby (viz (1.3) a piiklad 1.1). Vypocet podle algoritmu (A;) tedy obecné stabilni
neni. Existuje vSak snadnd pomoc: protoze r1x, = ¢, muzeme postupovat takto:

b+d,  jelib>0,
= = ) A
. {b—d, jelip<o, e (42)
Algoritmus (As) nedostatek algoritmu (A;) odstranuje, tj. je stabilni. O

Priiklad 1.7. Pocitejme integral
1
En:/ z"e* Ldx pron=1,2,...
0
Integraci per-partes dostaneme
1 1
/ 2"y = [2"e" ]y — / nz" te* tdx,
0 0

nebo-li

E,=1-nE, ;. (F)
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Protoze E; = 1/e, muzeme pii vypoctu E,, postupovat podle algoritmu
Elzl/e, Enzl—nEn,l, 7122,3,... (Al)

Vypocet jsme provedli na pocitaci v jednoduché presnosti (tj. cca na 7 platnych cifer),
a pro n = 12 jsme dostali F1o = —4,31. To je ale zcela nepiijatelny vysledek, nebot pro
kladny integrand nemuzeme dostat zapornou hodnotu integrélu! Tento jev je zpusoben
tim, ze pii vypoctu E, se chyba obsazena v FE,_; nasobi n—krat, takze celkova chyba
roste podobneé jako n!.

Algoritmus(A;) je tedy nestabilni. Vznika otdzka, zda muzeme vypocitat Fjo uzitim
rekurentni formule (F) tak, aby vysledek mél vsech 7 cifer platnych. Mozné to je, musime
ale pouzit jiny algoritmus. PtrepiSeme-li formuli (F') na tvar

1-FE,

En—l — )
n

bude se chyba vstupujici do kazdého kroku délit n. Z odhadu

1 1 1
E, = / 2" tdx < / z"dxr =
0 0 n+1

vyplyva, ze E, — 0 pro n — oo. Pii vypoctu proto budeme postupovat podle algoritmu

EN:O, En,1: y n:N,N—l,..., (AQ)

kde N je dostatecné velké. Zvolime-li N = 20, dostaneme E5 = 7,177325 - 1072, coZ je
hodnota, kterd mé 7 cifer platnych.

Jestlize vypocet provadime ve dvojndsobné ptesnosti (cca 16 platnych cifer), dosta-
neme obdobné vysledky. Rozdil je pouze v tom, ze vypocet algoritmem (A;) se ,,pokazi“
az pro vetsi n; pro n = 20 uz ale vyjde nesmyslna hodnota Fyy = —30,19. Stabilnim
algoritmem (Ay) pro N = 35 dostaneme Fyy = 4,554488407581805- 1072 s 16-ti platnymi
ciframi. [

Dalsi priklady vénované podminénosti problému a stabilité algoritmu uvedeme po-
stupné v nasledujicich kapitolach.
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2. Reseni soustav linearnich rovnic

Jednou z nejcastéji se vyskytujicich tloh vypocetni praxe je tloha vytesit soustavu
linearnich rovnic. Takové soustavy byvaji ¢asto velmi rozsahlé, soucasnd vypocetni tech-
nika umoznuje v prijatelnych ¢asech vyftesit soustavy s nékolika miliony neznamych. Me-
tody feseni délime na piimé a iteracni. Primé metody jsou takové metody, které dodaji
v koneéném poctu kroku presné feseni za predpokladu, ze vypocet probiha bez zaokrouh-
lovacich chyb, tedy zcela presné. Iteracni metody poskytnou jen feSeni ptiblizné. To ale
vubec nevadi, pokud je ptiblizné feseni dostatecné dobrou aproximaci feseni ptresného.
Pocet kroku itera¢ni metody zavisi na pozadované presnosti.

Budeme se tedy zabyvat fesenim soustavy linedrnich rovnic (struéné SLR)

a1 r1 + appxre + - 4+ apT, = b,
an r1 + axpre + - 4+ aprT, = by,
(2.1)
11 + Apax2 + -+ App Ty, = bn .
Soustavu (2.1) muzeme psat ve tvaru
n
E Ojijl'j:bi, Z:LQ,...,?’L, (22)
=1
nebo v maticovém tvaru
Ax =b, (2.3)
kde
ailz Qi - QAip | by
a1 Q22 -+ A2y T2 by
A= . . . . 3 X = . 3 b=
Ap1 Ap2 - Qpp Ty bn

Matici A nazyvame matici soustavy, b je vektor pravé strany a x vektor nezndmych.
Budeme predpokladat, ze matice soustavy je regularni, takze feSend soustava ma jediné
feSeni.

2.1. Primé metody

2.1.1. Gaussova elimina¢éni metoda

Zéakladni ptimou metodou feseni SLR je Gaussova eliminacni metoda, struéné GEM.
Sklada se ze dvou ¢asti. V primém chodu GEM se soustava (2.1) prevede na ekvivalentni
soustavu

Ux=c, (2.4)
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kde U je tzv. horni trojihelnikova matice, coz je matice, ktera ma pod hlavni diagonalou
viechny prvky nulové, tj. U = {u;;}7;,_; a u; =0 pro i > j,

U1 U12 U3 -+ Ulp—1 Uin
0 up wugz - U2, n—1 Uon,
0 0 wus -+ uzp U3y,
U =
0 0 e 0 Up—1,n—1 Un-1n
0 0 0o --- 0 Unn

Ve zpétném chodu se pak Fesi soustava (2.4). Protoze A je reguldrni, je také U reguldrni,
coz znamena, ze diagonalni prvky u; # 0,7 = 1,2, ..., n. Diky tomu vypocteme z posledni
rovnice x,, z predposledni x,,_; atd. az nakonec z prvni rovnice vypocteme x;.

Piimy chod GEM. Pro usnadnéni popisu pifmého chodu GEM polozime A® = A,
b® = b, prvky matice matice A® oznaéime aQ = a;; a prvky vektoru b(®) oznaéime
b 0 = = b;. Piimy chod GEM popisuje nasledujici

algoritmus GEMz (zdkladni, bez vybéru hlavniho prvku):

for k:=1ton—1do
begin
AR = A=Y k) = pk-1),
fori:=k+1tondo
begin
ma = ay fajg)
for j:=k+1tondo agf) = alF) — mzka,(fj) ;

ij
0 =0 —m b
end
end

Pifmy chod méa n — 1 krokii. V k-tém kroku se soustava rovnic A*~Ux = b*~1 trans-
formuje na soustavu A*¥)x = b*) . Prvnich k rovnic se uz neméni. Tato skuteénost je v al-
goritmu GEMz vyjadiena pifkazy A®) .= A¥#=D 3 b*) .= b= Smyslem transformace
je vyloucit nezndmou xj z rovnic ¢ > k, tj. vynulovat poddiagondlni koeficienty v k-tém
sloupci matice A®_ Dosghneme toho tak, ze od i-té rovnice odecteme m;, nasobek k-té
rovnice. Multiplikdtory m;, museji zajistit, aby v pozici (i, k) matice A®) vznikla nula:

(k) ®) _

Qi — Mk Oy = = My = a’zk /a

Cislo agz) se nazyva hlavni prvek nebo také pivot. Pti vypoctu multiplikatoru m;, muze al-

goritmus GEMz zhavarovat v piipadé, ze agz) = 0. Tomuto problému bychom se mohli vy-
hnout, kdybychom k-tou rovnici prohodili s nékterou z dalsich rovnic, ktera ma u proménné
xr nenulovy koeficient. Postup zalozeny na této myslence se nazyva GEM s vybérem
hlavniho prvku. Podrobneé se jim budeme zabyvat v nasledujicim odstavci. GEMz je tedy

algoritmus GEM bez vybéru hlavniho proku.
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V tomto odstavci budeme predpokladat, ze A je takova matice soustavy, pro kterou

jsou vSechny hlavni prvky agz) nenulové.

Programovéni. Prvky matic A®) uchovavame v dvourozmérném poli A a prvky vektori
b*) v jednorozmérném poli b. Pitkazy A®*) := A*=1) 3 bk .= b*=1 ge proto ve skutec-
nosti neprovadéji. Protoze v pozici (i, k) pole A vznikne nula, 1ze prvek A(i,k) vyuzit pro
yuskladnéni® multiplikdtoru my.

LU rozklad. Po ukonéeni pfimého chodu je horni trojihelnikova matice U v rovnici (2.4)
uréena diagonalnimi a naddiagonalnimi prvky matice A= tj.

0 roj=1,2,...,1—1, ,
Uij ::{ 4D Pro-J 1=1,2,...,n. (2.5)

ij proj=i,1+1,...,n,

Vektor ¢ v rovnici (2.4) je transformovanou pravou stranou b1 tj.
¢ =b"" i=12..n (2.6)

Multiplikatory m;; z pfimého chodu umistime do dolni trojihelnikové matice

1 0 0 0 0
Moy 1 0 0 0
m m 1 0 0
I_ 31 '32 (2.7)
Mp—1,1 Mp—12 Mp_13 1 0
mMn1 Mn2 mMnp3 o Mpp—1 1
Pak
A=LU. (2.8)
Diikaz. Necht
1 0 0 00 0
0 1 0 00 0
0 0O 1 00 0 .
Me=10 . 0 —mpare 10 ... 0] =7
0 0 —Mk42k 0 1 0
0O ... 0 —my 00 ...1
kde I je jednotkovd matice, my = (0,...,0, Mpr1 4y -, Mpk)?, Mig = agllz)/a,ﬁ), e, je k-ty

sloupec jednotkové matice. Protoze ef my = 0, dostaneme

(I —muel)(I+mpe}) =1— mye] +mye; + mpe mpe; =1.
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Vidime tedy, ze pro matici Ly inverzni k matici My, plati
L, =M, ' =1+ mye;.

k-ty krok LU rozkladu, ve kterém se nuluji poddiagonalni prvky v k-tém sloupci, lze
vyjadiit zapisem A® = M,A*D k=12 ... n—1,pricemz A® = A. Proto

Mnfan,Q e MlA - U
je horni trojuhelnikova matice. Odtud
A=M;'"M;'.. M;', U=LU, kde L=LLy...L, ;. O

Vyjadreni matice A jako soucinu dolni trojihelnikové matice L a horni trojihelnikové
matice U se nazyva LU rozklad matice A. Ten je mozné pouzit k pozdéjsimu feSeni sou-
stavy rovnic se stejnou matici soustavy A, avsak s jinou pravou stranou. To je uzitecné
zejména pii feSeni posloupnosti tloh Ax; = b;, kdy se nova prava strana b; muze sestavit
az poté, co se vyresily predchozi soustavy Ax; = by pro k < i. V MATLABu lze pro LU
rozklad pouzit funkci 1lu.

Ukazme si, jak lze soustavu LUx = b efektivné vytesit. Kdyz si ozna¢ime Ux = vy,
vidime, Ze y je TeSeni soustavy Ly = b. Urcéime tedy nejdiive y jako feseni soustavy
Ly = b a pak x jako teSeni soustavy Ux =y, tj.

Ly =b, Ux=y. (2.9)

Ziejmé y = b1 je transformovand pravé strana ziskand algoritmem GEMz.

Soustavu Ly = b vyfesime snadno, z prvni rovnice vypocitame y;, ze druhé rovnice
Yo atd. az nakonec z posledni rovnice vypocitame vy,. Soustavu Ux = y TeSime pozpatku,
tj. z posledni rovnice vypocteme x,,, z predposledni z,,_; atd. az nakonec z prvni rovnice
vypocteme .

Pti feSeni soustav rovnic byva LU rozklad oznacovan také jako eliminace nebo pfimy
chod a vypocet Feseni podle (2.9) byva oznacovan jako zpétny chod.

Kdy lze algoritmus GEMz pouzit? Jak jsme jiz uvedli, slabym mistem algoritmu
GEMz muze byt V}}%DO(V?et multiplikdtoru myy, nebot obecné nelze vyloucit, Ze v prubéhu
eliminace vznikne aklz;) = 0. V aplikacich se vSak pomérné casto Tesi soustavy rovnic, pro
které nulovy pivot v algoritmu GEMz vzniknout nemuze. Abychom takové soustavy mohli
popsat, zavedeme si nékolik novych pojmu.

Rekneme, ze matice A = {aij}gszl je ryze diagondlné dominantni, jestlize

n

|aii‘ > Z |aij‘7 1= 1,2,...,71, (210)
ji=1
J#

nebo-li slovy, v kazdém fadku je absolutni hodnota diagonalniho prvku vétsi nez soucet
absolutnich hodnot zbyvajicich prvku tohoto radku. I kdyz matice A soustavy rovnic
Ax = b diagonalné dominantni neni, 1ze nékdy vhodnym ,pfeskladanim® rovnic docilit
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toho, ze matice A takto vzniklé ekvivalentni soustavy rovnic Ax = b uz diagondlné
dominantni je.

V aplikacich se také pomérné casto setkavame s tzv. pozitivné definitnimi maticemi.
Takové matice lze specifikovat pomoci fady navzajem ekvivalentnich definic. Jednu z nich
si ted uvedeme: fekneme, Ze matice A = {aij}i ;=1 je pozitivné definitni, jestlize je syme-

trickd a pro kazdy nenulovy sloupcovy vektor x = (z1,za,. .., xn)T plati
n
xT Ax = Z zia;;x; > 0. (2.11)
ij=1

Oveérit primo tuto podminku neni snadné. Je-li vsak A reguldrni, pak z (2.11) okamzité
plyne, ze ATA je pozitivné definitni. (Dokazte to!) Vyndsobime-li tedy soustavu rovnic
Ax = b zleva matici AT, dostaneme ekvivalentni soustavu ATAx = ATb s pozitivné
definitni matici soustavy. Tento postup se vSak pro praktické feseni soustav rovnic nehodi
(operace ATA vyzaduje velky objem vypoctl, u iteracnich metod se navic vyznamné
zhorsuje rychlost konvergence).

Pii feseni konkrétnich praktickych tuloh byvéa obvykle uz ptedem zndmo (z povahy
feseného problému a ze zpusobu jeho diskretizace), zda matice vznikajicich soustav li-
nearnich rovnic jsou (resp. nejsou) pozitivné definitni. Uvedme si vSak piesto alespon
jednu casto uvadénou (nutnou a postacujici) podminku pozitivni definitnosti, zndmou
jako
Sylvesterovo kritérium. Ctvercové symetrickd matice A = {aij}7 ;=1 je pozitivné defi-

nitni, pravé kdyz jsou kladné determinanty vsech hlavnich rohovych submatic {aij}ﬁ =15
k=1,2,...,n,tj. kdyz plati

a a aix Q12 413 ain ... Qin
11 a2 . .
a11>0, >O, a1 Q92 Q93 >O,... , : : > 0. O
A21  Qa22
gy 0az2 as3 an1 QAnn

D4 se ukdzat, Ze algoritmus GEMz lze pouZit pro fesend soustav, jejich matice je bud’to
ryze diagondlné dominantni nebo pozitivné definitni. Uspééné pouziti algoritmu GEMz lze
zaruCit také pro dalsi typy matic, které se pii feseni praktickych tloh ¢asto vyskytuji (viz
napt. [17], [33]).

Vypoctova naroénost GEM. Pifmy chod GEM vyzaduje in® + O(n?) operaci nésobi-
cich (tj. ndsobeni nebo délenf) a $n®+ O(n?) operaci stitacich (tj. séitdnf nebo odeéitdni).
Symbolem O(n?) jsme piitom vyjadiili fadové méné vyznamny pocet operaci Fadu n?
(tvaru aon? 4+ an + g, kde s, a1, o jsou éisla nezdvisld na n). Clen %n‘g souvisi s trans-
formaci matice soustavy. Pocet operaci souvisejicich s transformaci pravé strany je o tad
nizsl a je tedy zahrnut do ¢lenu O(n?).

Zpétny chod GEM je vypocetné podstatné méné ndroény. Reseni soustavy rovnic
s trojihelnikovou matici vyzaduje $n? + O(n) operaci ndsobicich a $n? + O(n) operaci
scitacich. Pfitom O(n) reprezentuje pocet operaci fadu n (tvaru ain + ap, kde ag, ag
jsou ¢&isla nezavisla na n). ,GEM zpétny chod“, tj. vypocet x ze soustavy (2.4), proto
vyzaduje %nz + O(n) operaci a ,LU zpétny chod“, tj. vypocet y a x ze soustav (2.9),
vyzaduje dvojndsobny pocet operaci, tj. n? + O(n).
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Pro velky pocet rovnic, tj. pro velké n, proto muzeme tvrdit, ze eliminace vyzaduje
piiblizné $n? operaci a GEM resp. LU zpétny chod pfiblizné 1n? resp. n® operaci (ndsobi-
cich a stejné tak scitacich).

Choleského rozklad. Pozitivné definitni matici A lze vyjadrit ve tvaru
A =LL", (2.12)

kde L je dolni trojihelnikova matice, jejiz nenulové prvky jsou postupné prok =1,2,...,n
urceny predpisem

k—1
ap— Y B2, (2.13)
j=1

k—1
1
Eik:_fkk <aik‘_§ fz‘jfk;j>, i=k+1,k+2,....n.
Jj=1

Soustavu rovnic fesime podle (2.9) pro U = LT. Vyjddieni matice A ve tvaru (2.12)
se nazyva Choleského rozklad matice A. Choleského rozklad vyzaduje priblizné poloviéni
vypoctové naklady oproti obecnému LU rozkladu, tedy ptiblizné %n3 operaci nasobicich
a zhruba stejny pocet operaci séitacich (vypocet odmocnin nemé na celkovy pocet operaci
podstatny vliv). Choleského algoritmus (2.13) lze pouzit k efektivnimu posouzeni pozitivni
definitnosti matice A: je-li A symetricka a plati-li az, — Zf;ll 62]- >0prok=1,2,...,n,
pak A je pozitivné definitni. V MATLABu lze pro Choleského rozklad pouzit funkci chol.

2.1.2. Vybér hlavniho prvku

Zacneme piikladem.

Priiklad 2.1. Mame vyftesit soustavu rovnic

10 -7 0 7 7
~3 2,009 6 zo | = (3,901
5 —11 48) \ 3 5,9

na hypotetickém pocitaci, ktery pracuje v dekadické soustavé s pétimistnou mantisou.
Ptesné teseni je
0

x=1|-1
1

V prvnim kroku eliminujeme poddiagonalni prvky v prvnim sloupci a dostaneme

10 -7 0 T 7
0 -0,00I 6 Ty | = 16,001
0 24 48 x3 24

Prvek v pozici (2,2) je ve srovnéani s ostatnimi prvky matice maly. Presto pokra¢ujme
v eliminaci. V dalsim kroku je tfeba ke tfetimu radku pticist radek druhy nasobeny 2400:

(4,8 + 6 - 2400) - 23 = 2,4 + 6,001 - 2400 .
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Na levé strané je koeficient 4,8+ 6-2400 = 14404,8 zaokrouhlen na 14405. Na pravé strané
vysledek nasobeni 6,001 - 2400 = 14402 ,4 nelze zobrazit presné, musi byt zaokrouhlen na
14402. K tomu se pak pficte 2,4 a znovu dojde k zaokrouhleni. Posledni rovnice tak nabude
tvaru

14405 x5 = 14404 .

Zpétny chod zacne vypoctem

_ 14403 99903
BT 10405 '

Ptesny vysledek je x3 = 1. Zda se, ze chyba neni nijak vazna. Bohuzel, x5 je tfeba urcit
Z rovnice

—0,001 z2 + 6 - 0,99993 = 6,001,

coz dava, po zaokrouhleni 6 - 0,99993 = 5,9996,

00014
©—0,001

) —1,4

Nakonec vypocteme xy z prvni rovnice

102, — 7+ (—1,4) =7

a dostaneme z; = —0,28. Misto presného feseni x jsme dostali pfiblizné feSeni
—0,28
X = —14
0,99993

Kde vznikl problém? Nedoslo k zadnému hromadéni chyb zpusobenému provadénim
tisicu operaci. Matice soustavy neni blizka matici singularni. PotiZz je jinde, pusobi ji maly
pivot ve druhém kroku eliminace. Tim vznikne multiplikator —2400 a v dusledku toho
ma posledni rovnice koeficienty zhruba 1000 krat vetsi nez koeficienty puvodni rovnice.
Zaokrouhlovaci chyby, které jsou malé vzhledem k témto velkym koeficientiim, jsou nepfi-
jatelné pro koeficienty puvodni matice a také pro samotné feseni.

Snadno se provéri, ze kdyz druhou a tfeti rovnici prohodime, nevzniknou zadné velké
multiplikdtory a vysledek je zcela presny. Ukazuje se, ze to plati obecné: jestlize jsou
absolutni hodnoty multiplikdtori mensi nebo nejvyse rovny 1, pak je numericky spoctené
feseni vyhovujici. U

Casteény vybér hlavniho prvku je modifikace GEM zajistujici, aby absolutni hodnota
multiplikatoru byla mensi nebo rovna jedné. V k-tém kroku eliminace se jako pivot vybira
prvek s nejvetsi absolutni hodnotou v zatim neeliminované ¢asti k-tého sloupce matice
A=Y ti mezi prvky aglljfl) pro i > k. Necht tedy r je takovy fddkovy index, pro ktery

k—1 k—1
a1 = max Jag ™. (2.14)
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Pak prohodime k-tou a r-tou rovnici. Ze soustavy rovnic A*~Dx = b*~1 tak dostane-
me soustavu A®x = b pficemz A*) ziskdme prohozenim k-tého a r-tého fadku matice
A*=D a podobné b®) ziskdme prohozenim k-tého a r-tého prvku vektoru b =1 viz Obr.
2.1. Poddiagonalni prvky v k-tém sloupci matice A® eliminujeme stejné jako v algoritmu
GEMz. Resen{ SLR s ¢dsteénym vybérem hlavnich prvki v MATLABu dostaneme pomoci
piikazu x=A\b. Pouzit lze také funkci linsolve.

<

| O 0 a,(jc b.. a(k_l). Tl _ .b,(ck_l)'
C| 0 0 ’(ﬂ : (k 1) | :xr éb(k‘ 1)5 j

00 ag;’;;lﬂ. (i 1> 1

Obr. 2.1: GEM s ¢asteénym vybérem hlavniho prvku (v krouzku)

U’plny vybér hlavniho prvku je postup, ktery muze absolutni hodnoty multiplikatort
zmen$it jesté vyraznéji. Dociluje se toho tim, Ze v k-tém kroku eliminace se jako pivot
vybird prvek s nejvétsi absolutni hodnotou v dosud neeliminované ¢ésti matice A=Y, tj.
v fadcich ¢ > k a sloupcich j > k. Necht tedy r je fddkovy a s sloupcovy index vybrany
tak, ze

la* Y| = max |a 1)| . (2.15)
k<i,j<n

Pak prohodime k-tou a r-tou rovnici a k-tou a s-tou neznamou, viz Obr. 2.2. Ze soustavy
rovnic AR Dx#=1D = b1 dostaneme soustavu A®x*) = b#) piicemz A® ziskdme
prohozenim k-tého a r-tého fadku a k-tého a s-tého sloupce matice A*=1 b ziskdme
prohozenim k-tého a r-tého prvku vektoru b*~Y a x(*) ziskdme prohozenim k-tého
a s-tého prvku vektoru x*~1. Pfitom x® = x je pivodni vektor nezndmych. Proha-
zovani proménnych registrujeme ve vektoru p = (p1,ps, ..., pn)’ . Na pocatku polozime
p; = ¢ a pri kazdém prohozeni proménnych prohodime také odpovidajici prvky vektoru p.
Po ukonéeni pifmého chodu je i-td slozka vektoru x~1 rovna p;-té slozce ptivodniho
vektoru x. Ve zpétném chodu vypocteme x(™~1 a pomoci vektoru p uréime x.

Casteény nebo uplny vybér hlavniho prvku? Vétsinou se pouzivé jen Céstecny
vybér hlavniho prvku. Praxe i teorie potvrzuje, ze i ¢astecny vybér hlavnich prvku staci
k tomu, aby zaokrouhlovaci chyby zustaly dostatecné malé a neznehodnotily vysledné
feSeni. Dalsim duvodem, pro¢ ¢astecnému vybéru hlavnich prvka davame ptrednost, je to,
ze jeho realizace vyzaduje vyrazné mensi pocet operaci nez vybér uplny.
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QD D)

a(k—l)u. o (k—1) |

1y, Ykr (g T g,
B T () W
R : NS

0 0 R g
1 [ N i
P B : 2

0 0 E afj]‘;—l):. oo a,glk;ﬂ_l). o :. agz_l):. o a'S'LI?I'L_l)

Obr. 2.2: GEM s tplnym vybérem hlavniho prvku (v krouzku)

LU rozklad s castecnym vybérem hlavniho prvku je standardni rutina dostupnd
v kazdé knihovné programu pro numerické feseni tloh linedrni algebry (v MATLABu viz
funkce 1u). Vstupnim parametrem je matice A. Vystupni parametry jsou tfi: dolni troj-
thelnikovd matice L (s jednickami na hlavni diagondle), horni trojihelnikovd matice U
a tzv. permutacni matice P, pficemz

LU = PA. (2.16)

Ptitom permutacni matice je takova matice, ktera vznikne z jednotkové matice néjakym
prohézenim jejich fadku. Néasleduje popis algoritmu pro LU rozklad matice A s ¢astecnym
vybérem hlavnich prvku.

Algoritmus LUp (s ¢dsteénym vybérem hlavniho prvku)
1) Polozime A® = A, P© =1.
2) Postupné pro k =1,2,...,n — 1 provadime

2a) Uréime index r pivotniho fadku, viz (2.14).

2b) Prohodime fadky k a r v matici A*#~1 a takto ziskanou matici oznacime jako
A®_ Prohodime rovnéz fddky k a r v matici P*~1 a takto ziskanou matici
oznaéime jako P,

2c) Upravime matici A®) tak, ze eliminujeme poddiagondlni prvky v k-tém sloupci,
tj. postupné prot =k + 1,k + 2,...,n pocitame

mig = ay fayy

i i

ol = ¥ —mika,(c’;) proj=k+1,k+2,....,n,

Do anulovanych pozic (i, k) matice A® tedy ukladdme multiplikdtory myy.
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3) Dolni trojuhelnikovou matici L sestrojime tak, ze do hlavni diagonaly ddme jednicky
a poddiagonalni prvky pfevezmeme z vysledné matice A1) Horni trojtihelnikovou
matici U dostaneme z diagonélnich a naddiagonélnich prvki vysledné matice A1),
Permutacéni matice P je rovna vysledné permutaéni matici P,

Dukaz. k-ty krok LU rozkladu, ve kterém se nuluji poddiagonalni prvky v k-tém sloupci,
Ize vyjadiit zapisem A® = M, P,A®D k=12 ... n—1. Proto

(M,,_1P,1)(M,,_sP,, ) ... (M3P3)(MoP5)(M;P)A =U
je horni trojihelnikova matice. Protoze P,;l = Py, M,;l = L, dostaneme
P, 1P, ... P3P;PA =
(Ppo1(Pya(. .. (P3(Po(PPLy)PyLy)PsLs) ... )P, 5L, )P, 1L, 1)U.
Oznacime-li
P=P, P, ,...PsP,Py,
L=P,1(P,...(P3(P(P,P,L;)PyLs)P3L3)... P, oL, 5)P, 1L, 1),

pak PA = LU. 0

Po ziskani matic L, U a P vyfesime uz soustavu rovnic Ax = b snadno. Ziejmé
PAx =Pb == LUx =Pb.

Proto nejdiive uréime vektor z = Pb, tj. prvky vektoru b pravé strany prohazime stejneé,
jako jsme prohazovali fadky matic A*~1 a P*=1 v algoritmu LUp. Oznacéime-li Ux =y,
vidime, ze y je TeSeni soustavy Ly = z. VyTeSenim této soustavy dostaneme y. Zbyva
jesté vytesit soustavu Ux = y a TeSeni x je nalezeno. Shrneme-li to, pocitdme postupné
Z,y a X 7 roviic

z = Pb, Ly =z, Ux=y. (2.17)

Uchovavat historii prohazovéni iadki v matici P je ziejmé plytvani paméfovym
mistem, vzdyt z celkového poétu n? prvki matice P je jich pouze n nenulovych. Proto
misto s matici P staci pracovat jen s vektorem radkovych permutaci p.

Na zacétku polozime p(® = (1,2,...,n)T a ve zbytku algoritmu pak prohazujeme
prvky vektoru p*—1. Matice P byla zapotiebi jen pro sestaveni vektoru z. To ale dokdzeme
s pomoci vektoru p také: do i-té slozky vektoru z vlozime p;-tou slozku vektoru b, po-
stupné pro: =1,2,...,n.

Piiklad 2.2. Provedeme LU rozklad matice

04 —0,95 —04 —7,34
05 —03 215 —245
—2 4 1 -3
~1 55 25 35

A:
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V prvnim sloupci najdeme jako pivota ¢islo —2 ve tretim fadku. Proto prohodime prvni
a treti radek. Pak eliminujeme poddiagondlni prvky v prvnim sloupci a na jejich mista
zapiseme pouzité multiplikatory. Prohozeni radku vyznacime také v permuta¢nim vektoru.
Tak dostaneme

9 4 1 -3 3
025 0,7 24 —32 p

1) — ) ) ) ) 1) —
A 02 —1,75 —0,6 —6,74 |’ p 1
05 35 2 5 4

Prvni radek se uz ménit nebude. Ve druhém kroku najdeme pivota ve druhém sloupci. Je
to ¢islo 3,5 ve étvrtém fadku. Proto prohodime druhy a étvrty fadek jak v matici A tak
ve vektoru pt). Pak eliminujeme prvky v pozicich (3,2) a (4,2) a na jejich mista zapiseme
pouzité multiplikatory. Vysledkem je

2 4 1 -3 3
05 35 2 5 4

(2) _ ) ) (2) _
AT=1 02 —05 04 —d24 | P=11
025 02 2 —42 2

Prvni dva radky uz zustanou bez zmény. Pivot ve tfetim sloupci je ¢islo 2 ve ¢tvrtém radku.
Prohodime tedy tfeti a ¢tvrty fadek v matici A i ve vektoru p®. Pak eliminujeme prvek
v pozici (4,3) a na jeho misto vlozime pouzity multiplikator. Tak dostaneme

—2 4 1 -3 3
05 35 2 5 4
3) _ ) ) 3) _
AT=1025 02 2 —42 | P= 19
02 —05 0,2 —34 1
Dostali jsme tedy
1 0 0 0 —2 41 -3
0,5 1 00 | 0 35 2 5
L= —025 02 1 0|’ U=110 02 42
02 —05 02 1 0 00 —34

Permutacéni vektor p = p®). Pokud bychom chtéli vytvofit permutaéni matici P, staci
vzit jednotkovou matici a preusporadat ji tak, ze puvodné p;-ty radek se stane radkem
1-tym. Kdyz to provedeme, dostaneme pro permutacni vektor

3 0 0 0

1
4 . B 01
pP= 9 permutacni matici P = 0 0
1 0 0

_ o O

0
1
0

Snadno se ovéri, ze LU = PA.

—13,14 9
2,15 B 27,5

b= 9| pak zZ = 215 |
27,5 —13,14
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a déle fesenim soustav Ly = z a pak Ux =y dostaneme

9

| 23
y - _072 )

—3.4

— N e W

Vypocet determinantu. Je zndmo, ze determinant det(A) matice A
a) se nezméni, kdyz k faddku matice A pficteme nasobek jiného fadku matice A;
b) zméni znaménko, kdyz prohodime dva jeho (ruzné) rddky nebo sloupce.

Provadime-li tedy GEM podle algoritmu GEMz, tj. bez vybéru hlavnich prvku, pak
det(A) = det(U) = ujquge - - - uy, dostaneme jako soucin diagondlnich prvki matice U.
Pokud provadime ¢asteény nebo tplny vybér hlavnich prvku, pak staci, kdyz si pozna-
mename, tieba do proménné ¢, celkovy pocet prohozeni fadku (pro ¢dstecny vybér) nebo
radku i sloupcu (pro uplny vybér). Je-li ¢ sudé, pak det(A) = det(U), a je-li ¢ liché, je
det(A) = —det(U). Plati tedy

det(A) = (_1)q U11U22 * * * Upnp - (218)

V MATLABu lze pro vypocet determinantu pouzit funkci det.
Reseni soustavy rovnic s vice pravymi stranami nepredstavuje zadny problém,
misto s jednou pravou stranou pracujeme soucasné s m pravymi stranami. Vzorce (2.9)
a (2.17) zustavaji v platnosti, jediny rozdil je v tom, Ze ted b = (by, by, ..., b,,) je matice
pravych stran, takze také y, x a pripadné z jsou matice téhoz typu jako b. Zejména tedy
i-ty sloupec matice x = (X1,X2,...,X;,) je FeSeni prislusné i-té pravé strané. Piipad
uplného vybéru hlavnich prvka zde rozebirat nebudeme.

Pokud jde o pocet operaci, tak pro kazdou pravou stranu je tfeba zapocitat ptiblizné
n? operaci nésobicich a stejny pocet operaci scitacich, takze celkem jde o mn? 4+ O(n)
operaci. Je-li pocet m pravych stran maly ve srovnani s poc¢tem n rovnic, jsou nédklady na
provedeni LU rozkladu vyrazné prevazujici.

Vypocet matice inverzni lze provést tak, ze fesime soustavu rovnic Ax = b s n pravymi
stranami pro b = I, kde I je jednotkové matice. KdyZ tlohu fesime bud'to bez vybéru
hlavnich prvki nebo s ¢dsteénym vybérem hlavnich prvki, pak dostaneme x = A~ tj.
matici inverzni. Vzhledem ke specidlni pravé strané b =1 Ize jak pfimy tak zpétny chod
GEM provést pomoci %n3 +O(n?) operaci, takze celkem potiebujeme n3 + O(n?) operaci.

Ridk4 matice soustavy. Rekneme, ze matice je 7idkd, kdyz pocet jejich nenulovych
prvku je vyrazné mensi nez pocet vsech jejich prvku. Takové matice vznikaji pfi Feseni
fady vyznamnych aplikaci. Casty je pifpad, kdy pocet nenulovych koeficientti v rovnici
neptrevysi malé ¢islo m, které viibec nezavisi na poc¢tu n rovnic, takze s rustem n dostavame
stale Tidsf matice soustav. Ridké matice jsou v paméti pocitace i¢elné reprezentovany jen
pomoci svych nenulovych koeficientu. Pro feseni soustav s fidkymi maticemi existuji velice
efektivni algoritmy. Jednim z hlavnich cilu, které tyto algoritmy sleduji, je provadéni elimi-
nacnich kroku v takovém potadi, aby vznikalo co nejméné novych nenulovych koeficientu.
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Pasova matice soustavy. Specidlnim piipadem tidké matice je pdsovd matice, ktera ma
nenulové koeficienty jen v pasu okolo hlavni diagondly. Pfesnéji, matice A = {a;;}
pro kterou existuji cela nezaporna cisla p, q takova, ze

n
ij=1>

ai; =0 kdyz > j+p nebo j>1i+gq,

se nazyva pasova matice s pasem o §itce w = p+g+1 (mé p poddiagondl a ¢ naddiagonal).
Cislo s = max(p, q) se nazyva polovicéni §irka pdsu. Pro matici s poloviéni sitkou pédsu s
tedy ziejmé plati

ai; =0  proli—j| > s.

Pti eliminaci pasovych matic mohou nenulové koeficienty vznikat jen uvnitt pasu. Toho lze
vyuzit a docilit znatelnou tisporu jak v reprezentaci matice soustavy v paméti pocitace, tak
v poctu potfebnych operaci. Pro matici s poloviéni sitkou pasu s = p = ¢ = O(1) potiebuje
LU rozklad bez vybéru hlavnich prvki ns®+O(1) operaci a zpétny chod ns+O(1) operaci.
Symbol O(1) pfitom reprezentuje ¢islo nezévislé na n.

Soustava rovnic s tridiagonalni matici. V ptipadé s = 1 hovoiime o tridiagonalni
matici. Algoritmus GEM pro feseni soustavy rovnic s tiidiagondlni matici je velmi jedno-
duchy. Bez vybéru hlavnich prvka pro soustavu

a; C 0 0 c. 0 0 0 T d1
bl as Co 0 e 0 0 0 ) d2
0 bg as C3 ... 0 0 0 T3 dg
0 0 0 0 bn72 ap—-1 Cp—1 Tn—1 dnfl
0 0 0 0 0 bp1 an Tn dn

v piimém chodu poéitame

b; == b;/a;, Qi1 = Qjp1 — bicy, dip1 :=dip1 —bid;, i=1,2,...,n—1,
a ve zpétném chodu urcime

Ty = dp/ay a déle x; = (d; — cixiz1)/a;, i=n—1n—2,...,1
Transformovand matice soustavy obsahuje koeficienty LU rozkladu puvodni matice.

2.1.3. Vliv zaokrouhlovacich chyb

Pii feseni SLR témeér vzdy pusobi zaokrouhlovaci chyby. Jejich vliv prozkoumame
v nasledujicim ptikladu.
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Piiklad 2.3. Predpokladejme, Zze na hypotetickém pocitaci s tfimistnou mantisou mame
vytesit soustavu

3,96 1,01 1\ (5,03
1 025) \ay) = \125)
Pi{blizné feseni budeme znacit X = (71, 73)7. Protoze 3,96 > 1, nemusime rovnice pro-

hazovat a multiplikdtor mq; = 1/3,96 = 0,253. Od druhé rovnice odecitame mo;-ndsobek
prvni rovnice, tj.

(0,25 — 0,253 -1,01) - 25 = 1,25 — 0,253 - 5,03..

Pti zaokrouhlovani na 3 platné cifry dostaneme 1,01 - 0,253 = 0,256 a 5,03 - 0,253 = 1,27,
takze

0,02
- —0,006

T = 3,33.

Z prvni rovnice pak vypocteme z; = (5,03 — 1,01 - 3,33)/3,96 = 0,422 . Dostali jsme tedy
priblizné teseni

_ (0,422
*= 333 )"

Spocteme-li (pfesné) reziduum r = b — Ax, obdrzime

_ (5,03-3,96-0,422 -1,01-3,33\ [ —0,00442
- 1,25 -1-0,422 — 0,25 - 3,33 ~ \ —0,00450 /

To by nas mohlo svadét k domnénce, ze ziskané feseni x je prakticky presné. Tak tomu
ale neni, presné teseni je

L (025
=(7).

takze T a Ts nemaji ani jednu cifru platnou! Pro zajimavost uvadime, ze pro p = 4,6, ...
cifer mantisy dostaneme pfesné feseni a pro p = 5,7,... TeSeni, jehoz slozky maji p — 3
platnych cifer. 0

Prestoze ptiklad 2.3 je znacné umély, je jednoduchou ilustraci obecné platného tvrzeni:
Gaussova eliminace s ¢dstecnym vybérem hlavnich prvku zarucuje vznik malyjch rezidud.

K tomuto tvrzeni je tieba pripojit nékolik vysvétlujicich poznamek. Slovem ,zarucuje®
se mini, Ze lze dokdzat presnou vétu, kterd (za splnéni jistych technickych predpokladi
tykajicich se vypoctu v pohyblivé fadové ¢arce) uvadi nerovnosti omezujici velikost jed-
notlivych slozek rezidua. Dale slovem ,malych® minime ,v fadu zaokrouhlovacich chyb
relativné vzhledem ke tfem velicinam“: k velikosti prvku puvodni matice koeficientu A,
k velikosti prvki matic A®) vznikajicich v pritbéhu eliminace a k velikosti prvki fesenf x.
Konecné je treba dodat, ze i kdyz je reziduum malé, tvrzeni nefikd nic o velikosti chyby
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x — x. K posouzeni vztahu mezi velikosti rezidua a velikosti chyby se pouziva veli¢ina
znama jako ¢islo podminénosti matice.

2.1.4. Podminénost

Abychom mohli uré¢it podminénost tlohy ,najit feseni x SLR, Ax = b*“, potfebujeme
posoudit, jak moc se zméni TeSeni x, kdyz trochu zménime data, tj. matici soustavy A
a vektor pravé strany b. Zatimco k méreni velikosti ¢isel pouzivame absolutni hodnotu,
podobny nastroj pro méfeni velikosti vektoru a matic si teprve musime zavést.

Norma vektoru je nezaporné ¢islo, které reprezentuje jeho velikost. Ttida vektorovych
norem, znama jako [,, zavisi na parametru 1 < p < ooc:

n 1/17
1x[l, = <Z \9€z'|p> :
i=1

Nejcastéji se pouziva p = 1, p = 2 nebo limitni pripad pro p — oc:

n

n 1/2
= lal,  lxle = <Z x?) v [l = maxfa]
i=1

i=1

l;-norma je zndma také jako Manhattan norma, nebot odpovidd vzdéalenosti mezi dvéma,
misty v pravouhlé miizi méstskych ulic. ls-norma je béznd Euclidova vzdélenost neboli
délka vektoru. l-norma je zndma také jako Cebysevova norma. V MATLABu lze vekto-
rové normy || - ||, ur¢it pomoci funkce norm.

Konkrétni hodnota p je ¢asto nepodstatnd, normu pak jednoduse znacéime ||x||. Vek-
torova norma splnuje nasledujici zakladni vlastnosti, typické pro pojem vzdélenosti:

L. ||x]| >0, kdyzx#o a |of| =0,
2. |lex|| = |e| - [|x|| pro kazdé éislo c,

3. x+yll <%l +lyll (trojihelnikova nerovnost).

Symbolem o jsme pfitom oznacili nulovy vektor, tj. vektor, jehoz vSechny slozky jsou rovny
nule.

Norma matice je nezaporné ¢islo, které reprezentuje velikost matice. Normu matice A
znacéime ||Al|. Norma definovand predpisem

A
1A] = max A3 ax) (2.19)

xzo |[x||  jxl=1

se nazyva prirozend maticova norma pridruZend k vektorové normeé, pomoci niz je defi-
novana. Pfirozend maticova norma piidruzena k vektorové ¢,-normé

A
Iy o A, .

All, = max —
1Al xzo ||x]l,  Ixlp=1

29



Neni tézké ovérit, ze

n

|A|l1 = max Z ;] (maximum sloupcovych soucti),
1<j<n Py
n
| Al = max Z la;;| (maximum Fadkovych soucti) .
1<i<n £~
]:

Ptirozena maticova norma piidruzena k vektorové fs-normé je znama jako spektrdlni
norma. PTitom

||A||2 = Omaz(A) = V Amaz(ATA),

kde Opmar(A) je nejvetsi singuldrni ¢islo matice A, viz (3.12), a Apae(ATA) je nejvéts
vlastn{ ¢fslo matice ATA, viz (3.13). Pro symetrickou matici

[Allz = o(A) = max [A(A)],

1<i<n

kde A\;(A), i = 1,2,...,n, jsou vlastni ¢fsla matice A, viz kapitola 7.1.5. Cislo o(A) je
znamo jako spektrdalni polomér matice A. Pro pozitivné definitni matici

[Al2 = Apaz(A).
Jestlize vektorovd norma | - || a maticovd norma || - || spliiuji vztah

[AX[ly < [[Afl - [Ix]lv, (2.20)
rikame, ze maticovd norma || - ||as je s vektorovou normou || - ||y souhlasnd. Snadno

nahlédneme, ze pfirozena maticova norma je s pridruzenou maticovou normou souhlasna.
Existuji i jiné nez prirozené maticové normy. Jednou z nich je Frobeniova norma

" 1/2
1AllF = ( > a%) , (2.21)

ij=1
o které lze dokézat, Ze je to norma souhlasna s l,-normou, tj. ze plati
[AX[lz < [[A[[F - [Ix]|2-

V MATLABu lze maticové normy || - ||1, || - |2, - [l @ || + || F ur¢it pomoci funkce norm.
Maticové normy, které jsme si doposud definovali, maji nasledujici vyznacné vlastnosti:

L. |A|| >0, kdyz A#0O a [O| =0,

2. ||lcA|| = |e| - JA|l pro kazdé éislo e,

3. |A+B| <JJA||+ ||B| (trojihelnikova nerovnost),

4. |JAB|| < ||A|| - ||B]] pro ¢tvercové matice A, B (submultiplikativnost).
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Symbolem O jsme si pfitom oznacili nulovou matici, tj. matici, jejiz vSechny prvky
jsou rovny nule. Pfipomenme, ze obecna norma matice je definovana jako realna funkce
splnujici jen prvni tfi z vyse uvedenych podminek.

Cislo podminénosti. Pro posouzeni podminénosti tilohy ,najit feseni x soustavy lineér-
nich rovnic Ax = b* hraje klicovou roli tzv. ¢islo podminénosti K(A) matice A,

K(A) = [A] - [AT. (2.22)

Konkrétni hodnota ¢isla podminénosti zavisi na pouzité vektorové normé. Pro maticovou
p-normu budeme znacit k,(A) = [|A]|, - [|A7]|,, podobné kr(A) = ||Allr - ||A7Y F.

Vsimnéme si nékterych vlastnosti ¢isla podminénosti.

. Kp(A) > 1.

N =

. Pro jednotkovou matici x,(I) = 1.

3. Je-li A singuldrni, pak x,(A) = oo.

4. Kdyz matici A vynasobime &islem ¢ # 0, pak x,(cA) = k,(A).

5. Pro diagonalni matici D = diag{dy, ds,...,d,} je k,(D) = max |d;| /miin |d;].

Poznamenejme, ze vlastnosti 1-4 plati pro kazdou pfirozenou maticovou normu. 7 vlast-
nosti 4 a 5 plyne, ze r,(A) je lepsim meéfitkem blizkosti matice A k matici singularni
nez jeji determinant det(A). Jako extrémni piiklad uvazujme diagonalni matici fadu 100,
kterda md na diagonale ¢&isla 0,1. Pak det(A) = 107! coz lze povazovat za velmi malé
¢islo, avSak k,(A) = 1. Soustava rovnic s takovou matici se chova spiSe jako soustava
s jednotkovou matici nez jako soustava s matici témér singularni. V MATLABu lze ¢isla
podminénosti matice k1(A), ka(A), keo(A) a kp(A) urcit pomoci funkce cond.

K analyze podminénosti SLR budeme potiebovat nasledujici

1

Lemma 2.1. Necht || X]| < 1. Pak [|(I—X)7!| < 17HXH

Diikaz. Pro matici X = {zg}},_; na zakladé ekvivalence norem || - || a maxi<j s<n [Tkl
plati |zge| < ¢|X]], 1 < k,€ < n, kde ¢ je konstanta. Tedy [(X*),,| < ¢[| X" < ¢ X]",
coz znamend, ze kazdd slozka fady Y ;o) X' je majorizovdna konvergentni geometrickou
fadou ¢y oo, [|X]|*. Proto S,, = >_1" | X konverguje k matici S = >~ X*. Déle

I-X) I+ X +X24 -+ X") =1T- X" > 1,
nebot || X" < || X||"*! — 0. Tedy

I-X)8S=1 = S=) X' =(I-X)"".

i=1
Konecné

=37 =

> x
i=1

< i X < fj IXI" = —1|rxu' O
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Analyza podminénosti. Nech{ A = A+AA j je pozmeénénd matice soustavy a b=b+b
je pozménénd pravé strana. ReSenf X soustavy Ax = b vyjadfeme ve tvaru X = x + Ax.
Z rovnic Ax = b, (A+AA)(x+ Ax) = b+ Ab dostaneme (AA)x+ (A+AA)Ax = Ab.
Odtud
Ax =(A + AA) " (—(AA)x + Ab) = [AT+A'AA)] 7' (—(AA)x + Ab) =
I+ AT'AA) AT (—(AA)x + Ab).

Piedpoklddejme, Ze porucha AA je tak mald, ze ||[A'AA < ||[A7Y]-]JAA] < 1. Uzitim
lemmatu 2.1 pak postupné dostaneme

Ab
”n ||” <1+ AT AN - A7 (||AA||+”H H”)<
A1 ( ||Ab||)
AA| + <
T—a-1aay UIAA
TEIRIN

(Jomn, Jably
TAAT \'TAT ~ TAT-Tx]

— A= - Al
[l

Celkem tedy

1Ax]| _ K(A) (HAAH HAbH) .

- AA A b
1_ﬁ<A>|IHAH|I [AT b

I (2.23)

Cislo podminénosti x(A) > 1 tedy pusobi jako zesilova¢ relativnich chyb [[AA||/||A]l
a |[Ab]|/||b||. Z (2.23) pro AA = O dostaneme

|Ax]]

Il

|Ab| e
[ET RN
YT

K(A) (2.24)

kde r = b — A(X) je reziduum (Ab = Ax — b = —r, takze ||Ab|| = ||r||). Nerovnost
(2.24) potvrzuje zkuSenost, kterou jsme udélali v piikladu 2.3, totiz ze malé reziduum
nezarucuje malou relativni chybu. Na pravé strané nerovnosti (2.24) je totiz norma rezidua
||r|| ndsobena ¢islem podminénosti x(A) matice A, takze i kdyz je reziduum malé, muze
byt presto relativni chyba feseni velka, kdyz x(A) je velké.

Priklad 2.4. Soustava rovnic Ax = b, kde

1 10 11 S N
A= (10 101) ! b= (111) ’ ma resenit X = <1) )

Pouzijeme [, -normu a spoc¢teme ||bllo, = 111, [|X[| = 1. KdyZz pravou stranu zménime

na
~ 11,11 ., - (1321
b = (110,89) , dostaneme Teseni X = (_0’21) )
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Oznaéime-li Ab = b — b, Ax = X — x, pak ||Ab|s = 0,11 a ||Ax]|s = 12,21. Vidime, ze
pomérné mald zména pravé strany zcela zménila feseni. Relativni zmény jsou

A S A
12Dl _ g gpg. 10—, 1A% 95y
bl %o
Podle (2.24) odhadneme
12,21
Foo(A) > ——=— = 12321.
9,909 - 10—

Ve skutecnosti je b a Ab zvoleno tak, ze ry(A) = 12321. To se snadno oveéri, nebot

Al = (_1(1)(1) _1?> , takze A7 |o = 111 = Al a rwo(A) = 1112 = 12321.

Ukazme si jesté, ze vztah (2.24) plati jako rovnost:

Ax| 12,21 0,11
A 1221
%o 1 111

|Ab][o
bl

= Foo(A)

= 111 || w. O

K urceni x(A) potfebujeme znét ||A||. Avsak vypocet A~! vyzaduje priblizné tiikrat
tolik prace jako celé feseni soustavy rovnic. Nastésti presnou hodnotu x(A) obvykle ne-
potiebujeme, vystacime s dostatecné dobrym odhadem x(A). Spolehlivé a pomérné velmi
rychlé odhady ¢isla podminénosti matic patii v soucasné dobé ke standardnimu vybaveni
programu pro feseni SLR. Jestlize program zjisti, ze ¢islo podminénosti je piilis velké,
vyda varovani nebo dokonce vypocet prerusi. V- MATLABu lIze k rychlému posouzeni
podminénosti matice pouzit funkci rcond.

Shrnuti. Soustava linedrnich rovnic je dobre (Spatné) podminénd, pravé kdyz je mati-
ce soustavy dobfe (Spatné) podminéna. Podminénost matice soustavy A méfime pomoci
¢isla podminénosti k(A). Je-li ¢islo x(A) malé (velké), je matice A je dobfe (Spatné)
podminénd. Spatné podminénou soustavu rovnic lze obvykle jen velmi obtizné fesit. Po-
moci muze vypocet s vicemistnou mantisou (je vhodné pouzit dvojndsobnou nebo jesté
vétsi presnost). Existuji vSak vyjimky: je-li napfiklad A diagondlni matice, ve které
a; = 10%, pak je k(A) = 10""1, coz je pro velké n velké ¢islo, a presto feseni z; = 107,
ziskdme bez problému pro libovolné velky pocet rovnic.

Predpokladejme, ze matice soustavy je dobfe podminéna. Pak je GEM s céstec-
nym (nebo tplnym) vybérem hlavniho prvku stabilni algoritmus: protoze velikost mul-
tiplikatori nepresahuje jednicku, vznikajici zaokrouhlovaci chyby se dalsim vypoctem ,ne-
zesiluji“. Kdyz naopak vybér hlavnich prvku neprovadime, muzeme dostat multiplikatory,
jejichz absolutni hodnota je vétsi nez jedna, coz ma za nasledek zvétsovani diive vzniklych
zaokrouhlovacich chyb. GEM bez vybéru hlavnich prvku je tedy obecné nestabilni algo-
ritmus. Vyjimku z tohoto pravidla predstavuje feSeni soustav se specidlni matici soustavy,
napt. kdyz je matice soustavy ostie diagondlné dominantni nebo pozitivné definitni, pak
je i GEM bez vybéru hlavnich prvku stabilni algoritmus.
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2.2. Iteracni metody

Mnoho praktickych problému vyzaduje feseni rozsahlych SLR, jejichz matice soustav
jsou fidké, tj. maji relativné malo nenulovych prvku. Standardni elimina¢ni metody studo-
vané v predchoz{ kapitole 2.1 nejsou pro feseni takovych soustav vhodné, nebot v pritbéhu
eliminace dochéazi postupné k zaplinovani puvodné nenulovych pozic v matici soustavy, coz
vede k velkym narokum na pocet aritmetickych operaci a klade také vysoké naroky na
pamét pocitace.

To je duvod, pro¢ se pro feseni takovych soustav pouzivaji iteracni metody. Zvoli se
pocatecni vektor xq a generuje se posloupnost vektoru xg — X; — X . . ., kterd konverguje
k hledanému fteseni x*. Spoletnym rysem béznych iteracnich metod je fakt, ze kazdy
jednotlivy iteracni krok x, — x;.1 vyzaduje objem vypoctu srovnatelny s nasobenim
matice A vektorem, coz je pro fidké matice objem nevelky (pokud je v kazdém fadku
matice A fadu n nejvyse m nenulovych prvku, jde o nm operaci ndsobeni a s¢itani).
Prijatelny objem vypoctu lze proto dosdhnout i pro pomérné velky pocet iteraci.

Na obhajobu primych metod je vSak tieba dodat, ze pro soustavy s fidkymi maticemi
existuji velmi efektivni algoritmy elimina¢niho typu. Ptesto, pro extrémné rozsahlé sou-
stavy rovnic se specialni strukturou matice soustavy jsou vhodné zvolené iteracni metody
efektivnéjsi a jsou casto jedinou prakticky realizovatelnou metodou feseni.

2.2.1. Klasické iteracni metody.

vychézeji z rozkladu matice soustavy A = M—N , kde M je regularni matice. Posloupnost
Xy je pak definovana predpisem

MXk;—H = NXk + b, (225)

pricemz pocatecni aproximace xg je dana. Matici M, definujici konkrétni metodu, volime
tak, aby feseni SLR (2.25) ,nebylo ptili§ ndkladné“ a pritom aby konvergence x; — x*
byla ,rychla®.

Konvergence. Metodu (2.25) lze ekvivalentné zapsat ve tvaru

X1 = Ixp + c, (2.26)

kde T = M™'N, ¢ = M~ 'b. Metoda (2.26) je zndma jako metoda prosté iterace. Je-li
x* = A~!b pfesné feseni, pak e, = x;, — X* je chyba v k-tém kroku metody. Konvergence
xr — X* metody (2.26) nastane, pravé kdyz e, — o. Odecteme-li od rovnice (2.26) rovnici
x* = Tx* + ¢, dostaneme

€r11 = Tek = TQEk,l == TkJrleO. (227)
Proto
e, -0 — TF'— 0. (2.28)

Matice A s vlastnosti A¥ — O pro k& — oo se nazyva konvergentni matice, anglicky
convergent matriz. Nutnou a postacujici podminku pro to, aby matice A byla konver-
gentni, odvodime pomoci Jordanova rozkladu matice A.
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Jordaniv rozklad. Ke kazdé ctvercové matici A existuje regularni matice X takova, ze

X TAX =7,
kde
J1
J
J= ’ ,
Ji
je blokové diagonalni matice, znamé jako Jordanuv kanonicky tvar matice A, a
Ao 1
n=| L= L2t
1
Ai

jsou Jordanovy bloky. Mimo hlavni diagondlu a prvni naddiagonalu jsou prvky matic J;
nulové. Dukaz existence Jordanova rozkladu viz [53].

Protoze horni trojtihelnikova matice A je s matici T podobna, diagondlni prvky \;
Jordanovych bloku J; jsou vlastni ¢isla matice A, viz kapitola 7.1.5.

Véta (o konvergentni matici). Matice A je konvergentni, pravé kdyz spektralni polomér

o(A) matice A je mensi nez 1, tj.

AF -0 pro k=00 += oA)<l. (2.29)

Diikaz. Snadno ovérime, ze
k
Ji

J5

AP =XJXT =X X!

)
k
']t

takze A¥ — O, pravé kdyz J¥ — O, i =1,2,...,t. Matici J; lze zapsat ve tvaru

kde I; je jednotkova matice fadu n; a
01
1
0

Nenf tézké ovéfit, ze pro 1 < k < n; je N¥ hornf trojihelnfkova s jednickami v k-té
naddiagonale a ze pro k > n; je matice Nf = O nulovéa. Proto

n;—1

Jf = (NL+ Ni)k = )\fli + Z (k) )\f_j Ng pro k > n,.
; J
7j=1
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(a) Jestlize J¥ — O, pak nutné |\;| < 1.
(b) Necht |\;| < 1. Protoze rada
i (k) IA*7) konverguje, (k) A7) 5 0 pro k — oco.
= J
Odtud J¥ — O pro k — oo. O]
Dokazali jsme tedy nutnou a postacujici podminku konvergence:
metoda prosté iterace (2.26) konverquje, pravé kdyz o(T) < 1. (2.30)
Je-li x vlastni vektor matice A a A je odpovidajici vlastni ¢islo, tj. kdyz Ax = Ax, pak
Al = [ A < [A] - x]l,  odtud o(A) < [|A]. (2.31)
Muzeme tedy vyslovit postacujici podminku konvergence:
jgestlize ||T|| < 1, pak metoda prosté iterace (2.26) konverguge. (2.32)

Pro dale uvedené konkrétni iteracni metody vyslovime postacujici podminky konvergence
v jiné, snadnéji ovéritelné forme.

Kritéria pro ukonceni iteraci. Jde o to, jak rozhodnout, zda x;.; je uz dostatecné
dobré aproximace fesenf x. Resen{ x nezndme, takze se bez néj musime obejit. Nabizi se
zkoumat velikost zmény X,.; — X nebo velikost rezidua ri,; = b — Ax;. 1. Postupuje
se tak, ze uzivatel zada malé kladné ¢islo € jako pozadovanou presnost a v kazdém kroku
metody se testuje, zda je splnéna nékterd z nasledujicich podminek

Lo |Ixeg1 — x| < ellxll,
2. lrgga|l < e(JAN - 1%kl + B,
3. ltrgall < ellrolf -

Je-li podminka na ukonceni iteraci splnéna, vypocet prerusime a Xj,; povazujeme za
pribliznou hodnotu feseni x.

Jacobiova metoda. Piedpoklddejme, ze A = L + D + U, kde D je diagonélni matice,
ktera ma stejnou diagonélu jako A, a kde L resp. U je ryze dolni resp. horni trojuhelnikova
cast A, tj.

a1 0 0
D— 0 a99 0 ’
0 0 Ann
0 0 0 aj;y --- Q1n
T e P
0 0 An—1,n
pi - Gpp—1 0 o - ... 0
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Nejjednodussi rozklad A dostaneme pro M =D a N = —(L + U). Metoda (2.32) je pak
tvaru

DXk;—H =b — (L + U)Xk (233)

a je znama jako Jacobiova metoda. Soustava (2.33) s diagondlni matici se fesi snadno.
(k)

Zapiseme-li (2.33) po slozkach (slozky vektoru xj jsou znaceny z;”’, podobné pro xj1),

dostaneme
1 n
k+1 k :
$£+):—<bl— Z aij$§')>, Z:1,2,...,77,.
Qs ,
j=1
J#i
Analyzou vlastnost{ itera¢ni matice T = —D~!}(L + U) lze dok4zat, ze

Jacobiova metoda konverguje, kdyz A je ryze diagondlné dominantni.

Gaussova-Seidelova metoda. Vsimnéte si, ze Jacobiova metoda pouziva x; k vypoctu
v8ech slozek x4 1. Protoze (alespon na sériovych pocitacich) prvky vektoru xx,1 pocitame
postupné jeden za druhym, vznikl prirozeny nédpad vyuzit ihned ty slozky xj1, které jsou
uz k dispozici. Tak dostavame Gaussovu-Seidelovu metodu:

i—1 n
iy _ L, (k1) ) _
x, _a_,<bz Zazj:pj Z ij T ), 1=1,2,...,n.

i j=1 j=i+1
Vyjadiime-li tuto metodu v maticovém tvaru, mame
(D + L)Xk»Jrl =b-— UXk . (234)

Je dokazano, ze

Gaussova-Seidelova metoda konverguje, kdyz A je ryze diagonalné dominantni nebo pozi-
tivné definitni.

Poznamky. Nasleduje nékolik poznatku o vzajemném vztahu Jacobiovy a Gaussovy-
Seidelovy metody.

1. Konvergence Gaussovy-Seidelovy metody je pro mnohé matice A rychlejsi nez kon-
vergence Jacobiovy metody. Tak je tomu tieba v piipadé, kdyz A je ryze diagonalné
dominantni.

2. Existuji matice, pro které Gaussova-Seidelova metoda konverguje a Jacobiova me-
toda nekonverguje a naopak, pro které konverguje Jacobiova metoda a Gaussova-
Seidelova metoda nekonverguje.

3. Jacobiova metoda umoznuje paralelni vypocet (vSechny slozky xEkH) mohou byt

pocitany soucasné, kazda na jiném procesoru), zatimco Gaussova-Seidelova metoda

1)

je ze své podstaty sekvencni (acgk+ lze vypocitat az po té, co byly spocteny vsechny

slozky xg.kﬂ) pro j < i). Pro specidlni typy matic A jsou vSak vypracovany postupy

umoznujici paralelizovat i Gaussovu-Seidelovu metodu.
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Relaxaéni metody. Bezprostiedné poté, co jsme zikladni metodou (Jacobiovou nebo
Gaussovou-Seidelovou) spocetli i-tou slozku xEkH), provedeme jeji modifikaci

(k)

i

(k+1)

+wz;

7

2= (1—-w)x
kde w > 0 je tzv. relaxacni parametr. Volime ho tak, abychom vylepsili konvergenci
zakladni metody. Pro w = 1 dostavame puvodni metodu. Zvolime-li w < 1, hovotfime
o dolni relazaci, v ptipadé w > 1 jde o horni relazaci. Efektivni volba relaxaéniho para-
metru w zavisi na zvolené zakladni metodé a na matici soustavy A.

Praktické zkuSenosti potvrzuji, ze dolni relaxace muze zajistit konvergenci v piipade,
kdyz zakladni metoda nekonverguje. Vhodnou volbou relaxacniho parametru 1ze rychlost
konvergence puvodni metody podstatné zrychlit. Pro zvolenou metodu a specialni tvar
matice A jsou znamy vzorce pro optimalni hodnotu wey relaxacniho parametru. Tyto
vzorce viak maji vyznam spiSe teoreticky, nebot vypocet podle nich je piili§ narocny.
Proto se pracuje s proménnym relaxacnim faktorem, v k-té iteraci s wg, a jeho hodnota
se v kazdé iteraci zpfesnuje tak, aby se postupné blizila k optimdlnimu w,,. Konkrétni
metody lze najit ve specializované literatufte.

Relaxace Jacobiho metody. Da se ukazat, ze kdyz konverguje Jacobiho metoda, tak
konverguje také relaxovand Jacobiho metoda pro 0 < w < 1.

Relaxace Gaussovy-Seidelovy metody je v literatufe znama jako SOR metoda (podle
anglického ,Successive Over Relaxation®). O konvergenci SOR metody mame zejména
nasledujici poznatky:

1. Pokud SOR metoda konverguje, pak je 0 < w < 2.
2. SOR metoda konverguje, kdyz A je ryze diagonalné dominantni a 0 < w < 1.
3. SOR metoda konverguje, kdyz A je pozitivné definitni a 0 < w < 2.
SOR metoda zapsand po slozkach je tvaru
i—1 n
:cgkﬂ) = % (bl- — Zaii x§k+1) — Z ai; xgk)> +(1-— w)xgk) , i=1,2,...,n,
v j=1 j=i+1
a SOR maticové je
(D +wL)xg41 = [(1 —w)D — wU] x; + wb. (2.35)

Kdyz ve slozkovém zapisu SOR metody na pravé strané misto :cg.kﬂ) piseme xg-k), dosta-

neme relaxaci Jacobiovy metody oznacovanou jako JOR metoda, maticove

Dxji1 = [(1 —w)D —w(L + U)| x4, + wb. (2.36)

Symetricka horni relaxace je v literatufe zndma jako SSOR metoda (podle anglického
»Symmetric Successive Overrelaxation®). Jeden krok metody je definovan pomoci dvou
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pulkroki, z nichz prvni je SOR krok a druhy je zpétny SOR krok:

i—1 n
(k+1/2) _ (k) W (k+1/2) (*) -
x; —(1-(&1)33'1 +a_“<bl_zla”x3 _'ZJrlaijxj ),2—1,2,...,71,
J= j=i

= (- @)l = (bz- =D a3 ey asi“”) i=nn—l
i j=1 j=itl
Maticovy zapis SSOR metody je tvaru

2.3
(D4 wU)xpp1 = [(1 —w)D — wL]xy41/2 + wb.

Vyloucenim Xj 1/, dostaneme piedpis
Mx;. 1 = Nx;, + b,

kde
1 1
M= Y (—D+L) D! (—D+U),
2—w \w w

—1
N:L(1D+L)Dl(1_—“D—L) (1D+L) (1_—WD—U>.
2—w \w w w w

Postacujici podminky konvergence jsou stejné jako pro SOR metodu: A ryze diagonalné
dominantni a 0 < w < 1 nebo A pozitivné definitni a 0 < w < 2. Je-li A symetrickd, pak
U =L", takze
1
M=———(D+wL)D'(D+wL"). 2.38
w(2 —w) ( ) ( ) (2.38)
Tato matice se nékdy pouziva jako predpodminovaci v metodé sdruzenych gradientu. Je-li
w = 1, dostaneme symetrickou Gaussovu-Seidelovu metodu, stru¢né SGS metodu.

Priklad 2.5. Velké tidké matice vznikaji pfi numerickém feseni parcidlnich diferencialnich
rovnic. MATLAB ma ve své galerii priklady takovych matic. Ptikazem

K = gallery(’poisson’,n)

vygenerujeme matici, jejiz strukturu nyni popiseme. ! Matice K je blokové tiidiagonalni,

'Parcidlni diferencidlni rovnice jsou nezbytné pro modelovani technickych problémt. P#i feseni Di-
richletovy 1lohy pro Poissonovu rovnici na ¢tverci Q = (0,1) x (0,1),

_ Pu(z,y)  Ou(z,y)
Ox? Oy?

= f(z,y) vQ a wu(z,y)=g(x,y) na hranici 99,

(funkce f a g jsou dané, nezndmd je funkce u) metodou sit{ vznikd SLR s matici soustavy K uvazovanou

v tomto ptikladu 2.5.
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pro devét rovnic vypada takto:

4 -1 0(-1 O O O O O
-1 4 -1} 0 -1 0] O O O
0O -1 4, 0 0 -1 0 0 O
-1 0 0} 4 -1 O0|-1 0 O
O -1 0(-1 4 -1} 0 -1 O
o 0 -1 0 -1 4 0 0 -1
o 0o o(-1 0 0 4 -1 O
o o0 of 0 -1 O0(-1 4 -1
o o oL 0 O -1] 0 -1 4

Obecné je K slozena z ¢tvercovych submatic fadu n (tzv. bloku) B, —I, O, které jsou
ve ¢tvercové matici fddu n? rozmistény ve tfech diagondlach

B|-I| O O O
-1 B|-1 Ol O
O|-1 B O O
K =
0Ol 0] O B|-1
0Ol 0] O -1 B

Matice I je jednotkova matice, O je ctvercova matice s nulovymi prvky a B je tiidiagonalni

matice
4 —1
—1 4
0 -1
B = ) )
0 0
0 0

0

-1

0

0

—1

Na matici K se casto testuje uc¢innost numerickych metod pro feseni SLR s fidkou matici.
Na obrazku 2.3 je vidét zavislost poctu iteraci (potiebnych pro dosazeni zvolené presnosti)
na po¢tu rovnic n?. P¥i metodé SOR bylo zvoleno optimalni w.

2.2.2. Dalsi iteracni metody.

Klasické itera¢ni metody se soucasnosti pouzivaji uz jen ztidka. Do ucebniho textu
jsme je zatadili hlavné proto, ze jsou pomeérné jednoduché a pfitom na nich lze dobfe
ukazat, jak iteracni metody funguji. V této kapitole uvedeme dvé typické, v aplikacich
standardné pouzivané, itera¢ni metody: zobecnénou metodu minimdlnich rezidui pro SLR
s libovolnou reguldrni matici soustavy a metodu sdruzenych gradienti pro SLR s pozitivné
definitni maticf soustavy. Radu dalsich metod lze najit tfeba v [33].
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Obr. 2.3: Srovnani klasickych itera¢nich metod

2.2.2.1. Zobecnéna metoda minimalnich rezidui

Mame najit feSeni x* soustavy linearnich rovnic Ax = b, kde A je obecna regularni
matice. Zacneme tim, ze si vysvétlime, jak pracuje

Metoda minimalnich rezidui. Ptiblizné feseni x5, hleddme ve tvaru
Xkl = Xp + QT (2.39)

kde ry = b — Ax; # o je reziduum (je-li ry = o, pak x; = x*) a a4 je koeficient uréeny
tak, aby délka |rg,1||2 vektoru nového rezidua ryy; = b — Axy,; byla minimalni.
V dalsfim budeme pouzivat oznaceni (u,v) = u’v pro skaldrni souc¢in vektorii u a v,
takze |lul|; = (u,u)/2. Dolni index 5 v |lul|; budeme vynechévat, tj. ||ul| = |[ul|2.
Koeficient oy, dostaneme minimalizaci funkce

pla) = [Ib — A(xi + ) |* = |[re — aArg]|* = [[ral|* — 2a(ry, Ary) + o[ Ary .
Protoze

@) = =2(rx, Ary) + 20f|Arg[*, ¢(a) = 2] Axy?,
() nabyva svého minima pro

(I’k, Ark)

= - 2.40
A (AI‘k, Ark) ( )

Metoda minimdlnich rezidii se nékdy oznacuje zkratkou MR (podle anglického ,, minimal
residual“). Je to jednokrokova metoda: k urceni x; 1 staci znét jen x, a ry z bezprostiedné
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predchoziho kroku. D4 se ukazat, ze metoda MR konverguje, tj. x;, — x*, napiiklad tehdy,
kdyz A je pozitivné definitni. Metodu MR proto zobecnime tak, aby konvergence nastala
pro kazdou regularni matici.

V dalsim budeme pracovat s pojmem Krylovova podprostoru. Nejdiive pfipomenme,
ze span(vy, va, ..., Vy,) je vektorovy prostor generovany vektory vi, va, ..., v, tj.

m
span(vy, va, ..., V) = {V|V:ZOQVZ',O£Z' eR,i=1,2,...,m}.
i=1

Prostor
Km(C,v) =span(v,Cv,...,C" lv)

je tzv. Kryloviv podprostor (pro dané piirozené ¢islo m, matici C a vektor v). K,,(C, v)
je podprostor R", kde n je fdd matice C, dimenze X,,(C, V) je nejvyse rovna mensimu
z Cisel m a n.

Zobecnéni metoda minimdalnich rezidui (anglicky ,generalized minimal residual,
zkratka GMRES). Ptiblizné feseni x,, soustavy Ax = b hledejme ve tvaru

Xm:XO+5m7

kde 9,, € K,, = K,,(A,rg) vybereme tak, aby norma ||r,,| rezidua r,, = b — Ax,, byla
minimalni, tj. aby

el = |Iro — Adn|* < |lro — AS|* V6 € K, (2.41)
Predpokladejme, ze X,, je dimenze m. ProtoZe piirozena baze {rg, Arg, ..., A™ 'ry}
prostoru X, je Spatné podminénd, sestrojime v ném ortonormalni bézi {vy, v, ..., v, }

a X,, hleddme ve tvaru

Xm = X0+ ViV, kde V,, = (v, ve,...,v)ay, €R", (2.42)
pricemz y,, urc¢ime v souladu s (2.41) tak, aby

lroll* = llro — AViyil* < [ro — AV,y|* Vy € R™. (2.43)

Navrzend metoda je m-krokové, nebot k sestrojen{ x,, potiebujeme vektory {vy}7 ;.

Sestrojeni ortonormalni baze v X,,(A, v). Nejdiive uvedeme zékladni verzi Gramovy-
Schmidtovy ortonormalizace jako

Algoritmus AGS (Arnoldi-Gram-Schmidt)

vi=v/|v]

for k:=1,2,...,m do
fori:=1,2,...,k do hy := (Avy,v;) end
wi = Avy — Zle hikVi

R = [ W]

U W
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6. if hy11, = 0 then stop

7. Vig = Wi/ Ry

8. end

Tvrzeni 1. Predpoklddejme, ze algoritmus AGS neskonci diive nez v m-tém kroku. Pak
vektory vy, va, ..., Vv, tvoii ortonormalni bazi Krylovova podprostoru X, = K,,(A, v).

Diikaz. Vektory vi, k =1,2,...,m, jsou ortonormdlni (podle fadku 3 a 4 je (wy, v;) =0,

Jj = 1,2,...,k, a podle fadku 7 je ||Vis1l| = Wi/hprip = 1, & = 2,3,...,m). Zbyva
dokazat, ze span(vy, vo, ..., vi) = K,y,.

a) Nejdiive dokdzeme, Ze v; = ¢;_1(A)vy, kde ¢;_1(t) = 3272, (] Y4i-1=1 je polynom
G

stupné j — 1 s koeficientem ag b # 0. Dukaz provedeme 1nduk(31 Pro j =1 je

vy = qo(A)vy pro qo(t) = a(() = 1. Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro j < k. Pak

K
I kVier = Wi = Avi = > havi = Age 1 (A)vi = > hargi 1 (A)vr,

i=1

takze vii1 = qr(A)vy, kde g (t) je polynom stupné k a aék) = aék 2 /th’k # 0.

Dokézali jsme tedy, ze span(vy, va, ..., vy) € K.

b) Dokdzeme, ze Ai~'vy € span(vy,va,...,v;). Pro j = 1 tvrzeni plati. Pfedpoklé-
dejme, ze tvrzeni plati pro j < k. Pak z rovnice

his1 kVir1 = Avy — Z hixv; = ao DA Fvi + Z a; (k=1) g b= vy — Z hikvi,
=1
a protoze ao - # 0, tvrzeni platiipro j = k+1. Proto K € span(vy, v, ..., V).

Dokézali jsme tedy, ze K,, = span(vy, va, ..., v,,) a dukaz je hotov. O

Tvrzeni 2. Oznatme V,, matici typu (n,m), jejiz sloupce jsou vektory vi,va, ..., vy,
a dale necht H,, je horni Hessenbergova matice typu (m + 1, m), jejiz nenulové prvky hg,
jsou definovany algoritmem AGS, tj.

i=1,2,... k+1,

_(h. ik 5 —
H, = {hax} {0, i=k+2,k+3,... m+1, k=12...,m.

Déle necht H,, je matice, kterou dostaneme z H,, vypusténim jejtho posledniho fadku.
Pak

AV, = V,H, +w,el = (2.44)
Vo1 Hy (2.45)
VIAV,, = H,. (2.46)

Ptitom e,, je m—ty sloupec jednotkové matice radu m.
Dukaz. (2.45) a (2.44) plyne z fadkua 4, 5 a 7 algoritmu AGS, podle kterych

k+1 m
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2.46) dostaneme z (2.44), nebot VIw,, = hmi1.m(Vi, Vo, ..., Vi) Vine1 = 0. O
( m +1, +
Praktickou implementaci algoritmu AGM predstavuje

Algoritmus AGSM (Arnoldi-Gram-Schmidt modified)

1. vy :=v/||v]

2. for k:=1,2,...,mdo
3. Wy = Avy

4. fori::=1,2,...,k do
5. hig == (Wi, Vi)

6. Wi = Wi — hjLv;

7. end

8. gk = |l

9. if hy11, = 0 then stop
10.  Vigr = Wi/hpra

11. end

Protoze (Avy — 23;11 hjivi, vi) = (Avy, v;) = hi, jsou algoritmy AGS a AGSM ekviva-
lentni. Pii redlném vypoctu je vSak algoritmus AGSM stabilnéjsi.

Algoritmus metody GMRES. Ze vztahu (2.43) plyne, Ze vektor y,, minimalizuje
funkci

o(y) = llro — AVyy]|.
To ale znamena, Ze y,, je feSenim preurcené soustavy n linearnich rovnic o m neznamych
Ame = Iy

ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu, viz kapitola 3. Protoze sloupce matice V,, jsou
linearné nezavislé, jsou linearné nezavislé také sloupce matice AV,,, a proto je y,, urceno
jednoznacné, viz kapitola 3.

V dalsim popiseme efektivni vypocet vektoru y,,. Vyuzijeme nasledujici vlastnost:
jestlize matice Q spliiuje podminku Q7 Q =1, pak ||v| = ||Qv]|. Skutecné,

IQv]* = (Qv)"Qv=v'Q"Qv =v'v = ||v|*.

Oznacéime-li ||rg|| = B, pak vi = 87 'ry, a tedy
rg = fvi = Ve,

kde €; je prvni sloupec jednotkové matice fadu m + 1. Odtud a pomoci (2.45) dostaneme
rg — AVyy = V188 — Vi Hyy = Vi (68 — Hyy)

a protoze vzhledem k ortonormalité baze {v;}74" je VI, V,,.1 = I, obdrzime

o(y) = |V (Ber — Hpy)| = |[Huy — Bel -
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Proto y,, ziskdme feSenim preurcené soustavy m + 1 rovnic o m nezndmych
H,y = Be (2.48)
metodou nejmensich ¢tvercu. Standardni postup je zalozen na tzv. QR rozkladu matice

Hm = Qm—l—lRma

kde Q.11 je ortonormalni matice fadu m + 1 a R,,, je horni trojihelnikové matice,

o g, =12,k -
Rm_{rzk}a Tzk_{o’ Z:k—f-l,k}—l—Q,’m—f-l’ k—l,Q,...,m

Metoddm QR rozkladu je vénovdna kapitola 3.4, zde budeme predpoklddat, ze matice
Qi1 a Ry, umime urcit. Pak

p(y) = 1QuaiRuy — Beill = |Quri(Riny — Q180 = Ry — dil|

kde am = ﬁQ%.ﬁ.lél. Necht

_ R, - (d,

kde R,, je matice tadu m, O je nulova matice typu (1,m), d,,, vektor typu (m,1) a 7, je
skalar. Protoze

0=1(8)x Co)l =102

©(y) nabude své minimélni hodnoty ¢(y,,), pravé kdyz
R,y = dn. (2.49)
Pak ©(ym) = |ym|- Protoze podle (2.43) je ©(ym) = ||rml|, dostali jsme

[Tl = [Vl - (2.50)

Je-li v, = 0, pak x,,, = x*. Nyni jiz muzeme uvést

Algoritmus GMRES(m).

1. zvolime xq, €, m, nrmax

2. for nr:=1,2,...,nrmazr do

3 ro:=b — Axq, 0 :=||ro||, vi :==10/f
4 for k:=1,2,...,m do

5. wy = Avy

6 forv:=1,2,...,k do

7 hig == (W, V)

8 Wi = Wy — hiLv;
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9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

end
hiyv1x := ||[wi|, sestavime Hy, vypocteme Ry, di, v
if || <cork=m
Vi = R,;ldk, X 1= Xo + Viyg, if || < ¢, stop, end
else
Vi1 = Wi/hgi1k, sestavime Vi
end
end
Xo 1= X
end
print(’GMRES (m) nekonverguje’)

K algoritmu GMRES(m) pfipojime nékolik poznamek.

1. Vsimnéte si, ze algoritmus GMRES(1) je ekvivalentni s algoritmem MR. GMRES(m)

je zrejmé m-krokova metoda.

. Oznaéme jako GMRES algoritmus GMRES(n). GMRES lze povazovat za metodu

minimalizacni, priblizné feseni x, = x¢ + V¥ je definovano takto:
urcit x; € xg + K (A, ro) spliujici [|[b — Axy|| < ||b — Ax|| Vx € x¢ + Ki(A, o).

Pokud bychom pocitali presné, pak v fadku 17 dostaneme pfesné feSeni x = x* pro
n¢jaké k£ < n.

Diikaz. Je-li hyi1, = 0 pro k < n, pak z (2.48) plyne Hyy, = feq, kde e; je
prvn{ sloupec jednotkové matice fadu k, a déle z (2.44) plyne AV, = VHy, nebot
w;, = 0. Proto

ry =b — AXk =b— A(XO + kak) =Tg — Akak =
ro — ViHryr =19 — Vife; =g — fvi = o,
takze x; = A™'b = x*. Pokud hpi1x # 0,k =1,2,...,n—1, pak hy41, = 0. 0

. O metodé GMRES se mluvi také jako o metodé kosothlé projekce (anglicky ,,oblique

projection®), ¢imz se mini, ze x,, urcujeme tak, aby
X — X0 € K a r, LL, =AK,.
Snadno ovéfime, ze pak r,, minimalizuje ||b — Ax|| v x¢ + K.
Diikaz. Oznacime-li ¢ (y) = ||ro— AV,,y||*, pak uvedené tvrzeni je dusledkem vztahu

0= VY(yn) = —2(AV,) ., V2U(ym) = 2(AV,,)TAV,, .

. Pro velké m je tieba v paméti poéitace uchovavat matice V,, a H,,, které jsou pro

velké n znacéné rozsahlé. Proto se obvykle voli m v tadu desitek. V takovém ptipadé
se ale muze stat, ze konvergence metody GMRES(m) je velmi pomald. Proto byva
omezen maximalni pocet tzv. restartu, viz parametr nrmax na radku 1.
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5. Ry, d a 7y pocitame Givensovym (R algoritmem, viz kapitola 3.4.2, v némz
vyuzijeme to, ze matice H; ma pod hlavni diagondlou nenulové jen prvky h;iq,,
1=1,2,...,k.

6. Rychlost konvergence muzeme podstatné zvysit, kdyz misto rovnice Ax = b fesime
rovnici M—'Ax = M~!b, kde M je tzv. pfedpodmiiovaci matice. Za M lze zvolit
naptiklad neiplny LU rozklad matice A, viz [46]. Inverzni matici M~ ve skutecnosti
nepocitame. Algoritmus GMRES(m) se zméni pouze v fadcich 3 a 5 takto:

3. vypocteme z jako feseni Mzy = b — Axq, 5 := ||zo|, V1 := 2o/
5. vypocteme wy, jako feseni Mwy = Avy

7. V MATLABu je metoda GMRES(m) implementovéna jako funkce gmres a netplny
LU rozklad jako funkce ilu.

2.2.2.2. Metoda sdruzenych gradientt

je jednou ze zékladnich metod pro feseni soustav linedarnich rovnic Ax = b s pozitivné
definitni matici soustavy. Predpokladejme tedy, ze matice A je pozitivné definitni. To
nadm umoziuje definovat skalarni sou¢in (u,v)a = u’ Av a tzv. energetickou normu

|lulja = (u, u)X2 = vulAu.

Ptesné teseni soustavy linearnich rovnic Ax = b budeme znacit x*.
K lepsimu pochopeni principu, z néhoz metoda sdruzenych gradientu vychazi, poslouzi
jednoducha

Metoda nejvétsiho spadu. Priblizné teseni x;,1 hledame ve tvaru
Xk+1 = Xk + oY y (239)

kde r, = b — Ax; # o je reziduum a «ay, je koeficient urceny tak, aby energetickd norma
|lexs1lla chyby exi1 = X1 — x* byla minimélni. Koeficient oy dostaneme minimalizaci
funkce

ola) = %ka + ary — X*Hi = %(xk + ary — X*)TA(Xk + arp — x*).

S prihlédnutim k symetrii matice A obdrzime
¢ (a) = rf A(xy + arp — x*) =1} (Axg + aAr, — b) =1} (0Ary — 1),
¢"(a) =i Ary,.

Z nutné podminky ¢’(cy) = 0 pro extrém funkce ¢(a) urcéime

_ (l“k,rk;)
(I’k, AI‘k) ’

a protoze matice A je pozitivné definitni, je ay hledané minimum funkce ¢.
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Rovnici ¢'(ay) = 0, ze které jsme urcili oy (a tedy také xx,1), 1ze ekvivalentné zapsat
ve tvaru

T T
r, (AXpi1 —b) = —1 1841 =0,

tj. Xxo1 jsme urcili tak, aby reziduum rj,, bylo ortogonélni k predchozimu reziduu ry.
Vsimnéte si, ze pfiblizné fesenf X441 je minimem funkee ¢(x) = %||x — x*[|3 na po-
lopiimce xj + arg, a > 0. Protoze ry, = —V(x;), minimum x;,; hleddme ve sméru
nejvetsiho spadu funkce v, coz vysvétluje nazev metody.
Zobecnénim metody nejvétsiho spadu je

Metoda ortogonalni projekce, strucné FOM podle anglického . full ortogonalization
method“, viz napt. [46], kterd pocita x,, tak, aby

Xm — Xg € Ky a r, LX,.
Ptiblizné teseni hleddme stejné jako v metodé GMRES ve tvaru
Xm = X0 1 mem ) (242)

zvolime vi = 37'rg, kde 8 = ||rol|, Vo, Vs, .., Vv, vypocteme algoritmem AGSM a y,,
urcime tak, aby

o0=Vir,=Vib—-Ax+V,ym)) =Vlirg— VLAV, y,, = Be; — H,y..

Vyuzili jsme toho, ze VIry = VI Bv, = Be;, kde e; je prvni sloupec jednotkové matice
radu m, a déle také vztahu (2.46). Vektor y,, je proto Fesenim soustavy m linearnich
rovnic

H,.y,. = fe:. (2.51)
Je-li Ay i1 = 0, pak x,,, = x*. Skutecné, pomoci (2.42), (2.44) a (2.51) dostaneme
b = Axp| = [Iro = AViym[| = [[ro = Vi Hinym|| = [lro — Vimfen|| = 0.

Pro pozitivné definitni matici A je rovnice VIr,, = o ekvivalentnim vyjadienim toho,

Ze X, minimalizuje funkci 1 (x) = 3[x — x*||3 na mnoziné xo + K, nebo-li ze y,, mi-

nimalizuje funkei p(y) = 1{|xo + V,ny — x*||a v R™. Skutecné, Vo(y) = VI (Ax — b),
kde x = xg + V,,y, VZp(y) = VI AV,,, takZe pro minimum y,, funkce p(y) plati
0=Vo(ym) =—-Vir,.

FOM lze pouzit i v pfipadé, ze matice A neni pozitivné definitni: y,, zase uréime
z (2.51), neptjde vsak uz o minimum funkce ¢ (x).

Pro pozitivné definitni matici A 1ze m-krokovou FOM metodu ptreformulovat na jed-
nokrokovou metodu znamou jako metoda sdruzenych gradienti. V nasledujicim textu
ukazeme, jak to lze provést. Predpokladejme tedy, ze matice A je pozitivné definitni.

Podle (2.46) je H,, symetrickd, a protoze je horni Hessenbergova, je tiidiagonélni,

ar P

B2 B3
H,, = . , (2.52)
ﬁm— 1 Qm—1 ﬁm

Bm QAm
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tj. ik = ak, Pgk+1 = M1k = Br. Pomoci LU rozkladu dostaneme

1 m B2
Ay 1 ne B3
H,, =L, U, = . (253)
/\m—l 1 Nhm—1 Bm
Am 1 N
kde
= X y
= (2.54)
)\k:Bk/T]k—la nk:ak_)\kﬂka k:273a"'am'
7 (2.42) a (2.51)— (2.53) plyne
Xm = X0 + Vinym = %o + V, H ' (Ber) = x0 + V,, UL 'L (Bey)
Oznacime-li
P,.=V,U,! a z,=L."(Be), (2.55)
pak
X = X0 + Pz, - (2.56)
Z rovnice P,,U,, = V,, odvodime pro sloupce p; matice P,, = (p1, ps, - - ., Pm) rekurzi
-1
P1 =17 Vi,
e (2.57)

Pr =1 (Vi — Bipre1), K =2,3,...,m.

Protoze span{pi, ps, - - ., Pm} = span{vy, vo, ..., vy }, {pi}1%, je bdze v K, (A, rg). Ozna-

¢tme-li z,, = (¢1, o, - .., Gn)?, pak z rovnice L,,z,, = e, dostaneme
G =0,
' (2.58)
gk:_Aka—17 k:273a"'am'
Ze vztahu (2.56) —(2.58) plyne, ze pro vypocet x,, mame rekurentni predpis
Xk:kal‘FCkPk, ]{721,2,...,771. (259)
Vlastnosti formuli (2.57)—(2.59).
1. Reziduum ry, lze zapsat ve tvaru
'y = OpVigia, k:O,l,...,m—l, (260)

kde oy je jisté éfslo. To viak znamend, 7e rezidua {ry}7"; jsou navzajem ortogondlnf
(nebot vektory {v;}7, jsou ortonormdlnf).
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Dikaz. Pro k = 0 je ro = Pvy, takze o9 = 5. Pro k > 0 pomoci vztahu (2.42),
(2.44) a (2.51), v nichz za m dosadime k, dostaneme

r, = b —Ax; =b — A(xg+ Viyr) =19 — AVyy; =
= Vi(Be)) — (ViHy + wiel)yr =
= Vi(Ber — Hyyi) — wielyr = —wielyx .
Protoze podle AGSM je Wy, = hyt1 £ Vi1 = Brt1Vis1, odvodili jsme, ze

'y = OpVigia, kde Uk:_/BkJrlegyk, ]{721,2,...,771—1. O

2. Vektory {p;}/; jsou sdruzené vzhledem k matici A, jinymi slovy jsou A—ortogondl-
nt, tj. plati (p;, p;)a = 0 pro ¢ # j. {p:}%, je tedy A—ortogondlni baze v X,,(A,ro).

Diikaz. Pro m > 0 pomoci (2.55), (2.46) a (2.53) zjistime, Ze matice
P’ AP, =UVIAV, U '=U"H,U,'=U L,

je dolni trojthelnikovd (U, ! je horni trojihelnikova, takze U_ T je dolni trojihel-
nikovd a U, L, je proto také doln{ trojihelnikovd), a protoze je symetrickd, musf
byt diagondlni. Pro p; # o jsou diagondln{ prvky p; Ap; # o, nebot A je pozitivné
definitni. (l

Metoda sdruzenych gradientu. Vektory py oc¢islujeme od nuly, takze podle (2.59)
Xk+1 :Xk+§k+lpk7 kzoa]-)"')m_ L. (261’)
Pomoci (2.57) a (2.60) dostaneme

o - Brt20k+1 L =01
MooPo = Yo, Mk+20k+1Pk+1 = Tk+1 — ———— Nk+10kPk, =U, 1,
Nk+10k

co,mo— 2.

Oznaéime-li Py = My 104Pk, Br = —Brs2okir/(Mer10w), k= 0,1,...,m — 2, pak
Po=To,  Dre1 =Tis1 + BeDr, k=0,1,...,m—2. (2.62")

Vektory {pi}7, jsou A—ortogondlni. Dosadime-li do (2.61°) pj = Pi/(Nk+10%), dosta-
neme

Xk+1 :xk—I—akf)k, k::(],l,...,m—l, (261”)

kde ar = Cer1/(Mks10%). Jestlize Py oznacime zase jako py a misto B, piseme S, pak
z (2.617) a (2.62’) dostaneme

xo dané, Xpi1 =X +agpr, k=0,1,....m—1, (2.61)

Po =To, Pkt1 = Thy1 + P, E=0,1,...,m—1. (2.62)
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Nésleduje odvozeni vzorcu pro vypocet koeficienti oy a [, pti kterém vyuzijeme jen
vztahy (2.61), (2.62), ortogonalitu rezidui {ry}7, a A—ortogonalitu vektoru {px}7’,-
Z (2.61) dostaneme

ey =T — OékApk . (263)
Jestlize rezidua maji byt ortogondlni, musi platit (rg, ry — arApg) = 0, takze

= (I“k;, I“k;)
(Apk7 rk) .

Pomoci (2.63) a A—ortogonality vektoru py_i1, px dostaneme

(Api,ri) = (APk, Pr — Br—1Pr—1) = (APk, Pk)
takze koeficient

(ry, T1)

AL = .
"~ (pr, Apy)

(2.64)

Jestlize vyuzijeme A—ortogonalitu pyy1 & pg, tj. (rgr1 + BkPk, Apx) = 0, dostaneme

(l"k+1, Apk)

b=~ (Pk;APk) '

Tento vztah ddle upravime pomoci (2.63). Protoze

1
Ap; = ——(rk+1 - I"k) )
675

plati

B, = L (Tpgr, Tpgr — ) _ (Tkt1; Tht1) ' (2.65)
oy (AP, Pk) (Tk, T3)

Vzorce (2.61) - (2.65) muzeme zapsat jako
Algoritmus CG (conjugate gradient)

1. zvolime xg, €

2. ro:=b—Axg, po =719

3. for k:=0,1,... until konvergence do
4. ay = (rx,1%)/(APs, Pr)

b} Xpt1 i= Xg + QxPr

6.  Tpy1:=Tp — apApy

7 B = (l"k+1,1'k+1)/(1"k,1"k)

8 Pr+1 = Try1 + OrPr

9. end

K

algoritmu CG ptipojime dvé poznamky.
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1. Metodu CG lze povazovat za metodu minimalizac¢ni, aproximace x; je definivana
takto:

urcit X € xg + K (A, ro) spliujici [|x; — x*||a < [|x — x*||a Vx € x0 + Ki(A,10).

Pti teoreticky presném provadéni operaci vypocet skonéi nalezenim presného feseni
X, = X* po nejvyse n krocich, tj. pro k& < n. Skutecné, metoda sdruzenych gradientii
je pro pozitivné definitni matice ekvivalentni s metodou ortogonalni projekce, pro
kterou jsme toto tvrzeni dokazali.

2. Pro chybu e, = x;, — x* plati, viz [46],

Ka(A)
lexl[a < (\/—Jrl) leolla (2.66)

kde ko(A) je spektralni ¢islo podminénosti matice A, tj.
ka(A) = [[All2 - [AT 2 = Anaw (A)/ Amin(A),

pricemz Apaz(A) resp. Apin(A) je nejvétsi resp. nejmensi vlastni ¢islo matice A.
Rychlost konvergence metody CG lze podstatné urychlit pomoci techniky znamé jako
Predpodminéni. Misto tlohy Ax = b fesime tlohu

P'AP"P'x=P7'b
tj. ulohu

Ax=b, kde A=P'AP T, b=P'b, x=Px, (2.67)

pricemz matici P volime tak, aby ¢islo podminénosti HQ(A) bylo pokud mozno vyrazné
mensi nez ¢islo podminénosti ko (A).

Algoritmus PCG (preconditioned conjugate gradient) dostaneme z algoritmu CG tak,
ze v ném opatiime vsechny neskalarni proménné vinkou a pak za vinkované promenne
podle (2.67) dosadime A = P"'APT b =P 'b, %, = PTx;, i, = b — A%, = P'ry,
a pr, := PTpy. Pomoci predpodmmovacz matice

M = PP” (2.68)

po upravé dostaneme

Algoritmus PCG (preconditioned conjugate gradient)

zvolime Xxg, €
ro :=b — Axg, 2o := M ry, po := 20
for k:=0,1,... until konvergence do
ay := (r, z2r)/(APk, Pr)
Xp41 = X + O Pk

A e

o2



6.  Tpy1:=Tp — Apy
7. Zpyr =Ml
8. B = (I'k+1,Zk+1)/(I'k,Zk)
9. Pr+1 = Zpt1 + BiPr
10. end
Vektory z, = M~ ry,, k = 0,1,..., ziskdme fesenim rovnic Mz, = rj. Nésleduje piehled

zékladnich vlastnosti PCG metody.

1. Vektory rg,ry,...,T; jsou navzdjem M~!—ortogondlni, tj. plati

(r;, M 'r;) =0 pro i # j.

Vektory r; a r; jsou tedy sdruzené vzhledem k matici M.

. Vektory po, p1, - - -, Px jsou navzajem A—ortogonalni, tj. plati

(piy Ap;) =0  proi#j.

Vektory p; a p; jsou tedy sdruZené vzhledem k matici A.

. Metodu PCG lze povazovat za metodu minimaliza¢ni: priblizné feSeni x; minimali-

zuje ||x — x*||a na mnoziné xq + Ki(K, zo), kde
K=M1!A z=MTlr, a Ki(K, zo) = span(zg, Kz, ..., K" 'z).

Pti teoreticky pfesném provadéni operaci vypocet skonéi nalezenim presného feseni
X, = X* po nejvyse n krocich, tj. pro k£ < n.

. Pro chybu e, = x;, — x* plati

k
I{Q(K) —1
lexlla <2 (m) leolla
2

kde ko(K) je spektrélni ¢islo podminénosti matice K, tj.

= . -1 — . 1 .
2 () = Kl [ Kl = e (), in A(K).
Vhodnou volbou predpodminovaci matice M lze ¢islo podminénosti matice K zmen-
sit (vzhledem k ¢islu podminénosti nepredpodminéné matice K = A) a tim urychlit
konvergenci PCG metody oproti metodé CG.

5. V MATLABu je metoda PCG implementovana jako funkce pcg.

Volba pifedpodminovaci matice. V literatufe, viz napt. [33], [30], [4], lze najit fadu
vhodnych predpodminovacich matic. Jejich spolecnym rysem jsou tyto vlastnosti:

a) M je pozitivné definitnf;
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b) M je dobra aproximace A;

c) sestaveni matice M nevyzaduje velky objem vypoctu;

d) feseni soustav rovnic Mz, = ry nevyzaduje velky objem vypoctu.
V dalsim si uvedeme tii moznosti, jak 1ze matici M vybrat.

1. Zvolime-li M = D, kde D = diag{a1, ass, ..., an,}, dostdvame zrychleni Jacobiho
metody. Tato volba neni piilis kvalitni, nebot M neni dostatetné dobrou aproximaci
matice A.

2. Lepsi moznost predstavuje matice

1 -1 w T
M= (D +el)D (D +wl)",

kterou jsme poznali pfi popisu SSOR metody, viz (2.38). Reseni z; SLR Mz, = ry,
dostaneme fesenim dvou SLR

(D+wL)y =ry, (D + wL)'z, = w(2 — w)Dy
s dolnf trojtthelnikovou matici D + wL a horni trojihelnikovou matici (D + wL)7.

3. Volime M = LL”, kde L je dolni trojihelnikovd matice ziskand tzv. neiplngm
Choleského rozkladem matice A (takové metody se oznacuji zkratkou IC podle an-
glického ,incomplete Cholesky“). Algoritmus oznacovany jako IC(0) (podle ang-
lického incomplete Cholesky with zero-fill) postupuje stejné jako standardni Cho-
leského rozklad s tim rozdilem, Ze pro a;; = 0 klademe ¢;; = 0.

Algoritmus IC(0).

Postupné pro k =1,2,...,n vypocteme

1 1/2
2
U, = | ark — E g]gj )
j=1
.

k—1
1
(o = %<aik—;€ij£kj> pro a;; # 0, i=k+1k+2.. . 0.

0 pro a;, = 0,

\

Algoritmus 1C(0) muze zhavarovat, pokud ag — Zf;ll Eij < 0. Tato situace nena-
stane napiiklad tehdy, kdyz A je ryze diagondlné dominantni nebo kdyz mimodia-
gondlni prvky A jsou nekladné, viz [33]. Nize uvedeny algoritmus IC-MJ podle
Jenningse a Malika nezhavaruje pro zadnou pozitivné definitni matici, viz [33].

o4



Algoritmus IC-MJ.

for k:=1 to n do d; := a;;, end
for k:=1tondo
dy = dy, — 25;11 0
for::=k+1tondo
Ci, = ag, — Zf;ll Cijly;
if Qi = 0
end

© 0N e WD

end

Uy, = \/d_k

for i .=k +1ton do ly := ly/lk: end
12. end

—_ =
)

Pokud v fadku 7 vypustime piikazy dy = dy + |lix|, d; == d; + |ir|, dostaneme
algoritmus I1C(0). Radu dalsich algoritmil zalozenych na principu netiplného Cho-
leského rozkladu lze najit v [33] a [46]. Reden{ soustavy rovnic LL”z; = ry, je snadné:
nejdiive uréime y jako feSeni soustavy Ly = r; a pak vypocteme z,; jako TeSeni sou-
stavy LTz, = y. V MATLABu je netiplny Choleského rozklad implementovan jako
funkce ichol.
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3. Metoda nejmensich ¢tvercu

Ulohu metody nejmensich étverci (struéné MNC) lze formulovat velmi obecné, viz
[25]. Strucné takovou formulaci uvedeme.
Necht X je separabilni Hilbertuv prostor s ortonormalni béz{ {¢;}2,, X} je k-roz-

mérny podprostor s bazi {o;}* , a f € X je dany prvek. Uloha MNC znf:

urcit sy € Xy splnujici: Nf=scll < IIf = sl Vs € Xj. (3.1)

Resen{ sy je k—ty ¢éstecny soucet Fourierovy rady prvku f vzhledem k systému {p;}3°,,
tj. sp = Zle(f, ©i)pi. Navic f=limy_o0 55 = >0, (f, @i) s, viz [25], [62].

V této kapitole se zaméifme na MNC pro piiblizné feseni soustav linearnich rovnic,
a to v ptipadech, kdy tyto soustavy feseni nemayji, tj. kdyz jde o tzv. preurcené SLR, ale
také v ptipadech, kdy SLR maji nekonetné mnoho teseni, tj. kdyz jde o tzv. nedourcené
SLR. V kapitole 4.2 pak ukdzeme pouziti MNC pfi aproximaci funkei.

3.1. Formulace

Zabyvejme se feSenim soustavy m linedrnich rovnic s n neznamymi
Ax=b. (3.2)

Matice soustavy A je tedy typu (m,n), vektor b pravé strany je typu (m, 1) a vektor
feseni x je typu (n,1). Necht A’ = (A, b) je rozsifend matice soustavy a r = h(A) je
hodnost matice A. Pak z Frobeniovy véty plyne, Ze soustava linearnich rovnic ma feseni,
pravé kdyz h(A) = h(A'). Je-li navic r = n, ma SLR jediné feSeni, zatimco v piipade
r < n existuje nekoneéné mnoho Feseni xj + N(A), kde xjy je néjaké (partikuldrni) feseni
SLR (3.2) a

N(A) ={x e R"|Ax = o} (3.3)

je podprostor dimenze n — r znamy jako jdadro matice A.

Pokud h(A) < h(A’), SLR (3.2) feseni nema. Muzeme vsak minimalizovat rozdil mezi
levou a pravou stranou SLR, tedy minimalizovat néjakou normu rezidua r = b — Ax
jako funkei x. Zvolime-li euklidovskou normu (tj. délku vektoru), dostaneme metodu nej-
mensich ¢tvercu: za fesSeni povazujeme vektor x*, ktery minimalizuje soucet ¢tvercu rozdila
navzajem si odpovidajicich slozek na levé a pravé strané SLR. Abychom vyjadrili ztratu
presné rovnosti, budeme tlohu ,fesit SLR (3.2) ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu“
zapisovat ve tvaru

Ax=b (3.4)
a budeme tim rozumét tento problém:
urcit x* € R"™ spliujict: b — Ax*|| < ||b — Ax]| Vx e R". (3.47)

Reseni x* tilohy (3.4’) budeme nazyvat fesenfm SLR (3.2) ve smyslu metody nejmensich
¢tvercu, struéné MNC fesenim SLR (3.2). Vsimnéte si, ze kazdé ,klasické“ feseni SLR
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(3.2) je vady také jejim MNC fedenfm, tj. je fedenim tlohy (3.47). Opak obecné neplati:
jestlize pro MNC fedenf x* je ||b — Ax*|| > 0, pak nemuze platit Ax* = b.

Vektorové normy pouzité ve formulaci (3.47), a vSude déle v této kapitole, jsou eukli-
dovské, tj. [|[v| = [[v|2 = (vI'v)'/2. Také maticové normy, které budeme v této kapitole
pouzivat, jsou euklidovké, tj. [[A| = ||Allz = maxx.o [|AX||2/||x]|2 -

Existence a jednoznac¢nost. V dalsim budeme pouzivat oznaceni
R(A)={y e R"|y = Ax, x € R"}

pro obor hodnot matice A. Jestlize span(vy,va, ..., v,) = {> |, ;v |21, 22,...,2, € R}

je vektorovy prostor generovany vektory vq,vs,...,v,, pak R(A) = span(aj,as,...,a,),

kde A = (aj,a,...,a,). Proto se také pouziva zapis span(A) = R(A) = {Ax|x € R"}.
Ukéazeme, ze tuloha

uréit y* € R(A) spliwujict: ~ [|[b—y*||<|b—y|  Vy € R(A) (3.5)

ma jediné feseni. VSimnéte si, ze uloha (3.5) je specidlnim pfipadem obecné tulohy (3.1).

Diikaz. Necht r = h(A) je hodnost matice A a {v;}/_, je baze v R(A). Pak kazdy vektor
y € R(A) lze zapsat ve tvaru y = Vx, kde V = (vy,vy,...,v,) a x € R". Ukdzeme, ze
funkce

ox)=|b-Vx|*=(b-Vx)'(b—Vx)=b"b-2x"V'b +x'VIVx
m4 jediné minimum. Spocteme gradient Vo (x) a Hessovu matici VZp(x):
Vo(x) =2VIVx —2VTb,  V?p(x) =2VTV.

Protoze matice VI'V je pozitivné definitni, mé soustava rovnic

VIV =V'b (3.6)
jediné feseni xj, = (VI'V)~!VTb, které je minimem funkce ¢(x) v R". Proto y* = Vx},
je jediné minimum funkce f(y) = ||b —y|| na R(A). O

Resen{

y* = Pyb, P,=VVIV)'vT

tlohy (3.5) je ortogondlni projekce vektoru pravé strany b do prostoru R(A) generovaného
sloupci matice A. Skutecné, P4b € R(A) a ptitom vektor r* = b—P 4b je kolmy k R(A):

Vir' =vVib-VV'V)'VTb) = o.

Jen jako zajimavost si uvedme, ze kdyz baze {v;}’_, je ortonormdlni, pak VIV =1,
takze pro y* = V(VIV)"'VTb = VVTb = 37 (b, v;)v; dostdvame vyjddreni ve stej-
ném tvaru, jaky jsme uvedli pro feseni obecného problému (3.1)

Z (3.5) plyne

argmin ||b — Ax|| = {x| Ax =y*}.

x€eR”
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Odtud a z (3.4") plyne, ze x* je feSenim soustavy linearnich rovnic
Ax=P,b. (3.7)

Protoze P b € R(A), soustava (3.7) mé vzdy feSeni.

Jestlize jsou sloupce matice A linedrné nezavislé (fikame také, ze matice A mé plnou
sloupcovou hodnost), soustava (3.7) ma jediné feSeni. Muzeme ho uré¢it z rovnic (3.6) pro
V = A. Soustava rovnic

ATAx = A"b (3.6)

se nazyva normdlni soustava rovnic. Jeji feseni x* = (ATA)"1AThb.

Pokud m4a matice A jen r = h(A) < n linedrné nezavislych sloupcu (fikame také, ze
matice A mé neuplnou sloupcovou hodnost), mé soustava (3.7) nekonetné mnoho feseni.
Je-li x§ jedno (partikuldrni) feSeni této soustavy, pak vSechna feseni x* = x§ + N(A).
Reziduum r* = b — Ax* = b — P4b je vSak pro vSechna feSeni x* stejné.

Shrnuti. Resenf x* soustavy linedrnich rovnic Ax = b metodou nejmensich ¢tverci vady
existuje. Necht r = h(A) je hodnost matice A a n je pocet jejich sloupcu. Pro r = n
existuje jediné teseni, zatimco v piipadé r < n existuje nekoneéné mnoho feseni, vSechna
se stejnym reziduem.

Podminénost. Pii feseni soustav linearnich rovnic s regularni matici jsme podminénost
méfili pomoci ¢fsla podminénosti definovaného predpisem x(A) = ||A|l - |A7!]. V me-
todé nejmensich ¢tvercu pracujeme s obdélnikovou matici a pro tu neni matice inverzni
definovana. Pro kazdou matici A vSak existuje jednoznacéné urcena pseudoinverzni matice
oznacovand jako AT, kterd se v mnoha ohledech chovd podobné jako matice inverzni.
Obecnou definici uvedeme pozdéji, viz kapitola 3.3, prozatim vysta¢ime s konstatovanim,
7e pro obdélnikovou matici s linedrné nezdvislymi sloupci AT = (ATA)7tAT, specidlné
pro reguldrni matici AT = AL,

Nyni jiz muzeme definovat ¢islo podminénosti £(A) matice A s linedrné nezavislymi
sloupci predpisem

r(A) = [[A] - [|AT].

Ma-li matice A netplnou sloupcovou hodnost, klademe k(A) = oo. Cislo podminénosti
je tedy méfitkem blizkosti matice ke ztraté (zde sloupcové) hodnosti (anglicky ,rank
deficiency “), vice viz kapitola 3.3.

Pti posouzeni podminénosti tlohy ,najit feSeni soustavy linearnich rovnic ve smyslu
metody nejmensich ¢tvercu“ se omezime na piipad preurcené soustavy s uplnou sloupco-
vou hodnosti, tj. m > n = h(A). V tom ptipadé z normalnich rovnic AT(Ax —b) = o
plyne (Ax)T(b — Ax) = (P4b)"(b — P4b) = 0, takze pro thel 6 vektora b a P4b plati

(Pab,b)| _ |(Pab,b—(b—Pub))| _ [Pub]
[P.b]- b [B.b]- b o]

| cosO| =

Pro jednoduchost se omezime na malou zménu Ab pravé strany a jeji vliv na zménu
Ax teseni normalnich rovnic, tj. zabyvejme se tlohou

ATA(x+ Ax) = AT(b + Ab).
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Protoze ATAx = ATb, mame ATAAx = ATAb, takze Ax = (ATA)"'ATAb = ATADb,
a tedy

1Ax]| < [|AT]| - [[Ab].
Podélime-li obé strany ||x||, dostaneme

|Ax] i 1Aab] bl [[Ab]
= A R = A g
Cislo podminénosti tlohy Ax = b vyvolané zménou pravé strany zévisi nejen na k(A),
ale také na thlu @ mezi vektorem b a jeho ortogonalni projekei Pb do R(A). Cislo
podminénosti je pfiblizné rovno x(A), kdyz je reziduum r = b — P4b malé, tj. kdyz
cosf ~ 1, avsak ¢islo podminénosti muze byt libovolné horsi nez xk(A), kdyz je reziduum
velké, tj. kdyz cosf = 0.
Zménime-li matici soustavy A o AA, tj. kdyz fesime normalni rovnice

(A +AA)T(A + AA)(x + Ax) = (A + AA)Tb,

IbllIAb] _ x(A) [Ab]|
[Pab bl [cosf] [bl]

K(A)

pak lze pro malé AA odvodit ,ptfibliznou nerovnost*

[AX]| ¢ |AA]
o S R (A)[tg ] + K(A)] S
1] [A]
viz [21]. Tady je zéavislost na dhlu 6 jesté vyraznéjsi: zatimco pro malé reziduum je
podminénost piiblizné k(A), pro velké reziduum je podstatné vétsi, priblizné x2(A)|tg 6.

Shrnuti. Ukézali jsme, ze podminénost tlohy ,najit feSeni preurcené soustavy rovnic
Ax = b metodou nejmensich ¢tverct“ zavisi jak na ¢isle podminénosti x(A) matice A, tak
na thlu 6, ktery svird vektor b se svou ortogonalni projekci P4b do R(A): podminénost
je tim horsi, ¢im je k(A) a |tg(d)| vetsi.

3.2. Pouziti QR transformace

Minimalizace normy rezidua zalozena na feseni normdalnich rovnic ma jeden velky
nedostatek: ¢éfslo podminénosti matice ATA je kvadratem éisla podminénosti matice A
(viz (3.15) v kapitole 3.3), tj. pro velké k(A) je FeSeni normdlnich rovnic §patné podminény
problém. Proto se bézné pouziva jiny postup, zalozeny na tzv. QR transformaci. Ten si
nyni popiSeme.

Matici A typu (m,n) lze vyjadrit ve tvaru souc¢inu ortonormélni matice Q tadu m
a horni trojuhelnikové matice R typu (m,n), tj. A = QR. Pfipomenme, ze ortonormalni
matice je reguldrni a plati pro ni Q7’Q = QQ” =1, kde I je jednotkova matice. Horn{
trojuhelnikovou matici se pak rozumi matice s nulovymi prvky pod hlavni diagonalou, t;j.
pro R = {r;;} je r;j; = 0 kdyz ¢ > j. Vyjadieni A = QR se nazyva QR rozklad matice A
a konstrukce QR rozkladu se nazyva QR transformace nebo také QR algoritmus.

Konkrétnim QR algoritmum je vénovana kapitola 3.4. Ptedpokladejme tedy, ze matice
Q a R mame k dispozici. Protoze

e[l =r"r =r"QQ'r = [Q"r]"Q"r = |Q"r|*,
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je minimalizace ||r|| ekvivalentni minimalizaci | Q”r||. Upravou obdrzime
1Q"x] =11Q" (b — Ax)| = |Q" (b — QRx)|| = [Rx — Q"b]|.

Oznacme

R = (gg) , d=Q"b= (32) : (3.8)

kde R; je ¢tvercova matice fadu n , Ry je nulovd matice typu (m —n,n), d; je sloupcovy
vektor typu (n, 1) a ds je sloupcovy vektor typu (m — n,1). Pak

T || _ Rix—d,;
Qs = |

R1X — d1
_d2

nabyva minima pro x* splnujici

Rlx* = d1 . (39)
Ptitom
min [|r| = min [|Q"r[| = [|da||. (3.10)

Jestlize matice A m4 plnou sloupcovou hodnost, tj. h(A) = n, pak matice Ry je reguldrni
a rovnice (3.9) ma jediné teseni. Je-li dy = o, je x* klasické teseni, tj. Ax* = b.

Ve zbytku této kapitoly prozkouméne piipad, kdy matice A nemd plnou sloupco-
vou hodnost. Necht tedy r = h(A) < n je pocet linedrné nezdvislych sloupcti matice
A. Jejich preskladanim lze jisté docilit toho, aby linedarné nezavislych bylo prvnich r
sloupcti. Necht je tedy P permutacni matice takovd, Ze matice AP m4 prvnich r sloupcii
linearné nezdvislych, a necht AP = QR je QR rozklad matice AP. Nékolik QR algoritmi,
které kromé matic Q a R dodaji také permutacni matici P, je uvedeno v kapitole 3.4.
Ptredpokladejme proto, ze matice Q, R a P s vlastnosti AP = QR uz mame k dispozici.

Protoze permutacéni matice je ortonormalni, podobneé jako diive odvodime

1Q"r|| = Q" (b — APP™x)| = [|Q"(b — QRP"x)|| = [[RP"x — Q"b]|.

Matici R a vektor d = Qb opét vyjadifme ve tvaru (3.8), kde vak nyni R, je obdélnikova
matice typu (r,n) hodnosti r, Ry je nulovd matice typu (m—r,n), d; je sloupcovy vektor
typu (r, 1) a dg je sloupcovy vektor typu (m — 7, 1). Optimélni feseni x* dostaneme tak,
ze misto rovnice (3.9) vyfesime rovnici

R, P'x* =d;.

Pro piislusné minimalni reziduum opét plati (3.10).
Oznaéime-li u* = PTx*, staéf uréit u* jako fesen{ rovnice

Rlu* = d1 (397)

60



a polozit x* = Pu*. Zavedme si oznacen{

R, =(S,T), u= (y> ,

V/

kde S je regularni matice fadu r (s nulovymi prvky pod hlavni diagonélou), T je matice
typu (r,n —r), y je sloupcovy vektor typu (r,1) a z je sloupcovy vektor typu (n —r,1).
Kazdé feseni rovnice (3.9’), tj. rovnice

SY+TZ:d1a

dostaneme tak, Ze zvolime z a dopoéitdme y = S~'d; — S™'Tz.
Zvolime-li z = o, dostaneme feseni

-1
ut = (S dl) : x* = Pu*,
o

které ma nejvyse r nenulovych prvku. Toto feseni byva oznacovano jako zdkladni reseni
(v anglictiné , basic solution*). V MATLABu dostaneme zakladni feseni, kdyz pouzijeme
prikaz x=A\D.

Jinou konkrétni volbou je feseni u*, které ma minimélni euklidovskou normu |u*||
(anglicky ,,minimum-norm solution ). V tom pfipadé mé také x* = Pu* miniméln{ normu,
nebot permutaéni matice P je ortonormdlni, a proto ||[Pu*| = |u*||. Ukazme si, jak
muzeme feseni s minimalni euklidovskou normou uréit. Vyuzijeme toho, ze u je rezidum
preurcené soustavy n rovnic

(SZIIT) 2= (S_;dl) , (3.11)

kde I je jednotkova matice tddu n — r a o je nulovy vektor typu (n — r,1). Protoze
sloupce matice soustavy (3.11) jsou linedrné nezavislé, existuje jediné feseni z* minima-
lizujici euklidovskou normu rezidua u soustavy rovnic (3.11). z* uréime opét metodou
nejmensich étverci. Polozime-li pak y* = S7'd; — S™'Tz*, je

u = (y*) a x"=Pu"
zZ

hledané teseni soustavy rovnic Ax = b s minimélni euklidovskou normou.

3.3. Pouziti singularniho rozkladu

Resenf x* soustavy linedrnich rovnic Ax 22 b metodou nejmensich ¢tverct s minimalni
euklidovskou normou lze zapsat ve tvaru x* = A*b, kde A" je tzv. pseudoinverze ma-
tice A. V nasledujicim textu nejdiive zavedeme pojem singularniho rozkladu matice a po-
moci néj budeme definovat pseudoinverzni matici.

Singularni rozklad matice. Kazdou matici A typu (m,n) lze vyjddrit ve tvaru

A=UxVT,
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kde U = (uj,uy,...,u,,) je ortonormdlni matice fadu m, V. = (v, va,...,v,) ortonor-
maln{ matice fddu n a ¥ je diagondlni matice typu (m,n),

Y = diag(oy, 09,...,0,), p = min(m,n),

012022"'20r>07 Ur+1:Ur+2:"':Upzoa

kde h(A) = r je hodnost matice A, viz napf. [55].
Vyjadieni A = UXVT se nazyva singuldrni rozklad matice A, o; jsou singuldrni ¢isla
a u; resp. v; jsou i—ty levy singuldrni vektor resp. i—ty pravy singuldrni vektor,

T T -
u, A=o,v;, Av; = o;u;, 1=1,2,...,p.

Singuldrni ¢éisla jsou urcena jednoznacné, viz [11]. Singuldrni vektory jednozna¢né urceny
nejsou, jak plyne z vyjadienf A = Y7 | o;u;v]. Singuldrni rozklad mé fadu vyznamnych

aplikaci, z nichz si nékteré ted uvedeme.

Vlastni cisla a vektory. Protoze
AATU =UZYT, ATAV = VvyTy

znamend to, ze matice AAT i ATA maji vlastni ¢isla 02,7 = 1,2, ..., p, zbyvajici vlastni
¢isla téchto matic jsou rovna nule. K vlastnimu ¢&fslu o? piislusi vlastni vektor u; matice
AAT a vlastn{ vektor v; matice ATA.

Necht ) je vlastni ¢islo a x je odpovidajici vliastni vektor symetrické matice A, [|x|| = 1.
Pak lze ukdzat, ze A je redlné ¢islo, |A\| = o je singuldrni ¢islo, pro A > 0jex =u=v
nebo x = —u = —v, pro A < 0 je x = u = —v nebo x = —u = v. Je-li A pozitivné

definitni matice, pak A\ =cax=u=v.

Spektralni maticova norma je rovna nejvétsimu singuldarnimu ¢islu matice,

|All2 = Omaz(A) = 07 . (3.12)
Skutecné,
|Ax| IZV7Tx| 1Zyll 1Zyll
ETEETE T = T~ 1 — - — O01.
[Ix||#0 x| [Ix||#0 x| ||y||;£o”Vy” llyll#o yll

Protoze o? je nejvétsi vlastni éislo matice AT A, plati také
|A]l2 = vV Amaz (ATA). (3.13)

Nejlepsi aproximace matici nizsi hodnosti. Necht
q
T
A, = E oW;Vv; q<r.
i=1
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V [30] je dokazéano, ze A, ma hodnost ¢ a je nejlepsi aproximaci A mezi véemi maticemi
hodnosti ¢ v nésledujicim smyslu:

i A—-Bl,=|A -A,l,= < 7.
min [A=Blo=[A=AJ=0p  pog<r

Nejmensi nenulové singularni ¢islo o, 1ze proto povazovat za kvantitativni vyjadieni ztraty
hodnosti (v anglictiné ,,rank deficiency“): o, je vzdalenost matice A od ,,nejblizsi matice
nizsi hodnosti®. Je-li A regularni radu n, pak o, vyjadiuje vzdalenost od ,nejblizsi sin-
gularni matice®, tj. o, je métritkem ztraty regularity.

Hodnost matice A v MATLABu dostaneme pomoci funkce rank (A) jako pocet nenulo-
vych singularnich ¢isel matice A.

Jadro a obor hodnot matice. Snadno se ovéri, ze obor hodnot R(A) = {Ax|x € R"}
a jaddro N(A) = {x € R"| Ax = o}, jsou urceny takto:

R(A) =span(uy, ..., u,), N(A) =span(v,41,...,V,).

V MATLABu dostaneme singularni rozklad matice A pomoci pitkazu [U,S,V]=svd(A).
Funkce svd je zdkladem dalsich funkei orth a null pro vypocet ortonormélni baze v R(A)

av N(A).

Pseudoinverzni matice je definovana ptredpisem

AT =vItuT, kde " = diag(o; ', ...,0.,0,...,0).

Pro h(A) =n je AT = (ATA)"1AT. Skutecné, protoze
ATA = VYT2VT = Vdiag(o?,...,02)VT
je regularni,

(ATA) AT = Vdiag(oy?,...,0,2)VIVdiag(oy,...,0,)U" = AT,

rn

Je-li A reguldrni, pak ziejmé AT = A~L
Snadno se oveéri, ze ATA =1"*" pro h(A) =n a AAT =TI pro h(A) = m.
Pseudoinverzni matice A" se ¢asto definuje jako jedind matice X typu (n,m), kterd
splnuje ¢tyti Moorovy-Penrousovy podminky
i) AXA=A (i) (AX)" = AX
(i) XAX =X (iv) (XA)" =XA

viz napft. [30].

Cislo podminénosti matice. Cislo podminénosti xy(A) matice A (v dalsim strucné
oznacované jako x(A)) definujeme jako podil nejvétsiho a nejmensiho singuldrniho ¢isla
matice A,

K(A) = 0pmaz(A) ) Omin(A) .
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Ma-li matice A plnou sloupcovou hodnost, tj. kdyz h(A) = n, pak
K(A) = [|A] - AT, (3.14)

jak jsme uvedli v kapitole 3.1. Kdyz mé matice A netplnou sloupcovou hodnost, tj. kdyz
h(A) < n, pak 0,,,(A) = 0, takze kK(A) = oco.
V kapitole 3.2 jsme také uvedli, ze

k(ATA) = K*(A). (3.15)

To je ale piimy dusledek toho, 7e singuldrni ¢isla matice AT A jsou kvadraty singuldrnich
¢isel matice A.

ResSeni soustavy linearnich rovnic s minimalni euklidovskou normou. Pomoci
singuldrniho rozkladu dostaneme

Ir]|* =T x|* = [U" (b — Ax)||” = [[U"(b — USV'x)|* = [EV'x - U'b|* =

= i(gi&i — llZTb)2 -+ i (uZTb)2 s
=1

i=r+1
kde @ = VTx. Minimdlni reziduum dostaneme, kdyz of = u’b/o; pro i = 1,2,...,r.
Jestlize zvolime af = 0 proi = r+1,r+2, ..., n, pak také euklidovskd norma [|x*|| = ||a*||

MNC fedeni x* je minimalni. Pfitom
x'=> ajvi=>» u/b/o;v;=VStU'b=A"Db.
i=1 i=1

Existuji spolehlivé stabilni algoritmy pro vypocet singuldrniho rozkladu, viz napt. [30],
a jejich kvalitni implementace. V MATLABu vypoc¢teme singularni rozklad pomoci funkce
pinv, piikaz x=pinv(A)*b dodd MNC feSeni s minimélni euklidovskou normou.

3.4. R algoritmy

Uvodem pripomeiime, ze QR rozklad nenf jednoznacny. Skutecné, necht A = QR, kde
Q je ortonormaln{ a R je horn{ trojihelnikova. Necht D je diagondlni matice, kterd ma na
diagonale jedni¢ky nebo minus jednicky. Pak A = QR = QDDR = QR, kde Q = QD
je ortonormalni a D = DR je horni trojtihelnikova.

V této kapitole uvedeme tti casto pouzivané QQR algoritmy zalozené na

e Householderovych reflexich
e Givensovych rovinnych rotacich

e Gramové — Schmidtové ortogonalizaci
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Obecné nejlepsi je Householderuv algoritmus, ktery proto rozebirame pomérné po-
drobné. Zbyvajici dva algoritmy jsou pro nékteré typy matic také velmi uzitecné. Uvadime
je mimo jiné proto, ze Givensovy matice rovinnych rotaci i Gramuv — Schmiduv ortonorma-
lizacni proces jsou vyznamné nastroje numerické matematiky, které nachazeji uplatnéni
nejen v metodé nejmensich ¢tvercu.

3.4.1. Householderuv Q)R algoritmus
je zalozen na pouziti Householderovyjch reflektori, coz jsou matice tvaru
H=1-2ww’, (3.16)

kde w je vektor jednotkové délky, tj. ||w| = 1. Protoze H? =1, je H = H™! = H” | takze
H ortonormaélni.

Geometricky je Hx zrcadlovy obraz x vzhledem k nadroviné span(w)* kolmé k w. To
je ziejmé z toho, Ze ortogondlni projekce vektorii x a Hx do nadroviny span(w)’ jsou
totozné: ortogondlni projekce P(x) = x — (wlx)w a ortogonaln{ projekce

P(Hx) = (I-2ww!)x — (W (I - 2ww’)x)w = x — 2(Ww' x)w + (W x)w = P(x).
Pro dany vektor x # o se vektor w Householderovy transformace (3.16) zvoli tak, aby
Hx = aeq,

kde «a je skalar a e; je prvni sloupec jednotkové matice. Transformace Hx tedy anu-
luje vSechny slozky x s vyjimkou prvé. V tom je podstata Householderovy transformace!
Z rovnice (I — 2ww’)x = ae; plyne

2wix)w = x — ae; .

To ale znamend, ze w je nasobkem vektoru x — ae;, takze

S .
Ix — ae||
Protoze H je ortonormélni, |«| = [|[Hx|| = ||x]|, tj. « = £||x||. Abychom se vyhnuli tomu,
ze vektor x — ae; bude maly, zvolime o = —sign(z1)||x]|| a
X 4+ ﬁel .
W= e kde [ = —a =sign(z)|x] .
[x + Be|

Vsimnéte si, Ze kdyz chceme vypocitat Hx, nemusime matici H viibec sestavovat, nebot
Hx = (I -2ww’)x =x — \w, kde \=2w'x.

Vénujme se nyni uz popisu vlastniho Householderova QR algoritmu. V prvnim kroku
anulujeme poddiagondlni prvky prvntho sloupce a; = (a11,as1, - - ., amy,1)? matice A. Po-
kud as; = az; = -+ = ayy =0, polozime H; =1, A; = H{A = A a prvni krok je hotov.
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Je-li vsak alespon jeden z prvku asy, asy, - - . , a,1 nenulovy, anulujeme poddiagonalni prvky
prvniho sloupce matice A pomoci Householderovy matice

a; + fie; .
H; =1-2w;w] kd = = a| .
1 wWiwy, e W lar + Bred] B = sign(an)||a |
Pak v matici A; = H{A je aﬁ’ = —[(; a zbyvajici prvky prvniho sloupce jsou nulové.

Predpokladejme, ze matice A byla transformovana v k — 1 krocich na tvar

(k—1) (k—1) (k—1)

" a%l% 1) a%lg 1) chnl)
0 ax (g3 Cee e gy
0 I A
A, ,=H, H. , - -HA= : : :
k—1 k—111g—2 1 0 0 0 alglz—l) a/(ﬁl:;l)
k-1 E—1
o0 0 e al
0 0 0 e af,'j,;” R e

Tato matice je horni trojuhelnikova az do sloupce k — 1. V k—tém kroku transformujeme
matici Aj_; na matici

Ay =HpAp

tak, aby Ay méla méla nulové poddiagonalni prvky v prvnich k sloupcich. Pokud Aj_;
uz v k-tém sloupci pod diagondlou samé nuly mé, polozime H, = I a k—ty krok je hotov.
Je-1i vsak néktery z prvki agi1 k, Grrok, - - - » Gm i Denulovy, zvolime za Hy, Householderovu
matici

H;, =1-2w,w} ,

vV némz
Zy,

A

Wi (3.17)

a slozky vektoru z; jsou

0 pro i < k, m 9 1/2
zgk) = a,(c]fl) + By proi =k, P = sign (a;if”) ( [%(11:71)} ) - (3.18)
ag’lj’l) pro i >k, i=k

Neni obtizné provérit, ze matice A1 a Ay maji prvnich k — 1 fadku a sloupct stejnych.
Nuly pod diagonalou v prvnich k—1 sloupcich tedy zustavaji zachovany. V k—tém sloupci
matice A dostaneme na diagondle —(; a pod diagonalou samé nuly.

Necht ¢ = min(m — 1,n). Pak po provedeni q krokti dostaneme horni trojtihelnikovou
matici

R:Hqu,1'~'H1AEHA, kde H:Hqufl"'ng
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a odtud
A =QR, kde Q=H"=HH,---H,.

Matici H muzeme pocitat tak, ze polozime H = I a v k-tém kroku provedeme H := H,H.
Jestlize ma matice A plnou hodnost, tj. kdyz h(A) = r = p, kde p = min(m, n), pak také
h(R) = p a matice R mé na hlavni diagondle nenulové prvky. Jestlize vsak A plnou
hodnost nemad, tj. kdyz r < p, pak také h(R) = r, a to znamend, ze na hlavni diagonéle
matice R jsou i nulové prvky. Vhodnym pfeusporadanim sloupci matice A lze docilit
toho, ze diagonalni prvky ry;, ¢ = 1,2,...,r, budou nenulové, a ze fadky r+1,7+2,...,m
matice R budou nulové.

Pivotovani po sloupcich. Za¢neme tim, ze si pfipravime permutacni matici P = I,
kde T je jednotkova matice fadu n, do niz budeme zaznamenavat provedend prohozeni
sloupcu. V k—tém kroku pak urc¢ime index s pivotniho sloupce tak, ze

Vs = max ;, kde ~; = Za?j . (3.19)
i=k

k<j<n

Jestlize v, = 0, je h(A) = k—1 a QR algoritmus konéi. Pokud ale v, > 0, prohodime k—ty
a s—ty sloupec matic Ax_; a P a teprve pak provedeme Householderovu transformaci.
Tak nakonec dostaneme

AP =QR. (3.20)
Cisla 7v; se nemuseji pocitat v kazdém kroku znovu, vyuzijeme-li vlastnost:

pokud Qv = (g) . pak ”WH2 = HVH2 —a?,

ktera plati pro kazdou ortonorméalni matici Q. Nyni jiz muzeme uvést

Algoritmus HQR (Householder QR)

1. H:=1p:=(1,2,...,n)", p:=min(m,n), r :==p

2. for j:=1,2,...,ndo~;:=3 ", a end

3. fork:=1,2,...,pdo

4. urcime s a v tak, ze v = maxp<j<n v

5. if v, =0,r:=k—1, goto 13, end

6. if s # k, prohodime v, < s, a S as a pp S ps, end

7. if k =m goto 13

8. vypocteme Wik, podle (3.17)—(3.18)

9. A[k:m,k:n} = A[k:m,k:n} - QWk[k:m} (Wg[k;m}A[k:m,k:n})
10. g, tom) = Higem, 1m] = 2Wkfgom) (Wi g Hpgem, 1:m])
1. forj:=k+1,k+2,...,ndo ;=7 —a;; end
12. end
13. R:=A, Q:=H" P :=(ey,ep,...,€)

K algoritmu HQR pripojime nékolik poznamek.
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1. V fadku 1 je I jednotkova matice radu m.
2. Oznadcili jsme A = (aj,ay,...,a,).

3. Ank:n) je submatice A tvofend radky K,k +1,...,m a sloupci k,k +1,...,n,
podobné Hii.p 1:m) T€SP. Wik je submatice H resp. subvektor wy.

4. V tadku 8 pii vypoctu wy, vyuzijeme v (3.18) toho, ze [ = Sign(akk)%iﬁ.

5. V tddku 13 e,, je p;—ty sloupec jednotkové matice radu n.

6. 7 = h(A) je hodnost matice A.

Redukovany Householderuv QR rozklad. Necht n < m, Q; je matice tvofena prvnimi
n sloupci matice Q a Ry je ¢tvercova matice tvorena prvnimi n fadky matice R, pak

AP = QR, . (3.21)

Rozklad (3.21) byvéa v anglicky psané literatufe oznacovan jako ,economy size QR de-
composition“, tj. ekonomicky (tedy tsporny, redukovany) QR rozklad. Toto pojmenovani
se pouziva také tifeba v MATLABu: piikazem [Q,R,P]=qr(A) dostaneme uplny rozklad
(3.20), zatimco piitkazem [Q1,R1,P]=qr(A,0) dostaneme redukovany rozklad (3.21).

HQRe algoritmus (Householder QR economy)

dostaneme z HQR algoritmu nahradou fadku 1, 10 a 13,

1. p=(1,2,....n) , p:=n,r:=n
10.  aqy:=ey, for j:=k,k—1,...,1 do dijjm) = Afjim] — (QWJ.T[j:m}qk[j:m])wj[j:m] end
13. Ry je prvnich n fadka matice A, Q; = (qi1,Q2,---,9n)

pricemz e je k—ty sloupec jednotkové matice fadu m. Rozdil oproti algoritmu HQR
spociva v tom, ze v modifikovaném tadku 10 vytvarime k—ty sloupec q; matice Q. Ge-
neruji se tedy jen ty ortonormalni vektory, které jsou v Q! Abychom pochopili fadek 10,
musime si uvédomit, ze

Han,1 tr HlAP = (ela €2,..., en>R17
kde e;, 7 =1,2,...,n, je j—ty sloupec jednotkové matice rddu m, takze

AP = H1H2 cee Hn(el, €o, ..., en)Rl = QlRla
a ze pritom

H1H2~-Hnek:H1H2~~erk, k:1,2,...,n.
K vypoctu q; podle fadku 10 potfebujeme mit k dispozici vektory wjjj.m), 7 = 1,2,... k.

K dschové w i 1.m) 1ze vyuzit poddiagonalni pozice matice A, v nichz by jinak byly nuly,
Wi,y je tieba ulozit zv1ast.
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Pokud QR algoritmus pouzivéme jen k nalezeni MNC feseni SLR, v algoritmu HQR
zménime tadky 1,10 a 13,

1. d:=b,p:=(1,2,...,n)T, p:=min(m,n), r :==p
10, dpem) = ] — CW ey Aikerm)) W)
13. R1 = A[l:r,l:n]; d1 = d[1;7~}, P = (epl, €pys -y epn)
a MNC feseni soustavy Ax = b dostaneme jako klasické fesen{ soustavy RiyP7x = dj,
viz kapitola 3.2.

Zavér. Householderuv Q) R algoritmus je povazovan mezi () R algoritmy za nejlepsi. Pouziva
ho také funkce qr v MATLABu. Pro specialni typy matic vsak muze byt néktery z dalsich
znamych QR algoritmu efektivnéjsi.

3.4.2. Givensuv QR algoritmus

Vsimnéte si, ze matice

o=(2 1)

je ortonormadlni, kdyz ¢? 4+ s? = 1. Tato matice se nazyva matice rovinné rotace, protoze
¢isla ¢ a s jsou kosinus a sinus néjakého 1ihlu, o ktery se vektor x rovinné otoci, jestlize ho
matici G vyndsobime. Bud x = (z1,22)7 # o. Jestlize polozime ¢ = z/||x||, s = =2 /x|,
splnuji ¢isla ¢ a s potifebnou rovnost a plati

ST V™ A Y
—21 22/ ||x[| + 122/ [x]| 0
Prave v tom je smysl pouziti matice rovinné rotace, totiz anulovat druhou slozku vektoru.
Bud a; prvni sloupec matice A. Chceme nejdiive vynulovat jeho druhy prvek ¢ili prvek

az matice. Je-li jiz as; = 0, neprovddime nic. V opaéném piipadé pro d = /a3, + a3,
polozime

an/d azl/d 0 .0

—agl/d &11/d 0 .0

Gy—=| O 0 1 ..0
: : : .0

0 0 0 1

a provedeme soucin Gg; A. Protoze Ggia; je vektor, jehoz druha slozka je nulova, anulovali
jsme prvek as;.

Jako dalsi budeme anulovat tieti prvek prvniho sloupce matice GoiA. Jeji prvky
ozna¢ime zase jen a;;, abychom nekomplikovali oznaceni. Je-li ag; # 0, polozime nyni

69



d = \/a?, + da?%; a zavedeme dals{ ortonormdln{ matici

an/d 0 a31/d 0 0

0 1 0 0 0

—a31/d 0 &11/d 0 0

Gai=| o 0o 0 1 0
: : : : 0

0 0 0 0 1

Po vynéasobeni touto matici bude v poloze (3,1) nulovy prvek, a jak snadno zjistime,
v predchozim kroku anulovany prvek v poloze (2, 1) zustane nulovy. Tak pokracujeme, az
vynulujeme vSechny prvky prvniho sloupce.

Podobné anulujeme prvky pod diagonalou v dalsich sloupcich, obecné prvek a;;, # 0
anulujeme vynasobenim matici Gy, kterou dostaneme z jednotkové matice I fadu m
takto:

9kk ‘= Ciky, Gki = Sik;
P— J— m g
Gy, =1, pakv Gy = {gjg}j7€:1 zménime o o
Yik = —Sik, Yii = Cik,
piicemz ¢, = agx/d, si, = aip/d ad = \/ai, + ai,. Dulezité je, ze jednou anulované pozice
zustavaji nulové. Pokud a;; = 0, klademe Gy, = 1.
Matice Gy jsou znamé jako Givensovy matice rovinnych rotaci. Oznacime-li

Gk = Gmka—l,k Ce Gk-i—l,k;a k= 1, 2, e, g = mln(m — 1,71),
muzeme psat
G,G,o1...GIA=R.

Piitom R je horni trojuhelnikovd matice a G = G,G,_1 ... G je matice ortonormélni.
Oznaéime-li Q = GT, pak z rovnosti GA = R plyne A = GTR = QR.

Pivotovani. Pri anulovani prvku k-tého sloupce je vhodné provadét pivotovani: zvysime
tim odolnost QR algoritmu vuéi zaokrouhlovacim chybam a zajistime, aby rg, # 0 pro
k=1,2,...,r,kder = h(A) je hodnost matice A. K dosazeni tohoto cile pouzijeme sloup-
cové pivotovani. Postupujeme analogicky jako pri pivotovani v Householderové metodé,
viz (3.19), (3.20).

Zavér. Givensuv QR algoritmus je vyhodny v piipadé, kdyz matice A méa pod hlavni
diagonalou malo nenulovych prvku v predem znamych pozicich (7, j) a neprovadi se pivo-
tovani. Pak totiz staci pouzit jen ,cilené“ Givensovy rotace G;. Je-li vSak A plnd matice,
déame prednost Householderové QR metodé.

3.4.3. Gramuv-Schmidtiv QR algoritmus

Necht a;,as,...,a, jsou linedrné nezavislé vektory. Nasim cilem je setrojit ortonor-
malni vektory qi, qo, . . ., q, tak, aby span(qi, qs, .. .,q,) = span(aj, ag, .. ., a,). q; dosta-
neme normalizaci aj, tj. q1 = a;/||a;||. PFedpoklddejme, Ze jsme uz sestrojili ortonormaln{
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vektory qi, qQs,...,qr_1 s vlastnosti span(qi,qs,...,qx_1) = span(ay, as, ..., a5_1). Nej-
diive najdeme vektor q = a; — Zf;ll 7ikq;, ktery je ortogondlni ke kazdému z vektoru
q,?=1,2,....k— 1. Z podminky (q,q;) = 0 dostaneme r; = (ay,q;). qx obdrzime
normalizaci q, tj. qx = q/||q]|- To je

Klasicky GSQR algoritmus (Gram-Schmidt QR)

r1 = |lan], g1 = ay /i
for k:=1,2,...,ndo
for i :=1,2,...,k—1do ry = (ay,q;)
A k-1
q:=ag — Zi=1 Tik i
ree = |4, dr = Q/Trk
end

SR

Z tadka 4 a 5 plyne

k
ak:Zrikqi, k:1,2,...,n.

i=1

Jestlize A = (aj,as,...,a,), Q1 = (q1,d2,.-.,9,) a jestlize R; je horni trojuhelnikova
matice fadu n, jejiz naddiagonalni prvky r; jsou definovany GSQR algoritmem, pak
ziejmé A = Q; R, je redukovany QR rozklad matice A.

GSQR je standardni Gramuv — Schmidtuv algoritmus. Existuji alternativni formulace,
které maji lepsi numerické vlastnosti. Nejznaméjsi z nich je modifikovany Gramuv-Schmid-
tuv algoritmus.

GSMQR algoritmus (Gram-Schmidt modified QR)

1. 11 = Hal”a q1 = a1/7"11

2. fork:=1,2,...,ndo

3. q:=a;

4. fori:=1,2,....,k—1do
5. ik = (A, Q)

6. q:=4q—Tq;

7. end

8. ek = ]

9. Ax = q/Trk

10.  end

Podstatou modifikace je vyuziti vztahu r = (ax, q;) = (ax — Z;_:ll Tikdj, di)-

Pokud matice A nemé plnou sloupcovou hodnost, muzeme pomoci sloupcového pivo-
tovani algoritmus upravit tak, aby g # 0 pro k = 1,2,...,r, kde r = h(A) je hodnost
matice A.
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4. Aproximace funkci

Aproximovat funkci f(z) znamend nahradit ji funkei p(z), kterd je k f(z) v jistém
smyslu blizkd. Piseme p(z) ~ f(x). Budeme se zabyvat dvéma zékladnimi typy aproxi-
mace, a to interpolaci a metodou nejmensich ¢tvercu.

Interpolace je takova aproximace, ptiniz ¢(x) nabyva v zadanych bodech z; predepsanych
hodnot y; = f(x;). Nékdy navic zdddme, aby funkce ¢ a f mély v bodech z; také
stejné derivace. Interpolaci je vénovan odstavec 4.1.

Metoda nejmengsich ¢tverci je takova aproximace, pii niz ¢(z) ,prokldadame” mezi zada-
nymi body [z;, y;] tak, aby ,vzdalenost* funkei f a ¢ byla v jistém smyslu minimélni.
Je pritom charakteristické, ze funkce ¢ body [z;, y;] neprochézi. Metoda nejmensich
¢tvercu je vylozena v odstavci 4.2.

Aproximaci ¢(z) pouzijeme k pribliznému vypoctu hodnot funkce f(x), tteba pii vy-
kreslovani ¢ ~ f. Je zaddouci, aby vypocet ¢(x) byl ,jednoduchy“. Proto se ¢ ¢asto hleda
ve tvaru polynomu.

Obecné, p(z) se pouzivéa k feseni dloh, v nichz vystupuje funkce f, kterou je ucelné
nebo dokonce nezbytné nahradit jeji vhodnou aproximaci . Jako pifklad uvedme vypocet
derivace nebo uréitého integralu: f’(z) nahradime pomoci ¢'(z) a fab f(x) dx nahradime

pomoci fab o(z)dz.

4.1. Interpolace

Interpolacni funkci o(z) vybirdme z vhodné tiidy funkei. Omezime se na nejbéznéjsi
piipady, kdy ¢ je algebraicky polynom (kapitola 4.1.1), po ¢astech algebraicky polynom
nebo-li splajn (kapitola 4.1.2) a trigonometricky polynom (kapitola 4.1.3). V kapitole 4.1.4
se pak stru¢né zminime o interpolaci funkei vice proménnych.

4.1.1. Polynomicka interpolace

Predpokladejme, Ze jsou dany navzajem ruzné body

Loy L1y« Ty, xl#l‘j pro Z%j)

fikdme jim také wzly interpolace, a v kazdém z nich je predepsdna hodnota y;. Hledame
interpolacni polynom P,(x) stupné nejvyse n, ktery spliwuje interpolacni podminky

P.(z;) = vi, 1=0,1,...,n. (4.1)
Jestlize
Po(z) = ap + a17 + agx® + - - + a,a”, (4.2)

pak lze koeficienty a;, 1 = 0,1, ..., n, ziskat feSenim SLR

Va=y, (4.3)
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kde

2 n
I wg x5 -+ g ap Yo
2 n
1z af xy aq Y1
1 x9 22 --- 27 a
V= 2 T3 2|, a= 2|, y=1|9
1z, 22 " ap Yn

Matice V je znama jako Vandermondova matice. Vandermodiv determinant

detV = H (xj — ;)

0<i<j<n

je pro navzajem ruzné uzly nenulovy. SLR (4.3) m4 tedy jediné feSeni. Vypocet koeficientu
a;, i =0,1,...,n, je ale pomérné pracny, vyzaduje totiz O(n?) operaci. Hodnotu P, (Z)
polynomu P, v bodu & uréime Hornerovym schématem pomoci O(n) operaci.

Lagrangetiv tvar interpolaéniho polynomu ma vyjadieni
i=0

kde ¢;(z) jsou tzv. fundamentdlni polynomy definované predpisem

(x —zo)(x—21) .. . (T — i) (x — 1) ... (. — )

Snadno nahlédneme, ze
| 1 prok=1, ——
Ei(xk)—{o pro k1 i,k=0,1,....n, (4.6)
takze interpolacni podminky P,(zy) = Y i yili(zx) = yx, k =0,1,...,n, jsou splnény.
Interpolaéni polynom je daty [z;, ], ¢ = 0,1,...,n, uréen jednoznacéné. Skutecné,
jsou-li P a @ interpolaéni polynomy splnujici interpola¢ni podminky P(z;) = Q(x;) = v,
pak polynom P — @) je roven nule v uzlech x, 1, ..., z,. AvSak polynom stupné nejvyse

n nemuze mit vice nez n korenu, pokud se nerovnd identicky nule. V nasem piipadé proto
nutné P—@Q = 0 a tedy P = (). Tim je jednoznacnost interpolaéniho polynomu dokazana.

Priiklad 4.1. Urcime interpolaéni polynom pro data predepsand tabulkou

—1 1 2 3
-6 -2 =3 2

X

Yi
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Nejdiive ziskame fundamentalni polynomy

lo(z) = (_(19”__11))((_‘7”1__2;)(?__1 3_) 5= _2—14 (¢* — 62 + 11z — 6) ,
0(z) = gi;g:ggf:;’; _i(ﬁ 4?42 +6),

L) = GG T g — 5 ),
RS R

a pak sestavime interpolacni polynom
Py(x) = —6 - Lo(x) — 2 - b1 (x) — 3 - lo(x) +2-l3(x) = 2° — 32> + 2 — 1. O

Hlavni pfednosti Lagrangeova tvaru interpola¢niho polynomu je jeho elegantni forma.
Pouziva se proto zejména v teoretickych tivahach. Pro praktické pouziti vSsak idealni neni.
Upozornéme na dva jeho hlavni nedostatky:.

(a) Ptidame-li dalsi uzel x,,1, musime ptrepocitat vsechny fundamentélni polynomy.

(b) Pocet operaci potfebnych k vypoctu hodnoty P,(Z) je pomérné znacny, vyzaduje
O(n?) operaci.

Uvedené nedostatky 1ze prekonat pomoci barycentrické interpolaéni formule. Dalsi moznosti
je pouziti Newtonova interpola¢niho polynomu.

Barycentricka interpola¢ni formule. Lagrangeovy fundamentalni polynomy ¢;(x) lze
vyjadrit ve tvaru
o wn+1(:c)

gz(l') = —Wwy,

r — T;

kde

Lagrangeuv interpola¢ni polynom (4.4) proto muzeme zapsat ve tvaru
Po(z) = wura(2) 3w

i=0
Protoze interpolacni polynom P, interpoluje funkci f(z) = 1 pfesné, plati

w

i
r — T

n

1 = wpi1(x) Z o (4.8)

x—x;
i=0 ¢
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Délime-li (4.7) vyrazem (4.8), ¢len wy,41(z) se zkrati a dostaneme barycentrickou inter-
polacni formuli
;0 pra—"

2.

i=0 L — T

P.(z) = , r#x;, 1i=0,1,...,n. (4.9)

Vypocet ¢iselnych koeficientt w;, i = 0, 1,...,n, vyzaduje O(n?) operaci. Vypocet P, (Z)
provedeme pomoci O(n) operaci. Pfidéni dalstho uzlu z,,1 znamend prepocitani koefici-
entu w;, i =0,1,...,n, coz si vyzadd pouhych O(n) operaci.

Newtontv tvar interpolaéniho polynomu.
P,(x) = ap+a1(x—xo)+tas(z—z0)(x—21)+ - Fan(r—20)(x—21) - - - (T —2p—1) . (4.10)

Pridén{ dalstho uzlu x,,1 je snadné, k P,(z) staci pricist jeden dalsi ¢len, nebot
Poi(x) = (@) + ania(z — xo)(x — 1) -+ - (2 — ) -

Hodnotu z = P,(Z) spo¢teme zobecnénym Hornerovym schématem:
z:=ap,apakproi=n—1,n—2,...,0 pocitej z := 2(z — x;) + a; . (4.11)

Koeficienty a; lze vypocitat piimo z interpola¢nich podminek (4.1). Ptislusnd SLR
Ka=y

ma dolni trojihelnikovou matici soustavy,

1 0 0 0
1 1 — X 0 0

K = 1 To — X (33'2 — 33'0)(.%'2 — 33'1) 0 ,
Uy —ag (zn—20)(zn —71) - [y (0 — )

takze a ziskdme pomoci O(n?) operaci.
Koeficienty Newtonova interpola¢niho polynomu lze efektivné spocitat pomoci tzv.
pomérnych diferenci.

Pomeérné diference. Zacneme tim, ze z bodu {(z;, y;)}_, vybereme libovolnych k + 1
navzajem ruznych bodu {(z;,, yij)}g‘?zo, 0 < k < n, a zkonstruujeme interpola¢ni polynom
Piyi,..4, stupné k spliujici interpola¢ni podminky

Pioh...ik (xz]) = yij, j = O, 1, ey k. (412)
Polynom P,;, ;, lze urcit rekurzi

P (z) = yiy, (4.13a)
(:C - xio)Pil---ik (l‘) - (x - xik>PiOil~~~ik—1(x)

— 'Z‘ZO

Pioil---ik (ZL‘) =

(4.13b)
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Skutec¢né, snadno ovéiime, ze P, ;, spliuje podminky (4.12).
Vsimnéte si, ze oba polynomy P, i, & Pigiy..i,_yi, maji kofeny z;, x;y, ..., 2, _,.
Proto existuje jednoznacné definovany koeficient a,y;,. i, takovy, ze

Pioi1~~~ik (.T) = Pioi1~~~ik71(x) t Qigiy...iy, (x - xio)(x - xil) s (x - xik—l)‘ (4‘14)
Oznacime-li a;, = P, (z), dostaneme
Pioil---ik (l’) = Qiy + Aigiy (ZL‘ - xio) t ot Gy, (ZL‘ - xio)(x - xil) s ("L‘ - xik—l)' (415)
Srovnanim koeficientii u 2% na levé a pravé strané vyrazu (4.13b) obdrzime

Qiyig..ijy, — Qigiy..ig_y . (4.16)
i, — Tgy

Qigiy .0 —
k

Koeficient a;y;,. 4, je zndm jako pomeérnd diference. Pii obvyklém znaceni
P[J"Zb) xip .. axik] = aio’il...ik
tak dostaneme rekurenci

P[xio] = Yio>

P[:Eilax’iga"'axik] _P[l'io,l'z‘l,...,l'ik_l] (417)

.I'Z'k —

P[xl-o,xil, e ,.I'Z'k] =

Jestlize v (4.15) zvolime k=n, i;=7, 7=0,1,...,n, dostaneme pro P,, = Py, vyjadieni
P,(x) = Plxo]+Plxo, 21|(x—20)+ - -+ Plxg, T1, . . ., xp(x—20) (x—21) .. . (x—2—1), (4.18)
znamé jako Newtonuv tvar interpolaéniho polynomu. Pritom

Plx;] = i, (4.19)

P i— ey Z—P i—ky e ooy Li—
Pl Tickg1, - Tim, T = 2t ; ] . i Tici : (4.20)
i — Ti_k

Oznacime-li Py, = Plx;_j, Ti—g41, .- -, x|, pak

P,(z)=ag+ a1(x —x9) + -+ an(x — xo)(x — 1) ... (T — Tp1), (4.21)
kde a; = Py, 1 = 0,1,...,n. Tyto koeficienty pocitame rekurzi
PiO = Y,
Poy— P i=0,1,...,n. 4.22
Pik: hl L 17 k:1727"'77f-7 ( )
Ti — Ti—k

Algoritmus vypoctu pomeérnych diferenci
proi=0,1,...,n provadé;j:
P ==y
pro k=1,2,...,i proved :
Py, = (Pi,kq - Pzel,kq)/(l“i - 951'4:)
konec cyklu &,

konec cyklu 7.
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Vypocet lze prehledné zaznamenat do tabulky

zo | Foo

x| Po Pn

Ty | P Pn Pao

x3 | Pso Ps1 P Pss

Tn PnO Pnl Pn2 e Pn,n—l Pnna

kterou vyplnujeme po tadcich. Urceni pomérnych diferenci Py, ¢« = 0,1,...,n, vyzaduje
O(n?) operaci.

Piiklad 4.2. Sestavime Newtonuv interpolacni polynom pro data z prikladu 4.1. Prubéh
vypoctu zaznamenavame do tabulky. Dostaneme

v | Po Pa Po P

—1| -6 = qy = —6
1 -2 2 = a3 = 2
2| -3 -1 -1 = ay = -1
3 2 ) 3 1 = a3 = 1,

takze Py(z) = —6+2 - (z+ 1)+ (1) -(z+D(z-1)+1-(z+1)(z—1)(x —2).
V bodé z = 0,5 podle (4.11) vypocteme

P3(0,5) = ((1-(05—2)—1)-(05—1)+2)- (05+1) —6=—1,125.

Kdyz ptridame dalsi uzel z, = 0 a v ném predepiSeme hodnotu y, = 2, sta¢i dopocitat
jeden tadek tabulky. Dostaneme

3U4‘P40 Py Py P Py
02 0 25 05 —05 — ay = —05,

atedy Py(x) = Py(z) 4+ (=05) - (x + 1)(z — 1)(z —2)(x—3). O
Chyba aproximace interpolacnim polynomem. Nejdiive zavedeme nasledujici

Oznaceni. Symbolem C'(a, b) budeme znacit mnozinu vsech funkei, které jsou v intervalu
(a,b) spojité, a symbolem C*{a,b) pak mnozinu vsech funkci, které jsou v intervalu (a, b)
spojité spolu se svymi derivacemi az do faddu k véetné. Pro k = 0 ziejmé C°(a, b) = C{a, b).

Predpokladejme, ze ¢isla y; nejsou libovolnd, ale ze y; = f(x;) jsou hodnoty funkce f
v uzlech interpolace. Pak nas jisté bude zajimat chyba

En(T) := f(Z) — Pu(T)
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ve zvoleném bodeé z. Pro z = z; je E,(x;) = 0. Jaka je ale chyba mimo uzly interpolace?

Necht tedy Z je libovolny bod, I[zg,..., %, Z] je nejmensi interval obsahujici uzly
interpolace a bod 7, a necht f € C"*1{a,b), kde {(a,b) D I[xg,...,T,,Z|. Pak pro chybu
E,.(7) plati

F(E)

En(7) = f() = P(7) = CES wn+1(T), (4.23)

kde wy1(x) = (x —xo)(x — 1) ... (x — ) a § = &(T) je (blize neurceny) bod z intervalu
I[xg, ..., Ty, T]. Zapisem & = £(T) pritom chceme zduraznit, Ze poloha bodu £ zavisi nejen
na funkci f a na interpolantu P,, ale také na zvoleném bodu Z.

Duikaz. Hledejme konstantu K takovou, pro kterou ma funkce
Fla) = f(z) = Pu(x) — Kwpr(2)

kofen Z, tj. plati F'(Z) = 0. Jestlize takova konstanta existuje, pak F'(x) mé n + 2 kofent

T, T1, -y Tny TV I[Xg, ..., 2, Z]. Opakovanym pouzitim Rolleovy véty? zjistime, ze F'(z)
ma v uvazovaném intervalu alesponn n + 1 kofenu, F”(z) alesponn n kofenu az kone¢né
FOrU(2) ma v I[xg, ..., T,, 7] alespoii jeden koten £. Protoze P+ (x) = 0,
")
(n+1) e\ — pln+l) ey _ | y _f
F0(E)

Pomeérnou diferenci f|xg, z1, ..., zx] funkce f definujeme pomoci predpisu (4.19) a (4.20),
v nichz misto y; piseme f;, kde f; = f(x;), a misto P piSeme f, tj.
flwipyn, - w] = floig, ..., 2]

f[l“z] = fia f[iﬁzek, Ti—k+1, - - - 733#173%] = .
Ti — Ti—k

Zvolime-li 11 = 7, for1 = f(Z), pak z Newtonovy formule (4.18) plyne

f(Z) = Poy1(ZT) = Po(Z) + flxo, 21, - . ., Tpy Tlwn11(Z).

Porovname-li tento vztah s (4.23), dostaneme

Fr(E)
flro, 1, 20, 7] = m pro néjaké & € I[xg, ..., T,, T]. (4.24)
Chybu interpolace tedy muzeme zapsat také ve tvaru
E.(z) = f(Z) — P,(Z) = flxo, 21, ..., Tpn, T]wni1(T). (4.25)
Z (4.24) také plyne
AR -y
flzo, x1,. .., x0) = ' pro néjaké & € I[zg, x1, ..., Ty (4.26)
n!

Nasleduje nékolik pozndmek.

2Rolleova véta. Jestlize f € C'{a,b) a f(a) = f(b), pak existuje alespoii jedno ¢ € (a,b) takové, Ze
7() =o0.
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1) Jestlize M, je takové konstanta, ze | f*+V(z)| < M, 41 pro kazdé x € (a,b), pak

_ MnJrl
| En(Z)] < ot 1)1 2% |wnr1(2)]- (4.27)

Odhad (4.27) je vsak obvykle prilis pesimisticky.

------- n=12
n=18
-~ .
N2 \“’ N\L
| | |
-0.5 0 0.5

Obr. 4.1: Graf funkce |wp+1(2)]

2) Jestlize ma funkce f(x) derivace vSech fadu ohranic¢ené stejnou konstantou, pak pro
dostatecné velké n je chyba libovolné mala.

Priklad 4.3. Pro f(x) = sinx lze vzit M, = 1, proto

b _ n+1 b _ n+1
|En(x)] < % D4 se dokazat, ze % —0 pro n— o0,
(n+1)! (n+1)!
takze P,(z) — f(x) pro kazdé x z libovolného koneéného intervalu (a, b). O

3) Jestlize interpola¢ni polynom pouzivame k vypoc¢tu hodnot interpolované funkce
vné intervalu (zo, z,), fikdme, ze provadime extrapolaci. V tomto piipadé muze byt
chyba aproximace velkd, nebot hodnota |w,;1(z)| rychle roste, kdyz se x vzdaluje
od xg doleva nebo od z,, doprava.

4) wyy1(x) muze nabyvat velkych hodnot také uvnitt intervalu (xg, x,), zejména kdyz
jsou uzly x; rozmistény rovnomérné, tj. kdyz z; = xq + ih, kde h je pevné zvoleny
krok. Na obr. 4.1 vidime, ze ve stiedu intervalu (xg, z,,) nabyva |w, 1 ()| nejmensich
hodnot, v blizkosti stfedu krajnich intervalu, zejména intervalu (xg, z1) a (x,_1, T,),
je vSak hodnota |w,1(2)| znaéna. Toto chovani polynomu w,, () se promitne i do
prubchu interpolantu P, (z).

Priklad 4.4. Sestrojime interpola¢ni polynom Rungeovy funkce

1

1) =15
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l‘l |===Px | n
. | — 2| n
I 1/(1+25x?) 0
15pt T .

0.5§

-0.5 : : :
-1 -0.5 0 0.5 1

Obr. 4.2: Interpolaéni polynom Rungeovy funkce

na rovnomérném déleni intervalu (—1,1).

Jde o znamy piiklad, na kterém se demonstruje, ze pro rostouci pocet dilki chyba
interpolace neomezené roste. U

Proto

pouZivani interpolacnich polynomai vysokych stupnu obecné nelze doporucit.

Vhodnou volbou interpola¢nich uzli vsak muzeme chybu interpolace zmensit. Na
intervalu (a, b) je optimalni zvolit

b b—
xi:a; + 2%, i=01,...n,
kde tzv. Cebysevovy uzly
2t +1
7 = Y :0’ ]‘7 ) )
& = cos 2 1 n

jsou kofeny Cebysevova polynomu T,.1(€) = cos((n + 1) arccos €). Pomoci trigono-
metrického vztahu

cosa + cos } = QCosa+Bcosa_6
2 2
dostaneme rekurentni predpis
TO(&) = 17 Tl(g) = ga Tn+1(§) = 2§Tn<€> - Tnfl(g)a n = 17 27 tee (428)
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Odtud wn+1(§) = H?:O(f — §z> =2" n+1(€)7 takze

()] < 2 (229)
max |wy1(x)| < — ,
x€(a,b) i 2n 2

takze podle (4.27)

E.(7) <2 .
| En(2)] < ( A ) (n+1)!

Hermitova interpolace. Necht xg, z1, ..., z, jsou navzdjem ruzné body. V kazdém uzlu
x; je zaddno «a; + 1 ¢isel yfo), yfl), ooy Oznaéme o =n + y o, «;. Pak Hermitovgm
interpolacnim polynomem nazveme polynom stupné nejvyse «, ktery spliuje interpolacni
podminky

&’ () : :

— Po(z;) =y, , j=0,1,...,¢4, 1=0,1,...,n. (4.29)

dx’

. , . . 0 :
Nultou derivaci pfitom rozumime funkéni hodnotu a znacime yz( ) = vi, 1 = 0,1,...,n.

Ukazme si, ze existuje jediny Hermituv polynom spliujici podminky (4.29). Dukaz pro-
vedeme ve dvou krocich.

(a) Jednoznacnost dokédzeme sporem. Predpokladejme, Ze existuji dva polynomy P, a @,
spliujici interpolacni podminky (4.29). Pak F, = P, — @, je polynom stupné «, ktery
ma a + 1 kotent. To je ale mozné jediné tehdy, kdyz F|, je identicky roven nule neboli
kdyz P, = Q..

(b) Ezistence. Staci ukazat, ze matice soustavy rovnic (4.29) je reguldrni. Dukaz prove-
deme sporem. Kdyby matice soustavy (4.29) reguldrni nebyla, pak bychom pro nulovou
pravou stranu soustavy (4.29) dostali nekonetné mnoho ruznych feseni, coz je spor s jed-

noznacnosti. O
Jestlize
G _ 4 - i
v, = —f(x:), ji=0,1,...,04, i=0,1,...,n, (4.30)
dx’

iikame, ze P,(x) je Hermituv interpola¢ni polynom funkce f(x).

Necht Z je libovolny bod, I[z,...,z,,Z] je nejmensi interval obsahujici uzly inter-
polace a necht f € C""'(a,b), kde (a,b) D I[xo,...,T,,z]. Pak pro chybu Hermitovy
interpolace v bodé x plati

Flet(g)
f(@) — Po(z) = m(f —20) (& — )T (T - )T (4.31)
kde £ = £(Z) je néjaky bod z intervalu I[zy, ..., x,,Z]. Dukaz lze provést stejné jako pro

Lagrangeovu interpolaci, viz dukaz (4.23).
Hermituv interpola¢ni polynom P,(z) = Y 7_, axx® lze urcit fesenim soustavy a + 1
rovnic (4.29) pro neznamé koeficienty {ag}¢_-
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Piiklad 4.5. Sestrojime Hermituv interpolacni polynom pro data podle tabulky

/

‘ A "
Ti | Y Yi Y; (0)

Tedy zo = —1, ag = 2, Yo = 2, yél) = —4, yéQ) =12,
—-1] 2 —4 12
rr= 1, a0 =1, y%o) =2, yg) = 4.
1] 2 4

Protoze je predepséno celkem 5 podminek, Hermituv polynom navrhneme jako polynom
stupné o = 4. Abychom si usettili praci, zapiseme ho ve tvaru mocninného rozvoje okolo
toho bodu, v némz je predepsan nejvétsi pocet podminek, v nasem pfipadé tedy okolo
Ty = —1. Pak

Piz)=a+blx+1)+c(z+1)2+dz+1)3 +elx+1)*.

Koeficienty a, b, ¢ ziskdme snadno. Z podminky P,;(—1) = 2 okamzité dostaneme a = 2.
Podobné z podminky P;(—1) = —4 obdrzime b = —4, a protoze P;'(—1) = 2¢, z podminky
P/(—1) = 12 dostaneme ¢ = 6. Déle
P(1)=2—-4-24+6-2"4+d-2°+e-2'=2 — 8d + 16e = —16,
P(1)=-4+4+2-6-2+3-d-2°+4-¢-2°=4 — 12d 4 32e = —16.

Tuto soustavu vytesime a dostaneme d = —4, e = 1. Tedy

Piz)=2—4x+1)+6(x+1)? 4@+ 1) +(@+)'=2*~-1. O

Dalsi moznosti je vyjadieni Hermitova interpolacniho polynomu pomoci zobecnénych
pomérnych diferenci.

Newtontuv tvar Hermitova interpolacniho polynomu. Pomoci uzlu zg,z1,...,2,
a odpovidajicich hodnot fy = f(xo), fi = f(x1),..., fn = f(z,), definujeme posloupnost
bodu [XQ, FQ], [Xl, Fl], RN [Xa, Fa] takto:

([XOa F()], [Xh Fl]a ) [Xon Fa]) =
(\[l’o, fO]a R [33'0, fOla\[l‘la fl]a ) [xla fl]j s 7\[xn7 fn] sy [xna fnl)
(ap +‘1§—krét (a1 +‘1§—krét (an +‘1r)—krét

Jestlize ﬁo = O, ﬁz = ﬁifl + (Oél',l + 1), 1= 1,2, e, n, pak
[XkaFk]:[xlafl] pro k262762+17762+a27 i:O,l,...,n.

Necht Xk(t), k=0,1,...,«, jsou funkce definované a spojité na intervalu (0, 1), splinujici
nasledujici t¥i podminky:

(1) limy_o+ Xi(t) = Xy prok =0,1,...,a,
(2) Xp(t) # Xo(t) prot € (0,1), k, £ € {0,1,...,a}, k #¢,
(3) )E'k(t) € Ixg,x1,...,x, prot € (0,1), k=0,1,...,a.
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Funkce X’k(t), k=20,1,...,qa, lze zvolit tieba takto:
X (t) =x; + ()7hmm it, 7=0,1  =0,1
1i(t) = x; + s(i , J=0,1,...,04, ©=0,1,...,m,
Bi+j 2( ; 1)] J
kde

s Pin = min{z, —z, |0 <r s <n,x, >z}

1 proi=0,1,...,n—1
s(i) =

—1 proi=n.
Jestlize Fj,(t) = f(Xi(t)), t € (0,1), k=0,1,...,a, pak
[Xk(t),pk(t)} — [Xk,Fk] pl"Ot—)OJr, k:zO,l,...,a.

Body {[Xx(t), Fr(t)]}2_y, t € (0,1), uréujf interpolaén{ polynom

Pa(ZL‘,t) = (~10 +C~L1(ZL‘ — XQ) + - —f-CNLa(fL' — XQ)(.I’ — Xl) e (ZL‘ — Xa—l);

kde a, = f[)N(O,)Ngl,...,Xk], k = 0,1,...,«. Nagim cilem je urc¢it Hermituv polynom
P,(z) = lim;_,o+ P,(z,t). Musime proto zjistit, ¢emu se rovna zobecnénd pomérnd dife-
rence

F X, Xo) = lim f[ X o(t), ..., Xi(1)].

t—0t
Ziejmé f[Xy| = Fy, k=0,1,..., a. Jestlize X} # Xj_s, pak

f[kaerla s 7Xk] - f[kasa s 7Xk71]
X — Xp—s ’

T Xbmss Ximst1y - ooy Xpm1, Xi] =

a kdyz X_, = Xy =x;, pak zobecnéna pomérna diference

_ O (24)

s!

f[Xk,S, e ,Xk] = f[.flj'z, Tiyoo ,.I'Z']

(s+1)-krat

?

jak plyne z (4.26). Oznacime-li Py = f[Xi—s, ..., Xi], pak ar = P

Shrnuti. Newtonuv tvar Hermitova interpolacniho polynomu

Pa(.%'> =agp + al(:c — X()) + -+ aa(x — Xo)(x — Xl) ce (.CL' — Xafl), (432)
kde a = P, kK =0,1,...,«. Pomérné diference P, pocitame rekurenci
Pro = Fy, )
Pk,sfl - Pkfl,sfl
X, - X, PO Xip—s # X, k=0,1,.... q.
Pys = s=1,2,... k,
f@Mx»

, pro X = X =1y,
S J
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Oznacime-li y; = f(z;), yi(s) = fO)(2;),s=0,1,..., 05,0 =0,]1,
nasledujicim algoritmem:

Algoritmus vypoctu zobecnénych pomérnych diferenci
k=0

for i1:=0,1,...,n do

for j:=0,1,...,; do

X =z
Pro :== y;
for s:=1,2,...,k do
if X o # Xy
Pris = (Prs—1 — Poc1,5-1) /[ (Xi — Xi—s)
else
P, = yfs)/s!
end
end s
k:=k+1
end j
end 7.

..., n, pak Py vypoCteme

Zduraznéme, ze (navzéjem ruzné) uzly {z;}" , nemuseji byt vzestupné uspordadané.

Piiklad 4.6. Sestrojime Hermituv interpolac¢ni polynom pro data z ptikladu 4.5. Prubéh

vypoctu zaznamenavame do tabulky. Dostaneme

X | Poo Poi Bre Pz P

-1 2 = qg

-1 2 —4 =

-1 2 —4 6 = a9
1l 2 0o 2 -2 — ay
1 2 4 2 0 1 = a4

takze Py(z) =2 —4(x+1)+6(z+1)* =2z + 13+ (z + 1)}z — 1) =2 + 1.

4.1.2. Interpolacni splajny

Jestlize chceme interpolovat funkci f(z) na pomeérné
musime zadat splnéni interpola¢nich podminek v dostatecné

dlouhém intervalu (a,b),
velkém poctu bodu. Po-

kud bude interpolantem polynom, musi byt vysokého stupné a to, jak vime, obvykle vede

k velkym chybam mezi uzly. Tudy proto cesta nevede. Lepsi
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na fadu mensich subintervali a na kazdém z nich sestrojit interpola¢ni polynom nizsiho
stupneé.
Necht

AI:{GE$0<$1<"'<ZL‘Z‘_1<fL’Z‘<ZL‘Z‘+1<"'<fL'n_1<ZL‘nEb} (433)

je déleni intervalu (a,b). Body {z;}!, se nazyvaji uzly splajnu, anglicky termin pro uzel
splajnu je knot. Polynomickym splajnem S na déleni A rozumime funkci, ktera je kazdém
intervalu (x;_1,2;), 1 = 1,2,...,n, totozna s néjakym polynomem S;.

Lokalni splajny se vyznacuji tim, ze polynom S; je jednoznaéné urcen daty predepsanymi
na intervalu (x;_1, z;). Na lokdlnim déleni

Api={r =§ <& < <& =} (4.34)
lze S; definovat jako Lagrangeuv interpola¢ni polynom stupné n; ur¢eny podminkami
Sil6) =w,  k=0,1....m;
nebo jako Hermituv interpolacni polynom stupné «; urcéeny podminkami
SOE) =[il?,  j=0,1,....a,, k=0,1,...,n;,

kde a; = n; + 1L, af. Piitom [yi]® = yi jsou predepsané hodnoty v uzlech & a [yi]),
J > 1, jsou piedepsané j-té derivace v uzlech &!.
Uvazme ptipad n; = 1. Pak Lagrangeuv interpola¢ni polynom je linearni polynom

Yi — Yi—1
—(

Si(x) = yi
(z) =y + P——

Xr — ZL‘Z‘_l).

Odpovidajici splajn S je zndm jako linedrni splajn. Graficky jde o ¢aru spojujici spojujici
dva sousedni body [z;_1,y;_1] a [z;, y;] tsetkou. Necht

hi=x;—x;_, 1=1,2,...,n, a h= maxh,. (4.35)

1<i<n
Jestlize y; = f(x;), i =0,1,...,n, a f € C?(a,b), pak pro chybu interpolace plati
|f(x) = S(x)| < O, (4.36)

kde x € (a,b) je libovolné a C' je konstanta nezavisla na h.
Hermitovy interpola¢ni polynomy na déleni A; := {x; 1 < x;} nabizeji vice moznosti.
Konkrétné podminky

SO (zi1) =y,
, , 7=0,1,...,m,
S @) =y,

urcuji Hermituv interpolacni polynom stupné p = 2m + 1. Odpovidajici splajn S je zndm
jako Hermituv interpolacni splajn stupné p. Je spojity spolu se svymi derivacemi az do
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fadu m vcetné, tj. S € C™(a,b). Jestlize yi(j) = fUN(z;),i=0,1,...,n,a f € C"*H{a,b),
pak pro chybu interpolace plati

|f(z) = S(x)| < ChP*H, (4.37)

kde = € (a,b) je libovolné a C' je konstanta nezavisla na h.
Populérni kubicky Hermitiv splajn je na intervalu (z;_1, x;) uréen podminkami

Sz'(xi71> = Yi-1, S{(»’Uifl) =d;_1,
Si(wi) = i Si(w;) = d;.

Piislusny Hermituv polynom S; lze zapsat ve tvaru

3(2 — 2d1;1 — dz i 3 di,1 — 251 + dz

Si(x) =y + sdi1 + §° . s 2 ) (4.38)
kde
S=r—x;_1 a 0= M (4.39)
Tp— Tiq
Pro chybu kubického Hermitova splajnu podle (4.37) plati
|f(x) = S(x)] < Cht, (4.40)

kde z € (a,b) je libovolné a C' je konstanta nezavisla na h.
Nelokalni splajny. Pod nelokdlnim splajnem stupné p na déleni A budeme rozumét
funkei S : (a,b) — R s nésledujicimi dvéma vlastnostmi:

(a) S € CP1{a,b) je spojitd spolu se svymi derivacemi az do fddu p — 1 véetné;

(b) S je na intervalu (x;_1,2;), i = 1,2,...,n, totozna s polynomem S; stupné p.

Mnozina SX splajnu stupné p na déleni A je linedrni prostor: jestlize Sp, S € SX
a ag, as € R, pak @151 + 25y € SK.

Polynomy {S;}7_; jsou uréeny pomoci n(p+1) koeficientu. Tyto koeficienty vsak nemo-
hou nabyvat libovolnych hodnot, v iivahu je tieba vzit podminky spojitosti ve vnitinich
uzlech:

SO (z) =S (z), j=01,....p—1, i=1,2,....n—1. (4.41)

Prostor SX mé tedy dimenzi d\ =n(p+ 1) —p(n — 1) = n+ p. K urceni splajnu S € SX
je tteba predepsat n + p podminek. Obvykle se voli

S(JZ‘Z) = Yi, ) :O,l,...,n, (442)

kde {y;}, jsou predepsané hodnoty v uzlech {x;}!" . Zbyva pfedepsat dalsich p — 1
podminek. Je-li p = 2m —1 liché, pak p—1 = 2(m — 1), coz umoznuje v kazdém z krajnich
uzlu a,b predepsat m — 1 okrajovych podminek (v anglicky psané literatufe se pouziva
termin end conditions). Typické okrajové podminky pro splajny lichého stupné jsou:
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(a) Hermitovy okrajové podminky: SV (a) = yc(Lj), SU)(b) = yl()j), j=1....m—1,

(b) prirozené okrajové podminky: SU)(a) = yc(lj), SU) () = yéj), j=m,...,2m — 2,

(c) periodické okrajové podminky: SU)(a) = SV (b), j =0,...,2m — 2.
V pripadé Hermitovych a prirozenych okrajovych podminek jsou yC(Lj ) resp. yéj ) predepsané
hodnoty derivaci v bodu a resp. b. D4 se ukazat, ze podminky (4.42) doplnéné o okrajové
podminky (a) nebo (b) nebo (c) definuji splajn S € SX lichého stupné p = 2m — 1

jednoznacné, viz [20]. Poznamenejme, ze piirozené okrajové podminky se tradiéné uvazuji
() ()

jako homogenni, tj. pro ya' =y’ = 0, 7 = m,...,2m — 2. Néasleduje podrobny popis
nejznamejsiho kubického splajnu.
Kubicky splajn je funkce S € S%. Kubicky polynom S; ve tvaru (4.38) splituje podminky
Sz(l'l) :SZ'+1(ZL‘Z‘) = Y, SZ/(ZL‘Z) :SZ,Jrl(ZL'Z) :di, 7= 1,2,...,71—1.
Ke splnéni podminek spojitosti (4.41) proto staci pozadovat, aby
S (i) = S (), 1=1,2,...,n—1. (4.43)

Derivovanim (4.38) dostaneme

(6]1@ — 128)51 + (68 - 4hl)d171 + (68 - th)dl

Pro x = x; je s = h;, takze

=60, + 2d; 1 + 4d;

Si () "

Prox=x;,1jes=0a

60; —4d;_1 — 2d,;
h; '

S{(wio1) =

Kdyz v poslednim vzorci zvétsime index ¢ o jednicku, obdrzime

S;:Ll(ffz) _ 60,41 — 4d; — 2d; 4 '

i1
Dosazenim do (4.43) tak dostaneme n — 1 rovnic
hividi—1+ 2(h; + hip1)d; + hidiyr = 3(hiv10; + hidi1) , i=1,2,...,n—1 (4.44)

pro neznamé dy, dy, . ..,d,. Zbyvajici dvé rovnice doplnime podle zvolenych okrajovych
podminek.

Hermitovy okrajové podminky. Zvolime S'(a) = d,, S’(b) = dp, nebo-li

do = dq, dn = dp, (4.45)
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kde d, resp. dj jsou predepsané hodnoty prvnich derivaci na okraji a resp. b. Pak v sou-
stavé (4.44) dosadime v prvni rovnici dy := d, a ¢len hod, prevedeme na pravou stranu,
a v posledni rovnici dosadime d,, := d, a ¢len h,,_,d, prevedeme na pravou stranu. Sou-
stavu pak fesime a ziskdme zbyvajici neznamé d;,i = 1,2,...,n — 1. Matice soustavy je
tiidiagonélni, diagondlné dominantni, takze soustavu lze snadno vytesit GEM upravenou
pro soustavy s tridiagonalni matici.

Extremalni vlastnost. Kubicky splajn ma pozoruhodnou extremadini vlastnost, kterou
si ted popiseme. Oznacime

V ={veC¥a,b)|v(z) =vy;,i =0,1,...,n,0 () = do, V' (,,) = d,}

mnozinu viech funkei, které maji v intervalu (a,b) spojitou druhou derivaci, prochazeji
zadanymi body [x;,y;], 4 =0,1,...,n, a v krajnich bodech a = xy a x, = b jejich derivace
nabyvaji predepsanych hodnot dy a d,. Pak fab [v"(2)]? dr nabyva na mnoziné funke{ V
své nejmensi hodnoty pro kubicky splajn S(z), tj. plati

b b
/ [S”(2)])? dw = min/ [v"(2)]? dz .
a veV J.

Tato vlastnost ma zajimavou interpretaci v mechanice. Je totiz znamo, ze ohybova
energie homogenniho izotropniho prutu, jehoz stfednicovd ¢dra mé rovnici y = v(z),
x € {a,b), méa priblizné hodnotu E(v) = cf;[v”(:p)]Q dz, kde ¢ je vhodna konstanta.
A déle je také znamo, ze prut, ktery je donucen prochéazet pevnymi interpolacnimi body
[z;, y;], zaujme pozici s minimalni energii. Extremdlni vlastnost tedy tvrdi, ze kubicky
splajn aproximuje stfednicovou caru takového prutu.

Piirozené okrajové podminky. Zvolime S”(a) = M,, S”(b) = M,. Tak dostaneme

4d0 + 2d1 = 651 - thm (446&)
2d,_1 + 4d,, = 66, + h, M,. (4.46D)
Vyslednou soustavu n + 1 rovnic pro neznamé dy, dy, . .., d, dostaneme tak, ze nejdiive

vezmeme rovnici (4.46a), pak rovnice (4.44) a nakonec rovnici (4.46b).

Periodické okrajové podminky. Protoze mé platit S”(a) = S”(b), sestavime rovnici
§"(xo) = 5" (zn)
a vyuzijeme podminky
S(a) =yo=yn=95(b),  S'(a) =do=d,=5(b).
Tak dostaneme rovnici
hndy + hidyn—1 + 2(hy + hy)d, = 3(hyd1 + hidy), (4.47a)
kde 61 = (y1 — yn)/h1. Zmeéni se také prvni z rovnic (4.44), ta bude nyni tvaru
2(hy + ha)dy + hydy + had, = 3(ha01 + hids). (4.47Db)
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Vyslednou soustavu n rovnic pro nezndmé dy, ds, . .., d, dostaneme tak, ze nejdiive vez-
meme rovnici (4.47b), pak rovnice (4.44) proi = 2,3, ...,n—1, a nakonec rovnici (4.47a).

Podminky not a knot. Jestlize prvni ani druhé derivace v krajnich bodech a, b nezname,
osveédcil se postup, oznacovany v anglicky psané literatute jako mot a knot. Myslenka
je jednoducha: pozadujeme, aby splajn byl polynomem tfetiho stupné na prvnich dvou
intervalech, tj. pro zyp < x < 9, a na poslednich dvou intervalech, tj. pro x, » < x < x,.
V uzlech 7 a x,_; tedy uz nedochazi k napojovani dvou riznych polynom, tj. uzel z;
a T,_1 uz neni uzel splajnu nebo-li knot, odtud nézev postupu ,not a knot“.

Polynomy Si(x) a Se(z) maji v bodé z; spole¢nou funkéni hodnotu yy, stejnou prvni
derivaci d; a podle (4.43) také stejnou druhou derivaci. Aby oba polynomy byly totozné
staci, kdyz budou mit v bodé x; také stejnou tteti derivaci. Stejnou uvahu lze provést
v bodé z,,_1. Kdyz pomoci (4.38) vyjadiime podminku S{"(z1) = S5'(z1) a upravime ji
pomoci prvni rovnice soustavy (4.44), dostaneme rovnici

hodgy + (hy + ha)dy = [(3hy + 2hy)hoby + R3]/ (hy + ho). (4.48a)
Podobné zpracujeme také podminku S” | (z,_1) = S (x,_1) a dostaneme rovnici

(Bt + hp)dp—1 + hp_1dy = [h20, 1 + (2hy—1 + 3hp) hn10,]/ (1 + hy) . (4.48b)
Neznamé dy, dy, . . ., d, pak dostaneme jako feseni soustavy rovnic, z nichz prvni je rovnice

(4.48a), pak néasleduji rovnice (4.44) a nakonec ptijde rovnice (4.48b).

V MATLABu Ize pro vypocet kubického splajnu pouzit funkci spline. Zékladni volbou
jsou podminky not a knot, pouzit 1ze ale také Hermitovy okrajové podminky.

Aproximace kiivky. Kiivku x = ¢(t), t € (0, £), aproximujeme kiivkou x = s(t) tak, ze
1-ta slozka s; funkce s je kubicky splajn aproximujici i-tou slozku ¢; funkce ¢ na vhodném
déleni intervalu (0, £). Pokud zndme body {x;}!,, kterymi ma prochédzet splajn, zvolime
délenf 0 =ty < t; < --- < t, =L tieba tak, ze t; = t; 1 + ||x; — X;_1]]2, 1 =1,2,...,n.

Chyba interpolace. Jestlize y; = f(z;), i = 0,1,...,n, dy = f'(v0), dv = f'(zn),
M, = f"(a), My = f"(b), a kdyz f € C*{a,b), pak pro chybu interpolace plati (4.40).
Béazové splajny. Splajn S, € SX lze vyjadrit ve tvaru

n-+p

Splw) = > a;} (@), (4.49)

kde {¢% };Lif je baze prostoru SX. Pro numerické vypocty je velmi vhodnd baze tvorend
tak zvanymi bazovymai splajny, struéné B-splajny.

Abychom mohli definovat B-splajny, potFebujeme déleni (4.33) intervalu (a, b) rozsitit
o p uzli nalevo od a a o p uzlu napravo od b. Pfipustime pfitom, ze tyto pridané uzly

mohou byt nédsobné. Dostaneme tak déleni

A={r <<z <a=z0<m < <2 =b< 1y < <y} (4.50)
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B-splajn fadu k pifslusny uzlu z; déleni A budeme znaéit By, Definice je rekurzivni, takze
zacneme splajnem radu 1,

1 rox; < < Tii1,
By — P ! (4.51)
0 jinak,
a B-splajn fadu k > 1 definujeme predpisem
B, = wixBig—1 + (1 — wit11) Bit1k-1, (4.52)
kde o S
— V2 Ti 7 Titk—1,
wzk(x) — Tivk—1 — T4 * (453)
0 jinak.

Snadno ovéiime, ze By je po ¢astech polynom stupné k—1 a ze By, = 0 pro x ¢ (2, x;41).
Pro derivaci B, lze odvodit

By = aiBig-1 — ig1xBit1k-1, (4.54)
kde
k—1
E— kdyz x; # xiyk—1,
Qi = Titk—1 = T YE i # Tivkt (4.55)
0 jinak.

Protoze linedarni B-splajn By je spojity, By, € C*2%(a,b). Snadno ovéifme, ze funkce
{Bj7p+1}?:_ip tvor{ bazi v SK. Pokud se vrétime k vyjadieni (4.49), pak

QO? = Dj—p—1,p+1 = B]'*TJW j = 1, 2, o, n —|—p, (456)

kde r = p + 1. Na intervalu (x;, ;11) mohou byt nenulové jen B-splajny {Bjk}é'zzekﬂa
k=1,2,...,r. Proto

Sp(@) =S (@) = > ajBp(r) =Y ai4;Biorijn(2). (4.57)
=1

TE(T,Tit1) i1
Algoritmus BSPL pro vypocet {B;.()}_; ., Pro = € (x;, i)

zvol r > 2, & € (x;,T41)
vynuluj matici B = {b;;} typu (r +1,7)
b,«l =1

ik = wik(2)bj -1 + (1 — wjr1£(2))bj41,5-1

1
2
3
4.
5. for j:=r—k+1,...,rdo
6
7 end

8

end

Pak Bj,(z) = bjsr—iy, j =1%—1r+1,...,4, najdeme v poslednim sloupci matice B.
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Obrazek 4.3 zobrazuje B-splajny fadu 4 na déleni

A={0=0=0=0<02<04<06<08<1=1=1=1}.

Obr. 4.3: B-splajny {Bu}it 5

Pro vyjadfeni okrajovych podminek potfebujeme derivace splajnu. Ziejmé

7 r

= Y 4. BP@) =Y ai;BY, (2). (4.58)

j=i—r+1 j=1

[$74] (@)

$E<$i,$i+1)

Algoritmus BSPLd pro vypocet derivaci B-splajnu {Bj(ﬁ) (2)}omi i1 PTO T € (T4, Ti11).

1. zvolr>2,0<g<r—1,z¢€ (z;xi1)

2. vynuluj matici B = {b;;} typu (r+1,7)

3. bq:=1

4. for k:=2,...,r do

5. for j.=r—k+1,...,rdo

6 ifk<r—q

7 bk = wik(2)bj k-1 + (1 — wjp1,1(7))bj 1,51
8 else

9. bk = ajrbjr—1 — Qjr1kbjr1 k-1

10. end

11.  end

12. end

Pak B](-g)(x) =bjir—ir, j =1 —r+1,...,4, najdeme v poslednim sloupci matice B.

Kardinalni B-spajny jsou B-splajny na rovnomérném déleni s uzly x; = ih, kde h
je konstantni délka kroku. Kardinalni B-spajny jsou tvarové stejné, navzajem posunuté.
Plati

Bi_s,(x) = Biy(x +sh) mnebo-li Bj.(x) = Bi_s,(x — sh).
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Z (4.57) pomoci transformace x = x; + &h, € € (0, 1), obdrzime

Sy (i +€h) =) i Birgjo(wi + €)=Y iy Bj_pr(a; + Eh — ih) =
=1

j=1
Zazﬂ r(ER) = Zalﬂ e (4.59)

kde By, (t) = B, (th) je kardindlni B-splajn fadu r pifslusny uzlu s na rovnomeérném délenf
s krokem délky jedna. Oznacime-li @7(§) = Bj—,»(§), j = 1,2,...,7, pak

Sii(@ Z iP5 (

Algoritmus BSPLc pro vypocet kardindlnich B-splajnii {¢%(£)}5_; pro & € (0, 1).

) ; T € (T, Tiy1). (4.60)

1. zvolr >2,£€(0,1)

2. vynuluj matici B = {b;;} typu (r + 1,7)

3. bq:=1

4. for k:=2,...,rdo

5. for j:=r—k+1,...,rdo

6. b= [((r+€) = byt + Gk — (7 ©)byrac]/(k — 1)

7. end

8. end

Pak @?(f) = bj;, j = 1,...,r,najdeme v poslednim sloupci matice B. Kardinalni B-spajny

stupnu 1, 2 a 3 jsou uvedeny v tabulce 4.1.

p=1 p=2 p=3
Phl1-¢ s(1—¢)° HUEIE
| € | a(=282+26+1) §(3¢% — 667 +4)
3 3 $(—38 +32 43¢ + 1)
& Ha

Tab. 4.1: Kardinalni B-splajny

Koeficienty {aj}?if dostaneme feSenim soustavy n+p linearnich rovnic: n + 1 rovnic
(4.42) doplnime p — 1 rovnicemi pro okrajové podminky. Matice soustavy je pasova,
v kazdém radku je nejvyse p nenulovych koeficientu. Pro ¢asto pouzivané déleni

A={r =0 pjp1==a=20<2 < T =b=Tpy1 = =Tpp}, (461)

lichy stupen splajnu p = 2m — 1 a tfazeni rovnic pro
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Hermitovy okrajové podminky prirozené okrajové podminky

5(950) = Yo, 5(330) = Yo,
SU)(20) = y(()j)’ j=1:m—1, SO (zg) = y(()j)7 j=m:2m—2,
S(xl) Iy“ Zzln—l, S(Jj‘z) :y“ 2:177/—1,

S(j)(:pn):yg), j=m-—-1:-1:1, S(j)(:pn):yg), j=2m-—2:-1:m,
Sn) = Yn, Sn) = Yn,

je matice soustavy p-diagonalni.
Tak tfeba pro rovnomérné déleni (4.61) s krokem délky h = (b — a)/n, pro p = 3
a Hermitovy okrajové podminky dostaneme matici soustavy

10
—3/h 3/h 0
1/4 7/12 1/6
1/6 2/3 1/6
1/6 2/3 1/6
1/6 7/12 1/4
0 —3/h 3/h
0 1

4.1.3. Trigonometricka interpolace

je vhodnd pro interpolaci periodickych funkei. Rekneme, ze funkce f je periodické
s periodou T, jestlize f(t +T) = f(t) pro kazdé t. Frekvence v = 1/T a thlovd frekvence
w = 2w /T. Tak treba funkce sin 2wkt mé periodu 7' = 1/k, frekvenci v = k a thlovou
frekvenci w = 27k. Jestlize t je cas méreny v sekundach, pak frekvence urcuje pocet period
obsazenych v jedné sekundé nebo-li pocet cykli za jednu sekundu. Jednotkou frekvence
je Hertz, znac¢ime Hz, v zékladnich jednotkach Hz=s"!. Pfedstavme si, Ze jednomu cyklu
odpovida thel 27, ktery opiseme pfi jedné otacce po jednotkové kruznici. Uhlov4 frekvence
je pak thel, ktery opiseme za v cykld, jednotkou thlové frekvence je pocet radianu za
sekundu, znaéime rads™!.

Trigonometricky interpola¢ni polynom. K interpolaci periodické funkce s periodou
T pouzijeme trigonometricky interpolacni polynom

( m
% + Z (ap, coswht + by, sin wht) 9m+ 1,
Palt) = :1:_11 pro n = (4.62)
% + (ap, coswht + by, sin wht) + C%m cos wmt 2m,
\ h=1
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s koeficienty ay, b, zvolenymi tak, aby byly splnény interpola¢ni podminky

P.(te)=fr, k=0,1,....n—1, (4.63)

kde tj jsou uzly déleni,
0<to<ti < - <th_1 <T,

a fr = f(te), k = 0,1,...,n — 1. Pro n liché je trigonometricky interpolacni polynom
urcen jednoznacné, viz [20]. Pro sudé n je jednozna¢nd existence zarucena, pravé kdyz
S := 3"~ i, neni celociselnym nésobkem T', viz [47]. Dosadime-li do (4.63) za P vyraz
(4.62), dostaneme soustavu n linedrnich rovnic pro nezndmé koeficienty ay, by,. Reseni
takové soustavy vyzaduje O(n?®) operaci.

Trigonometricky interpola¢ni polynom (4.62) lze také vyjadrit ve tvaru

n—1
Pu(t) = fuln(t), (4.64)
h=0
kde ¢, jsou trigonometrické fundamentalni polynomy,
4 n—1 . 1 4
sin sw(t — ¢
[T 2 (t — ) 2m + 1 liché,
k=0, kh S1n Ew(th - tk)
lh(t) = pro n = (4.65)
1 n—1 -1
sinsw(S+t—1t sin sw(t —t
2 ( - ) H —= (t = t) 2m sudé,
\ sin ;wS k0 ke, S sw(tn — tr) \

viz [47]. Vzorec (4.65) je sice elegantni, pro praktické pouziti vsak piili§ vhodny nenf:
vypocet hodnoty P,(t) podle (4.64)-(4.65) potiebuje O(n?) operaci pro kazdé t.
Fazovy interpola¢ni polynom. Pro efektivni vypocet koeficientu trigonometrického
polynomu (4.62) je tucelné zvolit rovnomérné déleni

T

th=—k, k=01,...,n—1.
n

(4.66)

Na rovnomérném déleni (4.66) je trigonometricky interpolacni polynom jednoznaéné

urcen. Skutecné,

S
A
i
o

1
k:

n(n —1)

n—1

ty =
0

T
T n

Nl ®»
el
ol
I
o
I

0

takze pro n sudé S neni celociselnym

2n 2

nésobkem T'.

Je-li f v intervalu (0,T) lipschitzovsky spojita 3, pak P,(t) — f(t) pro n — oo,

t€(0,T), viz [8].

3 Funkce f(t) je v intervalu (0,T) lipschitzovsky spojita, jestlize existuje konstanta L takova, ze

[f(z) = f(y)| < Llx —y[ Yo,y € (0,T).
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Koeficienty trigonometrického interpolacniho polynomu P, ziskame prostifednictvim
fdzového interpolacniho polynomu

n—1 n—1
Pa(t) = co 4+ c1e™ + ce®™t 4. ¢, _jenTHWt = Z cpeth = Z e, (4.67)
h=0 h=0

kde i = /=1 je komplexn{ jednotka, w = 27 /T, e“" = coswht + isinwht je periodicka
funkce s periodou Tj, = T/h a frekvenci v, = h/T, z = ¢™*. Komplexn{ koeficienty {c;}}—,
urcime z interpolac¢nich podminek

pulti) = fu, k=0,1,...,n—1. (4.68)

Oznacime-li

o iwhty _iwhty
en = (e e ,...,€

iwhtnfl)T _ (17 627rih/n’ )

L, eFmm DTy 01 n—1,

pak lze interpola¢ni podminky (4.68) zapsat maticové ve tvaru

3
—

f= ChPn = VnC, (469)
h=0
kde 1 1 . 1
1 e27rz‘/n o 627ri(n—1)/n
Vn = (LPOacpla"'aLPn—l) = . . . . ) (470)
1 62m’(n71)/n o 627ri(n71)2/n
je symetrickd Vandermontova matice, ¢ = (co,c1,...,cn 1)t a £ = (fo, i, fuo1)?.
Odtud
1 1
c=V, f=-F,f, (4.71)
n
kde
1 1 .. 1
1 6—27ri/n o e—Zwi(n—l)/n
F.=1. ) ] ] ) (4.72)
1 6727ri(n71)/n o 6727ri(n71)2/n

Diukaz. Ukazeme, ze V, F,, = nl,, kde I, je jednotkova matice tadu n.

n—1 n—1 n—1
[VnFn]rs _ e27m'rj/n6727rijs/n _ Z lerij(rfs)/n _ Z qgs’
§=0 §=0 §=0
kde ¢ = €*™=9)/" Pro r = s je ¢ = 1, takze V,.F.].» = n. Pro r # s dostaneme

[VoF,lrs = [(¢% — 1)/(grs — 1)]/n = 0, nebot ¢~ = e*=%) = 1. O
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Vsimnéte si, ze

e—iw(n—h)zk _ 6—27ri(n—h)k/n _ 6—27rki€27rihk/n _ 627rihk/n _ eiwhmk. (473)
Odtud a z (4.71) a (4.72) tak dostaneme
1 n—1 1 n—1 1 n—1
I — _ 7iwhtk — _ iwhtk — _
co—ank, ch anke . Coen anke L h=1,2,...,n—1. (4.74)
Pro h=1,2,...,n—1 jsou tedy koeficienty ¢, a ¢,_, komplexné sdruzené, tj. ¢, = cy.

Koeficient ¢ je redlny a pro n sudé je realny také koeficient ¢, /o = (1/n) Z;(l)(—l)k fr-
Vypocet hodnoty p,(t) 1ze provést pomoci Hornerova schématu aplikovaného na po-
lynom g, (2) = Sp—y cnz pro z = et

Koeficienty trigonometrického interpolaéniho polynomu urcéime z koeficientu fa-
zového interpolaéniho polynomu. Pomoci (4.73) vyjadiime

eiwhtk 4 eiw(nfh)tk eiwhtk _ eiw(nfh)tk

coswhty, = 5 , sin wht;, = 2
i

a dosadime do rovnic p,(tx) = Py(tx), k=0,1,...,n — 1.
Pro n = 2m + 1 po upravé dostaneme

a " ap — b ap + b
<Co - §0> ®wo + Z Kch — %) ®n + (Cn—h - %) Son—h:| = o.
h=1

Protoze vektory {¢s}}—y jsou linedrné nezdvislé (nebot V,, = (@0, @1, .., Pn_1) je re-
guldrni), koeficienty u ¢, museji byt rovny nule. Odtud

ap = 2co, ap=cp+ Cu_p, bp=1ilch —cp_p), h=1,2,...,m.
Protoze ¢,,_;, = ¢, dostaneme
ap = 2Re(cp), bp = —2Im(cp), (4.75)

kde Re(cp) resp. Im(cy) je redlnd resp. imaginarni slozka cy,.
Pro n = 2m podobné odvodime

ap = 2co, ap=cp+ Cpnop, bp=ilch —cn_p), h=12,....m—1, a,=2cy,

pricemz opét plati (4.75).
K uréeni koeficientl ¢y, a tedy také ay, by, jsme potiebovali O(n?) operaci. V dalsim
ukdzeme, ze tento pocet lze snizit na O(nlogn) operaci.

Rychla Fourierova transformace, strutné FFT (podle anglického Fast Fourier Trans-
form) je algoritmus, ktery umoznuje efektivni vypocet diskrétni Fourierovy transformace,
struéné DFT (podle anglického Discrete Fourier Transform). DET transformuje posloup-
nost ¢fsel {yx}7—y na posloupnost {Y;}7Z; predpisem

n—1 n—1
Yk:Ze 2””/‘“/”3; —walkyj, k=0,1,...,n—1
§=0 §=0



—27i/n

kde w, = e . Odpovidajici maticovy zapis je

Y = Fny7

kde y = (Yo, y1, - ¥Un-1)', Y = (Yo, Y1,.... Y, )T a F, = {wﬂ“}Jk —o, Viz (4.72). Efek-
tivni vypocet koeficientu ¢ = (1/n)F,f fiazového interpolacniho polynomu lze proto
provést pomoci rychlé Fourierovy transformace.

Algoritmus FFT je zaloZen na strategii znamé jako rozdél a panuj (anglicky divide and
conquer). Podstatu FFT lze nejsnadnéji vysvétlit pro piipad, kdy n = 29. Pomoci rovnosti

w, = 6—27ri/n _ [6—27ri/(2n)]2 _ wgn
dostaneme
n—1 n/2—1 n/2—1
Vi=> wify; = Z w2y, + Z w0 =
7=0
k=0,1,...,n—1
n/2—1 n/2—1

D Wi H WL ) Wanaisa
=0 =0
Prok=n/2+s,s=0,1,...,n/2—1,j=0,1,...,n/2 — 1, odvodime

| i - |
wll/*" = exp (— 7:/@; (n/2+ 8)> = exp(—27ij) - exp ( W;J;) W

o
W™+ = exp (—ﬂ(n/Q + s))) = exp(—mi) - exp(—2mis/n) = —w;,
n

takze
n/2—1 n/2—1
Y = Z willjzij +wh Z willjzijJrla
-0 -0 k=0,1,...,n/2—1.
n/2—1 n/2—1

_ ik k jk
Yojoen = E Wy, 9Y25 — Wy, E Wy, 2Y2j+1;
i=0 =0

Transformaci vektoru y délky n provedeme pomoci dvou transformaci
u=F,.p, v="F,rq
vektori p = (Y0, Y2, - > Yn2)T aq= (Y1,¥3,---,Yn_1)° polovieni délky n/2. Pak
v (u +do V> |
u—dov
kde d = (1, wp, .. wﬁ/z 1) a symbol o vyznacuje Hadamarduv soucin, tj.

dou= (dlul, dng, c. ,dn/zun/g)T, dov = (dl’Ul, dQ’UQ, cey dn/gvn/z)T.
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Tento postup rekurzivné opakujeme. Kazdy krok vyzaduje O(n) operaci, kroku je
q = log, n, takze celkové vypocetni ndklady jsou fadu O(nlogn). Nésleduje

Algoritmus FFT v MATLABu:

function y=F(x)

% x je sloupcovy vektor
n=length(x);

if n==1, y=x; return; end
d=exp(-2*pi*1i/n).~((0:n/2-1)");
u=F(x(1:2:n-1));

v=F(x(2:2:n));
y=[u+d.*v;u-d.*v];

Algoritmus bez pouziti rekurzivniho volédni funkce je uveden tieba v [55]. Rychly
vypocet DFT zalozeny na principu rozdél a panuj lze odvodit i pro ptipady, kdy n neni
mocninou dvojky. Algoritmus FFT pro libovolné n je implementovan v MATLABu jako
funkce £ft. Koeficienty fazového interpolacniho polynomu dostaneme provedenim ptikazu
c=fft(f)/n.

Amplituda, faze. Trigonometricky interpola¢ni polynom (4.62) muzeme zapsat ekviva-

lentné ve tvaru
(

a m
50 +) " Apsin(wht + ) 2m + 1,
P,(t) = :;:_11 pron = (4.76)
a , am,
50 + Z Ay sin(wht + ¢p) + 5 cos(wmt) 2m,
\ -

kde Ay, = /a3 + b2 = 2|cp| je amplituda a ¢, = arctg2(ap, by) je faze definovand rovnicemi
cos ¢p, = b /A, sin ¢y, = ap,/A,. Skutecné,

by,
ay, coswht + by sinwht = A, (A_ cos wht + 1 sin wht)
h h

Ay, (sin ¢y, cos wht + cos ¢y, sinwht) = Ap, sin(wht + ¢p,).

Funkce arctg2 je v MATLABu implementovana jako funkce atan2. Oznac¢ime-li

\ao\

Ay = = |co|, ¢o = —sgn(ao) a pro n sudé A,, = = lcm|, om = sgn(am)
dostaneme
t) = Apsin(wht + ¢). (4.77)
h=0

Funkce sgn je definovana predpisem

—1 t <0,
sgn(t) = 0 kdyz t=0,
1 t>0,
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v MATLABu viz funkce sign.
V praktickych aplikacich se casto vyhleddva tzv. dominantni frekvence vy = hy/T
prislusna maximéalni amplitudé A; = maxgcp<n Ap.

Priiklad 4.7. Uvazujme zafizeni, které generuje periodicky signal popsany funkei
f(t) = 10 4+ 12 cos 1007t + 8 sin 1607t — 10 cos 3007t.

Signal f se skldda z konstanty Ay = 10 a ze tif periodickych funkei: funkce 12 cos 1007
ma amplitudu A; = 12 a frekvenci 7; = 50, funkce 8sin 1607t mé amplitudu A, = 8
a frekvenci 7; = 80 a funkce —10 cos 3007t mé amplitudu As = 10 a frekvenci 7, = 150.

Pifjemce signalu funkci f nezna, muze vSak hodnoty signalu méfit. Provede celkem
n meéfeni v casech t, = kAt, k = 0,1,...,n — 1, kde At = T'/n a T je predpoklddana
perioda signalu. Hodnotu zmeétrenou v case t; oznacme jako fr, k=0,1,...,n — 1.

Snadno zjistime, ze f ma periodu 7" = 0,14, kde ¢ je libovolné prirozené ¢islo. Predpo-
kladejme nejdiive, ze periodu znadme a zvolime 7" = 2. Jestlize provedeme 50 méfeni na
kazdé zakladni periodé délky 0,1, dostaneme n = 1000. Vypocet amplitud dokumentuje

Program FREQ v MATLABu:

f=0(t) 10+12*cos(100*pi*t)+8*sin(160*pi*t)-10*cos(300*pi*t); % funkce
T=2; % perioda

n=1000; % poZet m&feni

m=n/2; % polovina n

t=(0:n-1)*T/n; % dé&leni na Casové ose

y=f(t); % hodnoty funkce

c=fft(y)/n; % koeficienty fazového polynomu
A=[1,2%ones(1,m-1),1] .*xabs(c(1:m+1)); % amplitudy
nu=(0:n-1)/T; % d&leni na frekvencni ose
stem(nu(l:m+1),A,’k.’,’linewidth’,1); 7% zobrazeni amplitud
xlabel (’frekvence’); ylabel(’amplitudy’); % popisy os
set(gca, ’xtick’, [0 50 80 150 250]); % zaradzky na ose x
axis([-15 265 -1 13]); grid on; % rozm&ry okna

Grafickym vystupem programu je obrazek 4.4. Vidime, ze se podafilo presné iden-
tifikovat frekvence a amplitudy obsazené v signalu f. Vypocet fazi a jejich vykresleni
ponechdvadme jako cviéeni, vyjde ¢y = m/2, ¢ = 7/2, ¢ = 0 a ¢35 = —7/2.

V praktickych aplikacich casto periodu funkce f nezname. Frekvence a amplitudy
signalu f lze presto ptiblizné zjistit. Jestlize v programu FREQ zvolime T=2.045, dostaneme
obrazek 4.5. Aproximace frekvenci je skvéla, u amplitud je to horsi.

Pokud je signdl rusen ndhodnym sumem s nulovou stiedni hodnotou, frekvence a am-
plitudy signalu f lze opét celkem dobfe odhadnout. Kdyz v programu FREQ nahradime
piikaz y=f (t) piikazem

y=f (t)+6*(2*randn(1,n)-1); % poruSené hodnoty funkce f

dostaneme obrazek 4.6. Frekvence porusené¢ho signalu zustaly prakticky stejné.

Aproximace Fourierovych koeficientti. Kazdou lipschitzovsky spojitou periodickou
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12 .

amplitudy
)

(o] 50 80 150 250
frekvence

Obr. 4.4: amplitudy: T=2.

funkci f s periodou T lze vyjadiit pomoci Fourierovy rady

a — .
f(t) = 70 + ;[ah cos wht + B, sinwht],

kde w = 27/T a

2 [ 2 [T
ap = —/ f(t)coswhtdt, By = — / f(t)sinwht dt
T Jo T Jo

jsou Fourierovy koeficiety.

12 .

amplitudy
)

2 r 4
(0] 50 80 150 250
frekvence

Obr. 4.5: amplitudy: T=2,045.
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12 .

amplitudy

(o] 50 80 150 250
frekvence

Obr. 4.6: amplitudy: T=2,045, porusena data.

Pomoci (4.74) a (4.75) dostaneme

n—1 n—1
2 2
ap = — coswht b, = — sin whiy,.

Protoze f(t,) = f(to), pro f, = f(t,) plati f,, = fo. Oznacime-li At = T'/n, pak t, = kA,
k=0,1,...,n. Odtud

n—1
2 1 1 2
ap = fAt §f0 cos whty + gl fr coswhty + éfn coswht, | = TQ%(f cos wht),

kde Q7% je slozend lichobéznikové formule na n dilcich. Podobné b, = 2/T Q( f sin wht).
Vidime tedy, ze koeficienty {an}}", resp. {by}}", trigonometrického interpolacniho
polynomu Py, ;1 jsou aproximace Fourierovych koeficientu {ay, } 5 resp. {Bn}7, zalozené
na priblizném vypoctu piislusnych integrala slozenou lichobéznikovou formuli. Algoritmus
priblizného vypoctu Fourierovych koeficientu «y, B, pro h > m je popsén v [55].

4.1.4. Interpolace funkci vice proménnych

Omezime se na piipad, kdy f je funkce dvou proménnych definovana v oblasti €.

Interpolace po castech linearni. Predpokladejme, ze ) je mnohouhelnik. Oblast €2
triangulujeme, tj. vyjadiime ji jako sjednoceni trojuhelniku T4, 75, ..., T,,, z nichz kazdé
dva rizné budto nemaji Zadny spoleény bod nebo maji spoleény vrchol popifpadé maji
spolecnou stranu. Mnozinu T = {7} }7*, vSech takovych trojihelnikt nazyvame trian-
gulaci oblasti €. Vrcholy trojuhelniku triangulace ozna¢ime P, = [x1,y1], P2 = [22,¥2],
.oy Py =[x, y,] a nazveme je uzly triangulace. Predpoklddejme, ze v kazdém uzlu P; je
predepsana hodnota f; = f(x;,y;) interpolované funkce f.

Po cdstech linedrnim interpolantem funkce f na oblasti {2 rozumime funkci S, ktera
je v Q spojita, spliuje interpolaéni podminky S(z;,v;) = fi, i = 1,2,...,n, a kterd je na
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kazdém trojuhelniku T} € T linedrni. Na T}, je tedy z = S(x,y) = Sk(x,y) rovnice roviny
urcené hodnotami funkce f ve vrcholech Ty. Ptipomenme, ze rovnice roviny prochazejici
body [Ta, Yas Zals [T, Yb, 2] & [Te, Yo, 2c] MUZe byt vyjddiena ve tvaru

T—Tq Y—Ya Z— 24
Tp—Ta Yb—Ya 2b—2a| =0.
Te —Tg Ye —Ya Rec — Za

Vypocitat hodnotu z = S(z,y) pro (z,y) € € je snadné: uréime trojuhelnik T}, v némz
bod [x,y] lezi, a vypoctteme z = Si(z,y).

Chyba interpolace je tim mensi, ¢im jemnéjsi triangulaci zvolime. Kdyz f € C?(Q)
(tj. kdyz f je v € spojitd spolu se svymi prvnimi a druhymi parcidlnimi derivacemi), pak

|f(x,y) - S(l’,y)| < Ch2>

kde h je nejdelsi strana trojuhelniku triangulace a C' je konstanta nezavisla na h.

Interpolace po ¢astech bilinearni. Predpokladejme, ze Q2 = (a, b) X (¢, d) je obdélnik.
Pomoci déleni a = 29 < 21 < - < xp =b,c =1y < 1 < -+ < Ym = d rozlozime
vychozi obdélnik © na mensi obdélniky R;; = {(z,vy)|zi-1 < z < z;,y;-1 < y < y;},
i =1,2,...,n, 7 = 1,2,...,m. Predpokladejme, ze v uzlech [z;,y;] jsou pfedepsiny
hodnoty fi; = f(z;,y;) funkee f.

Na obdélniku R;; definujeme funkci

ri —X Yi —y r—Ti—1 Y — Y
Sii(z,y) = fic1j-1 ! + fij—1 2

Ti = Xi-1 Yj — Yj—1 Ti — Xi-1 Yj — Yj—1
Li—x Y~ Yj-1 T—=Ti-1 Y —Yj—1

+ fi-1 + fij -
Ty —Ti—1 Yj —Yj—1 Ty —Ti1 Yj —Yj—1

Funkce S;; je bilinedrni, tj. pro pevné z = C je S;;(C,y) linearni funkce proménné y a pro
pevné y = D je S;;(z, D) linedrni funkce proménné z. Funkce S;; je interpolant funkce
f na obdélniku R;;, tj. S;; nabyva ve vrcholech [z;_1,y;-1], [zi, yi-1], [7i,y5] & [ziz1, y5]
stejnych hodnot jako funkce f, jak se snadno presvédcime.

Na Q definujeme funkci S predpisem S(z,y) = S;;(z,y) pro (z,y) € R;j,i =1,2,...,n,
Jj=1,2,...,m. Protoze S(x;,y;) = fij, 1 =0,1,...,n, j =0,1,...,m, fekneme, ze S je
po cdstech bilinearni interpolant funkce f na obdélniku 2. Snadno ovérime, ze S je v €
spojita (staci si uvédomit, ze S;;, a tedy také S, je na kazdé strané obdélnika R;; linearni
funkce jednozna¢né urcena pomoci hodnot funkce f v koncovych bodech této strany).
Kdyz f € C?(Q), pak pro chybu interpolace plati odhad

1S(z,y) — f(z,y)| < C(R*+k*), kde h = max(z; — x;-1), k= max (y; — y;_1)

1<i<n 1<j<m

a C' je konstanta nezavisla na h, k.
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4.2. Metoda nejmensich ¢tvercu

oznacuje postup pro priblizné feseni preurcenych nebo neptesné zadanych soustav rovnic,
zalozeny na minimalizaci kvadratu jejich rezidui, viz kapitola 3.

Prokladani dat krivkami je vyznamnd skupina uloh, které lze metodou nejmensich
¢tvercu tesit (v anglicky psané literatufe se pro tyto aplikace pouzivd oznaceni curve
fitting). Popisme si, o co v takovych ulohéch jde.

Necht ¢ je nezdvisle proménné, napiiklad ¢as, a y(t) je nezndm4 funkce proménné ¢,
kterou chceme aproximovat. Predpokladejme, ze jsme provedli m pozorovdni, pri nichz
byly hodnoty y pfiblizné zméfeny pro urcité (navzajem ruzné) hodnoty t, takze

ylgy(tl)a i:1727"'7m7

kde symbol ~ vyjadiuje ptibliznou rovnost. Nasim zdmérem je modelovat y(t) linedrni
kombinaci n bdzovych funkci pro néjaké n < m:

y(t) = z1p1(t) + Tap2(t) + -+ + Tugpn(t) =1 Ra(t).

Funkce R, (t) se ve statistice nazyva linedrni regresni funkce. Bdzové funkce navrhujeme
podle ocekdvaného prubéhu nezndmé funkce y(t), uréit se maji parametry xy,xs, ..., x,,
a to tak, aby

yi = Ry(t;), i=1,2,...,m, maticové y ~ Ax,

kdey = (Y1,%2, - -»Ym)? jsou naméfend data, x = (x,T,...,7,)T je vektor neznamych
parametri a A je tak zvand ndvrhovd matice,
pi(t)  @2(t) .. ealty)
p1(ta)  paltz) .. @nlt)
A= . . . E(‘Pla‘PQa"')(pn)’
P1(tm) @2(tm) - Pnltm)

Vektor @; = (@;i(t1), pi(ta), ... 0i(tm))T, i =1,2,...,n, je i-ty sloupec matice A.
Rezidua jsou rozdily mezi pozorovanimi y; a modelovanymi hodnotami R,,(¢;):

ri=yi— Ru(ti) =vi— Y _ @itz =y — > _agw;,  i=1,2,...,m,
j=1 j=1

kde a;; = ¢;(t;). V maticovém zépisu
r=y— Ax. (4.78)

Parametry x; chceme urcit tak, aby rezidua byla co nejmensi. Metodu nejmensich ¢tvercu
dostaneme, kdyz minimalizujeme soucet ¢tvercu rezidui:

Irf3 =" 7 — min. (4.79)
=1
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v

1 2 b i b1 m

Obr. 4.7: Princip metody nejmensich ¢tverca

Nekdy se pouziva také vdzZend metoda nejmensich ctvercu: kdyz jsou néktera pozorovani
vyznamnéjsi nez ostatni, muzeme jednotlivym pozorovanim ptisoudit vahy w; > 0 a mini-
malizovat soucet vazenych ¢tvercu rezidui

m
||r||§w = Zwir? — min.
i=1

Je-li napiiklad chyba i-tého pozorovéni piiblizné rovna e;, zvolime w; = 1/e;.

Normdlni soustava rovnic. Oznaéme F(x) = ||y — Ax||? = ||r||2. Reseni minimalizaéni
tlohy (4.79) musi spliiovat nutnou podminku pro extrém:

2

OF 0 — "
) —Z yi—zaz’ﬂj =0, k=1,2,...,n.
j=1

8xk 8$k
=1

Kdyz provedeme naznacené derivovani, dostaneme

i=1 =1
a odtud
n m m
E E Qi Qi5 | Tj = § ikYi , k= ]-72a y 1y
7=1 =1 i=1
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coz lze zapsat maticovée jako
ATAx = ATy, (4.80)

Soustava linedrnich rovnic (4.80) je zndma jako normdlni soustava rovnic. Kdyz jsou
sloupce matice A linedrné nezavislé, je matice G := AT A pozitivné definitni, takze feseni
x* normalni soustavy rovnic minimalizuje F'(x) = ||r||3 a je tedy fesenim tlohy (4.79):

|y — Ax*||2 = min ||y — Ax||3 nebo-li x* = argmin|y — Ax|[3.
xeR™ x€R"

Vyjadrime-li normalni soustavu rovnic pomoci vektoru ¢;, dostaneme

(p1,01) (p1,02) oo (P1,00) T (p1,y)
(P2, 1) (p2,02) .. (P2, 0n) T2 (p2,¥)

-1 (4.81)
(Sona 901) (Son, 902) (Som Qon) Tn (Sonv Y)

kde
(r, pj) = Z or(ti)p;(ti) a (Pr,y) = Z ox(ti)yi

jsou skalarni souciny vektoru ¢y, @, a ¢, y. Matice G soustavy (4.81) se nazyva Gramova
matice soustavy vektori {¢;}7_;.

Pii ndvrhu aproximace R, (t) bychom méli vybirat funkce @;(t) tak, aby sloupce ¢;
matice A byly linedrné nezdvislé. V opa¢ném piipadé, jak se d4 ukézat, ma tloha (4.79)
nekonecné mnoho teseni, coz je ziejmé nezadouci.

Uvedme si dva vyznamné specidlni piipady, pro které jsou sloupce matice A linedrné
nezavislé (dukaz lze najit napt. v [6]):

a) pron = N + 1 volime p;(t) =t j=1,2,...,N + 1;
b) pro n = 2N + 1 volime

k k
e1(t) =1,  pa(t) = cos fﬂ-ta Par+1(t) = sin fﬂ-ta k=1,2...,N,

a ,Casy pozorovani“ ¢; vybirdme z intervalu(c, ¢ 4+ 2L), kde L > 0, ¢ libovolné.

Aproximace R, (t) je v piipadé a) algebraicky polynom stupné N a v pfipadé b) trigono-
metricky polynom stupné N.

Kdyz je m = n a matice A je reguldrni, pak x* = A7y ar = o, tj. R,(t;) = v,
1 = 1,2,...,m. Pokud jsou vSak namétena data y; zatizena chybami, pak neni ucelné,
aby funkce R, (t) tyto chyby kopirovala. Naopak, aby R, (t) vérohodné vystihovala (re-
konstruovala) neznamou funkci y(t), je zadouci, aby R,(t) nameéfena data vyrovndvala
(vyhlazovala). To je ale mozné jen tehdy, kdyz pocet pozorovani m je vyrazné vétsi nez
pocet n navrhovych parametru, tj. pro m > n.

Priiklad 4.8. Pro data predepsana tabulkou
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til 0 ‘0,5‘ 1 ‘1,5‘ 2 ‘2,5‘ 3
” | 357 ‘ 2,99 ‘ 2,62 ‘ 2.33 ‘ 2,22 ‘ 2.10 ‘ 2.05

uréime aproximaci Ry(t) = x1 + z2¢~" metodou nejmensich ¢tvercu. Ziejmé ¢q(t) = 1

a po(t) = e~'. Normadlni soustava rovnic je tvaru

7 7 7

>1-1 S1-eh T o1y
i=1 i=1 = | =1

7 7 7

Z et Z e ti . gt Ty Z e ti. i
i=1 i=1 i=1

Vypocteme-li piislusné sumy, dostaneme soustavu (zobrazujeme nejvyse 4 desetinnd mista)

7 2,4647 1 17,88
<2,4647 1,5805) <x2> - <7,4422>’
jejiz teseni je x; = 1,9879 a xo = 1,6087. Hledand aproximace Ry(t) = 1,99 + 1,61e™*
a |t =0,0651. O
Priiklad 4.9. Daty z pfedchoziho piikladu prolozime postupné polynomy prvniho, druhého

a trettho stupné. Za bézové volime funkce ¢;(t) = #~!, kde j =1,2,...,nan=2,3,4.

a) Polynom pruniho stupné. Pro p1(t) = 1 a @s(t) = t dostaneme normadlni soustavu
rovnic

7 10,5 T 17,88
10,5 22,75) \zo) \2345)°
kterd ma feseni x; = 3,28 a x5 = —0,48, takze Ry(t) = 3,28 — 0,48t a ||r||s = 0,4756.

Aproximace linedrnim polynomem tedy neni vhodn4, nebot je mélo piesna.

b) Polynom druhého stupné. Normalni soustava rovnic

7105 22,75 7 17,88
10,5 22,75 55,125 zo | = | 2345
22,75 55,125 142,1875) \u3 49,0625

m4 feSeni x; = 3,53, x5 = —1,09 a z3 = 0,20, takze R3(t) = 3,53 — 1,09t + 0,2t
a ||r|l2 = 0,1006. Velikost rezidua se zmensila, je vSak stéle vétsi nez v piikladu 3.7.

¢) Polynom tretiho stupné. Normalni soustava rovnic (zobrazujeme nejvyse 4 desetinnd

mista)
7 10,5 22,75 55,125 T 17,88
10,5 22,75 595,125 142,1875 T 23,45
2275 55125 142,1875 3812813 | | s | | 49,0625
55,125 1421875 381,2813 1049,5469) \u, 116,78

ma teSeni x; = 3,57, 19 = —1,35, z3 = 0,43 a x4 = —0,05, takze
Ry(t) = 3,57 — 1,35t + 0,43t — 0,05t a ||r||2 = 0,0360.
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Pokud bychom stupen polynomu déle zvysovali, zjistili bychom, ze polynom R;(t) Sestého
stupné prochdzi véemi body [t;, y;], takze je to interpolacni polynom.

Vsimnéte si jesté prvku Gramovych matic: s rostoucim tfadem nejvétsi koeficient
prudce roste. Spolu s nim prudce roste také ¢islo podminénosti Gramovych matic. Do

nésledujici tabulky jsme zaznamenali ¢isla podminénosti k2(G) pron = 2,3,...,7 (spoc-
tend v MATLABu pomoci maticové || - ||2 normy)
n 2 3 4 5} 6 7

ko(G) | 16 | 4,27-10% | 1,91-10* | 1,20-10° | 1,17 - 108 | 2,31 - 100

Pokud bychom tabulku dat z piikladu 3.7 rozsitili o dalsi sloupce, mohli bychom teore-

ticky v regresni funkei Y 7, z;#/~ zvétsovat n (az do poctu m sloupci). Prakticky to

v§ak mozné neni, nebot pro velké n by ¢islo podminénosti Gramovy matice bylo netinosné
velké.

Splajny v metodé nejmensich ¢tvercia. Regresni funkci hledame jako splajn
d
Sp(t) = w;ph(t) (4.82)
j=1

j
uréime minimalizaci funkce

F(X) = Z (yz - Sp(ti))2 = Z (yz - i ijj—r,r(ti)> ) (483)

stupné p, kde gp? =DBj,,,r=p+1,d=mn+p < m. Koeficienty z;, j = 1,2,...,d,

=1 =1 7j=1
kde x = (x1, T, ..., 24)". Oznacime-li
Bi,(t1) Boyr(ti) ... Bu_ir(t1) (7
By, (t2) Baoyr(ta) ... Bu_ir(t2) Y2
A= . . . ) y= . )
Blfr,r (tm) B2fr,r (tm) s anl,r (tm) Ym

pak lze funkci F' zapsat maticové ve tvaru
F(x) = (y — Ax)"(y — Ax) = |y — Ax]f;. (4.84)

Z podminky VF = o dostaneme normalni soustavu rovnic (4.80).

Vyhlazovaci bazovy splajn. Splajn s koeficienty ziskanymi feSenim normalni soustavy
rovnic obé¢as vykazuje nezadouci zvinéni. Z toho duvodu se zavadi tzv. vyhlazovaci splajn,
jehoz koeficienty se ziskaji minimalizaci funkce

G = Y (= Syt +p [ [sy0]" et (4.85)

=1
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kde p > 0 je vhodné zvoleny parametr vyhlazeni. Pro vyhlazovaci ¢len postupné dosta-
neme

/a [sHo) dt = zzé / [52(0)] dt =

n—1 r Tit1 n—1
33 s | [ Bl 0B, ()0t s = 3 xIDix,
i=0 a,f=1 i =0

kde X; = (2i41, Tito, .-, Tiyr)! a D; = {dfw}gﬁzl, pricemz

) Ti41
. :/ B o, OB 5, (t)dt, o, B=1,2,...71
T

A

Integraly lze spocitat numericky formuli fadu alespon 2(r—3), tfeba Gaussovou-Legendro-
vou formuli s (r — 2)-ma uzly. Pomoci lokdlnich matic D;, ¢ = 0,1,...,n — 1, sestavime
globalni matici D na zdkladé ekvivalence

n—1
g xiTDZ-Xi = x'Dx.
i=0

Celkem tedy
G(x) = (y — Ax)T(y — Ax) + px'Dx, (4.86)
takze vyhlazené koeficienty dostaneme jako feseni soustavy linearnich rovnic

(ATA +pD)x=A"y. (4.87)

Tlustrace efektu vyhlazeni. Zvolili jsme ad splajnu r = 6 a délen{ intervalu (0, 27) na
n = 10 dilk nestejné délky. V rozsifeném déleni A jsme zvolili z_5 = x_4 = --- = x5 = 0,
T = T11 = -+ = 215 = 27. Déle jsme zvolili m = 30 bodu [t;, v, ¢ = 1,2,...,30, kde
0=t <ty <-- <ty =27 jenerovhomérné déleni intervalu (0, 27) a kde y; = sint; jsou
hodnoty sin¢; porusené pomoci generatoru ndhodnych ¢isel s rovnomérnym rozdélenim.
V obréazku 4.8 teckovand cara vyznacuje nevyhlazeny splajn a plna ¢ara splajn vyhlazeny
s koeficientem vyhlazeni p = 0,2.
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Obr. 4.8: Vyhlazovaci splajn: r = 6, n = 10, m = 30, p = 0,2.
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5. Numericky vypocet derivace a integralu

Spoleénym vychodiskem obou postupu je ndhrada funkce f(x) vhodnou aproximaci
o(x), kterd je pak derivovdna nebo integrovéna. Jsou-li hodnoty y; ~ f(x;) ziskdny
méfenim, je vhodné data nejdiive vyrovnat, tj. ¢ ziskdme pomoci metody nejmensich
¢tvercu. Pokud je funkce f(z) zaddna presnymi hodnotami y; = f(z;) ve velkém poctu
uzlu x;, pak je ucelné urcit ¢ jako po ¢astech polynomicky interpolant. Kdyz je uzlu jen
par, lze jako ¢ pouzit Lagrangeuv popt. Hermituv polynom nevysokého stupné.

5.1. Numerické derivovani

Ptiblizny vypocet derivace f’(x) ma smysl napiiklad tehdy, kdyz

a) pro dané x muzeme ziskat odpovidajici hodnotu y = f(x), avsak explicitni vyjadieni
funkce f(z) k dispozici neméame a proto vzorec pro f’(x) neumime napsat;

b) funkce f(x) je tak slozita, ze vypocet jeji derivace je prilis pracny;
¢) hodnoty funkce f(x) zndme jen v nékolika tabulkovych bodech.

V takovych piipadech je ucelné nahradit funkei f(z) vhodnou aproximaci ¢(z) a hodnotu
derivace ¢'(x) povazovat za pribliznou hodnotu derivace f’(x). Podobné postupujeme,
kdyz potiebujeme piiblizné uréit vyssi derivace: f*)(z) nahradime pomoci ¢® ().

V dalsim si uvedeme nékolik ¢asto pouzivanych formuli zalozenych na derivovani Lag-
rangeova interpola¢niho polynomu P,(z), tj. kdyz f’(x) aproximujeme pomoci P/ (x).

Chyba aproximace v uzlovém bodé. Necht f € C"*1(a,b), kde a je nejmensi a b je
nejvétsi z uzlu interpolace. Pak pro chybu f'(zs) — P! (zs) v nékterém z uzlu z, plati

AR ()

() = Pafan) = Tl ea) (5.1)

kde wy11(x) = (z — xo)(x — 1) -+ (x — x,) a & je néjaky bod z intervalu (a, b).

Prehled uziteénych vzorciu. Uvazme piipad, kdy uzly x; jsou ekvidistantni's krokem h,
tj. x; = xo +1h, i = 1,2,...,n. Abychom docilili jednotného zapisu, ozna¢ime uzel xy,
v némz pocitame pribliznou hodnotu derivace, vzdy jako z. Také ostatni uzly necislujeme,
ale vyjadiujeme je pomoci x jako x + h, x — h apod. Piislusny vzorec je platny jen pro
funkce, které maji potfebny pocet spojitych derivaci. Bod & lezi vzdy mezi nejmensim
a nejvetsim uzlem pouzitym ve vzorci. Pomoci vztahu (5.1) tak dostaneme:

n—=1: f’(x) _ f(l'—i-hf)L_f(x) —%hf”(f), (5.2&)
fay = FOZIEZH L By e, (5.2b)
ner play o G EAGED S Ly 5o
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f(:L‘ + h) - f(:L‘ - h) . %h2f///(£) : (53b)

2h

f’(x) _ 3f(l') B 4f(17 ;hh) + f(l' B Qh) + %th///(g) . (530)

Uvedme jesté nejzndméjsi formuli pro vypocet druhé derivace. Rovnost

Jla+h) —2f(2)+ fle—h) 1
h? 12

f'(x) = W) (5.4)
ovéfime uzitim Taylorova rozvoje f(z =+ h) okolo x.

Formule ze vzorce (5.2a) je zndma jako proni diference vpred (doprednd diference)
a formule ze vzorce (5.2b) jako pruni diference vzad (zpétnd diference). Formule ze vzorce
(5.3b) byva oznacovana jako proni centrdlni diference a formule ze vzorce (5.4) jako druhd
centralni diference.

Numericky vypocet parcialni derivace nepiedstavuje zadny novy problém: derivuje-
me-li podle proménné z;, ostatnich proménnych z; # x; si nevSsimame a nékterou z vyse
uvedenych formuli aplikujeme jen na x;. Tak tfeba pomoci dopfedné diference (5.2a)
dostaneme

0f(x1,25)  flar, 22 +h) — flz1,22)

~

8262 h

Podminénost numerického vypoctu derivace. Ve vzorcich (5.2) - (5.4) jsme uvedli
vzdy formuli (jako prvni s¢itanec na pravé strané) a jeji diskretizacni chybu (jako druhy
s¢itanec). PTi numerickém vypoctu derivace hraji vyznamnou roli také zaokrouhlovaci
chyby, a to jak v hodnotach funkce f (tj. ve vstupnich datech), tak pii vyhodnoceni
formule (tj. pfi vypoctu). Ukazeme si to pro formuli ze vzorce (5.2a).

Ve skute¢nosti za ptibliznou hodnotu derivace f'(xy) povazujeme vyraz

F(wo) == f(xo+hf)L—f(£C0) _ [f(xo+h)+€1}]L— [f (o) +20] _ f/(x0)+%hf//(€o)+gl ;go |

kde €1 resp. €y je zaokrouhlovaci chyba, které se dopustime pii vypoctu f(zg + h) resp.
f(xo). Tedy

f (o + 1) — f(xo)
h

kde E; := —2hf"(§) je diskretizaéni chyba a E, := —(g1 — £9)/h je chyba zaokrouhlovaci.
Chovani obou chyb je pro h — 0 diametralné odlisné: zatimco |Ey| — 0, |E,| — oo. Pro
mala h se tedy ziejmé jedna o Spatné podminénou ulohu: malé zmény €y, 1 ve vstupnich
datech vyvolaji velkou zménu E, a nasledné také vysledku f’ (). Kdyz pro jednoduchost
zanedbame zaokrouhlovaci chyby vznikajici pii vyéisleni formule [f(zo 4+ h) — f(x0)]/h,
dostavame pro celkovou chybu £ = E; + E, odhad

(o) = +Ey+ By,

1 €
|E| < |Eq| + |E.] < §hM2 + QE =g(h),
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kde My = max |f"(x)| pro x € (xg,xo+h) a € = max(|e1], |e2)|). Minimalizaci funkce g(h)
obdrzime optimalni délku kroku

hopt = 2 Mi . pro kterou |Eupt| = g(hopt) = 21/eMs.
V' M,

Ptredpoklddejme, ze hodnoty f(z¢) i f(xo+ h) dokdzeme vypocitat s relativni chybou
rovnou piiblizné ¢islu §, takze € = Moo, kde My ~ max(|f(zo)|, | f(xo+h)|). Pro My =~ M,
je hopt = 2V6 a | Eopt| = 2MO\/5 . Pocitame-li tedy napt. ve dvojnasobné presnosti a pokud
6~ 10716, pak hyy ~ 2- 1078, Jestlize navic |f'(z)| = My, pak |Eyu| ~ 2|f/(x)[v/3, a to
znamena, ze velikost relativni chyby derivace f’ (x) je fadové rovna druhé odmocniné
velikosti relativni chyby funkcénich hodnot. To néds opraviuje k tvrzeni: pri priblizném
vypoctu derivace formuli dopredné (nebo zpétné) diference dochdzi pri optimdlni volbé
kroku ke ztrate priblizne poloviny platnych cifer.

-7

x 10

151

0.5

0 0.2 0.5 1 1.5 2
h x 10~

Obr. 5.1: Chyba numerické derivace: pro g(h) = %h +2-10716/h je hopr =2+ 1078 = Ep

Podobné chovéani vykazuji i ostatni formule numerického derivovani, tj. pro krok h
blizky hopr je numericky vypocet derivace Spatné podminénd uloha: nepatrné zmenseni
kroku vyvola zna¢ny narust chyby, viz obr. 5.1.

5.2. Richardsonova extrapolace

Priblizny vypocet derivace 1ze efektivné zptesnit technikou zndmou jako Richardsonova
extrapolace. Je to univerzalni postup umoznujici pomoci zédkladni metody nizsi presnosti
vytvaret metody vyssi presnosti. Ukazme si, jak se to déla.

Predpokladejme, ze zakladni metoda je reprezentovana funkei F'(h) parametru h. Me-
todou F' umime vypocitat hodnotu F'(h) pro mala h > 0. Nasim cilem je co nejpresnéji
aproximovat hodnotu F(0), kterou vsak pfimo z formule F' ur¢it neumime.
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Predpokladejme, ze funkce F'(h) muze byt zapsédna ve tvaru mocninného rozvoje
F(h) :a0+a1h2+a2h4+a3h6—l—..., h € (O, ho) (55)

Konkrétni formule F' je zkoumdna v piikladu 5.1, viz (5.17). Pro malé h je F'(h) jisté
dobrou aproximaci F'(0) = ay. Pokusime se najit lepsi aproximaci ag. Zaéneme tim, ze
vypocteme F(%). Podle (5.5) plati

F(%):ao—l—al (g)z—l—ag (g)4+a3 (g)6+... (5.6)

Nejvétsi chybu ve vyrazu ag— F(h) i ag— F (%) prredstavuje ¢len obsahujici druhou mocni-
nu h. Zbavime se ho tak, ze od ¢tyindsobku rovnice (5.6) ode¢teme rovnici (5.5) a vysledek
délime tfemi. Tak dostaneme

AF (%) — F(h
Pﬂm::—41%——L2:am+@%#+agﬂum” (5.7)
Snadno ovéfime, ze |a§2)| <lajl, j =2,3,.... F5(h) je proto lepsi aproximace ag nez F'(h)

nebot ag — Fy(h) za¢ind az ¢tvrtou mocninou h. Dostali jsme tedy metodu Fy, kterd je
(pro dosti mald h) lepsi nez puvodni metoda F'. Protoze Fy(h) ~ F(0) je spoc¢tena pomoci
hodnot funkce F' pro h a %, predstavuje Fy(h) extrapolaci funkce F' do nuly (ovéite, ze
Fy(h) = P1(0), kde Pi(t) je linedrni interpolacn{ polynom prochdzejici body [(2)2, F(%)]
a [h?, F(h)]).

Podobnym postupem odstranime z F»(h) clen obsahujici ¢tvrtou mocninu h a ziskdme
jesté lepsi aproximaci F'(0). Nejprve vypocteme Fy(%). Podle (5.7) plati

h h\* h\°
F§(§>::a0+a§)(§) +a$)(§) ... (5.8)

Rovnici (5.8) ndsobime 16, odec¢teme (5.7) a vysledek délime 15. Tak dostaneme metodu
F3, kterd je pro zvolené h definovana predpisem

_ 16F5(5) — Fy(h)
- 15

F(h) : = ag+aPRd + . (5.9)
piicemz \a§3)| < \aﬁg)\ <laj|, j = 3,4,.... Vsimnéte si, abychom mohli vypocitat Fy(%),
musime nejdifve urcit F(%).
Takto muzeme pokracovat a ziskavat stale lepsi metody, pro které
_AF(G) - B(h)

E+1(h) - 4t — 1 :ao_'_a’z(‘fl—Jrll)hQiJrQ_'_"' ) 1= 1727"‘ (510)

akde Fy(h) = F(h). Pro koeficienty rozvoje pfitom plati \ayﬂ)\ < |qj\, j=i+1,i+2,....
Necht hy = h/2%, s = 0,1,.... Protoze Fj(h) = ag + agl)h% + al(-leh%r2 + ..., snadno
odvodime, ze

|Fi(hs) —ao) < C;ih*,  s=0,1,..., i=0,1,..., (5.11)
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kde C; jsou konstanty nezavislé na hy. Rekneme proto, ze Fy(hs) je aproximace F(0) fadu
h%* a piseme F;(hy) = F(0) + O(h%).

Poznamka. (O Landauové symbolu O(p(h))). Necht ¢(h) je funkce definovand v intervalu
(0, ho) a p je kladné ¢islo. Rekneme, ze funkce ¢(h) je tadu O(hP) a piseme ¢(h) = O(hP),
jestlize existuje ¢islo C' > 0 takové, ze pro vsechna 0 < h < hg plati |¢(h)| < Ch?. O

Vypocet lze prehledné uspoiadat do tabulky

Fy (h) Too

F (%) F(h Tho Tn

3 (%) Iy (%) F (h) Too Tor To

Fi(g) R(1) F(3) F®) = Tyo Ts1 Ty Ts

4 (%) Iy (%) Iy (%) Fy (%) Fy (h) Ty Tn T Tiz Tu

Tab. 5.1 Richardsonova extrapolace
Tabulku vypliujeme po tadcich. Ziejmé
Ty = Fyy1(h/2°79), Fi(hs) = Tiys—1,i-1- (5.12)
Prvek T,y v prvnim sloupci tabulky vypoc¢teme pomoci zakladni metody F' = F,
Tso = F(h/2°%), s=0,1,..., (5.13)
a dalsi prvky v tomto fadku pocitdme ve shodé s (5.10) podle predpisu

4iTs i—1 = Tsfl i—1 Ts i—1 = Tsfl i—1 .
= —— —— =T, — ’ =1,2,...,s. 5.14
4@ _ 1 i—1 _'_ 4z _ 1 ) ? y < 78 ( )

Tsi :

Vypocet ukoncime a Ty; povazujeme za dostateéné presnou aproximaci F'(0), pokud
|Tsi - Ts,z’fl‘ < maX(Er‘Tsi‘a ga) ) (515)

kde €, je pozadovana relativni pfesnost a e, pozadovana ptresnost absolutni. Podle (5.11)
a (5.12) pfitom

Ty — F(0)] < Ciyh* 2 s=0,1,..., i=0,1,... (5.16)

s—1 )

Priklad 5.1. Richardsonovu extrapolaci pouzijeme pro zptesnéni vypoctu derivace podle
formule (5.3b). Jestlize ma funkce f dostateény pocet spojitych derivaci, pak

T — flz — @) (x ®)(x
Py = LEED S0 _ gy SO0 SO

takze F'(h) je tvaru (5.5).

R+, (5.17)
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Pocitejme derivaci funkce f(x) = cosx pro z = 1. Zvolime napt. h = 0,8 a vypocet
ukonéime, kdyz bude splnéna podminka (5.15) pro &, = g, = 107°. V nasledujici tabulce
znacime hy = h/2%, prvky Ty pocitdme ze vztahu

~cos(1 + hy) — cos(1 — hy)
s0 — th )

prvky Ty a Ty v daliich sloupcich pocitdme podle (5.14). Cisla v tabulce jsou zaokrouh-
lena na 6 cifer. Protoze |T3, — T3] < 107°, povazujeme Tsy = —0,841471 za pribliznou
hodnotu f’(1). Presna hodnota f’(1) = —sin(1) = —0,84147098, takze T3 ma vSechny

s | hs T Ty Ts
0]08 | —0,754543

1[04 |—-0819211 —0,840766

2102 | —0,835872 —0,841426 —0,841470
310,1| —0,840069 —0,841468

cifry platné. ([l

Poznamka. Richardsonovu extrapolaci lze aplikovat na zakladni metodu F' také v pripade,
kdyz ma funkce F'(h) obecny rozvoj

F(h) = ag + a1hP* + agh?? 4+ agh? + . .. (5.57)

kde 1 < p; < py < p3 < ... jsou prirozena cisla. Presnéjsi metodu F;.; v tom piipadé
definujeme ptedpisem

_ 2 R(5) — Fi(h)

Fia(h) = =2 — —ag+ a4 =12, (5.10)

a Ty; pocitame podle
2piTs i—1 Tsf i— Ts i—1 7 Tsf i— . s
Ty = 72;2_1 e N si—1 T 7 12172'—117 17 221727"'78' (514)

Protoze F;(h) — F(0) = agi)hpi + ..., fekneme, zeF;(h) je aproximace F(0) tddu hP:. Pro
pi = 2i dostaneme diive uvazovany piipad, viz (5.5), (5.10) a (5.14). O

Priklad 5.2. Richardsonovou extrapolaci zptesnime vypocet derivace podle formule (5.2a).
Z Taylorovy véty dostaneme

flx+h) - f(x)

) @), 19w

F(h) := = f'(x) + o 3 R+ ..., (5.18)

coz odpovida (5.5") pro p; = i. Po¢itat budeme stejnou tlohu jako v prikladu 5.1. Ten-
tokrat pozadovanou presnost dosdhneme az pro 7). Richardsonova extrapolace je méné
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S hs TSO Tsl Ts2 T83 Ts4

0| 0,8 | —0,959381

1] 04 | —0,925838 —0,892295

2| 0,2 | —0,889723 —0,853608 —0,840712

31 0,1 | —0,867062 —0,844401 —0,841332 —0,841421
4

0,05 | —0,854625 —0,842188 —0,841451 —0,841468 |—0,841471

ic¢inna: zatimco pro formuli (5.3b) je Ty, aproximace iadu hS, pro formuli (5.2a) je Ty
aproximace fadu h® a k dosazeni pozadované pfesnosti bylo tfeba zvolit mensi h,. [

5.3. Numerické integrovani

Cilem tohoto odstavce je priblizny vypocet ur¢itého integralu I(f) := fabf(x) dax.
Existuje nékolik duvodu, proé¢ tento integral nepocitdme presné, naptiklad

1) integrédl I(f) neumime spocitat analytickymi metodami;
2) analyticky vypocet je piilis pracny;
3) funkce f(z) je ddna jen tabulkou.

Za pribliznou hodnotu integralu I(f) povazujeme integrdl Q(f) := I(p), kde ¢(x) je
vhodna aproximace funkce f(x).

5.3.1. Zakladni vlastnosti kvadraturnich formuli

Zacneme tim, ze si uvedeme jednoduchy

Priklad 5.3. Pro vétsi ndzornost vykladu predpoklddejme, ze funkce f(z) je na inter-
valu (a,b) kladnd. Interval (a,b) rozdélime na n stejnych dilka délky h = (b — a)/n
pomoci délicich bodu x; = a +ih, i = 0,1,...,n, a obsah plochy pod kfivkou f(z) na-
hradime obsahem plochy pod lomenou ¢arou spojujici body [x; 1, f(z:-1)] a [zs, f(2;)],
i=1,2,...,n. Funkce ¢(x) je tedy po ¢astech linedrni aproximaci funkce f(z) a pfiblizna
hodnota integralu I(f) je souc¢tem obsahu lichobézniku s vrcholy [z;_1, 0], [z4, 0], [x;, f(x;)]
a (i1, f(wi-1)]-
Vysledkem je predpis

QHf) =D Lh(fis+f)=h[Efo+ fit -+ far+ 1], (5.19)
i=1
kde f; := f(x;). Dostali jsme tak jednu ze zdkladnich formuli numerického integrovani,

tzv. sloZenou lichobéznikovou formuli. Index 1 znaci ,trapezoid“, coz je anglicky pteklad
slova lichobéznik. V dalsim budeme formule pro pfiblizny vypocet integrali oznacovat
také jako kvadraturni formule.
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f(xi)

f(zio1)

X

O O

a=xg T Ti_1 €T; Tit1 IN-1 xN=0b

O

Obr. 5.2. Slozena lichobéznikova formule

Diskretizaéni chyba. Uréeme chybu, které se dopustime, kdyz misto pfesného integralu
I(f) pouzijeme kvadraturni formuli Q.(f). Na intervalu (x;_;, z;) vznikne chyba

e [ ) do = Ghlf i) + f)) = [ i[f(az) ~ Py(a)]dx,

kde

f(%) - f($i—1)
h

Pi(z) = f(ria) +

(l’ — xi—l)

je linedrni interpola¢ni polynom funkce f(z). Uzitim vzorce (4.23) pro chybu interpolace
f(z) — Pi(z) dostaneme

= [ @) - ai) - ) do.
Ti 1 2
Protoze funkce (z — z;_1)(z — x;) neméni na intervalu (z;_1,z;) znaménko, z prvni véty
o stfedni hodnoté integralu* plyne existence bodu n; € (z;_1, ;) takového, Ze

=) [ e = me) e — ) de =~ )

i—1

4Prvnf véta o sttedni hodnoté integralu, viz [44]: Je-li f(z) spojita v (a,b) a je-li g(x) integrovatelnd
a g(x) > 0 resp. g(x) < 0, existuje aspon jeden takovy bod ¢ € (a,b), ze

/a ' Fa)gte) dz = £(O / e
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Pro celkovou chybu R} (f) = I(f) — Q% (f) proto dostaneme

n

b—a) — b—
RT _ = hBZ f// o (12n a) Zf”(nz) _ _vaf//(n)fﬂ’ (520)
=1

kde 1 € (a,b). Tedy R%(f) = O(h?) a diskretizaéni chyba R3(f) — 0 pro h — 0.

Zaokrouhlovaci chyba. Podivejme se jesté na chybu zaokrouhlovaci. Jestlize v kvadra-
turni formuli (5.19) pouzijeme misto piesnych hodnot f; pfiblizné hodnoty f; = fi + &,
pak

Qi) = hIEfo+ fit -+ far + 51 = QF(F) + hl3eo+e1 4+ 201 + gen].

Ziejme I(f) = Q(f)+ Ry(f) + Eg, kde Eg := —h[}eo+ €1+ -+ €n_1 + 360] je celkovd
zaokrouhlovaci chyba. Jestlize |e;| < € := Moem, kde My = max(qp |f(x)| a €, je strojova
presnost, dostaneme odhad

|Er| < hne = (b—a)e = (b — a)Moe,, .

Vidime, ze odhad velikosti zaokrouhlovaci chyby |Eg| nezévisi na h. Pokud uvazime také
zaokrouhlovaci chyby aritmetickych operaci, odhad zaokrouhlovaci chyby bude

|Er| < (b—a)Moey, + (n+ 3) Moe,.

Protoze n nebyva prilis velké, muzeme konstatovat, ze numerické integrovani je podstatneé
méné citlivé na zaokrouhlovaci chyby nez numerické derivovani a proto pii bézném nu-
merickém vypoctu integralu nemusime zaokrouhlovacim chybam vénovat zadnou zvlastni
pozornost. [

Obecny tvar kvadraturni formule. Kvadraturni formuli pro ptiblizny vypocet in-
, b .
tegralu I(f) = [ f(x) dz budeme zapisovat ve tvaru

Q(f) = wof(xo) +wif(z1) + -+ wnf(wn). (5.21)

Body xg, 21, ..., x, se nazyvaji uzly a ¢isla wg, wy, . .., w, koeficienty kvadraturni formule.
Budeme predpokladat, ze a < xy < 21 < -+ < z,, < b. Rozdil I(f) — Q(f) oznatime
R(f) a nazveme (diskretizacni) chybou kvadraturni formule, tedy

I(f) = Q(f) + R(f).

RAad kvadraturni formule. Algebraicky 7dd r = r(Q) kvadraturni formule Q(f) defi-
nujeme jako nezdporné celé ¢&islo takové, ze R(z7) = 0 pro j = 0,1,...,7 a R(z"!) # 0.
Formule je tedy tadu r, pokud integruje presné polymomy stupné r a polynomy stupné
r + 1 uz presné neintegruje. Charakteristika kvality kvadraturni formule pomoci alge-
braického Fadu je prirozena. Podle Weierstrassovy veéty, viz [44], lze totiz kazdou spojitou
funkci libovolné pfesné aproximovat polynomem.

Necht P,(z) = f(zo)lo(z) + f(z1)l1(z) + - -+ f(x,)ln(7) je Lagrangeuv interpolacni
polynom funkce f(z) stupné n. Integraci P,(x) na intervalu (a,b) dostaneme tzv. inter-
polacni kvadraturni formuli

b b b
QUf) = I(P) = f(xo) / to(a) da + () / () e+ -+ f(2) / 0o(z) dz.
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Formule je tvaru (5.21) a jeji koeficienty jsou

b
wi:/fi(x)dx, 1=0,1,...,n. (5.22)

Interpola¢ni kvadraturni formule (5.21), (5.22) je ziejmé fadu alespon n, 1ze viak dokézat,
ze fadu vyssiho nez 2n + 1 byt nemuze.
ZvysSovani radu? Je prirozené ptat se, zda kvadraturni formule dostatecné vysokého
faddu dokaze aproximovat integral s pozadovanou piesnosti. Odpovéd na tuto otdzku ndm
dava nasledujici
Véta 5.1. Necht Q;(f) := Z;‘Zo w;f(:pz), i=0,1,..., jsou formule s kladngmi koeficienty
Fadu ry, pricemz 0 <rg <11 <+ - <1 < Tiy1 < .... Pak pro kaZdou funkci f(z) spojitou
na intervalu {a,b) plati

lim Q;(f) = I(f).

1—00
Diikaz. K libovolnému ¢ > 0 existuje podle Weierstrassovy véty polynom P,,(x) stupné
m takovy, ze |f(x) — Py (z)| < e Yz € (a,b). Pak pro kazdé r; > m plati

[1(f) = Qi) < (f = Po) | + [1(Fn) — Qi(Prn)| + [Qi(Prn — )| < 26(b — a),

nebot |I(f — Pn)| < e(b—a), |I(Pn) — Qi(Py)| = 0 protoze formule Q; je tadu r; > m,
a déle

|Qi(Pr = 1) < ) Wil Pna) = f(a)| < e |wil =Y w) =e(b—a).
j=0 Jj=0 Jj=0

V posledni nerovnosti jsme vyuzili toho, ze w} > 0 a ze Q;(1) = I(1) =b—a. O

Chceme-li tedy spocitat integral I( f) s pfedepsanou ptesnosti € > 0, tj. tak, aby platilo
lI(f)—Q(f)| < e, staci pouzit interpolaéni kvadraturni formuli dostateéné vysokého tadu
s kladnymi koeficienty. Z definice (5.22) koeficientu interpola¢ni formule je ziejmé, ze
pozitivnost koeficientu w; lze zajistit jediné vhodnym vybérem uzlu kvadraturni formule.
V odstavci 3 pozname Gaussovy formule, které pozadované vlastnosti maji.

Slozené formule. Jinou cestou umoznujici docilit potfebnou presnost numerické inte-
grace je pouziti sloZenych kvadraturnich formuli. Jednu slozenou formuli jsme jiz poznali,
totiz slozenou lichobéznikovou formuli Q%.(f), viz (5.19). Z odhadu chyby (5.20) plyne, ze
pro dostatecné jemné déleni intervalu (a, b) je chyba |I(f) — Q%(f)| numerické integrace
slozenou lichobéznikovou formuli libovolné mald. Pouzivaji se i jiné slozené formule nez je
formule lichobéznikova. Hlavni myslenka je vsak vzdy stejna: interval (a,b) se rozdéli na
m podintervala (a;,b;), i = 1,2,...,m, tak, ze

a:Cl,l<b1:a,2<b2:a3<"'<bm_1:&m<bm:b,

a na kazdém podintervalu (a;, b;) se pouzije kvadraturni formule Q;(f) nevysokého radu.
Formule na jednotlivych podintervalech jsou obvykle téhoz typu. Slozenou kvadraturni
formuli pak rozumime formuli Q™(f) = Y.i*, Q:(f). Oznacime-li o = max;(b; — a;)
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délku nejdelstho podintervalu, vznikd ptirozend otézka, zda Q™ (f) — I(f) pro ¢ — 07
Nasledujici véta tiké, ze za velmi slabych predpokladu tomu tak skutecné je.

Véta 5.2. Nechf a = a1 < by = ay < by =az < -+ < b1 = @, < by, = b je déleni
intervalu (a,b), o = max;(b; — a;), Q" (f) = Yo, Qi(f) je sloZend kvadraturni formule
na intervalu (a,b) a Qi(f) = Y\ wif(x}) je kvadraturni formule na intervalu (a;,b;),
ktera md kladné koeficienty a je rddu alesponi 0. Pak pro kazdou funkci f(x), kterd je
v intervalu {a,b) lipschitzovsky spojitd, plati

lim Q™(/) = 1(/).

Diikaz. Uzitim prvni véty o stfedni hodnoté integralu, a dale toho, ze pro formuli fadu 0
plati D70 gwh = Qi(1) = fab’ dz = b; — a;, dostaneme

/ f(z)dz — Qz(f)’ =|f(n)(b; —a;) — Qi(f)| =

> wif(n) =Y wif(a)| <> [wi] Lln — 3| <
=0 =0 =0

L(bZ — ai) Zwl = L(bZ — ai)Q S LO‘(bZ — ai),
a odtud

1) - Q"D < Lo S (b —a) < Lb—a)g =0 proo—0. O

i=1

5.3.2. Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule

jsou interpolacni formule s uzly x; = xo + th, i = 0,1,...,n. Uzavrené Newtonovy-
Cotesovy formule dostaneme pron > 1, h = (b—a)/n a x¢ = a, takze z,, = b, tj. koncové
body intervalu (a,b) jsou uzly. Oteviené Newtonovy-Cotesovy formule dostaneme pro
n>0h=(0b-a)/(n+2)axy=a+ h, takze z,, = b — h, tj. koncové body a, b uzly
nejsou. Lze dokazat, ze Newtonovy-Cotesovy formule jsou fadu n 4+ 1 pro n sudé a fadu
n pro n liché. Z téchto formuli maji vSechny koeficienty kladné jen uzaviené Newtonovy-
Cotesovy formule pro n = 1,2,...,7 a n = 9, z otevienych Newtonovych-Cotesovych
formuli pak jen formule pro n = 0,1 a n = 3. Nejznaméjsi Newtonovy-Cotesovy formule
jsou formule obdélnikové, lichobéznikova a Simpsonova. V dalsim se ndm bude hodit také
formule Booleova. Vsechny tyto formule si nyni uvedeme.

Obdélnikova formule je oteviend Newtonova-Cotesova formule pro n = 0 s jedinym
uzlem zy = %(a + b). Interpolacni Lagrangeuv polynom Py(x) stupné 0 proto je

A = =1 (*37)
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a odpovidajici formule je tvaru

Qutr = [ Awar=0-as (). (5.2

Index j; znaci ,,midpoint“, v anglicky psané literatufte se totiz obdélnikova formule oznacu-
je jako ,midpoint rule®. Ndzev formule vyjadiuje skutec¢nost, ze pro f((a + b)/2) > 0 je
Qi (f) obsah obdélnika o strandch délky b —a a f((a + b)/2). Pro chybu plati

1

Ru(f) = 57 /"()(b—a)’, kden € (a,0). (5.24)

Chybu obdélnikové formule odvodime snadno pomoci Taylorova rozvoje a prvni véty
o stfedni hodnoté integralu:

/abf(:p)d:p—(b—a)f (a;b) =/ab [f(a:)—f(a;bﬂ dz =
oo men oy

[(-57) e B2 [ (o= 157) o= gyrmo o

Obdélnikova formule je fadu 1. To okamzité plyne ze vzorce (5.24): protoze druhé derivace
polynomu stupné jedna je rovna nule, musi byt Ry (z7) =0 pro j = 0, 1.

dox =

a (a+b)/2 b a b a (a+b)/2 b

Obr. 5.3. Obdélnikova, lichobéznikova a Simpsonova formule

Lichobéznikova formule je uzaviend Newtonova-Cotesova formule pro n = 1 s uzly
ro = a, x1 = b. Formuli jsme jiz odvodili v ivodu této kapitoly. Zopakujme tedy, ze li-
chobéznikovou formuli dostaneme integraci linearniho interpolacniho polynomu prochéaze-
jictho body [a, f(a)] a [b, f(b)] v mezich od a do b. Snadnym vypoctem dostaneme

b —a
Qr(f) = / Pu()de = "= %(f(a) + 1 (b)). (5.25)

2

Nézev formule vyjadiuje skutecénost, ze pro f(a) > 0, f(b) > 0 je Qr(f) obsah li-
chobéznika, jehoz rovnobézné strany maji délky f(a), f(b) a jehoz vyska je rovna b — a.
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Pro chybu lichobéznikové formule plati

Ry(f) = —%f”(n)(b —a)*, kden € (a,b). (5.26)

Vzorec pro chybu byl odvozen v tvodu této kapitoly, chyba tam byla oznacena jako r;.
Lichobéznikova formule je fadu 1. Vsimnéte si:

a) Pokud se druhd derivace f”(x) funkce f(z) na intervalu (a,b) prilis neméni, pak je
absolutni hodnota |Rr(f)| chyby lichobéznikové formule pfiblizné dvakrét vétsi nez
absolutni hodnota |Ry(f)| chyby formule obdélnikové.

b) Pokud druhd derivace f”(x) funkce f(z) neméni na intervalu (a,b) znaménko, tj. je-
li funkce f(x) poidd konvexni nebo konkdvni, pak znaménko chyby lichobéznikové
formule je opacné nez znaménko chyby formule obdélnikové. Za téchto okolnosti
presnd hodnota I(f) integralu lezi v intervalu, jehoz krajni body jsou hodnoty

Qu(f) aQr(f).

Simpsonova formule je uzaviend Newtonova-Cotesova formule pro n = 2 s uzly xg = a,
x1 = (a+0)/2 a 5 = b. Integraci kvadratického Lagrangeova interpolaéniho polynomu
Py(z) prochazejictho body [z, f(xo)], [z1, f(x1)] a [xg, f(x2)] dostaneme

astn = [ mwyar="5" [w +1r (“430) + )] (5.27)

Snadno provéiime, ze Qg(27) = I(27) pro j = 0,1,2,3, a ze Qs(z*) # I(x?), tedy Simp-
sonova formule je fadu 3. Odvozeni vzorce pro chybu Rg(f) Simpsonovy formule je uz

vvvvvv

if<4>(n) (b — “> . kden € (a,b). (5.28)

Rs(f) = ~ 90 5

Booleova formule je uzaviend Newtonova-Cotesova formule pro n = 4,

Qs(f) = bg_oa [7f(a) +32f (3“Ib) +12f (“;b) +32f (az?’b) +7f(b)} . (5.29)

Formule je tadu 5, pro chybu plati

7
Ra(h) =5t (“50) ke @), (5:30
Slozené formule uvedeme jen pro piipad, kdy jednoduché formule na podintervalech
jsou vSechny stejné a to bud'to obdélnikové nebo lichobéznikové nebo Simpsonovy (se-
staveni slozené Booleovy formule ponechdvame ¢tendfi jako cviceni). Budeme uvazovat
ekvidistantni déleni x; = a + ih, kde h = (b — a)/n.

Slozenou obdélnikovou formuli dostaneme souctem jednoduchych obdélnikovych for-
muli na jednotlivych podintervalech (z;_1,x;). Vysledkem je formule

Qu(f) ==h[fiz+ fspp+ -+ fac12] . kde fiiyp = f(zi — h). (5.31)
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Pro jeji chybu R}, (f) plati

-3t ) = S ) = S (5.3

kde 1 € (a,b).

Slozenou lichobéznikovou formuli Q(f) vcetné jeji chyby Rp.(f) jsme jiz uvedli, viz
(5.19), (5.20). V MATLABu je slozend lichobéznikova metoda implementovana jako pro-
gram trapz.

Slozenou Simpsonovu formuli dostaneme pro sudy pocet dilku n tak, ze secteme jed-
noduché Simpsonovy formule na intervalech (xg, z2), (9, x4), ..., (Tn_9, x,). Dostaneme

Qs(f) iz%[fo +4f1+ fo] + %[ﬁ +4fs + fu] +

B facs+ A ol Ml fuca 4+ fi] = (5.33)

§[f0+4f1+2f2+4f3+2f4+"'+2fn—2+4fn—1+fn]-

Pro chybu R%(f) slozené Simpsonovy formule plati

R5(f) =— 9—10h5f(4)(772) - %hg’f(‘*)(nz;) S %fﬁf@)(ﬁn) _
B 9_1()h4 b_?ag D)+ fO ) + -+ [P ()] = (5.34)
180 () 47 kdenE(a,b).

Rombergova integrace je zalozena na pouziti slozené lichobéznikové formule a opako-
vané Richardsonovy extrapolace. Teoretickym vychodiskem Rombergovy metody je plat-
nost Fulerova—Maclaurinova vzorce

ﬁh2i[f(2i_1)(b) . f(2i—1)(a)] + Rm(f)a
’ (5.35)

Bom m m
kde Rm(f) = (b o a)ﬁ}ﬂ +2f(2 +2)(77m)7 Nm € (aa b)?

koeficienty By, jsou tzv. Bernoulliova ¢isla, viz. napt. [43]. Vzorec (5.35) plati za predpokla-
du, ze funkce f(x) je v intervalu (a, b) spojita spolu se svymi derivacemi az do tddu 2m+2
véetné. Aproximaci Q%(f) integralu I(f) lze zpfesnit uzitim opakované Richardsonovy
extrapolace. Rozvoj (5.35) je totiz stejného typu jako vzorec (5.5), na némz je opakovand
Richardsonova extrapolace zalozena. Srovnanim (5.5) a (5.35) vidime, ze ve vzorci (5.5)
staci polozit
b—a .
F(h) =Q1(f), h:= , ag:=1I(f), pi=2i.

n
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Pii vypoctu koeficientu Ty; postupujeme podle vzorcu (5.13)—(5.14), ny = 2°ng je pocet
dilka formule Q% (f) s krokem hy = ho/2%. Pii vypoctu Tip10 = Q7 (f) vyuzijeme
vSechny hodnoty funkce f(z), které jsme jiz pfedtim pouzili k urceni Ty = Q7 (f), viz
krok 3 v nésledujicim algoritmu.

Algoritmus Rombergovy metody
Krok 1. Dano a, b, n, g, €4.
Krok 2. s:=0; ng :=n; ho := (b —a)/n; Too := Qp(f);
Krok 3. Tyy10:= % [Tso +hsy i, fla+ (k — %) hs)};
Krok 4. nsq :=2ng; hgy1 := %hs; s:=s54+1;1:=1;
Krok 5. 0 := (Ty;-1 — Ts-1,-1)/(4" = 1); Ty; := Ty -1 + 0;
je-li |0 < max (eg|Ts|,€4), pokracujeme krokem 6;
je-li © = s, pokracujeme krokem 3;
jinak polozime 7 := i + 1 a opakujeme krok 5;
Krok 6. Polozime I(f) ~ Ty;
Nésleduje ptrehled zakladnich vlastnosti Rombergovy metody.
a) Vypocet Ty; odpovidd kvadraturni formuli taddu 2i 4+ 1 s kladnymi koeficienty.
b) Pro i =1 dostavame slozenou Simpsonovu formuli: Ty = Q& (f), kde ny = no2°.

¢) Aproximace T je slozend Booleova formule. Ty; pro ¢ > 2 vsak uz zédnou piimou
souvislost se slozenymi formulemi Newtonova-Cotesova typu nema.

d) Pro chybu podle (5.35) a (5.16) plati [Ty, —I(f)| < K;(b—a)h?t? kde hy_; = ho/2°7".
Konstanta K; zavisi na (2i 4+ 2)-hé derivaci funkce f(z).

e) M4-li funkce f v intervalu (a,b) spojité derivace az do fadu 2i + 2 véetné, pak
Tsi — I(f) pro s — oo. Pokud ma funkce f v intervalu (a,b) derivace vsech fadu,
pak také T3 — I(f) pro s — oc.

Zduraznéme, ze tspésné pouziti Rombergovy metody predpokladd, ze integrovana funkce
f(z) ma dostatectny pocet spojitych derivaci v celém intervalu (a, b).

Poznamka. 7 Eulerova—Maclaurinova vzorce (5.34) plyne
Qr(f) = I(f) + O(h*™*2), pokud f*=V(a) = f&=D(b) proi=1,2,...,m.

Slozené lichobéznikové pravidlo je tedy velmi presné pii integraci dostatecné hladkych
periodickych funkei v piipadé, kdy délka b—a intervalu integrace (a, b) je celym nésobkem
periody. 0
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5.3.3. Gaussovy kvadraturni formule

Zabyvejme se numerickym vypoctem

[ ewsea,
kde w je pevné dand nezapornd vdhovd funkce na intervalu (a, b). Interval (a, b) muze byt
neomezeny, tieba (0, 00) nebo (—oo,00). O vdhové funkci budeme predpoklddat, ze
(a) w je v (a,b) spojitd a nezdpornd,
(b) integraly f;w(:c)xk dz, k=0,1,..., existuji a jsou konecné, (5.36)
(c) je-li p polynom, p(x) > 0 v (a,b), f;w(x)p(x) dz =0, pak p = 0.
Podminky (5.36) jsou splnény napiiklad tehdy, kdyz funkce w je kladnd a spojitd na

omezeném uzavieném intervalu (a, b).
Pomoci prvni véty o stiedni hodnoté integralu snadno dokézeme, ze podminka (5.36¢)

je ekvivalentni s podminkou fabw(x) dz > 0.
Necht P,(z) = >_", f(x;)l;(z) Lagrangeuv interpolacni polynom funkce f(z). Inter-
polacni kvadraturni formuli s vahou definujeme predpisem

b n
Q= [ P =3 wif(e),
a i=0
kde koeficienty (5.37)
w; = /bw(:p)&(:p) de, i=0,1,...,n.

Proa<zy <z <- - <z, <bjeQ(f) obecné jen fddu n, tj. Q(z') = fabw(x)x’ dx, pro
0 < i < n. Vhodnou volbou uzlu {z;}!, 1ze fad formule (5.37) vyrazné zvysit. K tomu
pouzijeme

Ortogonalni polynomy. Pro funkce u, v definujeme skalarni soucin
b
(u,v) = / w(x)u(z)v(x) dx

v prostoru vsech funkci f takovych, pro které integral ffw(x) f?(x)dz existuje a je
konecny.

Necht {p, ()}, je soustava polynomil stupiiti n. Rekneme, ze tato soustava je v in-
tervalu (a, by ortogonélni, kdyz plati

(pi,pj) =0 proi#j.
Ke konstrukei ortogonalnich polynomu se vyuziva rekurentni vztah
pit1(z) = (z — ai)pi(z) — Bipi—a(x), i=1,2,...,
(5.38)

pricemz klademe po(z) =1, pi(z) =2 — .
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Koeficienty «q, aq, 51, ..., 4, B, ... jsou zvoleny tak, aby polynomy pg, p1, ..., pir1 byly
ortogondlni. Koeficient oy uréime z podminky 0 = (py1, po) = (x —ayp, po). Déle postupujme
indukci, tj. piedpokladdme (p;, %) = 0 pro k < i a uréime «;, 3;. Zaddme

0= (piy1,pi) = ((x — i)pi, pi) — Bi(pi—1,pi) = (xpi, pi) — @ilpi, pi) — Bi(Pi—1, i),
a protoze (p;_1,p;) = 0 podle indukéniho predpokladu, je

(xpiapi)
(piapi) .

Podobné z pozadavku

0= (pi+1apz>1) = ((33 - Oéi)pz'apiﬂ) - ﬁi(piflapifl) = (95291‘72%71) - ﬂz’(piq,pzel)
dostaneme

. ($pz‘>pi—1)
P e
(pz‘—lapi—l)

Tento vztah jesté upravime pomoci rovnosti

(pispi) = ((z — €im1)pi—1, pi) — Bim1(pi2. pi) = (2pi—1, i)
na vysledny tvar

o (pi> i)
P = (pzel,piq) .

Snadno ovéiime, ze (pi1,pr) = 0 také pro k < i — 2, takze celkem (p;y1,px) = 0, k < i.
Proto také (pi1,2%) = 0, k < i, nebot z* lze vyjadfit jako linedrn{ kombinaci p,(z) pro
¢ < k. Tim je indukéni krok ukoncen.

Koeficienty ortogonalnich polynomu p; tedy pocitdme ze vzorcu

= EPP) gy g ep) (5.39)
(i, i) (Pi—1,Pi1)
Ukazeme, ze
Véta. Koreny z;, « = 1,2,...,n, n-tého ortogondlniho polynomu p, jsou redlné, jedno-

duché a vsechny lezi v otevireném intervalu (a,b).

Diikaz. f;w(:ﬁ)pn(:p) dz = (pn, po) = 0 pro n > 0. Proto p,, v (a,b) méni znaménko, tj. p,
m4 uvniti (a, b) alespon jeden kofen liché ndsobnosti. Necht a < 21 < 2 < ... < 2, < b,
kde {z}%_, jsou viechny kofeny p, liché ndsobnosti. Polozime go(x) = [['_,(x — z). Pak
Pnqe > 0 v (a,b) a tedy f;w(x)pn(x)qg(x) dz > 0 podle (5.36¢). To vsak pro £ < n nemuze
nastat. Proto ¢ = n. O

Gaussova kvadraturni formule Q¢,(f) = > I, w;f(x;) je interpolaéni kvadraturni
formule (5.37), jejiz uzly {z;}}, jsou kofeny (n + 1)-nfho ortogonédlniho polynomu p,, .
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Tvrzeni 1. Gaussova kvadraturni formule Qg, je Tddu 2n + 1.

Diikaz. Polynom fy,.1(x) stupné 2n + 1 lze vyjadiit ve tvaru

font1(2) = Pu(@) + prya (2)gn (@),

kde P,(z) = Y7 fon+1(2i)li(z) je Lagrangeuv interpolacni polynom funkce fo,11(z),
jehoz uzly g, x;...,, jsou kofeny ortogonalniho polynomu p,.1(z), a g,(z) je néjaky
polynom stupné n. Skute¢né, polynom fo, 1(z) — P,(x) ma kofeny x¢, 1, ..., x,, je proto
délitelny ¢lenem (z — xg)(z — x1) ... (z — x,) a tedy také polynomem p,(z). Pak

/ w(z) fanpa(z) dz = / (@) [Pa(@) + Dot (2)n(2)] Az = Qi fons):

nebot (Ppi1,¢s) = 0 je ditsledkem ortogonality polynomt {pi(z)}7t; a

[ @@ P dr =Y faea(o) [ wl@)tie) do = Y wifanes(w:) = Qan(Fonss)

Protoze f;w(x)piﬂ(x) dx >0, Qg je tadu 2n + 1. O
Tvrzeni 2. Koeficienty Gaussovy kvadraturni formule Qg jsou kladné.

Diikaz. Gaussova formule Qg, integruje polynom ¢? stupné 2n presné. Proto
b n
[ @@ ar= Qo) = 3 wtian) = w,
¢ k=0

nebot {;(z) = 0 pro i # k a {;(x;) = 1. Odtud w; = fabw(x)ff(x) de>0. O

Tvrzeni 3. Interpolacni kvadraturni formule Q, kterd integruje presné polynomy stuprii
0,1,...,2n+ 1, je Gaussova kvadraturni formule Qg .

Dukaz. Jestlize interpolacni kvadraturni formule (5.37) je fadu 2n+ 1, pak pro ortogonalni

polynomy {p;}?*, dostaneme

n b
Qonrip) = 3 wipsa () (w:) = / W@ pri(@)ps (@) dr =0, j=0,1,...,n,

nebo-li
po(zo) po(z1) ... po(zn) WoPn1(To) 0
b1 (.ib"o) pl(:Tl) . - (ZUn) wlan.rl(xl) _ 0 . (5.40)
pn(xO) pn(xl) s pn(xn) wnpn—l—l(xn) 0

Z regularity matice soustavy (5.40) plyne w;p,+1(z;) = 0,7 =0,1,...,n, a protoze w; # 0,
Pns1(x;) = 0. To znamend, ze uzly xg, x1, . . ., x, jsou kofeny ortogonalniho polynomu p,, 1.
Dokézali jsme tedy, ze QQ = Qg,. U
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Disledek. Gaussova kvadraturni formule je interpolacni kvadraturni formule mazimdl-
niho rdadu.

Diikaz. Staci zkombinovat tvrzeni 1 a 3. Integruje-li interpola¢ni kvadraturni formule
presné polynomy stupnu 0,1,...,2n + 1, pak jde o Gaussovu kvadraturni formuli. Ta
je fadu 2n + 1, tj. polynomy stupné 2n + 2 uz piesné neintegruje. Rad 2n + 1 je tedy
maximalni a je dosazen pravé pro Gaussovu kvadraturni formuli. [

Gaussova—Legendrova formule je urcena pro vypocet

Polynomy ortogondlni na intervalu (—1,1) s vdhou w = 1 jsou zndmy jako Legendrovy
polynomy. Lze je popsat rekurentnim predpisem
(n+1)P1(x) = 2n+ D)zP,(x) —nP,_1(x), n=12,..
(5.41)
pricemz klademe FPy(z) =1, Pi(z)==z.
Zejména tedy
1 1
Py(z) = 5(31‘2 - 1), Ps(x) = 5(51‘3 —3z).
Vsimnéte si, ze polynomy sudého stupné obsahuji jen sudé mocniny x a polynomy lichého
stupné zase jen liché mocniny . Da se ukdzat, ze kofeny Legendrovych polynomu jsou
symetrické, tj. kdyz zo < 1 < -+ < x,, pak z,_; = —x;, 1 = 0,1,...,n. Pro n sudé
l’n/g =0.
Gaussova kvadraturni formule (5.37), jejiz uzly jsou kofeny Legendrova polynomu
P, .1, se nazyva Gaussova—Legendrova kvadraturni formule.

Chyba Gaussovy—Legendrovy kvadraturni formule muze byt vyjadiena ve tvaru
2203 (p + )14
(2n+3)[(2n +2)1]3°

RGn(f) = dnf(2n+2) (Ucn)> kde NGn S (_1, 1) a dn =

viz napf. [20].

Koeficienty w; Gaussovych-Legendrovych formuli lze vypocitat integraci Lagrange-
ovych fundamentdlnich polynomu, w; = f_ll li(x) dz, viz (5.22). Vyhodnéjsi je vsak pouzit
formuli

2

(1= a) [P ()2

Vybrané Gaussovy—Legendrovy formule. Pro n = 0, 1,2 specidlné dostaneme for-
mule

i=0,1,...,n. (5.42)

w; =

Qaol1) = 21(0), Reo(f) = 3" (ncn)
Qath =1 (-55) + 7 (55) Realf) = 722 1),
Qaa(f) = 21 (~V/05) + 550) + 27 (VO5), Realf) = ===



Vsimneéte si, ze Qgo(f) je obdélnikova formule. Formule Qg1 (f) integruje pfesné polynomy
stupné 3 stejné jako Simpsonova formule. Zatimco Simpsonova formule Qg(f) je titbodova,
Gaussova—Legendrova formule Qg1 (f) je jen dvoubodové. Srovnanim tvaru zbytku Rg(f)
Simpsonovy formule a Rg1(f) Gaussovy—Legendrovy formule lze usuzovat, ze Gaussova—
Legendrova formule je pfiblizné o 50% presnéjsi.

S rostoucim poctem uzlu formule Qg (f) koeficient d,, ve vyjadieni zbytku Rg,,(f)
velmi prudce klesd, napiiklad pro 9-ti bodovou formuli Qgs(f) je dg ~ 1,82 - 1072L. Aby
také chyba Rg,(f) byla mald, musi byt integrovana funkce f(x) na intervalu (—1,1)
spojitd spolu se svymi derivacemi az do fadu 2n + 2 a hodnota jeji (2n + 2)-hé derivace
nesmi byt prilis velka: plati totiz

|Ban(f)] < dnMapso,  kde Moo = nax, [fE2 ()]

Gaussovy-Legendrovy formule 1ze pouzit pro integraci na libovolném omezeném inter-

valu (a, b), stac¢i pouzit transformaci

b b—
€r = a/;_ +?a/£7 56 <_1’]->a

pomoci které prevedeme integraci z intervalu (a, b) na interval (—1,1).

Gaussova-CebysSevova kvadraturni formule je urcena pro vypocet

[ 1
1V 1-— .TQ
Polynomy ortogondlni na intervalu (—1,1) s vdhou w(z) = 1/4/1 — 22 jsou Cebysevovy
polynomy, viz (4.28). Formule (5.37), jejiz uzly jsou koteny Cebysevova polynomu 7,1,
se nazyva Gaussova—Cebysevova kvadraturni formule. Uzly a koeficienty jsou
2t +1 T
S T, w; = ——,
2n+2 n+1

i=0,1,...,n. (5.43)

T; = CO

Gaussova-Laguerrova kvadraturni formule umoznuje vypocet

/000 e “f(x)dx.

Ortogondlni polynomy na intervalu (0, c0) s vahou w(x) = e~* jsou Laguerrovy polynomy

definované rekurentnim predpisem
Lo(z) =1, Li(z) =1—u,

o() () 2 (5.4

LnJrl :(2n+1—l’>[zn($)—n Lnfl(l'), n:1,2,...

Gaussova kvadraturni formule (5.37), jejiz uzly jsou kofeny Laguerrova polynomu L, 1,
se nazyva Gaussova—Laguerrova kvadraturni formule. Uzly a koeficienty jsou

x; » kofeny Laguerrova polynomu L, 1,
(n+1)!]2 1=0,1,...,n. (5.45)

w; . Wy =T | /<
an+2($i)

129



Gaussovu-Laguerrovu formuli Ize pouzit také na intervalu (—oo, b) resp. (a, 00): pomoci
transformace x = b—¢&, £ € (—00,0), resp. x = a+&, £ € (0,00), prevedeme integral pres
interval (—oo,b) resp. (a,00) na integral ptes interval (0, 00).

Gaussova-Hermitova kvadraturni formule je urcena pro vypocet

/_ e flz)dz.

[e.9]

—T

Ortogondlni polynomy na intervalu (—oo, c0) s vdhou w(z) = e * jsou Hermitovy poly-

nomy definované rekurentnim predpisem
Ho(x) =1, Hi(z) =2x, Hyy1 =22H, () —2nH,1(z), n=12,... (5.46)

Gaussova kvadraturni formule (5.37), jejiz uzly jsou kofeny Hermitova polynomu H,, 1,
se nazyva Gaussova—Hermitova kvadraturni formule. Uzly a koeficienty jsou
x; . kofeny Hermitova polynomu H, 1,
22(n + 1)/7 i=0,1,...,n. (5.47)
w; . W; = S
[Hoo(:)]

Radauovy a Lobattovy formule V fadé aplikaci je uzitecné pouzivat formule Gaussova

typu, tj. maximélniho mozného radu, které maji nékteré uzly predepsané. Zvlaste dulezité
jsou pripady, kdy mezi uzly potiebujeme zatadit jeden nebo oba koncové body intervalu
(—1,1). Je-li uzlem jen jeden z krajnich bodu +1, dostdvame Gaussovy—Radauovy formule
fadu 2n, je-li uzlem jak bod —1 tak bod 1, dostavame Gaussovy—Lobattovy formule fadu
2n — 1. V nasledujici specifikaci formuli ptedpokladame, ze —1 < zp <21 < --- <z, < 1,
takze wy ptislusi k nejmensimu uzlu xq a w, ptislusi k nejvétsimu uzlu z,,.

Leva Gaussova-Radauova kvadraturni formule. Uzly a koeficienty jsou

x; © kofeny polynomu P,.1 + P,

2 1— 1 (5.48)
w; . Wy = -————=, w; = , 1=1,2,...,n,
" (nt 1)y [(n + 1) P ()2

kde P, a P, jsou Legendrovy polynomy.

Pravia Gaussova-Radauova kvadraturni formule. Uzly a koeficienty jsou

x; © kofeny polynomu P, — P,
e, L 1 ) (5.49)
w; » Wiy = ) t=uU1...,n—1, Wp = 77735 »
[(n + 1) P (—:)]? (n+1)?

kde P, a P,y jsou Legendrovy polynomy.

Gaussova-Lobattova kvadraturni formule ma uzly a koeficienty
z; . kofeny polynomu (1 — 2?)P/,
2 1=0,1,...,n, (5.50)
w; . W; = )
n(n + 1)[Py(z;)]?
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kde P, je Legendruv polynom.
Pro zajimavost uvadime, ze Lobattova formule se tfemi uzly, tj. pro n = 2, je znama
Simpsonova formule fadu 3. Lobattova formule pro n = 3 je fadu 5 a ma tvar

=gl + s g 7 (- )+ 1 ()] (551

5.3.4. Adaptivni integrace

je zaloZzena na nerovnomérném déleni intervalu integrace (a, b): v mistech, kde je inte-
grovana funkce dostatecné hladka a méni se pomalu, pouzijeme déleni hrubsi, a v mistech,
kde je vypocet integralu obtizny, pouzijeme déleni jemnéjsi.

Vysvétleme si, jak se to prakticky déla. Integral I(a,b) := fab f(x) dx pocitdme dvéma
ruznymi kvadraturnimi formulemi a dostaneme aproximace @1 (a, b) a Q2(a, b). Jedna z for-
muli byva vzdy presnéjsi nez formule druhé. Reknéme, ze presnéjsi je formule @Qo. Jestlize
si na chvili predstavime, ze formule @), je zcela pfesnd, muzeme chybu I(a,b) — Q1(a,b)
aproximovat vyrazem (z(a,b) — Q1(a,b). Proto, je-li |Q2(a,b) — Q1(a,b)| < e, kde € je
vhodné zvolend tolerance, povazujeme Q)(a, b) := Q2(a, b) za pribliznou hodnotu integralu
I(a,b). V opatném piipadeé, tj. pro |Qz2(a,b) — Q1(a,b)| > &, interval (a,b) rozdélime,
napi. na dva stejné dlouhé intervaly (a, c) a (¢, b), kde ¢ = (a+0b)/2, na téchto intervalech
spo¢teme nezdvisle na sobé piiblizné hodnoty Q(a,c) a Q(c,b) integréla I(a,c) a I(c,b)
a nakonec polozime Q(a,b) = Q(a, c) + Q(c, b). Algoritmus je rekurzivni: vypocet Q(a, c)
a Q(c, b) na ,dcefinych“ intervalech (a, c) a (¢, b) probiha analogicky jako vypocet Q(a,b)
na ,materském*“ intervalu (a, b).

Existuje cela fada programu pracujicich na principu adaptivni integrace. Nékolik jich
m4 také MATLAB. Program quad je zalozen na Simpsonové formuli Q§, presnéjsi program
quadl vychazi z Lobattovy formule fadu 5, viz (5.51). Teoreticky zdklad obou programu
je vylozen v ¢lanku [19]. Kromé toho MATLAB nabizi jesté program quadgk pouzivajici
Gaussovy-Kronrodovy formule fadua 7 a 15. Misto programu quad a quadl MATLAB
doporuc¢uje pouzivat program integral zaloZeny na strategii popsané v ¢lanku [48].

Program quad pouzivd jako Q;(a,b) slozenou Simpsonovu formuli Q% tadu 3,

Qu(a,b) = 1517(@) + 47(d) + 2£(e) + 47 () + F(B)],

kdeh=b—a, c= %(a +b),d=c— ih, e=c+ ih, a jako @2(a,b) Booleovu formuli Qg

radu 5,

h
Q2(f) = g5l7f(a) +32f(d) +12f(c) + 32 (e) + Tf(D)].
Hruhy popis zaznamenava nasledujici
algoritmus QUAD:

function Q(f,a,b,¢);
I = Q:(f,a,b); { Simpsonova formule Q% }
I = Qy(f,a,b); { Booleova formule Qp }
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c:=(a+10b)/2; { stfed intervalu (a,b) }

if abs (Iy — ;) < € then { je dosazena pozadovana presnost 7 }
Q=1 { ano, hodnota I, se akceptuje }
else { ne, rekurzivni volan{ funkce @ na dcefi- }

Q :=Q(f,a,¢c,e) +Q(f,c,b,e); {nych subintervalech (a,c) a (c,b) }

Kvuli jednoduchosti jsme do algoritmu QUAD nezahrnuli ptenos funkénich hodnot f(a),
f(d), f(e), f(e) a f(b) (pouzivaji se pii vyhodnoceni formuli @); a @)2) z matefského
intervalu (a, by do dcefinych intervalu (a,c) a (c, b).

Program quadl pouziva jako Qi (a,b) Lobattovu formuli fadu 5,

Qu(a,b) = Sh{F(0) + £(8) +5(f(c = ah) + f(c +ah)}

kde h = 1(b—a), c = 3(a+b), a = &=

=, a jako formuli Q2(a,b) Gaussovu-Kronrodovu

formuli tddu 9, viz [19],
h

@a(a,0) = 775

{771f(a) + F(b)] + 432[f (c — Bh) + f(c + )]+

625[f(c — ah) + f(c+ ah)] +672f(c)},

kde g = \/g Jestlize |Qa(a,b) — Q1(a,b)| < e, klademe Q(a,b) = Q2(a,b), je-li vak
|Q2(a,b) — Q1(a,b)| > ¢, interval (a,b) se opét rozdéli, tentokrdt vsak na Sest dcefinych
intervalu (a,c— Bh), (¢ — Bh,c— ah), (c—ah,c), (¢c,c+ah), (c+ ah,c+ Bh), (c+ Bh,b).
Formule @ a Q2 pouzivaji celkem sedm hodnot funkce f(z). Hodnoty v krajnich bodech se
prejimaji z mateiského intervalu, takze na kazdém dcefiném intervalu je tieba spocitat pét
novych funkénich hodnot. Pti zjemnovani déleni tedy vyuzijeme vSechny funkéni hodnoty,
které byly spocteny na matetském intervalu.

5.3.5. Numericky vypocet vicerozmérnych integrala

Dvojné intergdly na obdélniku. Necht D = (a,b) x (¢, d) je obdélnik, pak

//Df(:c,y)dxdyz/ab/cdf(:c,y)dydx:/abg(x)dx, kdeg(:c):/cdf(x,y)dy.

Jestlize integral fabg(x) dz aproximujeme formuli Q,(g9) = > i, w¥g(x;) fadu p, a in-

tegrély g(x;) = fcd f (i, y) dy aproximujeme formulemi Q, (g(x:)) = > 7L w? f (2, y;) fddu
py, dostaneme soucinovou kvadraturni formuli

kterd integruje presné polynomy z'y’ pro 0 < i < p, a0 < j < p,. Rikdme také, ze
formule je fadu p, v proménné x a fadu p, v proménné y. Formule ), a @), jsou nejcastéji
téhoz typu.
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Je-li Q, obdélnikova formule na intervalu (a, b) a @, obdélnikova formule na intervalu
(¢,d), dostaneme soucinovou obdélnikovou formuli

a+b c+d
2 7 2 ’

Q(f) = DIy ( (552)

kde |D| = (b—a)(d — ¢) je obsah obdélnika D. Jsou-li obé formule lichobéznikové, dosta-
neme soucinovou lichobéznikovou formuli

D
Q) =P 1a.) + 10,0+ 0. 0) + fla,d)] (553)
a jsou-li obé formule Simpsonovy, dostaneme soucinovou Simpsonovu formuli
D
Q) = DU ra,) + 10,00+ 0. d) + fa,d) +

() e (05 oo () o (55 +

16f (a;b,cgd)}. (5.54)

Formule na referenc¢nim c¢tverci. Formule se casto uvadeéji na referenénim ctverci
D = (—1,1)2 Uzitim transformace

_a—i—b_i_b—af _c+d+d—c
T 5 S YTy 2

€ m, _1§€777§17

Ize integraci na obdélniku (a,b) x (c,d) prevést na integraci na ¢tverci (—1,1)%

Gaussovy soucinové formule. Pro (), = Q, = Qg dostdvame soucinové Gaussovy
formule. Je-li n = 0, obdrzime stejné jako v jedné dimenzi obdélnikovou formuli. Pro
n = 1 dostaneme Gaussovu 2 X 2 soucinovou formuli

Q(g) = g~ —a) + g(a, —a) + g(a,a) + g(~a,a), o= %

kterd na referenénim ¢tverci D integruje pfesné polynomy &7 pro 0 < 4, j < 3. Formule
je tedy stejného fadu jako formule Simpsonova, ma vsak jen ¢tyfi uzly zatimco formule
Simpsonova jich méa devét! Pro n = 2 dostaneme Gaussovu 3 X 3 soucinovou formuli

Qo) = 22lg(—a—a) + gla,~a) + gla,0) + g(—a, )+
40
51
64

59(070)5 a = 0a67

[g(O, _a) + g(Oz, O) + 9(07 a) + g(—Oz, O)]+

kter4 na referenénim ¢tverci D integruje pfesné polynomy &'/ pro 0 < i,5 < 5.
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Dvojny integral na konvexnim ¢tyithelniku D s vrcholy P;(z;,v:), i = 1,2,3,4, viz
obr. 5.4,

Ps
n

P, Py(-1,1) Py(1,1)

L §

Yy
Py
Pl O QO

x Pl(_la_l) [ P2(17_1>

Obr. 5.4. Ctyfihelnik D Obr. 5.5. Referenéni ctverec D

muzeme pomoci transformace
4 4
T = :L‘(é)n) = Zi:l xZNZ(£777)7 Yy = y(é)”) = Zi: yZNZ(gﬂ n)a

kde — Ni(§n) =31 =81 —n),  Ns(&n) =31+ +n),
1+ —n),  Nu(&n) = ;01

Ny(&,m) = — &)1 +n),

prevést na integraci na referenénim ¢tverci D = (—1,1)?, viz obr.5.5:

e Ll L
e LN T

/D flz,y)dedy = /D f(&,m)|detI(&,n)|dedn, kde f(&,m) = f(z(&n), y(&n))

a J(£,1) je Jacobiova matice zobrazeni D — D,

dz(§,m) dx(€,n)

- 0& on
J —
S dy(&,m)  dy(&n)
0& on

Integral na referencnim ¢tverci D spocteme tieba soucinovou Gaussovou formuli.
Umime-li integrovat na jednom konvexnim ctyfihelniku, umime to také na kazdé ob-
lasti €2, kterou lze z konvexnich ¢tytuhelnika slozit. Volbou dostatecné malych ¢tyiihelnika
lze integral na () spocitat dostatecné presné.
Jinou moznosti je vykryti oblasti €2 pomoci trojuhelniki. Proto je tucelné znat dobré
formule pro numerickou integraci na trojihelnicich.

Dvojny integral na trojihelniku. Uvazujme tedy trojuhelnik 7" s vrcholy Py, P, a Ps.
Nejjednodussi formule je analogem obdélnikové formule (5.52). Jde o formuli

Q) =IT|f(F), (5.55)
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kde |T'| je obsah trojuhelnika T a Py = (P, + P> + P3) je jeho teziste. Formule (5.55)
integruje presné polynomy stupné 1, tj. je pfesnd pro f(x,y) = ax + by + ¢, kde a, b, c
jsou libovolna ¢éisla. Stejnou presnost ma vsak tato formule i v piipadé, kdy 7" je libovolnd
ohranicend rovinnd oblast. Skuteéné, je zndmo, ze pro soutadnice (g, yo) tézisté Ty oblasti
T a pro jeji plochu |T| plati

1 // 1 1
To = rdxdy, v :—//ydxdy, 1:—// drdy.
A CoT ) r Tl JJr

Proto
1
azro + byy +c = m//[ax+by+c]dxdy
T

a tedy formule (5.55) je pro polynom ax + by + ¢ presna.
Pro f(z,y) = ax + by + ¢ na trojihelniku T plati f(FPy) = :[f(P1) + f(P) + f(P3)].
Mame proto dalsi formuli

a9 = Tire) + 1p) + 12, (5.50
ktera je na trojihelniku 7" pro polynomy stupné 1 pfesné.
Formule
Q) = Thigs) + 152 + £(50) (5.57

kde S; = %(Pl +P), S = %(Pg + P3) aS; = %(Pg + P)) jsou stiedy stran trojuhelnika 7T
integruje pfesné polynomy stupné 2, tj. z'y’/, 0 < i+ j < 2. Jako cviceni si provedme

Dukaz. Zobrazeni
r=x1+ (@ —2)l+ (xs—21)n, y=uy1+ (Y2 —y)&+ (s —y1)n

prevadi referencéni trojihelnik 7' s vrcholy Py(0,0), Py(1,0), P5(0,1) na trojihelnik T
s vrcholy Py(x1,41), Pa(wa,y2), Ps3(23,y3) a plati

[[[ st asas=am [ [ e aean,
de

~

f€n) = flar+ (x2 —21)& + (23 —20)n, 41 + (Y2 — y1)§ + (3 — y1)n)-

k

Je-li f(x,y) kvadraticky polynom v proménnych z,y, je f (&,m) kvadraticky polynom
v proménnych &, n. Proto staci ovérit, ze formule (5.57) integruje pfesné polynomy stupné
2 na referenénim trojuhelniku T.

Je-li f(z,y) linedrni polynom, je 5[f(S1)+ f(S2) + f(S3)] = f(Fy), formule (5.57) tedy
prechdzi ve formuli (5.55) a ta je pro linedrni polynomy pfesnd. Zbyva proto proveérit
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cleny €2, &n, n? na T. Piimym vypoctem zjistime, ze

Loiee 11 1/ /1N ]
dédn=—===-- (= = 0

AQA cddn=5=533) Tlg) TV
topi=e 1 1 17]1 11 1]
dédn=—==-.--|=-04+=-=4+0-—-

/ﬁ ]g ndedy=51=75"3 {2 HCAC R

Lopi=g 1 11 1\> [1)\°
2dédp=—==-= 10+ ( = -
[ ean=g=55 () ()

Na trojihelnicich lze konstruovat také kvadraturni formule Gaussova typu, viz [63].
Na referenénim trojihelniku s vrcholy P;(0,0), P»(1,0) a P5(0, 1) 1ze integrél

- /O /Ol_gf(f,n) dn d

pomoci transformace

n=1t1-¢)

prevést na tvar

:/Ol/olu—£>f<s,t<1—s>>dsdt.

Dals{ transformaci

fz%(l—u), t:%(l—v)

dostaneme

w

Hf%:%/i/t@+%ﬂﬂéﬂ—u%%O+MX1—m)mum:i/l/qﬂ+uﬁﬁhwduﬁk

—-1J-1

Tento integral jiz lze pocitat souc¢inovou kvadraturni formuli:

n (n+1)
= wiw! f(us,v;) Z Ll f (50— ), 1 (L4 u) (1 —vy) = > wif (&,m),
=0

,§=0 1,7=0

kde Q,(v) = Y jwi(u;) je Gaussova formule s vahou 1 4 w na intervalu (—1,1)

a Qu(p) = X i_wjp(v;) je Gaussova-Legendrova formule. Vysledna formule integruje
pfesné polynomy &7/ pro 0 < i+ j < 2n 4 1. Tak napiiklad soucinovd 2 x 2 formule na
referenénim trojihelniku 7" je tvaru

Q(f) = Z’wz’f(fi,m) :
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kde i w; & i
0,15902 06908 71989  0,15505 1025721682 0,17855 87282 63616
0,0909793091 28011 0,64494 8974278318 0,07503 11102 22608

0,09097 93091 28011 0,644948974278318 0,28001 99154 99074
0,15902 06908 71989  0,15505 1025721682 0,66639 02460 14701

w N = O

Tato formule je na referencénim trojihelniku T pfesna pro polynomy &/, kde 0 < i+j5 < 3.
Populdrni je také sedmibodova Radonova formule fadu 5 (integruje pfesné polynomy
&l pro 0 < i+ j < 5). Na referenénim trojihelniku 7" je tvaru

QUf) =af(t,t) +blf(r,r) + f(r,s) + f(s,7)] + c[f(u,u) + [ (u,v) + f(v, u)],
kde

r=(6-+15)/21, s=(942V15)/21, t=1/3

u=(6+V15)/21, wv=(9—2V15)/21,

a=9/80, b= (155—+/15)/2400, ¢ = (155+ v/15)/2400.
Dals{ wziteéné formule pro integraci na trojihelnicich lze nalézt v [54], [61].

Trojné integraly. Formule pro vypocet trojnych integralu se obvykle uvadéji pro piipad,
kdy oblast integrace je Sestistén, pétistén nebo ctytstén.

Integrace na referenc¢ni krychli. Nejvice se pouzivaji Gaussovy soucinové formule.

A

Uvadeji se pro referenéni krychli K = (—1,1)3. Pouzijeme-li pro integraci v kazdém
ze soufadnicovych sméru stejnou Gaussovu-Legendrovu formuli Qey,(¢) = > iy wip(&),
dostaneme soucinovou Gaussovu formuli

Qlg) = > wiwjwrg(&. . &) (5.58)

i\j,k=0
ktera na referencni krychli K integruje piesné polynomy &'n/C* pro 0 <i,5,k < 2n + 1.

Integraci na konvexnim Sestisténu K s vrcholy Pi(x;,y;, 2;), 1 =1,...,8, viz obr. 5.6,
lze pomoci transformace

8

r=a(&n¢) =) wiNi(&nQ),
8

y=y(En0) =) wlNi(&n,0),
8

e=2(m,0) =) wNi(&n.0),

kde
Ni(€,m,¢) =51 =61 =n)(1=¢),  Ns(&n ) =50 -A=n)(1+0),
No(&,m,0) = §(1+ (1= =¢),  Ne(&n,¢) =31+ —n)(1+¢),
N3(&m,¢) =51+ +n)(1—=¢),  Ne(&n,¢) =51+ +n)(1+),
Ny(&,m,¢) =31 =1 +n)(A—=¢),  Ns(&n,¢) =50 =A+n)(1+0),
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prevést na integraci na referenén{ krychli K = (—1,1)3, viz obr.5.7,

/ f(z,y, 2) dzdydz = / F(6,m.0) et 3 (€., )] dedpd,
K K

kde f(&,1,0) = f(=(&n,€),y(€m,€), 26,1, ) a I(€, 1, ¢) je Jacobiova matice zobrazent
Kw— K,

0x(&,n,¢) 0x(&,n,¢) 0x(&,n,Q)

o€ on aC
~ a a a
3 n o) = ?J(fa,gn, 9 y(fa,nn, 9 y(%{n, 9
0z(&,m,¢) 0z(&,m,¢) 0z2(&§,1n,¢)
S an ac

Integral na referencni krychli K pak spocteme Gaussovou soucinovou formuli (5.58)

P

| Pr Py ¢ Pr(1,1,1)
\ 0
! |

P5 ! |

I
) X
‘l pg, | Py
G A
\ I
\ I
'. » .
Py I Py P3
/)L“ . Ps /},- ________ 7
/ —
7 7
e d
Ve , 7
[
P, Py Py(-1,-1,-1) Py

Obr. 5.6. Sestisten K Obr. 5.7. Referenc¢ni krychle K

Integrace na jehlanu. Na c¢tyibokém jehlanu S s vrchloly P, P, P3 a P, se pouziva
formule

Q) = IVIf(F),

(5.59)
kde |V| je objem jehlanu a Py

i[P1 + P, + Py + Py] je jeho teziste. Formule (5.58)
integruje presné linedrni polynomy az + by + cz + d. To umi také formule

Vi

QUf) = = f(P) + f(Ro) + f(B3) + f(Pa)]

(5.60)
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Formuli fadu 2 si uvedeme pro referen¢nf trojboky jehlan S's vrcholy Py (0,0,0), 152(1, 0,0),
P5(0,1,0), P4(0,0,1). Formule je tvaru

Q(9) = yylo(a @ 0) + 9(8, 0,0) + g(a, 5,0) + glav o, )]

kde «=0,25—+/0,0125, B=1-3a, (5.61)

a na referencnim jehlanu S integruje presné polynomy £'n/¢*, kde 0 < i+j+k < 2. Tuto
a dalsi uzitecné formule lze najit v [54], [61].
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6. ReSeni nelinearnich rovnic

Kofeny nelinearni rovnice f(z) = 0 obecné neumime vyjadfit explicitnim vzorcem.
K teseni nelinearni rovnice proto pouzivame itera¢ni metody: z jedné nebo nékolika poca-
tecnich aproximaci hledaného kotene x* generujeme posloupnost xg, x1,zs, ..., ktera ke
kofenu z* konverguje. Pro nékteré metody staci, kdyz zaddame interval (a,b), ktery obsa-
huje hledany koten. Jiné metody vyzaduji, aby pocatecni aproximace byla k hledanému
kofenu dosti blizko; na oplatku takové metody konverguji mnohem rychleji. Casto proto
zaciname s ,hrubou®, avsak spolehlivou metodou, a teprve kdyz jsme dostateéné blizko
kotene, prejdeme na ,jemnéjsi, rychleji konvergujici metodu.

Abychom nase tvahy zjednodusili, omezime se na problém urceni redlného jednodu-
chého kotene x* rovnice f(z) = 0, tj. predpokladame, ze f’(z*) # 0. Budeme také auto-
maticky predpokladat, ze funkce f(z) je spojitd a ma tolik spojitych derivaci, kolik je jich
v dané situaci zapotiebi.

6.1. Urceni pocatecni aproximace

Pocétecni aproximaci kofenu rovnice f(z) = 0 muzeme zjistit z grafu funkce f(z):
ruéné, nebo radéji pomoci vhodného programu na pocitaci, vykreslime funkci f(z) a vy-
hleddame jeji pruseciky s osou .

Jinou moznost{ je sestaveni tabulky [x;, f(x;)] pro néjaké déleni

a=2g<T1- < T <x;<---<zp,=0>

zvoleného intervalu (a,b). Kdyz ve dvou sousednich bodech tabulky nabyva funkce f(x)
hodnot s opactnym znaménkem, tj. kdyz f(z;_1)f(x;) < 0, pak mezi body z;_; a x; lezi
redlny kofen rovnice f(z) = 0.

Piiklad 6.1. Ziskdme hruby odhad kofenu rovnice f(z) = 0, kde
f(z) =4sinz —2® — 1.
Z obrazku 6.1 zjistime, ze existuji tii kofeny: 2} € (-2, —1), 25 € (=1,0) a 2} € (1,2). O
Na principu znaménkovych zmén je zalozena

Metoda bisekce znama také jako metoda puleni intervali. Predpokladejme, ze funkce
f(z) ma v koncovych bodech intervalu (ag, by) opacnd znaménka, tj. plati f(ag)f(by) < 0.
Sestrojime posloupnost intervalu (a1,b1) D (ag, by) D (as,b3) D ..., které obsahuji kofen.
Intervaly (agy1,br41), £ =0,1,..., uréime rekurzivné zpusobem, ktery si nyni popiseme.

Stted intervalu (ag, by) je bod xp 1 = %(ak + bx). Kdyz f(zgs1) =0, pak xp1 = 2* je
kofen a dél nepokracujeme. Pokud f(xgi1) # 0, polozime

(aka karl) 5 kdyz f(ak>f(xk+1) < 07
i1, bpy1) = 6.1
(s i) {<xkﬂ,bk>, Kdys () (i) > 0. oy

Z konstrukece (ag1,br+1) okamzité plyne f(ags1)f(bes1) < 0, takze kazdy interval (ay, bx)
obsahuje koten. Po k krocich je koten v intervalu Iy, := (ag, by) délky

I = b — ax = 27 (bmy — ag—1) = -+ = 27" (by — ap) .
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y = 4sinx—x>-1

Obr. 6.1: Graf funkce 4sinx — 23 — 1

Stred xy1 intervalu (ag, by) aproximuje kofen z* s chybou
|zps1 — 2| < S(bp —ax) = 2751 (b — ag) . (6.2)
Pro k — oo ziejmé |Iy| — 0 a x;, — x*.

Priklad 6.2. Metodu bisekce aplikujeme na rovnici z ptikladu 6.1. Jako pocateéni zvo-
lime interval (ag,by) = (1,2). Pfipomen-

ag by Th+1 f(@rs1) me, ze f(1) > 0, f(2) < 0. Proto také
1 2 1,5 <0 flar) >0, f(bx) < 0 pro kazdé k. Posloup-
1 1,5 1,25 >0 nost intervalﬁ zaz/namer/lé?féme do tabul-
1,25 1,5 1,375 <0 ky. Po péti krocich m4 interval (as, bs)

délku 270 = 0,03125 a zg = 1,421875

1,375 1,5 1,4375 <0 N y y o
aproximuje kotfen s chybou nepiesahujici

1,40625 14375 1421875

U W N~ O

Metoda bisekce konverguje pomalu: protoze 1071 = 27332 zpiesnéni o jednu dekadic-

kou cifru vyzaduje v pruméru 3,32 kroku. Vsimnéte si, ze rychlost konvergence vyjadrenda
vztahem (6.2) vibec nezéavisi na funkci f(x). To proto, Ze jsme vyuzivali pouze znaménka
funkénich hodnot. Kdyz tyto hodnoty (a ptipadné také hodnoty derivaci f(x)) vyuzijeme
efektivnéji, muzeme dosahnout podstatné rychlejsi konvergence. Takové ,zpresnujici®
metody vSak konverguji pouze tehdy, kdyz pro né zvolime dostatecné dobrou pocatecni
aproximaci. Vhodna pocatec¢ni aproximace byva ¢asto urcena pravé metodou bisekce.

6.2. Zpresnujici metody

Snad nejznaméjsi mezi nimi je
Newtonova metoda nebo-li metoda tecen. Jak je u itera¢nich metod zvykem, vyjdeme
7z poCatecni aproximace xg a postupné pocitdme zi, x, ... zptusobem, ktery si ted vysvét-
lime.

Predpokladejme, ze zndme z;, a mame urcit lepsi aproximaci z.1. Udélame to tak, ze
bodem [y, f(zr)] vedeme tecnu ke kiivce y = f(x) a prusecik teény s osou x povazujeme
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za Tj.1. Do rovnice tecny

y = flae) + f(@)(x — xx)
tedy dosadime y := 0, vypocteme x a polozime xy; := x. Tak dostaneme predpis

f(l“k)

T T )

(6.3)

Vypocet ukoncime a zj,, povazujeme za dostatecné presnou aproximaci kotrene, pokud
|zpy1 — x| <e, piipadné |rpr1 — zx| < elzk] nebo |f(zri1)| <e, (6.4)

kde ¢ je pozadovana ptesnost. Tim sice neni zaruceno, ze také |zx 1 — 2*| < €, je to ale
obvykly zpusob, pomoci néhoz iterace ukonéime. Tato tzv. stop kritéria jsou vhodna i pro
dalsi metody, které v tomto odstavci uvedeme.

f(x)
y=0
o [x,f(x)]

Obr. 6.2: Newtonova metoda

Piiklad 6.3. Newtonovou metodou uréime kladny koten rovnice z piikladu 6.1. Zvolime
ro = 2. Vypocet ukonéime, kdyz | f(x;)| < 1075. Posledni sloupec vyzaduje znalost pies-

k ), f(xr) f(ze)  flze)/f(zn) o — 2
012 —5,362810 —13,66459  0,392460 0,563550
1] 1,607540 —1,156877 —7,899490 0,146450 0,171089
2| 1,461090 —0,143158 —5,966406 0,023994 0,024640
31 1,437096 —0,003653 —5,662524  0,000645 0,000646
4 1 1,436451 —0,000003 0,000000

ného teseni. To ziskdme provedenim jesté jednoho kroku Newtonovy metody. Da se uka-
zat, ze x* = x5 = 1,43645032 ma vsSechny cifry platné. Pozadovand ptesnost byla tedy
dosazena ve ¢tvrtém kroku, x4 = 1,43645 ma vSechny cifry platné. U
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Konvergence Newtonovy metody. Necht e, = z, — 2* je chyba v k-tém kroku.
Ukéazeme si, jak souvisi s chybou exy 1 v kroku nésledujicim. Z Taylorova rozvoje f(x*)
okolo z;, dostaneme

0= (") = Fla) + (2" — ) (@) + 32" — 1) F(E).

kde ¢ je néjaky blize neurceny bod intervalu, jehoz krajni body jsou x; a x*. Kdyz rovnici
délime f’(xy), dostaneme

* xk)g f”(g) _ f(l'k;) + (l'* _ l'k) = r* — [xk —

f'(ze)  f'(7)

(x

2

takze mame

1 9
=_ 6.5
T g f'(xx) o (65)

a kdyz xp — x*, pak

e 1 " .[L'*
250, kde o= L&)
€k 2 f'(x¥)
Protoze chyba ej.; je tmérna druhé mocniné chyby e, fikdme, ze Newtonova metoda
konverguje kvadraticky nebo také, ze je druhého Fddu. Uvedme si presnéjsi definici:

Necht xy, 1, %o, ... je posloupnost, kterd konverguje k x* a e, = x, — a*. KdyZ existuje
¢islo p a konstanta C # 0 takovd, Ze

lim 1201l _ o (6.6)

k—o00 |€k|p a

pak p se nazyvd rad konvergence posloupnosti a C' je chybova konstanta. Specidlné rikame,
ze

linedrni, p=1 a C<1,
konvergence je superlinedrny, kdyz p>1,
kvadraticka, p=2.

Rekneme, Ze dand metoda je 7ddu p, jestlize viechny konvergentni posloupnosti ziskané
touto metodou maji Tdd konvergence véetsi nebo rovny p a nejméné jedna z téchto posloup-
nosti mad rad konvergence rovny presné p.

V blizkosti kofene plati: ¢im vyssi fad p, tim rychlejsi konvergence, nebot
|exr1| = Clexl”,

takze kdyz |ex| je malé, pak |epy1] je tim mensi, ¢im je p vétsi.

Vime uz, ze kdyz Newtonova metoda konverguje, pak rychlost konvergence x, — z*
je alespon kvadratickd (pro nékteré funkce f muze byt i vyssi). Zbyva jesté zodpovedét
otazku, za jakych podminek je zaruceno, ze konvergence viibec nastane. Ukazme si to.

143



Predpokladejme, ze v néjakém okoli I kotene plati

[ ()
/()
Kdyz zp € I, pak z (6.5) plyne |eps1| < m|ex|* nebo-li |mepy1| < |mei|?. Opakovdnim
této uvahy dostaneme

<m pro vsechna r,yel.

1
2

Imersa] < meg|* < mep_1|* < Imeg_s|® < [mep_s]'® < -+ < Jmeg|” kde r = 26,

Kdyz plati |meg| < 1, pak jisté |exy1] — 0 a tedy x4 — *. Dokézali jsme tedy, ze
Newtonova metoda vidy konverguje za predpokladu, Ze pocdtecni aproximaci zvolime dosta-

tecné blizko ke korenu.

Dobrou pocateéni aproximaci xy muzeme ziskat napt. metodou bisekce. Vhodnym
spojenim metody bisekce a Newtonovy metody lze sestrojit kombinovanou metodu, kterd
vzdy konverguje, viz napt. procedura rtsafe v [40]. V blizkosti kofene se pfitom uplatni
jen Newtonova metoda, takze konvergence je rychla.

Pomoci nacrtku snadno ovéiime, ze Newtonova metoda konverguje, kdyz jsou splnény
tzv. Fourierovy podminky:

a) f € C*a,b) a pritom f(a)f(b) < 0;
b) f"a f” neméni na intervalu (a,b) znaménko a f’(x) # 0 pro kazdé x € (a,b);
c) jako x volime ten z bodu a, b, v némz je f(xo)f"(xo) > 0.

Prakticky vyznam vsak Fourierovy podminky nemaji, nebot pro velké b — a obvykle tyto
podminky bud’to neplati nebo je neumime snadno ovéfit.

Metoda secen. V kazdém kroku Newtonovy metody musime pocitat hodnotu f(zy) a de-
rivaci f'(zy). Kdyz vzorec pro vypocet derivace neméame k dispozici, nebo kdyz naklady
spojené s vypoctem derivace jsou vysoké, muzeme derivaci aproximovat podilem

J(xr) = f(xr—1) '

T — Tg—1

, ~

fae) =

Tak dostaneme metodu secen: zadame dvé pocateéni aproximace g, x; a pocitame
Zo,x3,... podle predpisu

T — Th—1

T IT  ) — flae)

Nazev metody vychazi z jeji geometrické interpretace: xy. 1 je x-ova souradnice prusec¢iku
piimky prochézejici body [xr_1, f(xr_1)] a [xk, f(zk)] s osou x:

f(o) — f(xr-1)

T — Tk—1

flzy) - (6.7)

(x —xK) =0 = T = Ty -

y=flz) +
Protoze tato ptimka protina graf funkce f, je to secna, odtud metoda secen.
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Obr. 6.3: Metoda secen

Vsimnéte si, ze v kazdém kroku vycislujeme hodnotu funkce jen jednou: vypocteme
f(zx), hodnotu f(zx_1) prevezmeme z predchoziho kroku.

D4 se odvodit, ze rychlost konvergence metody secen je radu p = %(1 +/5) =~ 1,618,
tedy ponékud nizsf nez u Newtonovy metody. Cislo 7 = (v/5—1)/2 = 0,618 je tzv. pomér
zlatého fezu.

Priklad 6.4. Metodou secen ur¢ime kladny kofen rovnice z piikladu 6.1. Zvolime zy = 1,

r1 = 2. Vypocet ukoncime, kdyz bude
k Ty S (@) Ty — T |f(xx)] < 1075, Az do ¢tvrtého kroku
ol1 1,365884 —0,436450 (vypocet x5) je konvergence pomérné po-
1129 5362810 0,563550 mala. Teprve v poslednich dvou krocich se
2 | 1202994 0091513 —0,233456 pllvlé uplatnila rychla konvergence metody
3| 1,327357 0543420 —0,109094 secen. U
4 | 1,478177 —0,246970  0,041726
51 1,431051  0,030349 —0,005400
6 | 1,436208  0,001370 —0,000242
71 1,436452 —0,000008  0,000001

Metoda sec¢en zarucené konverguje, pokud zvolime startovaci hodnoty xg a x; dosta-
tecné blizko ke kotenu z*. To lze zajistit napt. metodou bisekce. Dalsi metodou, jak ziskat
dobré startovaci aproximace, je varianta metody secen znama jako

Metoda regula falsi. Poc¢dteéni aproximace xg a x; se voli tak, aby f(xg)f(z1) < 0. Nova
aproximace xp.1 se opét ziska jako prusecik seény s osou x. Se¢na vsak tentokrat spojuje
bod [xk, f(zx)] s bodem [z, f(x)], kde ¢ je nejvétsi index, pro ktery f(zx)f(z¢) < 0.
Vypocet tedy probiha podle vzorce

T — Ty

Tp+1 :l'k—mf(l'k), k= 1,2,.... (68)
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Ptitom pro k =1 je £ = 0, a po vypoctu xp,q uréime index ¢ takto:

kdyz f(xgy1)f(ze) > 0, pak £ = k, v opacném piipadé se ¢ neméni.

Vyhodou metody regula falsi je to, ze podobné jako metoda bisekce vzdy konverguje:
interval I, jehoz koncové body jsou x; a x4, obsahuje kofen. Na rozdil od metody bisekce
vsak délka intervalu [ nekonverguje k nule. Rychlost konvergence metody regula falsi je
jen linearni. Metodu regula falsi (podobné jako metodu bisekce) proto pouzivame pouze
pro ziskani dobré pocatecni aproximace, pak prechéazime na rychlejsi metodu.

Obr. 6.4: Regula falsi

Priklad 6.5. Metodou regula falsi ur¢ime kladny koten rovnice z piikladu 6.1. Zvolime

k1?0 x T f(zx) T — xF
0 1 1,365884 —0,436450
110 1 2 —5,362810 0,563550
211 2 1,202994 0,991513 —0,233456
311 2 1,327357 0,543420 —0,109094
411 2 1,389245 0,253012 —0,047205
511 2 1416762 0,108896 —0,019688
611 2 1,428369 0,045283 —0,008081
711 2 1,433156 0,018561 —0,003295
1511 2 1,436448 0,000014 —0,000002
1611 2 1,436449 0,000006 —0,000001

Steffensenova metoda se 1idi predpisem

Flaw) Fla + f()

xo = 1, 21 = 2. Z tabulky je vidét,
Zze pocinaje druhym krokem je
xy = 2. Déle je ztejmé, ze do ¢tvr-
tého kroku je presnost metody re-
gula falsi srovnatelnd s presnosti
metody secen, viz piiklad 5.4.
V naésledujicich krocich je uz ale
patrna linearni konvergence, pod-
minka |f(z;)] < 107° je splnéna
az pro xig. Vsimnéte si: délka in-
tervalu Iy = (z,2), k > 2, kon-
verguje k ¢islu x —z* = 0, 563550.
OJ

— f(xr)

kde dk =

Tg+1 = T —

di f(xx)
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je specidlné spoctend aproximace f’(xy) pfipominajici dopfednou diferenci:

[+ hi) — fan)
hy ’

f(xx) =~ di, = kde hy = f(xp).

vvvvvv

f(zx + hg). Oproti metodé secen je tu jedno vyhodnoceni funkce navic. Na druhé strané
lze ukézat, ze rychlost konvergence Steffensenovy metody je stejna jako u Newtonovy
metody, tedy kvadraticka.

Metoda inverzni kvadratické interpolace. Metoda secen pouziva dva predchozi body
k ziskani dalsiho, pro¢ tedy nepouzit ti?

Body [xr_a, f(2r_2)], [xr_1, f(xr_1)] a [zk, f(xx)] muzeme prolozit parabolu Ps(x)
a hledat jeji prusecik s osou x. Za dalsi aproximaci x 1 pak zvolime ten z kofenu polynomu
Py(x), ktery je bliz k predchozi aproximaci xx. Na tomto principu je zalozena Miillerova
metoda. PotiZ je v tom, Ze parabola nemusi z-ovou osu protnout, nebot kvadratickd funkce
P, () nemusi mit redlné koteny. Vypocet je proto tieba provadét v komplexni aritmetice,
a to i v pripadeé, ze rovnice f(x) = 0 ma jen redlné koreny.

Misto paraboly v proménné  muzeme tfemi body prolozit parabolu Q2(y) v promén-
né y, uréenou interpola¢nimi podminkami

Qa(f(rr—2)) = Tp—2, Q2(f(wr—1)) = 21, Qa2(f(zr)) = v .

Jsou-li hodnoty f(xy_s), f(zk—1) a f(zx) navzajem ruzné, parabola Q2(y) existuje a pro-
tind osu x v jediném bodé. Klademe tedy zxi1 = @2(0). Tato metoda je znama jako

metoda inverzni kvadratické interpolace. Jeji konvergence je superlinedrni fadu p ~ 1, 839,
viz [21].

Brentova metoda. Metoda inverzni kvadratické interpolace spolu s metodou secen a me-
todou bisekce jsou zdkladem popularni Brentovy metody, viz napt. [37], déle také program
zbrent v [40] nebo funkce fzero v MATLABu.

Ptednosti Brentovy metody je to, ze nepouziva derivace funkce f, je spolehliva, tj.
zarucené konverguje ke kotenu, a po nékolika pocatecnich krocich se chyba rychle zmensuje,
nebot rychlost konvergence je superlinedrni.

Startovaci body xg a x; je tfeba zvolit tak, aby f(zg)f(z1) < 0. Aproximace 5 se uréi
metodou secen. Necht (ay,b;) je interval, jehoz koncové body jsou xg a z;. Pak ziejmé
x9 € (a1,b1). Dalsi aproximaci x3 budeme hledat v kratsim intervalu (ag,by) C (aq,b),
jehoz jeden koncovy bod je x5 a druhy je ten z bodu aq, by, v némz ma funkce f opacéné
znaménko nez v o, takze f(aq)f(b2) < 0 a (ag, by) obsahuje kofen.

Pti vypoctu x3, 24, . .. Brentova metoda pouziva jednu ze tii zakladnich metod tak, aby
nové aproximace xyy1 € (ag,by). Déle se vybere interval (agi1,bry1) C (ag, bx) obsahujici
koren. Jednim z jeho koncovych bodu je xp,q, druhym je ten z bodu ag, by, v némz ma
funkce f znaménko opacné nez v xyy1. PTi vypoctu x,, 1 se prednostné pouzije metoda
inverzni kvadratické interpolace, pokud takto ziskana aproximace neni dostatecné dobré,
zkusi se metoda seCen, a kdyz ani ta nezabere, pouzije se jako zachrana metoda bisekce.
Podrobnéjsi popis Brentovy metody je uveden napt. v [37], [40].

Priklad 6.6. Budeme hledat kladny kotfen rovnice z piikladu 6.1 a porovname jednotlivé
metody podle poc¢tu pk kroku a poc¢tu pf vyhodnoceni funkce f (u Newtonovy metody
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do pf zahrneme také pocet vyhodnoceni derivace f’). Pro vypocet Brentovou metodou
jsme pouzili upraveny program fzerotx, viz [37].
Vypocet jsme =zahdajili takto:

v metodé bisekce pocatecni in- < 1072 107 107 107F 1077
terval (ag,bp) = (1,2), v New-  hisekce 9/11 19/21 29/31 39/41 49/51
tonove a Steffensenove metodé  egyla falsi | 10/12 17/19 25/27 33/35 40/42
o = 2, v ostatnich metoddch gop,, 6/8 7/9 810 8/10 9/11
v = 1ax = 2 Poudli N0 4/8  5/10 5/10 6/12 6/12
Jsme stop laitérium |f(zi)] <2 g g | ag 510 612 612 7/14
V tabulce jsou uvedeny hodnoty

pk/pf pro nékolik toleranci ¢. Brent 6/7 7/8 7/8 8/9 8/9

Nejmensi pk ma Newtonova metoda, nejmensi pf Brentova metoda. Z vypisu o prubéhu
vypoctu Brentovou metodou vyplyva, ze se ani jednou nepouzila bisekce, proto tak skvely
vysledek. O

Poznamka (O metodé prosté iterace). Predpoklddejme, ze funkce g € C(a, b) spliiuje tyto
dvé podminky:

() g(x) € (a,b) Va € (a,b),
(B) existuje ¢islo ¢, 0 < g < 1, takové, ze |g(x) — g(y)| < glz — y| Va,y € (a,b) .

Pak rovnice x = g(x) ma v (a,b) jediné teseni z* a posloupnost postupnijch aproximact
T = g(zg), k = 0,1,..., konverguje k z* pro kazdé zq € (a,b). Bod z* = g(z*) se
nazyva pevny bod funkce g (zobrazuje z* na sebe). Nésleduje nacrt dukazu.

1) Eristence. Z podminky («) plyne g(a) > a, g(b) < b, odtud (a—g(a))-(b—g(b)) <0,
takze v (a,b) lezi kofen rovnice z — g(z) = 0.

2) Jednoznacnost. Necht pro x*,y* € {(a,b) plati z* = g(a*), y* = g( *). Podle (p)
2 — 3| = lg(e") — 9(")| < gl — ¥*], co% je mozné jediné kdyz * = .

3) Konvergence. Podle (B) je |zg —2*| = |g(xk_1) — g(2*)| < q|z—1 — 2*|. Opakovanim
této tvahy dostaneme nakonec |1, — z*| < ¢*|lzg — 2*| — 0 pro k — oo, takze
T, — x*.

Misto podminky () muzeme pro g € C''(a, b) pouzit silngjsi podminku
(B) lg@)|<q<1l  Vzeab).

Podle véty o stfedni hodnoté totiz g(x) — g(y) =
pro 2.1 € (1) podle (3 o a(x) ~90)] = I
Vsimnéte si, ze pro (a,b) = (x* — §, 2" 4+ 9) ]
nosti podminky (8): |g(z)—2*| = |g(z)—g(z")|
pak také |g(z) — z*| < 0.
Piiblizny vypocet kofene z* rovnice x = g(x) podle formule zj 1 = g(x) se nazyva
metoda prosté iterace nebo také metoda postupnijch aprorimaci. Podminky («) a () nebo
(8") jsou postacujici pro konvergenci této metody.

g (&)(x —y), kde £ lezi mezi = a y, takze

(le—m<qw—mtJm%M@~
e platnost podminky («) dusledkem plat-
< glr—a*| < |[x—x*|, tj. kdyz |z —a*| <6,
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Vhodnou tpravou rovnice f(z) = 0 na tvar x = g(z) muzeme dostat fadu ruznych
konkrétnich metod. Tak tieba pro g(z) = = — f(x)/f'(z) dostaneme Newtonovu metodu.

Rychlost konvergence posloupnosti postupnych aproximaci {z}3°, zdvisi na chovani
funkce g v bodé z*. Jsou-li splnény podminky («) a (/) nebo (5’), a mé-li g dostatecny
pocet spojitych derivaci, daji se dokazat nasledujici tvrzeni.

e Pokud ¢'(z*) # 0, je tad konvergence roven jedné a plati |xp1 — 2% < ¢l — 2*.
e Pokud ¢'(z*) =0 a ¢"(z*) # 0, je fad konvergence roven dvéma.

e Obecné, pokud jsou derivace ¢ (2*) =0, s = 1,2,...,r — 1, a g™ (2*) # 0, konver-
gence je radu 7.

Pro Newtonovu metodu ¢'(x) = f(x)f"(z)/(f'(x))?, tj. ¢'(z*) = 0, takze konvergence
x — x* je fadu alespon dva (coz potvrzuje ndm jiz zndmy vysledek).

D4 se také dokazat, ze kdyz |¢'(z*)| > 1, pak pro zy # z* posloupnost postupnych
aproximaci k x* konvergovat nemuze. O

Priklad 6.7. Nelinedrn{ rovnice f(x) = 2? — 2z — 3 = 0 md koteny z* = —1 a 2* = 3.
Prozkoumame konvergenci ke kofenu z* = 3 pro nékolik iteracnich funkei g.

1. g(z) = (z* = 3)/2, ¢'(z) = z, |¢'(3)| = 3, pro zy # 3 konvergence nenastane.

2. 9(z) =22 +3, ¢'(x) = 1/v22x + 3, |¢'(3)] = 1/3, linedrni konvergence nastane napf.
pro libovolné z z intervalu (2,4), nebot v ném |¢/(z)| < 1/V/7.

3. g(z) =2+3/z, ¢(x) = =3/2% |¢'(3)] = 1/3, linedrn{ konvergence nastane napf. pro
libovolné xq z intervalu (2,4), nebot v ném |¢'(z)| < 3/4.

1 g(@) = (2 +3)/ 20— 2), ¢ (&) = 27— 20— 3)/ (20— 2, ¢(3) = 0, (3) = 1/2, kvad-
ratickd konvergence nastane napf. pro zg z intervalu (2,5;3,5), v némz |¢'(z)| < 0,39,
jak snadno zjistime. Ovérte, ze tato iterac¢ni funkce odpovida Newtonové metodeé. 0

Poznamka (O ndsobngjch kofenech). Rekneme, ze kofen x* rovnice f(x) = 0 méa ndsob-
nost q, jestlize funkce g(x) = f(z)/(x — 2*)? je v bodé z* definovéna a kofen v ném uz
nema, tj. kdyz 0 < |g(z*)| < co. Jestlize ma funkce f(z) v okoli kofene z* spojité derivace
az do tadu g véetné, pak fU)(2*) =0, =0,1,...,¢— 1.

Nekteré z doposud uvedenych metod lze pouzit také pro nalezeni nasobnych kotenu,
konvergence vSak byva pomalejsi. Tak tteba Newtonova metoda konverguje jen linearné
s chybovou konstantou C' = (¢ — 1)/q.

Kdyz ocekavame, ze rovnice f(z) = 0 muze mit ndsobné koteny, je vhodné vyuzit
toho, ze funkce u(x) = f(x)/f'(x) ma pouze jednoduché koteny. Misto rovnice f(x) =0
tedy fesime rovnici u(x) = 0. O

Poznamka (O dosazitelné presnosti). Necht xj je aproximace jednoduchého kofene rov-
nice f(z) = 0. Pomoci véty o stfedni hodnoté dostaneme

flaw) = fx) = f(2*) = () (ap — 2),

kde € je néjaky bod lezici mezi x; a x*. Predpokladejme, ze pfi vypoctech pracujeme jen

s pribliznymi hodnotami f(zy) = f(zr) + O, pricemz |0, < 0. Pak nejlepsi vysledek,
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kterého mizeme doséhnout, je f(x;,) = 0. V tom piipade | f(z;)| < 0, takze

FIC R S N

O — 1O @)

pokud se f’ v blizkosti kotene prilis neméni. Vypocitat * s mensi chybou nez € nelze.
Proto se €} nazyva dosazitelnd presnost korene x*. Vsimnéte si: kdyz je velikost smérnice
| f'(x*)| v kofenu z* mald, je dosazitelna presnost €f velkd, viz obr. 6.5. V takovém piipadé
je vypocet kotene x* $patné podminény problém: mald zména f vyvola velkou zménu z*.

|z — 2*| =

Obr. 6.5: Dosazitelnd pfesnost kotfene

Podobna tvaha pro kofen nasobnosti ¢ dava dosazitelnou presnost

. §-q! 1/q
T <f<q><x*>) |

Exponent 1/q je pFi¢inou toho, ze vypocet nasobného kotene je obecné spatné podminénd
tiloha. Tak tieba pro f(x) = 2% je 2* = 0 kofen nasobnosti ¢ a ¢* = §'/9. Pro ¢ = 15
a 6 = 107'* dostaneme e* = 0,1! O

Poznamka (O kotenech polynoma). Polynom p,(x) stupné n mé n obecné komlexnich
kotent. Pro vypocet jednoduchych realnych kofenu funkce f(z) = p,(x) lze pouzit li-
bovolnou z dosud uvedenych metod. O tom, jak se vyporadat s piipadnymi nasobnymi
koteny, pojednava vyse uvedend poznamka. Pro vypocet komplexnich kotenu lze pouzit
napt. Newtonovu metodu, v niz jako pocatecéni aproximaci volime komplexni ¢islo.

Pokud néas zajimaji vSechny kofeny polynomu, tak po nalezeni realného kotene z*
polynom p,(z) délime ¢lenem z — x*. Tak dostaneme polynom p,,_1(z) = p,(z)/(x — x*)
stupné n — 1 a déle hledame jeho koteny. Kdyz je x* komplexni kofen, pak je kofenem
také komplexné sdruzené ¢islo z*. V tom piipadé délime p,(z) kvadratickym polynomem
(x — 2*)(x — x¥), jehoz koeficienty jsou redlnd ¢isla. Tak dostaneme polynom p,_o(z)
stupné n — 2 s realnymi koeficienty a pokracujeme hledanim jeho kotenu.

Pro vypocet kofenu polynomu jsou navrzeny také specidlni, velmi efektivni metody,
o nichz lze ziskat informace napf. v [55]. O

6.3. Soustavy nelinearnich rovnic

Mnohé z metod urcenych pro feSeni jedné nelinearni rovnice lze zobecnit na TfeSeni
soustav nelinedrnich rovnic. Bohuzel to neplati pro metodu bisekce ani pro metodu regula
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falsi. A co je jesté horsi: pro soustavy nelinearnich rovnic neni znama zadna univerzalni

metoda, ktera by dokazala spolehlivé urcit dostatecné dobrou pocateéni aproximaci reseni.

Uspokojivou pocateéni aproximaci proto musime odhadnout. Pomoci ndm muze znalost

konkrétniho problému, ktery na fesSeni nelinearni soustavy vede. Odhad tesSeni lze nékdy

ziskat také na zakladé pomocnych vypoctu provedenych za zjednodusujicich predpokladi,

napiiklad tak, ze nelinedrni problém aproximujeme vhodnym problémem linearnim.
Uvazujme tedy soustavu n nelinearnich rovnic o n neznamych

fl(l'l,l'z,...,l'n) = O,

fQ(xlaer")xn) - 07

nebo-li f(x) =o, (6.10)
fn(xlax% 7xn) = Oa
kde T fl(ZL‘l, Lo, ... ,ZL‘n) fl(X) 0
T2 falwr, w9, ) _ fa(x) 0
x=| .| fx¥)= : - : a o= 1.
Tp fn(xlax%"'axn) fn(X) 0

Redenfm soustavy (6.10) je kazdy éselny vektor x*, pro ktery f(x*) = o.
V tomto odstavci budeme automaticky predpokladat, ze funkce f(x) je spojitd a ma
tolik spojitych derivaci, kolik je jich v dané situaci zapotiebi.

Newtonova metoda a jeji modifikace. Newtonovu metodu odvodime z Taylorova
rozvoje

0 = F(x") = £(x3) + F(xe)(x" — xp) + -+ = £(x5) + F(x)(x" — x)
tak, ze ptibliznou rovnost nahradime rovnosti a misto x* piSeme xj.1, tj. poc¢itame
£ (xk) (Xi 1 — %) = —£(x) (6.11)
kde f'(x) je Jacobiho matice funkce f(x), tj.
(%) 9f() 9f1(x)

0x; Oxs Oz,
df2(x)  0fa(x) df2(x)

f'(x) =1 0n dxs  Oxy,

Ofn(x)  Ofn(x) Afn(x)
0x1 oxy Oz,

Vypocet organizujeme tak, ze nejdiive vyresime soustavu linedrnich rovnic
f'(x;.) dp = —f(x1) a pak uréime xpi11 = x; +dyg. (6.12)

Kdyz je matice f'(x;) reguldrni, muzeme linearni soustavu rovnic vyfesit metodami po-
psanymi v kapitole 2 (je-li f'(x) singulérni, je tfeba metodu vhodné modifikovat, popft.
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vypocet jako netspésny ukonéit). Pro velké n a tidkou matici f'(x) lze efektivné pouzit
itera¢ni metody (x je dobré pocatecni aproximace, navic xx,1 neni tieba pocitat piilis
presné, nebot je to jen mezivysledek na cesté k nalezeni x*).

Newtonova metoda konverguje, pokud je pocatecni aproximace xq dostateéné blizko
kofene x*. Rychlost konvergence je kvadratickd, tj. existuje okoli O(x*) bodu x* a kon-
stanta C' takové, ze

e — x| < Clxe— x| ¥x € O(x7).
Pro ukonceni iteraci pouzijeme nékteré ze stop kriterii
[xpr1 = xul| <&, [[xprr = xpl] < ellxil| nebo  [[f(xpi)l| < e, (6.13)

kde ¢ je zadana ptesnost. Tato kritéria jsou obecné pouzitelnd také pro dalsi metody,
které si v této kapitole uvedeme.

V kazdém kroku Newtonovy metody je tieba fesit soustavu linedrnich rovnic (6.11), coz
pro velké n predstavuje znacny objem vypoctu. Navic je tteba v kazdém kroku vypocitat
n? slozek Of;(xy,)/0x; matice f'(xy). To muze byt také velmi obt{zné v piipadé, ze parcidlnf
derivace nejsou uréeny jednoduchymi vzorci. Proto se nékdy postupuje tak, ze se f'(xy)
prepocitava jen obcas, napt. kazdych m kroku, tj. X1 pocitame podle

f'(x,) (g1 — %) = —f(xx), k=p,p+1,...,p+m—1, p=0,m,2m,....

V takovém piipadé je tcelné rozlozit matici f'(x,) pomoci LU rozkladu na soucin dolni
trojihelnikové matice L, a horni trojuhelnikové matice U,,

f/(Xp) =L, U,.

Tato naroénd operace se provede jen pro k = 0,m,2m,.... Aproximaci X, pak dosta-
neme feSenim dvou soustav linedrnich rovnic s trojihelnikovymi maticemi,

Ly = —f(x;), U,d; =y, Xp1 = X +dy .

Pro k ¢ {0,m,2m, ...} tedy provadime jen ,laciné“ zpétné chody. V propracovanych algo-
ritmech se prepocet Jacobiho matice nevoli staticky, tj. kazdych m kroku, ale dynamicky,
tj. prop =0 < p; < py < ..., ato podle rychlosti poklesu ||f(xg)|.

Parcidlni derivace v Jacobiho matici f'(x) se ¢asto aproximuji pomoci diferen¢nich
podilu,

fi(x)
al'j

fz‘(l'l,...,l'j —|—hj,...,ZL‘n) —fZ(X)
h; ’

J

kde h; # 0 jsou vhodné zvolené parametry, h = (hq, ha, ..., h,)". Pro malé h; > 0 je
A;j(x, h) standardni aproximace 0f;(x)/dz; dopfednou diferenci. Matice A(x, h) s prvky
A;j(x,h) je aproximaci Jacobiho matice f'(x). Kdyz tedy v (6.11) nahradime f’(x;) po-
moci A(xy, hy), dostaneme diskretizovanou Newtonovu metodu

A(xp, hy) (xp11 — x) = —f(xx) - (6.14)
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Zobecnenou metodu secen dostaneme, kdyz za j-tou slozku hg-k vektoru hy dosadime

B _ k1) (8)
J J J
Steffensenovu metodu obdrzime, kdyz polozime hg-k) = fj(xx) (pro n = 1 je pak rovnice

(pron = 1 je pak rovnice (6.14) totozna s predpisem (6.7)) a zobecnénou

(6.14) totozna s predpisem(6.9)). Rad konvergence obou metod je stejny jako v jedné
dimenzi, tj. 1,618 pro metodu secen a 2 pro Steffensenovu metodu. Metoda secen potiebuje
dvé dostatecné dobré pocatecni aproximace Xy a Xj.

Priklad 6.8. Newtonovou metodou uréime kofeny soustavy rovnic
flay)=2" -y’ = 1=0,
g(z,y) =y> =22y +2=0.

Podle (6.12) uréime X, 1 = (Tps1, Yry1)? takto:

(e e ) () = (o) () = (i)

Soustavu rovnic je vyhodné vyfesit pomoci Crammerova pravidla, tj.

D, D,

kde
D:fxgy_fygza Dz:fgy_fyga Dy:fmg_fga:a

pricemz hodnoty vsech funkei se pocitaji v bodé [xy, yx].

Z obréazku 6.6 zjistime, Ze soustava ma celkem tii kofeny. Vybereme si tieba ten, ktery
lezi ve ¢tverci Q = {[z,y]| —2 < 2z < —1,1 < y < 2}, a jako pocatecni aproximaci
zvolime xy = —1, yp = 1. Vypocet ukoncime, kdyz

£ (k1) oo = mas{] f (@x11, Yrs1) |5 19(Trr1, yosa) [} < 1077

Vypocet je zaznamenan v nésledujici tabulce (fy a g oznacuje hodnotu v bodeé [xy, yx]).

Tp Yk fr Ik Tp —* Ye —Y"
—1 1 —1 1 0,394069 —0,631182
—-1,5 2 1,625 1 —0,105931 0,368818

—1,379562 1,673966  0,240186  0,318968  0,014507  0,042784
—1,392137 1,629879  0,000193  0,012219  0,001932 —0,001303
—1,394072 1,631182 —0,000005 —0,000018 —0,000002  0,000000
-1,394069 1,631182 —0,000000 —0,000000  0,000000  0,000000

T W NN~ O

Vsimnéte si, ze v blizkosti kotene je konvergence velmi rychla. Piesné feSeni jsme aproxi-
movali pomoci x5. x5 = —1,39407 a y5 = 1,63118 maji vSechny cifry platné. U

Zvyseni spolehlivosti metod Newtonova typu. Newtonova metoda a jeji varianty
nemuseji konvergovat, kdyz startujeme daleko od kofene. Je vSsak mozné prijmout jista
opatteni, ktera oblast konvergence téchto metod podstatné rozsiti.
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x3—xy2—1

- y3—2x2y+2

Obr. 6.6: Soustava dvou nelinearnich rovnic

Nejjednodussi je pouzit tlumenou Newtonovu metodu, ve které se Newtonuv (nebo
aproximovany Newtonuv) krok dj pocitd jako obvykle, ale pak se jako dalsi aproximace
bere x;11 = X + A\pdy, kde Ap je ¢iselny parametr. Daleko od kofene byva krok dy
nespolehlivy, mnohdy pfilis velky, a tak se muzeme pokusit vybrat Ay tak, aby xx.1 byla
lepsi aproximace x* nez x;. Jednim ze zpusobu, jak toho dosdhnout, je sledovat ||f(xy)]2
a zajistit, aby v kazdé iteraci délka vektoru f(xj;) dostatecné poklesla. Parametr Ay je
také mozné urcit minimalizaci funkce @(\) = |[f(xx + Adg)|]2 (minimalizaci se vénuje
nasledujici kapitola). Af uz parametr \; volime jakkoliv, v blizkosti kofene vzdy staci
brat Ay = 1 a dosdhnout tak fadu konvergence netlumené metody.

Ponékud komplikovanéjsi, avsak mnohem spolehlivéjsi; je Newtonova metoda s lokdlne
omezenym krokem, ve které x;.1 = X + d; a krok d; dostaneme minimalizaci funkce
o(d) = ||f(xg) + £'(xx)d||2 na oblasti ||d||s < A, kde Ay je vhodné voleny parametr. Pro
©(dy) = 0 dostaneme standardni Newtonovu metodu (6.12).

Podrobnéjsi (a mnohé dalsi) informace k tomuto tématu ¢tendf najde ve specializované
literatufe, napt. v [39].
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Metoda prosté iterace. Necht g(x) = (g1(x), 92(X), ..., g.(x))T je vektorovd funkce
definovand a spojitd v uzaviené oblasti Q, tj. g; € C(Q),7=1,2,...,n, a necht g spliuje
nasledujici dvé podminky:

() g(x) e VxeQ,
(B) existuje ¢islo g, 0 < g < 1, takové, ze ||g(x) — g(y)]| < q||x —y|| Vx,y € Q.

Pak rovnice x = g(x) ma v Q jediné feseni x* a posloupnost postupnijch aprozimact
Xpr1 = g(xx), k=0,1,..., konverguje k x* pro kazdé xy € 2. Ptitom

||Xk;+1 - X*H < Q||Xk - X*||>

tj. rychlost obecné jen linearni konvergence zavisi na ¢, viz [20].
Rekneme, ze € je konvexni oblast, jestlize s kazdymi dvéma body obsahuje také tsecku,
ktera tyto body spojuje, tj.

x,y€ = Xy ={x+tly—x)|]0<t<1}e

Jestlize Q je uzaviend konvexni oblast a ¢; € CY(Q), i = 1,2,...,n, pak misto
podminky () muzeme pouzit silnéjsi podminku

(B) lgx)l<g<1l  vxel

Skutecné, podle véty o stiedni hodnoté, viz [20],

lg(x) = g(y)ll < max [|g'(x + tly = x)[| - [x =y [ < glx =yl

Jestlize @ = {x| ||x — x*|| < ¢}, € > 0, pak podminka («) plyne z podminky (5):
lg(x) = x| = llg(x) —g(x)[ <g¢lx =x"| = (xeQ=gx)cQ).

Ptiblizny vypocet kofene x* rovnice x = g(x) podle formule x;; = g(xy) se nazyva
metoda prosté iterace nebo také metoda postupnich aprorimaci. Podminky («) a () nebo
(8") jsou postacujici pro konvergenci této metody.

Priklad 6.9. Metodou prosté iterace urcime feseni soustavy rovnic

r=0.2+0,1(—zy* + 32),
y =0,6+0,1(—2y> - 2y)

v oblasti Q = {[z,y] |0 <2 < 1,0 <y < 1]}. Nejdiive ovéiime, ze funkce
gl(xa y) = 072 + O,l(—l‘yQ + 3.%') ) gg(l', y) = 076 + 0,1(—1'23/3 - 2y)

splinuji podminky («), (5).
Protoze pro [z,y| € Q plati

0<02401(—zy*+3z) <1, 0<0,6+0,1(—2%*—2y) <1,
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t. [91(, ), g2z, y)] € Q, podminka (a) je splnéna.
Abychom ovéfili podminku(5), vyjddiime si Jacobiho matici

Igi(z,y)  Igi(z,y) )
/ O oy —0,1y*+ 0,3 —0,2zy
g(x) = =
892(xa y) 8g2(x, y) —072xy3 _O,3x2y2 —0,2
Ox y
a odhadneme napf. v || - [« normeé

I8 (x)[|oc = max{| —0,1y* + 0,3 +| — 0,2zy|; | — 0,22y*| + | - 0.32°y* — 0,2[} .
Ziejmé
g’ (%) ]|oo < max{0,3+0,2;0,2+ 0,5} =0,7 pro x = [z,y] € Q,
takze podminka (/) je splnéna pro ¢ = 0,7.
Vypocet zahdjime tieba z pocatecni aproximace xyo = yg = 0 a pro ukonceni iteraci
pouzijeme stop kritérium

1Xks1 — Xilloo = max{|zer — zal; [Yrrr — yil} < 107°.

Vypocet je zaznamenan v nasledujici tabulce.

k T, Yk Tk — Th—1 Yk — Ye—1 xp — ¥ Y —Y*
010 0 —0,275892 —0,499211
1|02 0.6 0,2 0.6 —0,075892  0,100789
2 | 0,252800 0,479136 0,052800 —0,120864 —0,023092 —0,020075
31 0,270036 0,503470 0,017236 0,024334 —0,005856 0,004259
8 | 0,275882 0,499209 0,000025 —0,000009 —0,000010 —0,000001
9 1 0,275889 0,499211 0,000007 0,000002 —0,000003 0,000000

Ptesné feSeni jsme aproximovali pomoci x15. 9 = 0,27589 a y9 = 0,49921 maji vSechny
cifry platné. O

Poznamka. Kdyz g(x) = Tx + c je linedrni funkce, pak g'(x) = T. Pokud ||T|| < 1, pak
jsou postacujici podminky (a), (5) splnény pro kazdé x, takze x; — x* pro libovolnou
pocétecni aproximaci xo. Tento vysledek jsme dokazali v kapitole 2, viz (2.32).
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7. Vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru

7.1. Zakladni vlastnosti

Necht A je ¢tvercovd matice tddu n. Ulohu
najit nenulovy vektor x a skalar A\ tak, aby platilo Ax = \x (7.1)

budeme nazyvat problém vlastnich cisel. X je vlastni ¢islo a x je odpovidajici pravy viastni
vektor, strucné vlastni vektor. K vlastnimu ¢islu A ptislusi také levy vlastni vektor y # o
spliiujici yT A = Ay’ Protoze ATy = \y, je y pravy vlastni vektor matice A”. P¥i popisu
metod pro vypocet vlastnich ¢isel a vektoru se proto omezime na pravé vlastni vektory.
V nésledujici kapitole 7.1.1 ukazeme, Ze pro realnou matici jsou vlastni ¢isla a vlastni
vektory obecné komplexni. Je proto prirozené definovat problém vlastnich ¢isel pro kom-
plexni matice, pak se vSe odehrava v komplexnich oboru, matice, vlastni ¢islo i vlastni
vektor jsou komplexni. Protoze se vSak ve vétsiné aplikaci vyskytuji jen realné matice,
zaméiime se praveé na né. V dalsim proto budeme piedpokléddat, ze matice A je redlna.
Mnozinu v8ech vlastnich ¢isel matice A ozna¢ime A\(A) a nazveme ji spektrum matice A.

7.1.1. Existence a jednoznac¢nost

Rovnici Ax = Ax lze ekvivalentné zapsat ve tvaru
(A—X)x=o. (7.2)

To je homogenni SLR, kterd ma nenulové feseni tehdy a jen tehdy, kdyz je matice soustavy
singularni. Vlastni ¢isla matice A tedy musi spliovat charakteristickou rovnici

det(A — L) = 0. (7.3)

Zde p(\) = det(A — AI) je polynom stupné n v proménné A, tzv. charakteristicky polynom
matice A. Vlastni ¢isla matice A jsou tedy koteny jejiho charakteristického polynomu. Ze
zakladni véty algebry plyne, Ze polynom

p(A) = A A A e A e = A=A (A=) - (A= A\,), = (—=1)",

ma presné n korenu. Matice A Ffddu n ma tedy n vlastnich ¢éisel, ktera ale nemuseji byt
realna a nemuseji byt navzajem ruzna. Komplexni vlastni ¢isla se vyskytuji vzdy v kom-
plexné sdruzenych dvojicich: kdyz A = a +if3, kde i = v/—1 a 3 # 0, je vlastni ¢islo, pak
také A = o — i3 je vlastni &islo.

Vlastni vektory ziskdme fesenim SLR (7.2). Tyto soustavy maji pro kazdé A nekonecné
mnoho feseni x € N(A—MI), kde N(A—MXI) je jadro matice A—\I, viz (3.3). Tedy zatimco
vlastni ¢islo A € A(A) je urceno jednoznacné jako jeden z kofenu charakteristického
polynomu matice A, odpovidajici vlastni vektor x € N(A — AI) jednoznacné uréen neni.

Vlastni ¢fsla matic pocitdme iteracné, nebot kofeny obecného polynomu stupné vétsiho
nez ¢tyfi jinak uréit neumime. To by vSak nemél byt problém, nebot je zndma fada
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kvalitnich numerickych metod pro vypocet kofenu polynomu. Na prvni pohled je tedy
feseni problému vlastnich ¢isel snadné: stac¢i vhodnou numerickou metodou najit vsechny
kotfeny charakteristického polynomu a pak fesenim prislusnych soustav linearnich rovnic
dopocitat odpovidajici vlastni vektory. K praktickému vypoctu vlastnich ¢isel matic vsak
postup zalozeny na fteseni charakteristické rovnice obecné vhodny neni. Zde je nékolik
duvodi:

e Vypocet koeficientu charakteristické rovnice je vypocetné narocny.

e Koeficienty charakteristické rovnice jsou velmi citlivé na malé zmény v koeficientech
matice.

e Zaokrouhlovaci chyby vznikajici pti vypoctu koeficientu charakteristického poly-
nomu mohou zpusobit, ze kofeny numericky sestaveného charakteristického poly-
nomu se budou podstatneé lisit od kofenu presného charakteristického polynomu.

e Vypocet kofent polynomu vysokych stupnu je obtizna tloha.
Proto transformace

matice ~——  charakteristicky polynom —  vlastni ¢isla

nevytvaii podstatné jednodussi ,,meziproblém® a je obecné numericky nestabilni.

Vzhledem k existenci velmi kvalitnich a stabilnich algoritmu pro vypocet vlastnich
¢isel, s nékterymi z nichz se seznamime v dalsich kapitolach, se pouziva postup opacny:
k danému polynomu p se sestavi pridruzend matice A, jejiz charakteristiky polynom je
roven p, a vypoctou se vlastni ¢isla matice A, coz jsou hledané koteny polynomu p. Pro
p(x) = 2" + ¢y 12"t + - -+ + 11 + ¢ 1ze piidruzenou matici zvolit napf. ve tvaru

—Cp—1 —Ch—2 ... —C1 —C(Cp
1 0 ... 0 0
A=| o 1 ... 0 o |
0 0 | 0

tj. v prvnim tadku jsou zapornymi znaménky opatiené koeficienty polynomu, v prvni
poddiagonale jsou jednicky a ostatni prvky jsou nulové. V MATLABu takto pocita koteny
polynomu funkce roots.

7.1.2. Nasobnost a diagonalizovatelnost

Algebraickd ndsobnost vlastniho ¢isla je jeho nasobnost jako korene charakteristické
rovnice. Jestlize je algebraickd nésobnost vlastniho ¢isla rovna jedné, fikame, ze vlastni
¢islo je jednoduché, a je-li algebraicka nasobnost vétsi nez jedna, hovotime o ndsobném
vlastnim c¢isle.

Geometricka ndsobnost vlastniho ¢isla je pocet linedrné nezavislych vlastnich vektoru
prislusnych tomuto vlastnimu ¢islu. Geometricka ndsobnost je tedy vzdy mensi nebo rovna
nasobnosti algebraické.
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Rekneme, ze viastni ¢islo je defektni, kdyz jeho geometrickd ndsobnost je mensi nez
nasobnost algebraicka. Je-li algebraickd i geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla stejné,
fikdme, ze vlastni ¢islo je nedefektni. Matice, kterda ma defektni vlastni ¢islo, se nazyva de-
fektni matice. Matice, jejiz vSechna vlastni ¢isla jsou nedefektni, se nazyva nedefekini ma-
tice. Da se ukazat, ze nedefektni matice A fadu n ma n linearné nezavislych vlastnich vek-
toru X1, X, . . ., X, prislusnych k vlastnim éislum Aq, Ag, . .., A, (fikdme také, ze matice ma
tiplny systém vlastnich vektori). Necht D = diag(Aj, Ao, ..., \y) a X = (X1, X2, ..., X,),
pak X je regularni a plati

AX =XD, takze X 'AX=D a A=XDX!.

Vidime tedy, Ze nedefektni matici A lze transformaci X 'AX pievést na matici diago-
nalni. Matice s touto vlastnosti se nazyvaji diagonalizovatelné.

Vyjadieni matice A ve tvaru A = XDX ™!, kde D je diagonalni, nazyvame spektralnim
rozkladem matice A (anglicky spectral decomposition, ¢astéji se vSak pouziva priléhavéjsi
termin eigenvalue decomposition, ktery bohuzel nema vhodny cesky ekvivalent).

7.1.3. Lokalizace vlastnich ¢isel

Symetricka matice je diagonalizovatelnd, ma redlna vlastni ¢isla, vlastni vektory pfi-
slusné ruznym vlastnim cislum jsou navzajem ortogonalni, vlastni vektory prislusné na-
sobnym vlastnim ¢islim lze ortogonalizovat. Symetricka matice A je tedy diagonalizo-
vatelnd pomoci ortonormalni matice vlastnich vektort, tj. existuje ortonormalni matice
X vlastnich vektort s vlastnosti XTAX = D. Pozitivné definitni matice je symetrické
matice s kladnymi vlastnimi ¢isly. Diikaz uvedenych tvrzeni viz napf. [30].

Protoze spektralni polomér o(A) < [|A|], viz (2.31), vSechna vlastni ¢isla matice A
lezi v komplexn{ roviné v kruhu se stiedem v pocétku a polomérem ||A||.

Gersgorinova véta. Vlastni ¢isla matice A = {ay;}7,_, jsou vechna obsazena ve sjed-
7 o ~ ~ n
noceni kruhtt se stiedy ax, a poloméry > 7, . |ag|-

Diikaz. Necht ) je vlastni ¢islo a x je odpovidajici vlastni vektor normalizovany tak, Ze
|1%]|oc = 1. Necht zj je slozka vektoru x takovd, Ze || = 1. Protoze Ax = \x, je

()\ — akk)xk = Z Qi T; ,
J7#k

takze

N —ae < largl -zl <D a0
i#k 7k
Aplikaci této véty na AT vidime, ze podobny vysledek plati také pro kruhy se stiedy
a polomeéry Z?:Li#k |ag|.

7.1.4. Podminénost

vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru matice vyjadiuje jejich citlivost vici malym zménam
koeficienti matice.
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Jako reprezentativni ilustraci prozkouméame citlivost vlastnich ¢isel diagonizovatelné
matice A, takze X 'AX = D, kde X je matice vlastnich vektorti a D je diagonalni matice
piislusnych vlastnich ¢isel. Nechf AA = E je mald zména matice A, i je libovolné vlastni
¢islo pozménéné matice A + E a F = X 'EX. Pak

X (A+E)X=X'"AX+X 'EX=D+F,

takze matice A + E a D + F jsou podobné a tedy maji stejnd vlastni ¢isla (viz kapitola
7.1.5). Proto existuje vlastni vektor v matice D + F piislusny vlastnimu ¢islu p, takze
(D 4+ F)v = pv, coz muzeme piepsat do tvaru

v=(ul - D) 'Fv

za predpokladu, Zze p neni vlastni ¢islo D (a tedy ani A, coz je piijatelny predpoklad
odpovidajici situaci, kdy zména A vyvold zménu vsech vlastnich ¢isel). Odtud

IVl < NI =D) ", IFl, - Ivll,  atedy  [|(I—D)" M, < [[F],.

Protoze pro diagonalni matici C = diag(cy, ca,...,¢,) a p € (1,00) je |C|, = max|¢],
dostavdme [|(uI—D)7|, = 1/|u— M|, kde A je vlastni ¢islo D (a tedy A) nejblizsi k pu.
Celkem tedy

=] = |(pI=D) Y|, * < |F[l, = [IXTEX[, < X7, 1B, [1X]], = 5 (X)[E], -
Ukazali jsme tedy, ze kdyZ A je diagonizovatelnd, pak
pro kazdé pn € N(A + AA) existuje A € M(A) takové, Ze | — | < k,(X)||AA]],.

Tento vysledek (znamy jako Bauerova-Fikova véta, viz napt. [42]) tika, ze

citlivost vlastnich cisel diagonizovatelné matice A lze odhadnout cislem podminénosti
kp(X) = | X[l - X7, matice jejich viastnich vektori.

Odtud plyne, ze vlastni ¢isla matice mohou byt velmi citlivd na zmény jejich koefi-
cientu, pokud jsou vlastni vektory matice témér linedrné zavislé (tj. je-li matice témer
defektni).

Skvela situace nastava pro symetrické matice: k nim totiz vzdy existuje ortonorméalni
matice X vlastnich vektoru, takze ko(X) = 1, coz znamena, ze vlastni ¢isla symetrickijch
matic jsou vZdy dobre podminénd.

Bauerova-Fikova véta postihuje citlivost vSech vlastnich ¢isel jednim vzorcem. Citlivost
jednotlivych vlastnich cisel vsak muze byt znacné rozdilna. Prozkoumejme tedy citlivost
individudlniho vlastniho ¢&fsla A na malou zménu AA = E matice A. Necht x resp. y je
pravy resp. levy vlastni vektor ptislusny vlastnimu ¢islu A a uvazujme pozménény problém

(A+E)(x+ Ax) = (A + AN (x + Ax).

Vyrazy na levé a pravé strané roznasobime. Predpokladejme, Zze vlastni ¢islo A je jedno-
duché. Pak lze cleny EAx a ANAx povazovat za dostatetné malé a zanedbat je, viz [42].
Provedeme-li to a vyuzijeme toho, ze Ax = Ax, dostaneme ptibliznou rovnost

AAx + Ex ~ MAx + A)x.
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Prondsobime-li obé strany y?, mame
yTAAx + yTEx ~ \yT Ax + Ay x.

Protoze y je levy vlastni vektor, y’ A = \yT, a odtud
vy Ex ~ A\y'x.

Pro jednoduché vlastni ¢fslo y'x # 0, viz [17], takze

yTEx
y'x

AN ~

Odtud pro |AM| obdrzime ptiblizny odhad

. 1
Ay < Wl Xl g E
| | =~ |yTX‘ || ||2 ‘COSQ)\‘ || ||2’

kde 6, je thel, ktery sviraji levy a pravy vlastni vektor piislusny k vlastnimu ¢islu A.
Ukazali jsme tedy, ze pro jednoduché vlastni cislo A\ matice A a odpovidajici vlastni
éislo A + AX mirné pozmeénéné matice A + AA priblizné plati

1

AN S k(M) [JAA kd A) =
DN S AOIAAL, ke () =

(7.4)

je tak zvané cislo podminénosti vlastniho ¢isla X matice A.

Vsimnéte si, ze pro symetrickou matici a jednoduché vlastni ¢islo x =y, takze 8, =0
a piislusné ¢islo podminénosti £(A) je rovno jedné. Jsou-li vSak levy a pravy vlastni vektor
témeér kolmé, je ¢islo podminénosti x(A) velké, takze zména A vlastniho ¢isla A vyvolana
malou zménou AA matice A je velkd. V MATLABu pocita ¢isla podminénosti x(\;) vSech
vlastnich ¢isel \;, ¢ = 1,2, ..., n, funkce condeig.

Analyza podminénosti nasobnych vlastnich ¢isel komplikovanéjsi. Plati napriklad, ze
nasobna nebo témér nasobna vlastni ¢isla jsou spatné podminéna. Také analyza citlivosti
vlastnich vektoru je pomérné slozita. Ukazuje se, ze kdyz matice ma dobfe podminéna
a navzajem dostatecné vzdélena vlastni ¢isla, pak jsou vlastni vektory dobfe podminéné,
[42]. Jsou-li vSak vlastni ¢isla Spatné podminénd, nebo kdyz existuji skupiny navzjem
blizkych vlastnich ¢isel, pak jsou vlastni vektory spatné podminéné.

Podminénost vlastnich ¢isel 1ze nékdy zlepsit pomoci tzv. vyvazeni matice (anglicky
,balancing“), viz kapitola 7.2.5, v MATLABu funkce balance.

7.1.5. Transformace.

Mnohé numerické metody pro vypocet vlastnich ¢isel a vektoru jsou zalozeny na re-
dukci puvodni matice na jinou jednodussi matici, jejiz vlastni ¢isla a vlastni vektory lze
vypocitat snadnéji. Uvedeme si proto nékolik transformaci, které vlastni ¢isla a vlastni
vektory bud'to neméni nebo umoziiuji jejich snadnou rekonstrukei.

Posun znamena odecteni konstanty od diagonalnich prvku matice. Jestlize Ax = Ax
a p je konstanta, pak (A — pul)x = (A — pu)x. Tedy vlastni ¢isla matice A — ul se oproti
vlastnim ¢islim matice A posunou o u, vlastni vektory se vSak nezmeéni.
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Inverze. Je-li A reguldrni a Ax = \x, pak A # 0 a A~'x = (1/\)x. Tedy vlastni &isla
matice A~! jsou pfevrdcené hodnoty vlastnich éisel matice A, vlastni vektory obou matic
jsou stejné.

Mocniny. Jestlize Ax = \x, pak AFx = AA*"Ix = ... = M\x pro k ptirozené. Tedy k-t4
mocnina matice ma za vlastni ¢isla k-té mocniny vlastnich ¢isel puvodni matice, vlastni
vektory se neméni.

Polynomy. Je-li p(t) = co + c1t + cot? + -+ + ¢t* libovolny polynom stupné k, pak
definujeme p(A) = col +c1 A + o A% + - - - + ¢ AF. Jestlize Ax = \x, pak p(A)x = p(\)x.
Matice p(A), kde p(t) je polynom, ma vlastni ¢isla p(A), vlastni vektory matic A a p(A)
jsou stejné.

Podobnost. Rekneme, ze matice A a B jsou podobné, existuje-li reguldrni matice T
s vlastnosti

B =T 'AT.

Matice T se nazyva matice podobnosti nebo také podobnostni matice.
Jestlize A\ je vlastni ¢islo matice B a y je odpovidajici vlastni vektor, pak

By=)y — T 'ATy=)y — ATy =)\Ty — Ax=)x pro x=Ty.

Vlastni ¢isla podobnych matic jsou tedy stejna, vlastni vektory prislusné témuz vlastnimu
¢islu jsou sice ruzné, jeden z druhého vsak lze snadno ziskat prostfednictvim matice po-
dobnosti.

7.1.6. Diagonalni, trojiihelnikové a blokové trojihelnikové matice.

Diagondlni matice D = diag(dy, ds,...,d,) ma vlastni ¢isla \; = d; a odpovidajici
vlastni vektory y; = e;, kde e; je i-ty sloupec jednotkové matice.

Diagonizovatelnou matici A lze pomoci podobnostn{ transformace T='AT = D prevést
na diagonalni matici D. Protoze vlastni ¢isla mohou byt komplexni, je matice D i matice
podobnosti T obecné komplexni. Pro symetrickou matici A existuje redlna ortonormalni
matice podobnosti Q takovd, ze matice QT AQ = D je diagondlni.

TrojuhelnikovA matice ma nuly budto pod hlavni diagondlou, pak hovoifme o horni
trojuhelnikové matici, nebo ma nuly nad hlavni diagondlou, v tom piipadé jde o doini
trojuhelnikovou matici. V dalsim budeme trojihelnikovou matici rozumét horni trojihel-
nikovou matici. Necht tedy T = {tij}z’fj:l je trojuhelnikovd matice, tj. ¢;; = 0 pro ¢ > j.
Z charakteristické rovnice det(T — AI) = 0 okamzité plyne, ze vlastni ¢isla matice T jsou
jeji diagonalni prvky, tj. A; = t;;. Vlastni vektory lze dopocitat také snadno. Matice T — Al
ma na hlavni diagonale nuly v pozicich, v nichz t;; = A. Je-li

Upn u U
T-MN=]o" 0 v7
O o U33
a Uy je regularni, pak odpovidajici vlastni vektor lze zvolit ve tvaru
Yy
x=|-11,
o
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kde y je teseni rovnice Uy = u.
Vyznam trojihelnikovych matic v tloze vlastnich ¢isel plyne ze Schurovy véty:

Ke kazdé ctvercové matici A existuje unitarni matice Q takovd, Ze

tir tiz ... tin
QHAQ:T: tog ... tgn
0 0 ot
je horni trojithelnikovd matice. Rozklad A = QT Q! se nazjvd Schuriv rozklad matice A,
T se nazyvd Schuruv tvar matice A a sloupce q1, o, - - ., q, matice Q se nazyvagi Schurovy
vektory.

Diikaz Schurovy véty lze najit napt. v [30].

Pro tplnost uvedme jesté definici unitdrni matice. Ctvercové matice Q je unitdrnd,
jestlize Q7 Q = QQ! = I. Piitom Q¥ je matice Hermitovsky sdruZend, tj. transponovana,
a komplexné sdruzend: kdyz Q = {¢;}7,=1 a Q" = {¢//}},=1, pak ¢/l = @ je cislo
komplexné sdruzené s cislem g;;.

Protoze Q = Q7!, je kazd4 étvercovd matice A podobné s trojihelnikovou matici
T = Q 'AQ, piicemz matice podobnosti Q je unitdrni. Zdiraznéme, ze matice T a Q
jsou obecné komplexni.

Schuruv tvar realné matice ma komplexni slozky v piipadé, ze matice ma néjaka
komplexni vlastni ¢isla. Nastésti vSak existuje realnd varianta Schurovy véty:

Ke kazdé redlné ctvercové matici A existuje ortonormdlni matice Q takovd, Ze

T11 Tlg e Tlp
O T ... T

Q"AQ=T=| " * ¥ (7.5)
O, O, ... T,

je blokové trojuhelnikova redlnd matice, v nizZ diagondlni submatice T;; jsou ctvercové
rdadu jedna nebo dva a poddiagondlni submatice O;;, © > j, jsou nulové. Viastni cisla dia-
gondlnich submatic 7ddu dva jsou komplexné sdruzend vlastni ¢isla matice A, zbyvagjici
diagondlni submatice Fddu jedna jsou redlnd vlastni ¢isla matice A. Rozklad A = QT QT
se nazyvd redlny Schuriv rozklad matice A, matice T se nazyvd redlny Schuriv tvar
matice A, sloupce qi, qa, - .., d, matice Q jsou redlné Schurovy vektory.

Pro vypocet komplexniho i redlného Schurova tvaru matic existuje rada kvalitnich
programu, viz napf. [3]. V MATLABu lze pouzit funkci schur.

Blokové trojuihelnikova matice. Redlny tvar Schurovy matice je specidlnim piipadem
horni blokové trojihelnikové matice

A11 A12 . Alp
_ 021 A22 c. Agp (7 6)
O, O, ... A,
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se ¢tvercovymi diagonalnimi maticemi A;; a nulovymi poddiagondlnimi maticemi Oj;.
Protoze determinant matice A je sou¢inem determinantu diagonélnich submatic (dusledek
Laplaceovy véty), vSechna vlastni ¢isla A dostaneme z vlastnich ¢isel diagonalnich sub-
matic. Také vlastni vektory A lze ur¢it pomoci vlastnich vektoru diagonalnich submatic.
Problém vlastnich ¢isel pro blokové trojuhelnikové matice lze proto rozlozit na mensi sub-
problémy, které se fesi snadnéji, a mnohé algoritmy vypoctu vlastnich ¢isel toho vyuzivaji.

7.2. Metody vypoctu

7.2.1. Mocninna metoda

Zéakladni varianta mocninné metody, viz algoritmy 7.1 a 7.2, umoznuje vypocet vlastni-
ho vektoru piislusného k vlastnimu ¢islu o nejvétsi absolutni hodnoté. Algoritmus 7.3 umi
urcit vlastni vektor prislusny k vlastnimu ¢islu o nejmensi absolutni hodnoté. Pro zvolené
¢islo p algoritmus 7.3 najde vlastni vektor prislusny k vlastnimu ¢éislu, které je k p nejbliz.
Mame-li dobrou aproximaci vlastniho vektoru, algoritmus 7.4 tento vlastni vektor najde.

Algoritmus 7.1 : mocninnd metoda

1.  xq je libovolny nenulovy vektor
2. fork:=1,2,... do

3. X, = Axy_

4. end

Predpokladejme, ze A je diagonizovatelna matice s jedinym dominantnim vlastnim
¢islem Ap, tj.

(Al > [Aa] > [As] > -+ > A, (7.7)

a necht v je odpovidajici vlastni vektor. Pak x; konverguje k ndsobku v;. Naznacme si
dukaz tohoto tvrzeni. Startovaci vektor xy vyjadiime ve tvaru x, = Z?Zl a;v;, kde v;
jsou vlastni vektory piislusné vlastnim cislum A;. Pak

X = Axp 1 = A%xp 9 == AFxy =
Ak Z Q;V; = Z O[jAij = Z&j)\?Vj = Alf <041V1 + Z()\j/)\l)kozjvj> .
j=1 j=1 j=1 j=2

Pro j > 1, |[A\;/M\| < 1, proto (A;/M\1)* — 0 a tedy nevymizi pouze ¢len obsahujici v;.
Vlastni ¢islo Ay muzeme dopocitat pomoci Rayleighova podilu.

Rayleightiv podil pro matici A a vektor x # o je ¢islo
xT Ax

xT'x

R(A,x) =

Je-li x vlastni vektor matice A a A je odpovidajici vlastni ¢islo, pak

TA T
R(A,X):X X _ X )\x:/\'

xT'x xT'x
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Jestlize tedy x — vq, pak R(A,xx) — Aq.

Nasleduje vycet nékterych nedostatki mocninné metody:

e Startovaci vektor xy nemusi obsahovat zadnou slozku ve sméru dominantniho vlast-
ntho vektoru v; (tj. ay = 0). Tento piipad je velmi nepravdépodobny, pokud xg
volime ndhodné, a prakticky neptedstavuje zadny problém, nebot zaokrouhlovaci
chyby obvykle takovou slozku vytvori.

e Jestlize existuje nékolik vlastnich ¢isel o stejné absolutni hodnoté, pak mocninna
metoda vibec nemusi konvergovat.

e Geometricky rust slozek muze vést pro || > 1 k preteceni a pro |\;| < 1k podteceni.
Proto je ucelné v kazdém kroku vektor x; normovat tak, aby jeho norma byla rovna
jedné.

Algoritmus 7.2 : normalizovand mocninna metoda

Xg je libovolny nenulovy vektor, ||xofl2 =1
for k:=1,2,... do

Vi = Axp_

xi = yi/llyxll2

o) 1= xZAxk

SR

end

Pak x; — vy, |[vi|lz = 1 a 0, = R(A,x;) — A;. Piikaz na fddku 5 lze nahradit
pitkazem o} := x1y}. Dalsf moznosti je vypusténi fadku 5 a dopoéitani viastniho ¢isla az
po dokonéeni cyklu. Vypocet vlastniho ¢isla uvnitt cyklu ma smysl pro zafazeni vhodného
stop-kritéria pro ukonceni iteraci. Kromé podminky typu ||x; —xx_1||2 < € lze pouzit také
lox, — ox—1| < €. Spolehlivéjsi kritérium na ukonéeni iteraci zalozené na vypoctu levych

A

a pravych vlastnich vektoru lze najit tieba v [42].
Pro chybu plati, viz [56],
k Ao |2
%% = (£v1)[l2 = O ; ok =Ml =0 (|| |, (7.8)
)\1 )\1
pricemz =+ znamena, ze uvedeny vztah plati v kazdém kroku jen pro jedno ze znamének
plus a minus.

7.2.2. Inverzni iterace.

Protoze vlastni ¢isla matice A~! jsou pievracenymi hodnotami vlastnich éisel mati-
ce A, mocninng metoda aplikovand na A~! konverguje k vlastnimu vektoru pifslusnému
nejmensimu vlastnimu éislu A. Misto abychom v kazdém kroku poéitali y, = A~ 1x,_1,
feSime soustavu rovnic LUy, = x;_1, pficemz LU rozklad A = LU provedeme jen jednou,
pred zacatkem iteraci. Tak dostaneme
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Algoritmus 7.3 : inverzni iterace

Xg je libovolny nenulovy vektor, ||xq|l2 =1
for £k:=1,2,... do
vypocti y, feSenim rovnice Ayr = Xi_1
Xk = Y/ |lyell2
o) 1= xZAxk

AN o

end
Pak x; — Vi, HV1H2 = 1, a o — )\1, kde ‘)\1‘ < mil’lggjgn |)\J‘

Inverzni iterace s posunem. Necht u je dané ¢islo, A; je vlastni ¢islo nejblizsi k 1 a A,
je vlastni ¢islo, které je druhé nejblizsi k p, pricemz

= Al <l = Al < min | — Al
L#£i,j

Jestlize tieti radek algoritmu 7.3 nahradime fadkem
3. vypocti yi FeSenim rovnice (A — ul)yr = x4

pak x; — vy, ||vi|la = 1 a o), — A;. Pro chybu plati, viz [56],

), |ak—Ai)|=0<'Z‘:i; ) (7.9)

vyznam =+ je stejny jako v (7.8). Inverzni iterace s posunem je uziteénd zejména tehdy,
kdyz néjakou metodou ziskame piiblizné hodnoty vlastnich ¢isel a chceme k nim dopocitat
odpovidajici vlastni vektory.

-\
I, — (vl = O (lﬁ_x

J

Dalsi modifikaci mocninné metody je nasledujici

Algoritmus 7.4 : metoda Rayleighovych podilu

1. % je libovolny nenulovy vektor, ||x¢ll2 =1

2. fork:=1,2,... do

3 o = XZ_IAxk,l

4. vypoéti yy FeSenim rovnice (A — oxl)yr = xp_1
o xi = yi/llyxll2

6. end

Metoda konverguje pro skoro kazdy startovaci vektor xg. Je-li xq dostatecné dobréa apro-
ximace vlastniho vektoru v;, pak (0%, xx) — (A, v;), kde A; je vlastni ¢islo odpovidajici
vlastnimu vektoru v;. Nastane-li konvergence, je kubicka, tj.

i1 = (F)vill = O (I — (E)ill*) ok = il = O (Jlow — Ail)

viz [56]. Efektivnost jinak velmi rychlého algoritmu ¢dsteéné snizuje to, ze v kazdé iteraci
musime znovu faktorizovat matici A —o,I. Ma-li vsak matice A specialni tvar umoznujici
snadnou faktorizaci, napiiklad kdyz je tridiagondalni, je metoda Rayleighova podilu vyni-
kajici.
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7.2.3. Redukce.

Predpokladejme, Ze jsme mocninnou metodou vypocetli dominantni vlastni ¢islo Aq,
|A1] > maxo<;<, |Ai|, a odpovidajici vlastni vektor x;. Ukazme si, jak urc¢it dalsi vlastni
¢islo Ay metodou redukce (v anglicky psané literatufe se pouziva termin deflation).

Pro jednoduchost se omezime na ptipad, kdyz matice A je symetrickd. Pak matice
A=A - \ixix?/||x1 |3 md vlastni éisla 0, Ay, . .., Ay, viz [43]. Jestlize je Ay dominantn{
vlastni ¢islo matice Ay, tj. kdyz |Ao| > maxs<;<, |A;|, mocninnou metodou aplikovanou
na matici A; uréime aproximaci oo vlastniho ¢isla A\y. Pomoci inverzni iterace aplikované
na puvodni matici A s posunem p = oy pak vypocteme Ay a odpovidajici vlastni vek-
tor x5. Tento postup muzeme opakovat a vypocitat nékolik dalsich dvojic (Ag, x/). Pro
urceni vétsiho poctu vlastnich ¢isel a odpovidajicich vlastnich vektoru je vsak metoda po-
stupnych redukei prilis tézkopadna a proto dame prednost nékteré z efektivnéjsich metod,
s nimiz se seznamime v nasledujicich kapitolach.

7.2.4. Simultanni iterace

je urcena pro vypocet nékolika paru vlastnich cisel a vlastnich vektoru soucasné. Nej-
jednodussi postup spociva v pouziti mocninné metody pro nékolik startovacich vektoru.

Algoritmus 7.5 : simultanni iterace

1. Xy je libovolnd matice typu (n,p) hodnosti p
2. fork:=1,2,... do
3. Xk = AXk_l
4. end
Necht pro vlastni ¢isla A plati [A| > || > -+ > [N > [Mpsa| > - > |\
a necht v; je vlastn{ vektor pifslusny k A;. Oznatme S = span(vy,va,...,v,) a ddle

Sy = span(X},) = span(A*X,). Jestlize zddny ze sloupcii matice Xy nenf kolmy k S, pak
S — S, tj. vektorovy prostor generovany sloupci matic X, konverguje k vektorovému
prostoru generovanému p dominantnimi vlastnimi vektory.

Stejné jako v mocninné metodé hrozi podteceni nebo pteteceni. Navic dochézi ke zhor-
Sovani podminénosti matic Xy, takze sloupce X, tvori Spatné podminénou béazi prostoru
Si. Oba tyto nedostatky muzeme ptekonat, kdyz v kazdém kroku budeme sloupce X,
ortonormalizovat pomoci Q)R rozkladu.

Algoritmus 7.6 : ortogonalni iterace

1. Xy je libovolnd matice typu (n,p) hodnosti p
2. fork:=1,2,... do

3. Yk = AXk_l

4. proved redukovany QR rozklad Q.R; = Y},
5 Xp=Q

6. end

Redukovanym @ R rozkladem rozumime vyjadieni Y, = QxRy%, kde Qy je matice typu
(n,p) s vlastnost! Q7 Qi = I a Ry, je horn{ trojihelnikovd matice fadu p. Redukovany
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@R rozklad uréime nékterou z metod uvedenych v kapitole 3.4.

QR rozklad pouzivame k sestrojeni ortonormalni baze v prostoru tvoreném sloupci
matice Y. Za X} zde bereme Q misto Y. Protoze prostor generovany sloupci matic
Qi a Yy je stejny, vytvaiime stejné podprostory S jako v algoritmu 7.5, tentokrat vsak
s ortonormalni bazi.

Véta (o ortogondlni iteraci) Matice Qi konverguji k matici Q, jejiz sloupce tvori ortonor-
mdlni bazi prostoru S. Matice Ty = QL AQy konverguji k horni blokové trojihelnikové
matici T = QTAQ. Jeslize [\| > [Aa| > -+ > [Ap] > M1 > .. = Ay, pak T = {ty;}7
je horni trojihelnikova matice a na jeji diagondle jsou vilastni ¢isla \; = t;;, 1 =1,2,...,p.
Diukaz lze najit napt. v [11] a [30]. Je-li A navic symetricka, pak T = diag(Ai, Aa, ..., A\p)
a Q= (v, va,...,V,) je matice odpovidajicich vlastnich vektoru.

Ortogonalizace provadénd v kazdém kroku je nakladna, navic konvergence muze byt
velmi pomald. V dalsi kapitole ukazeme, jak lze tyto neptiznivé okolnosti zmirnit.

7.2.5. QR metoda

Efektivni implementace ()R metody patii mezi vibec nejpouzivanéjsi programy pro
vypocet vSech vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru plnych (tj. nefidkych) matic. Proto
budeme QR metodé vénovat nalezitou pozornost.

Algoritmus 7.7 : QR metoda

1. Ajg:=A

2. fork:=1,2,... do

3. proved QR rozklad Q Ry = Ay_;
5. end

Ukazme si, ze jde o postup, ktery je ekvivalentni s ortogonalni iteraci pro p = n
a Xy = A. Pomoci fadku 3 a 4 algoritmu @) R metody odvodime, ze

Ar=RiQr = QIA; Qv = QI Q) AL 2Qi 1Qr == QTAQ,

kde Qk = Q1Q2...Qy je ortonorméalni matice. Pak plati nasledujici

Véta(o QR algoritmu) Jestlize M| > |Ao| > -+ > |\, pak Ay konverguji k horni
trojihelnikové matici T = QT AQ, kde Q = limy_,o Q.

Zmame-li vlastni ¢isla, muzeme k nim dopocitat aproximace odpovidajicich vlastnich
vektort, napf. nékterou z metod uvedenych v [30]. Pouzit 1ze tfeba inverzni iteraci s po-
sunem, v niz jako posuny bereme vypoctené aproximace vlastnich ¢isel.

Je-li A navic symetrickd, pak T = diag(Ai, A2, ..., Ay) a Q = (v, Va,...,Vv,) je matice
odpovidajicich vlastnich vektoru.

Preformulovani ortogonalni iterace na QR metodu dava elegantni algoritmus, ktery
vSak stale netesi jeho diive zminéné nedostatky: vysoké vypocetni naklady v jedné iteraci
a pomalou konvergenci. QR metoda zapsand ve formé algoritmu 7.7 muze byt dokonce
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zcela nepouzitelnd: pro ortonormdalni matici A (jejiz vSechna vlastni ¢isla lezi na jednot-
kové kruznici v komplexni roving) dostdvame Ay = A.

Redukce nikladi na jednu iteraci. Q R rozklad matice A;_; je vypocetné narocny, pro
plnou matici vyzaduje O(n?) operaci. Je-li viak Aj_; horn{ Hessenbergova matice, staci
O(n?) operaci, a je-li Ay_; t¥idiagonélni, pak jen O(n) operaci (k anulovdni nenulovych
poddiagonalnich ¢lentu v Ai_; je vyhodné pouzit Givensovy rovinné rotace, viz kapitola
3.4.2). Jak uvidime, kazdou matici lze pomoci O(n?) operac{ transformovat na podobnou
horni Hessenbergovu matici. Protoze symetrickd Hessenbergova matice je tiidiagondlni,
symetrickou matici lze pomoci O(n?) operaci transformovat dokonce na podobnou matici
tridiagonalni.

Snadno se ovéri, ze QR metoda zachovava typ matice: je-li matice Ay_; horni Hes-
senbergova resp. tiidiagonalni, je takova také matice A, = RkAk,lR,zl.

Proto je zcela bézné jesté pred startem ()R metody matici A transformovat na horni
Hessenberguv resp. tifdiagonalni tvar pomoci O(n?) operaci a pak v kazdé iteraci provadeét
jiz jen O(n?) resp. O(n) operaci.

Transformace na horni Hessenberguv tvar. Algoritmus lze popsat takto:

polozime Ay = A a pocitame
A, =PrAy 1Py, E=1,2,...,n—2,
kde Py je ortonormalni Householderova matice,
P,.=1- 2wkwg,

v niz wy, je sloupcovy vektor jednotkové euklidovské délky,

Zy,
Wi = 37—
[l
a slozky zl-(k),z' =1,2,...,n, sloupcového vektoru z; jsou
0 1<k . 12
zi(k) — aéﬁ_llll + B, pro i=k+1, B = sign(a,ﬁiz) ( Z [agllz*l)] ) .
o= i>k+1 e

Pak A,,_5 je horni Hessenbergova matice podobna s matici A a plati
A, >, =QTAQ, kde Q=PP,...P,

je ortonormalni podobnostni matice.

Nasleduje nékolik komentaiu k uvedenému algoritmu.

1) Housecholderova matice Py, je tvaru

I, O
Pk = — ;
o" P,
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6)

kde I, je jednotkovd matice fddu k, O je nulovd matice typu (k,n — k) a Py je
redukovana Householderova matice,

D — =T
Pk = Infk — 2Wka,

kde I,,_j je jednotkova matice fadu n—k a wy, je sloupcovy vektor tvoreny poslednimi

n — k prvky vektoru wy, tj. wz(’“) = wl@i, 1=1,2,...,n—k.
Jestlize
A B ‘ © g (7.10)
R Y |

kde O je nulova matice, pak

(7.11)

A _PA P B |  CP, k
BRI R O‘ Pkb‘ PkDPk n—=k

kE—1 1 n—=k

Vektor Wy, je uréen tak, aby Pyb = (—f4,0,...,0)T. Vzorce pro slozky vektoru wy,
vyplyvajici ze vzorcu pro zi(k), 1=k+1,k+2,...,n, odvodime stejné jako v kapitole
3.4.1. Sta¢f si uvédomit, ze b = (a,(;:ll,l, a,ii;z;, e afﬁgl))T.

Vypocet Ay = PrA; 1P}, provddime podle (7.10) a (7.11). Matici P, nesestavu-

jeme, pii vypoctu CPy, a P, DPy, pracujeme pifmo s vyjadienim Py, = I,,_j,— 2w, w7 .
Celkovy pocet operaci potiebny k vipoctu A, _» je tadu O(n?).

Je-li A symetrickd, jsou také Aj_; i Ay symetrické, takze v (7.10) a (7.11) je
C=(0 b)', CP,=(0 Pb)". (7.12)
Vzhledem k symetrii D dale plati
P,DP; =D — W,q; — qxWy,
kde
Q= Pr — (P Wk)Wi & DPi = 2DW,.

Celkovy pocet operaci potfebny k vypoctu A, _» je opét fddu O(n?), je viak méné
nez polovicni oproti piipadu, kdyz A je nesymetricka, viz [30].

V MATLABu lze k transformaci na Hessenberguv tvar pouzit funkci hess.
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Zrychleni konvergence lze dosdéhnout podobné jako ve variantdch mocninné metody
pomoci vhodné volenych posunti.

Algoritmus 7.8 : QR metoda s posuny

1. A() = A
2. fork:=1,2,... do
3. vyber posun fu
3. proved QR rozklad QR = Aj_1 — .l
4. A= RpQp + 1
5. end

Protoze

A =R Qp + I = QZ(Akq — D) Qu + pl = QgAklek == QZAQk )

jsou matice Ay opét podobné s A. Pro vhodneé zvolené posuny lze vsak konvergenci znacné
urychlit.

Nejjednodussi volba pro posun py je prvek alk=D)

v pravém dolnim rohu matice A, _q,
znamy jako Rayleightuv posun. QR iterace s Rayleighovym posunem alhy konverguje
kubicky pro skoro vSechny symetrické tiidiagonalni matice.

Robustnéjsi alternativu piedstavuje Wilkinsoniv posun. Necht

k—1 k—1
P S
A21 A22

je blokova matice s bloky Aﬁ_l) radun—2 a Ag;_l) radu 2. Pak Wilkinsonuv posun , je

Y které je blizaf k a V. Je-li A symetricka,

roven tomu vlastnimu ¢islu g submatice Ag;
je také Ag;fl) symetricka a jeji vlastni jsou ¢isla redlna. Pro symetrickou tiridiagonalni
matici QR metoda s Wilkinsonovym posunem vzdy konverguje, nejméné linearné, pro
skoro vSechny matice vSak kubicky.

Problém nastane, kdyz vlastni ¢isla jsou komplexni. Pak je Wilkinsonuv posun kom-
plexni a nésledujici vypocty museji probihat v komplexni aritmetice.

V pripadé redlné matice A se pocitani s komplexnimi ¢isly muzeme vyhnout. Pred-

1 . P . (k—1) . y C s
poklddejme, Ze vlastni ¢isla matice Ay, jsou komplexné sdruzend cisla p a p. Da se
ukazat, ze dvé po sobé jdouci iterace, jedna s posunem g a nésledujici s posunem ji,
davaji realny vysledek. Sikovnd implementace zalozena na této skuteénosti je zndma jako
Francistiv posun.

Bohuzel existuji matice, pro které ani Francisuv posun nevede ke konvergenci. Prak-
tické algoritmy proto pouzivaji jesté dalsi dopliikové posuny, pomoci nichz se pokouseji
stagnujici konvergenci znovu nastartovat. Az se to zdaii, pfejde se opét na Francisuv
posun.

Zavér. Profesiondlni programy zalozené na () R metodé pouzivaji fadu dalsich opatteni ke
zvyseni jak spolehlivosti tak rychlosti. Proto lze propracované implementace ()R metody
povazovat prakticky za neiteracni procesy, nebot pro vétsinu matic k dostateéné piesnému
vypoctu jednoho vlastniho ¢isla potiebuji typicky jen dvé az tii iterace, takze celkovy
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pocet iteraci je maly celo¢iselny nasobek fadu m matice. Profesionalni programy pro
vypocet vlastnich ¢isel, véetné QR metody, jsou soucasti baliku programu LAPACK [1].

7.2.6. Metoda iteraci v podprostorech

Pti TeSeni problému vlastnich ¢isel pro rozsahlé ridké matice casto vystacime se zna-

losti

menstho poctu vlastnich ¢isel a vektoru. Varianty mocninné metody kombinované

s redukei se ptilis nehodi, pokud pocet pozadovanych vlastnich ¢isel a vektort neni v jed-
notkéach, nybrz spise v desitkach ¢ stovkach. QR metoda se zase nehodi proto, ze pro
velké matice, Tadu v tisicich, je zbytecné a netnosné nakladné pocitat vsechna vlastni
¢isla a vektory. Z metod, kterymi jsme se doposud zabyvali, ptipada v tivahu algoritmus
7.6 ortogonalni iterace. V této kapitole si uvedeme jeho modifikaci znamou jako metoda
iteraci v podprostorech.

Algoritmus 7.9 : metoda iteraci v podprostorech

AN o

Xy = (x(lo), e ,xé,o)) je matice p linearné nezavislych startovacich vektoru
for £k:=1,2,... do

Y, = AX,_

proved redukovany QR rozklad Q.Ry = Y

By = QZAQk

urci vlastni ¢isla afk) a vlastni vektory zgk) matice By, tj.

BiZy, = 72Dy,
kde Z; = (zgk), 2, zék)) a Dy = diag(agk), o az(;k))
Xy = Quly

end

K algoritmu pfipojime nékolik poznamek.

1 Pokud by Zj; byla jednotkova matice, dostaneme algoritmus ortogonélni iterace 7.6.

2)

3)

Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice By uréime naptiklad QR metodou.

Vlastni cisla a§k) matice By se nazyvaji Ritzova ¢isla a vektory xgk) = kagk) se
nazyvaji Ritzovy vektory. P¥itom span(X},) C span(Qy) = span(Yy) = span(A*X).
Je-li Zj regularni (pro symetrickou matici A je Z; dokonce ortonormaélni), pak
span(X},) = span(Qy,). Protoze QL (AX; — X;D;,) = O, ortogondlni projekce vek-
(k)

i

toru AXZ(-k) — Ui(k)xl(-k) do prostoru Sy, := span(Qg) je rovna nule. Rikdme také, ze o
resp. xgk) jsou Ritzova cisla resp. Ritzovy vektory v podprostoru Si. Je-li matice
A regularni, pak vektory ng)) 1 =1,2,...,p, jsou linedrné nezavislé, tj. tvoii bazi

prostoru Sk. To nastane tieba tehdy, kdyz A je pozitivné definitni.

Necht pro vlastni ¢fsla A plati [Ai] > [Ao| > -+ > [Np] > [Mpa| = -+ > |\
Predpokladejme, ze zadny ze sloupcu matice Xy neni kolmy k S a ze matice Zy,
k=1,2,... jsou reguldrni. Necht v, je vlastni vektor pifslusny k \;, i = 1,2,...,p,
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X = (v1,Vva,...,v,) a S =span(X). Pak S, — S, X, — X, Q, — Q, D, — D.
Protoze QF (AX;—X;D;) — QT (AX—XD) = O aspan(Q) = S, span(AX —XD)
je k' S kolmy. Protoze soucasné span(AX — XD) C §, AX — XD = O nebo-li
AX = XD, tj. Ritzova ¢isla konverguji k vlastnim éislim A, Ao, ..., A, a Ritzovy
vektory konverguji k piislusnym vlastnim vektorum.

5) Konvergence k nejvétsim vlastnim ¢islum je nejrychlejsi. Chceme-li uréit ¢ nejvétsich
vlastnich ¢isel a odpovidajicich vektoru, zvolime pocet p iteracnich vektoru vetsi nez
¢, napf. ve [5] se pro pozitivné definitni matici A doporucuje volit p = min(2¢q, g+8).

5) Pokud nds zajimaji nejmensi vlastni ¢isla, tj. | M| < [Ao| < -+ <A\ < [N, 7> p,
nahradime radek 3 radkem

3. uréi Qy jako feSeni soustavy rovnic AQx = X1

Je-li A symetricka, 1ze k ovéteni toho, ze jsme nasli Ritzova ¢isla O'Z-(k), 1=1,2,...,q,
aproximujici ¢ nejmensich vlastnich ¢isel \;, vyuzit nasledujici

Sturmuv test (dusledek Sylvesterovy véty o setrvacnosti). Je-li A — ul = LDLT,
kde L je dolni trojihelnikovd matice s jednickami na hlavni diagondle, pak pocet
zdpornych diagondlnich prvku matice D je roven poctu vlastnich ¢isel mensich nez .

Pro p = (1 + €m)a(§k) uréime pocet ny zdpornych prvku matice D. Kdyz n; < py,

nekterd z Ritzovych cisel al-(k), 1=1,2,...,q, nejsou vlastni ¢isla mensi nez . Jed-
nou z moznosti je pokracovat v iteracich tak dlouho dokud nebude ny = py. Dalsi
moznosti je opakovany vypocet s vétsim poctem itera¢nich vektort, tj. s vétsim p.
Metoda iteraci v podprostorech pro vypocet nejmensich vlastnich cisel a od-
povidajicich vlastnich vektoru symetrickych matic je detailné zpracovéna v [5].

7.2.7. Arnoldiho metoda

Zvolime startovaci vektor xg # 0 a v k—té iteraci se pocitame Ritzova ¢isla a Ritzovy
vektory v Krylovovych podprostorech K;, = Ki(A,xo) = span(xXg, Axo, ..., A¥ 1xq).
Ortonormélni bazi {qi, qq, ..., qx} v Ki vypotteme modifikovanym Gramovym-Schmid-
tovym algoritmem, viz algoritmus AGSM v kapitole 1. Soucasné dostaneme také horni
Hessenbergovu matici Hy = QF AQy, kde Qi = (qi1,Qa, - - ., qx). V k—té iteraci se spoctou
koeficienty hg, ¢ = 1,2, ..., k, k—tého sloupce matice Hy a koeficient hyy1x = ||drr1]/2-
Je-li ||qsa1]l2 = 0, iterace konéi, nebot I; = Iy pro ¢ > k. Ritzova ¢isla a Ritzovy vektory
v podprostoru K; jsou uz pak vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A.

Algoritmus 7.10 : Arnoldiho metoda

Xo # 0 je dany startovaci vektor, q; = Xo/||Xol|2
for k:=1,2,... do

qr+1 = Aqy
for::=1,2,...,k do

hik = Q419

Ol W=
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Qi+1 = Qi+1 — hirds
end
s == ”%HH2
if A1, = 0 then stop

10 kg1 = Qeg1/hut1k
(k)

HyY = YDy,
kde Yy = (ygk), y;k), Ce y,(f)) a Dy = diag(agk), aék), Ce a,(f))
13. end

(k)

11.  urci vlastni ¢isla o; 7 a vlastni vektory y,;

matice Hy, tj.

PR

k, tj. po nékolika malo iteracich, obsazeny velmi dobré aproximace extrémnich vlastnich
¢isel a prislusnych vlastnich vektort matice A. Pfitom extrémnim vlastnim ¢islem ro-
zumime vlastni ¢islo, které je vyrazné oddéleno od zbyvajicich vlastnich ¢isel. Pro zjisténi
konvergence lze vyuzit vztah

1A = o D) Quy™ [l = [hpral - [y el s

kde [ygk)]k je k-ty prvek vektoru ygk), viz. [45]. Je-li tedy ¢islo |y x| - |[yl(k)]k| dostatecné

malé, je i—té Ritzovo ¢islo a i—ty Ritzuv vektor dostatecné presnou aproximaci néjakého
vlastniho ¢isla a odpovidajictho vlastniho vektoru matice A.

S rostoucim poctem iteraci vzrustda dimenze Krylovovych podprostort, coz ma za
nasledek rychly narust objemu vypoctu v kazdé iteraci. Proto v praktickych implemen-
tacich bézi Arnoldiho metoda jen nékolik iteraci a pak se provede restart s vhodné zvo-
lenym novym startovacim vektorem. Neékolik opakovani restartovaného Arnoldiho pro-
cesu obvykle poskytne vynikajici aproximace extrémnich vlastnich ¢isel a odpovidajicich
vlastnich vektoru pfi ptijatelném objemu vypocti.

Lanczosova metoda je modifikace Arnoldiho metody pro piipad, kdy matice A je syme-
tricka. Pak Hy je symetricka tiidiagondlni matice, coz vede ke zjednoduseni. Algoritmus

Lanczosovy metody dostaneme, kdyz oznac¢ime oy = hgg, Bk = hkt+1.6 = Rk k41, polozime
Bo = 0 a tadky 4 az 10 v Arnoldiho algoritmu nahradime takto:

1= q;;F+1Qk

Qk+1 = Qr+1 — Gr — Br—19r—1
B = ”qk+1”2

if 8, = 0 then stop

Qi1 = A1/ Bk

V dusledku zaokroulovacich chyb dochézi v Lancozsové metodé pomérné rychle ke
ztraté ortogonality vektoru qq,qs,...,qr a proto je treba ¢as od ¢asu provadét jejich
reortogonalizaci, vice k tomu viz [27], [45], [5] aj.

Profesionalni programy zalozené na Arnoldiho a Lanczové metodé umoznuji efektivni
vypocet nékolika vlastnich ¢isel a vektoru velkych fidkych matic, viz soubor programu
ARPACK [27], ktery vyuziva také funkce eigs v MATLABu.
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7.2.8. Jacobiho metoda

je jednou z nejstarsich metod pro vypocet vSech vlastnich ¢isel symetrickych matic.
Polozime Ay = A a pocitame

T
A =J Ardip,

kde
Pk qk

1 0 00 0 00 0
0 0 0 0 0 00 0
0 1 00 0 00 0
0 0 ¢ 0 0 s, O 0] px
0 0 01 0 00 0

Jer1 =IOk, @, 0) = | 0 0 00 0 00 0
0 0 00 1 00 0
0 0 —Sk 0 0 Cr. 0 0 gk
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 00 0
0 0 0 0 0 00 1

cp = cos by, Sk = sin 6y, ,

je Jacobiho matice rovninné rotace s tthlem 6, vybranym tak, aby se anuloval jeden par

symetricky polozenych prvku algz)qk = aé@k matice Ay. Matici J(pg, gk, 0x) dostaneme

z jednotkové matice tak, ze v ni nahradime prvky v pozicich (pk,pr), (Pk, k), (qx, k)
a (qg, qr) postupné ¢isly ¢k, sg, —si a ¢,. Matice J(py, gk, Ox) je ortonormalni.

Oznacme p = pg, ¢ = qx, a = ag;,), b= a;’f,) #0,d= aé’fl), c = ¢k, s = 5. Koeficienty c
a s urcime tak, aby matice

c —s\ [(a b c s\ [ ca—2csb+s’d b+ cs(a—d)— 57D
s ¢)\b d)\—s ¢) \Pb+cs(a—d)—s*  cd+2csb+ s’a
byla diagondlni. Rovnici ¢?b + cs(a — d) — s*b = 0 délime —c?b a dostaneme

d—a
2b

421t —1=0, kde T= a t=s/c=tgh,
takze
c=1/V1+1t2 a s=ct.

Za t zvolime koten kvadratické rovnice s mensi absolutni hodnotou, coz je

sign(7)

t= o)
7| 4+ V1472

jak se snadno presvédéime. Protoze |t| < 1, je |0] < iw, coz je numericky vyhodné, jak se
ukazuje v [30].
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Matice J; 1 nesestavujeme, pomoci indexu pg, qx, koeficienti ¢, s a matice Ay primo
uréime transformovanou matici Ayy;. Vypocet organizujeme v cyklech: v jednom cyklu
prochazime postupné vsechny poddiagonalni prvky a kdyz absolutni hodnota nékterého
z nich je vétsi nez zadand tolerance, anulujeme ho pomoci Jacobiho matice rovinné rotace.
V dalsich krocich se mohou vynulované pozice opét zaplnit. Da se vSak ukazat, ze soucet
¢tverci nediagonalnich prvku se v kazdém cyklu zmensi nejméné g—krat, kde ¢ < 1 je
konstanta, coz znamend, ze posloupnost matic konverguje k diagonalni matici alespon
linearné, asymptoticky je konvergence dokonce kvadraticka.

Protoze A, = ngjk, kde jk = JiJs...Ji, jsou matice A, podobné s matici A
a maji tedy stejnd vlastni ¢isla. To znamend, ze kdyz jsou mimodiagonalni prvky matice
A, dostatecné malé, lze jeji diagondlni prvky povazovat za dostatecné dobré aproximace
vlastnich cisel matice A. i1—ty sloupec matice Ji je pak aproximaci vlastniho vektoru
prislusného k odpovidajici aproximaci agf vlastniho ¢isla.

Jacobiho metoda se jednoduSe programuje, vlastni ¢isla dokaze spocitat s velkou
presnosti. Je vSak pomeérné pracna, jeden cyklus vyzaduje fadové stejny pocet operaci
jako cely vypocet QR metodou. I kdyz k dosazeni pozadované piresnosti sta¢i obvykle
provést pét az deset cyklu, je Jacobiho metoda pét az desetkrat pracnéjsi nez QR me-
toda. V posledni dobé ziskala Jacobiho metoda znovu jistou popularitu diky tomu, ze ji
lze pomérné snadno a efektivné implementovat na paralelnich pocitacich.

7.2.9. Metoda bisekce

Kazdou symetrickou matici muzeme pomoci Householderovych reflexi transformovat
na podobnou tiidiagonalni matici. Ukédzeme si jednoduchou metodu, jak ur¢it vybrand
vlastn{ ¢isla takové matice. Necht tedy

aq bg
by as bs
(7.13)
bn—l (p—1 bn
b, ap

a definujme polynomy po(z), p1(x), ..., pn(x) predpisem
po(z) =1, p.(z)=det(A, —2I) pror=1,2,...,n,

kde A, je submatice tvorend prvnimi r fadky a sloupci matice A. Ziejmé py(z) = a3 — x
a pro dalsi polynomy lze snadno odvodit rekurenci

pr(7) = (a, — 2)p,_1(x) — b*p,_o(7), r=23,...,n.

Protoze vyhodnoceni p,(zg) pro dané xy je vypocetné nendrocné, lze koren charakteris-
tického polynomu p, (x) efektivné urc¢it metodou bisekce. Je-li a < b a p,(a)p,(b) < 0,
pak v intervalu (a, b) lezi vlastni ¢islo, které pro danou presnost € uréime takto:

while b —a > ¢ do
x:=(a+0b)/2
if p,(a)pn(x) > 0 then a ==z else b:==z
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Nekdy je treba spocitat k—té nejveétsi vlastni ¢islo matice A pro predepsané k. Ukazme
si, jak to lze provést.

Predpokladejme, ze matice A je ireducibilni, tj. ze vSechny koeficienty b; jsou nenulové.
To neni zadné omezeni, nebot kdyz b; = 0, pak je matice

A; OF
(62
blokové diagondlni, takze staci pocitat vlastni ¢isla mensich matic A; a C,,_;. Pro symet-
rickou t¥idiagondalni ireducibilni matici A ma posloupnost polynomu {p,(x)}"_, nésledujici
vlastnost: je-li V() pocet znaménkovych zmén v posloupnosti po(A), p1(A), ..., pa(A), pak
V(A) je rovno poctu vlastnich ¢isel mensich nez A. Pii vypoétu V(A) se prijimé tato kon-
vence: je-li p,_1(\) = 0, povazuje se znaménko p,(\) za opacné ke znaménku p,_1 ().

Predpokladejme, ze Ay < Ay < - -+ < \,. Z Gersgorinovy véty plyne, ze vsechna vlastni
¢isla lezi v intervalu (a, by, kde

a= 1T£Z.1§Tln{az‘ — [bi| = [bisal}, b= f%ag}%{ai + [bi| + [bisal}, b =bnr1 =0.

Vlastni ¢islo A\g, £ =1,2,...,n, uréime nasledujicim algoritmem:

while b —a > ¢ do
x:=(a+0b)/2
if V(r) <kthena:=zxelseb:=ux

7.2.10. Metoda rozdél a panuj

Metoda rozdél a panuj (anglicky divide and conquer) oznacuje univerzalni rekurzivni
algoritmus, ktery tesi dany ,rodicovsky“ problém tak, ze ho rozcleni na nékolik dil¢ich
»dcefinych* problému a vhodnou kombinaci feseni dcerinych problému sestavi reSeni
problému rodicovského. Reseni kazdého dcefiného problému se ziskd stejnym postupem
jako Teseni problému rodicovského. Tak postupné vznika celd fada stdle mensich dcefinych
problému. Jakmile je dcefiny problém dostatecné maly, prestane se délit a vyfesi se vhod-
nou elementarni metodou.

Zndmym piikladem algoritmu divide-and-conquer (v dalsim struéné DaC algoritmu)
jsou tiidici algoritmy quick sort, merge sort nebo algoritmus rychlé Fourierovy transfor-
mace, viz kapitola 4.1.3.

Mezi metodami pro vypocet vlastnich ¢isel a vektoru se pod metodou DaC mini metoda
pro vypocet vlastnich ¢isel a vektoru symetrické tiidiagonalni matice. Jde o metodu rela-
tivné mladou. Publikovana byla v roce 1981, trvalo vSak vice nez 10 let, nez se podafrilo
sestrojit spolehlivy, stabilni a rychly algoritmus.

V soucasnosti je tiidiagonalizace nésledovand DaC metodou nejrychlejsim algoritmem
pro vypocet vSech vlastnich ¢isel a vektoru symetrické matice, vice nez dvakrat tak rychla
jako tridiagonalizace nasledovana () R metodou s Wilkinsonovym posunem.

Vysvétleme si hlavni myslenky, na nichz je DaC metoda zalozena. Necht
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ar b
by
Am—1 bmfl
b 1 a b
A = m m m _
bm Am41 berl
berl
apn—1 bnfl
bn—l Qp
ar b
by
Am—1 bm—l
_ bm—l a'm_bm +
B a'm—l—l_bm bm-l—l
bm+1
Ap—1 bn—l
bn—l G
0
0
by, | b (A O T _ |1
+ b 10 _(O A2)+bmvv, kde v = 1
0
0

Predpoklddejme, Ze jiz mame spektralni rozklady A; = QA1QT, Ay = QA,Q1L. Pak

- (Q O Ay O Q" O
(6 @)le R) e (S ar)

kde
ue Qr O v posledn{ sloupec QT
O QF prvni sloupec QF
Vlastni éisla matice A jsou stejnd jako vlastni &fsla podobné matice D + puu’, kde

/MO
D—(o Ag)
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je diagonalni a o = b,,. Bez ztraty obecnosti muzeme predpokladat, ze diagonalni prvky
dy,ds, ..., d, matice D jsou usporadany: d; < dy < --- < d,. Predpoklddejme dale, ze
vlastn{ ¢fslo A matice D + puu” nenf vlastnim éislem D. Charakteristickou rovnici pak
muzeme vyjadrit ve tvaru

det(D 4 guu” — M) = det((D — AI)(I 4 o(D — AXI) tuu”)) = 0.

Protoze D — Al je reguldrni, A\ musi spliovat det(I + o(D — AI)"'uu’) = 0. Matice
I+ o(D — AI)"'uu’ je souctem jednotkové matice a matice hodnosti jedna. Takovy de-
terminant lze snadno vycislit pomoci vztahu

det(IT+xy’) =1+x"y,

ktery je speciadlnim piipadem lemmatu zndmého pod anglickym nézvem matriz determi-
nant lemma. Proto

up
di — N

det(I+ oD — A 'uu’) =1+ qu" (D = A) Tu=1+p) fN),
=1

takze vlastni ¢isla A jsou kofeny tak zvané sekuldrni rovnice f(\) = 0. Jestlize d; jsou
navzajem ruznd Cisla a u; # 0, funkce f(A) ma graf, ktery je pro n = 4, u; = %, d;i =1
a 0 > 0 uveden na obrazku 7.1. Protoze

n
w2

F=e}. T

je funkce f(A) s vyjimkou bodu d; pro ¢ > 0 rostouci a pro g < 0 klesajici. Koteny f(\)
lezi po jednom v kazdém intervalu (d;,d;+1) a jeden dalsi pro ¢ > 0 napravo od d,, a pro
0 < 0 nalevo od d;.
Kofeny sekularni rovnice lze najit velmi pfesné pomoci nékolika kroku jisté varianty New-
tonovy metody, viz [11].

Vlastn{ vektor piislusny vlastnimu ¢islu @ matice D + puu? je (D —oI)~tu. Skutecné,

(D 4 ouu”)[(D — al)"'u] = (D — ol + al + puu”)(D — al) 'u =
= u+aD—-al) 'u+ulpu’ (D — o) Mu] = uf(a) +a[(D — ol) tu] =

= a[(D — ol) ul.
Vypocet vlastnich vektori je tieba jesté modifikovat, pii vipoctu (D—al)~tu totiz mohou

vznikat velké zaokrouhlovaci chyby, vice o tom viz [11].
Jestlize Q je ortonormélni matice vlastnich vektort matice D + ouu”, pak

Q= (%1 82) Q
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Obr. 7.1: Graf funkee f(\) = 1 + 25 + 25 + 25 4 0.5

je ortonormalni matice vlastnich vektoru matice A.

D4 se ukazat, ze vyloucené piipady d; = d; 11 a u; = 0 nepfedstavuji komplikaci, ale
naopak zjednoduseni a urychleni celého vypoctu, viz [11]. T kdyz hlavni myslenka algoritmu
je jednoducha, efektivni implementace obsahuje celou fadu specifickych postupu, bez nichz
by CaD algoritmus nebyl dost dobfe pouzitelny. Pokus o naivni implementaci se proto
velmi durazné nedoporucuje, témér jisté by Vam prinesl zklamani. Kvalitni implementace
DaC algoritmu je soucasti baliku programu LAPACK [1].

7.2.11. Zobecnény problém vlastnich ¢isel
spociva v urceni vlastniho ¢isla A a nenulového vlastniho vektoru x tak, aby platilo

Ax = )\Bx.

Je-li alespon jedna z matic A, B regularni, lze zobecnény problém vlastnich ¢isel prevést
na standardni problém vlastnich é&fsel, bud'to

(B'A)x = x nebo (A7'B)x=(1/\)x.
Tuto transformaci v§ak obecné nelze doporucit, nebot pii ni muze dojit ke

e ztraté presnosti zpusobené zaokrouhlovacimi chybami pfi vypoctu soucinu matic,
zejména kdyz matice A nebo B je Spatné podminén4;

e ztraté symetrie, kdyz A i B jsou symetrické.
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Kdyz jsou matice A a B symetrické a jedna z nich je pozitivné definitni, pak 1ze symetrii
zachovat uzitim Choleského rozkladu. Tak je-li napiiklad B = LLT, mtZeme zobecnény
problém vlastnich ¢isel prevést na standardni problém

(LT'AL )y = Xy

a pak dopocitat x ze soustavy rovnic LTx = y. Tento piistup vSak poidd neodstranuje
pripadny rusivy vliv zaokrouhlovacich chyb, navic je nepouzitelny v pripadé, ze obé matice
jsou singularni.

Numericky lepsi piistup, ktery funguje i piipadé, ze matice A i B jsou singularni, je
QZ metoda. Je zalozena na zobecnéném Schurové rozkladu matic A, B, viz [30]:

Necht A a B jsou rediné matice vddu n. Pak existuji unitdrni matice Q a Z takové, Ze
Q"AZ =T = {t;;}7,_, a Q"BZ =S = {s;;}}',_, jsou horni trojihelnikové matice.

Protoze

det(A — AB) = det(Q(T — AS)Z") = det(Q)det(Z") [ [ (tii — Asu) ,
=1

vlastni ¢isla \; = t;;/si (pro s; = 0 klademe \; = o0). Existuje také zobecnény redlny
Schuriv rozklad matic A, B:

Necht A a B jsou redlné matice vadu n. Pak existuji ortonormdlni matice Q a Z takové,
e QUAZ = T je horni blokové trojihelnikovd matice v redlném Schurové tvaru (7.5)
a QTBZ = S je horni trojihelnikovd matice s nezdpornymi diagondlnimi proky. (Je-li A
resp. B symetrickd, je T resp. S diagondlni.)

(QZ metoda je iteracni metoda, jejimz vysledkem je ) Z rozklad matic A a B a nasledny
vypocet vlastnich ¢isel a vektoru zobecnéného problému vlastnich ¢isel, algoritmus je
uveden napft. v [30]. V MATLABu lIze k vypoctu zobecnéného Schurova rozkladu pouzit
funkci gz, zobecnény problém vlastnich ¢isel umoznuji v MATLABu funkce eig a eigs.

Zobecnény problém vlastnich ¢isel je mozné tesit také modifikacemi dalsich metod,
napiiklad metody iteraci v podprostorech [5], Jacobiho [5], Arnoldiho a Lanczose [27].

7.2.12. Vypocet singularnich cisel a vektori

Piipomenime, ze A = UXVT je singularni rozklad matice A typu (m,n), jestlize

U = (uj,uy,...,u,) je ortonormalni matice fadu m, V. = (vq,va,...,Vv,) je ortonor-
malni matice fddu n a ¥ = diag(oy,09,...,0,) je diagondlni matice typu (m,n), kde
p =min(m,n) aoy > o9 > --- > 0, > 0. 0; jsou singularni ¢isla a u; resp. v; je i—ty levy

resp. pravy singularni vektor. Ziejmé

Av; = oy, Av; = o, ( O A) (ul) (uz)
— — =0; )
ll;rA = O'Z‘VT ATUZ‘ = 0;V;, AT O Vi ‘ Vi

7))

Singularni ¢isla a singularni vektory matice A lze tedy urcit pomoci vlastnich ¢isel a vlast-
nich vektoru symetrické matice

A O A
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V dalsim pro konkrétnost predpoklddejme, ze m > n (to neni zadné omezeni, nebot
v piipadé n > m lze singularni rozklad matice A sestavit pomoci singuldrniho rozkladu
AT = VETUT matice AT). Necht U; je matice typu (m, n) sestavend z prvnich n sloupcii
matice U a Usy je matice typu (m, m — n) sestavena z poslednich m — n sloupct matice
U, tj. U = (U, Uy). Definujeme-li ortonormalni matici Q predpisem

N
/2\Vv v o )

pak snadno ovérime, ze
QTAQ = diag(ay, ..., 00, —01,...,—0n,0,...,00 =D neboli AQ=QD.

Jestlize Q je ortonormélni matice vlastnich vektoru matice AaD je odpovidajici dia-
gonalni matice vlastnich c¢isel, tj. AQ QD pak ze struktury matic Q a D plyne
existence permutacni matici P takové, ze QP = Qa PT’DP = D. Z matic D a Q pak
ziskdme ¥ = diag(oy,...,0,), U= (U;,Uy) a V.

Jak uvidime, singularni ¢isla a singularni vektory matice A 1zce souviseji také s vlast-
nimi ¢&sly a vlastnimi vektory symetrickych matic ATA a AAT. Plat{ totiz

ATA = (UzVHT(UZVT) =vETsvT — (ATA)V=V(E'Y),
AAT = (UzVh)(UxVvhH! = uzx’u” = (AATU =U(zx").

Protoze 7Y = diag(c?,02,...,02), ¥XT = diag(c?,03,...,02,0,...,0), vidime, Ze
pravé singularni vektory v; resp. levé singuldrni vektory u; jsou vlastni vektory mati-
ce ATA resp. AAT, a 7e odpovidajici singuldrni éfsla o, @ = 1,2,...,n, jsou nezdporné

druhé odmocniny vlastnich ¢fsel matice ATA i AAT. K vypoctu singularnich &fsel a vek-
tort lze tedy pouzit metody pro vypocet vlastnich ¢isel symetrickych matic ATA a AAT.
Jednoduchy postup muze vypadat tieba takto:

1. vypocti C = ATA;
2. pomoci QR metody vypocti VICV, = diag(o?,03,...,02);

3. proved QR rozklad matice AV se sloupcovym pivotovanim: UT(AV,)P = R, kde
R = {ry;}7,-1 je horni trojiihelnikova matice a P je permutaéni matice zvolend tak,
aby 111 > 192 > - > Ty

Jak se snadno presvédéime, matice RTR je diagondlni, coz znamend, Ze sloupce matice
R jsou navzajem ortogonalni, a protoze R je horni trojihelnikova, musi byt diagonalni.
Proto R=3 a A = UXV7”, kde V = VP, je hledany singularni rozklad. Pii vypoctu
ATA vsak dochazi ke ztraté informace. Proto se pouzivaji lepsi metody, které se piimému
formovéan{ soucinu AT A vyhybaji.

Strucné lze standardni postup vypoctu singularniho rozkladu popsat takto:

1) Pomoci finitntho Golub-Kahanova bidiagonalizac¢niho algoritmu obdrzime rozklad
A = U;BVT kde B je bidiagonalni matice, jejiz nenulové prvky se mohou nachézet
jen na hlavni diagondle a v prvni naddiagonale, a kde U; i V; jsou ortonormalni
matice, viz napt. [30], [11].
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2) Vyuzijeme toho, Ze vlastni ¢fsla t¥idiagondlni matice T, = BTB jsou kvadréty
singularnich ¢isel matice B a Ze vlastni vektory T, jsou pravé singularni vektory B.
Necht T, = V,D, VT je spektralni rozklad matice T,. Pouzijeme-li T, = BB7, ze
spektralniho rozkladu T, = UI'D,U, dostaneme levé singuldrni vektory B. Vypocet
vlastnich ¢isel a vektoru matic T, resp. T lze efektivné provést pomoci modifikace
QR metody zndmé jako dqds algoritmus, viz napt. [11].

3) Nakonec dostaneme singuldrni rozklad A = U;U;3(VV,)T, matici ¥ sestavime
z odmocnin diagonalnich prvku matice D, nebo D,.

V MATLABu singularni rozklad poc¢ita funkce svd. Pro tidké matice je k dispo-
zici funkce svds, kterd umoznuje vypocitat nékolik singularnich ¢isel a odpovidajicich
singularnich vektoru tak, ze pomoci funkce eigs pocita nékolik vlastnich ¢isel a od-
povidajicich vlastnich vektoru matice A.

183



8. Obycejné diferencialni rovnice: pocatecni ulohy

V této kapitole se budeme zabyvat problematikou numerického feSeni poc¢atecnich tloh
pro obycejné diferencialni rovnice.

8.1. Formulace, zakladni pojmy

Pocatecni problém pro ODRI1 spociva v urceni funkce y(t), kterd vyhovuje diferen-
cidlni rovnici

y'(t) = f(ty(t)) (8.1)
a splnuje poc¢atecni podminku
y(a) =n. (8.2)

Je-li v néjakém okoli D bodu [a,n] funkce f(¢,y) spojitd a spliuje-li v tomto okoli Lip-
schitzovu podminku s konstantou L vzhledem k proménné y, tj. plati-li

|f(t,u) — f(t,v)| < Llu—v| V[tul,[t,v] €D, (8.3)

pak bodem [a,n] prochézi jediné feseni y(t) rovnice (8.1). Jestlize funkce f ma v D
omezenou parcialni derivaci vzhledem k promeénné y, tj. kdyz |0, f(¢,y)| < L, Lipschit-
zova podminka (8.3) plati. Jiny standardni vysledek fikd, ze kdyz je funkce f spojitd na
(a,b) x R a spliuje tam Lipschitzovu podminku, pak poédtecni problém (8.1), (8.2) ma
jediné feseni definované v celém intervalu (a, b).

Pocatecni problém pro soustavu ODR1 znamena uréit funkce y; (¢), . . ., ya(t) spliwujici
diferencialni rovnice

y;(t) = fit, (), wa®), G=12,....d,
a pocatetni podminky

yia)=mn;, j=12...4d.

y'(t) =£t,y(t), y(a)=n, (8.4)
kde

y(t) = () po(t)s - wa®), ¥ () = i), ps(t). -, ya(),

f(t,y(1) = (Lt y(@), Lt y@), . fat,yO), = (.m0, na)"

Je-li v okoli D bodu [a,n] funkce f(t,y) spojita a spliuje tam vzhledem k proménné y
Lipschitzovu podminku s konstantou L , tj. plati-li

£t u) — £, v)|| < Llu—v|| V[t ul,[t,v]€ D, (8.5)
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pak bodem [a,m] prochdzi jediné feSeni pocatecni tlohy (8.4). M&-li £ v D omezené

parcialni derivace {0f;(t,y)/0y; (ij,j=1’ pak Lipschitzova podminka (8.5) plati. Je-li D =

{a,b) x R? jediné feseni existuje v celém intervalu {(a, b).

Rovnice vyssiho fadu. Pocateéni problém pro obycejnou diferencidlni rovnici fadu d,
y ) = Flty(0).y' ),y V(@) (8.6)
s pocatecnimi podminkami
y(a) =m, y'(a)=mns,....y"" V(a) =n4,

lze snadno prevést na poc¢ateéni problém (8.4) pro d rovnic fadu prvniho:

Yy (t) = va(t), yi(a) =,
Ys(t) = y3(?), y2(a) = ng,
Ya_1(t) = ya(t), Ya—1(a) = ng-1,

Ya(t) = F(t,y1(t), y2(t), ., wa(t),  yala) = na,

kde 1 (1) = y(t), 1o(t) = 4/(8), -, alt) = V().

V dalsim budeme vzdy predpokladat, ze uvazovana pocatecni tloha mé v intervalu
(a,b) jediné feseni. Budeme také predpokladat, ze funkce f(¢,y) mé tolik spojitych deri-
vaci, kolik jich v dané situaci bude zapotiebi.

Jedna rovnice prvniho fadu s jednou neznamou funkci je v aplikacich méné vyznamna
nez soustavy rovnic. Metody priblizného teseni se vSak snadnéji odvodi pro jednu rovnici
a lze je aplikovat bezprostfedné i na soustavy. Také analyza numerickych metod je pro
jednu rovnici podstatné snadnéjsi. Proto se v nasledujicim vykladu pfevazné omezime
jen na jednu rovnici. Z velkého mnozstvi metod uvedeme ty, které jsou pro své dobré
vlastnosti Siroce pouzivany. Mezi né bezesporu patii metody implementované do Matlabu
a pravé na né se v tomto textu zamérime.

Numerickym fesSenim pocatecni tilohy rozumime vypocet ptribliznych hodnot hledaného
feseni y(t) v bodech t,, dosti husté vykryvajicich interval {(a,b). Necht tedy

a=t <t <---<tg=0>

je déleniintervalu (a, b). Body t,, jsou uzly, vzdalenost 7,, = t,,.1 —t,, dvou sousednich uzlu
je délka kroku Jsou-li vsechny kroky stejné dlouhé, tj. kdyz 7, = 7 = (b — a)/Q, hovoiime
o rovnomérném (ekvidistantnim) déleni intervalu (a,b). V tom piipadé je t, = a + nr,
n=20,1,...,Q. Hodnotu ptesného teseni v uzlu ¢,, budeme znacit y(t,) a hodnotu ptibliz-
ného feseni y,. Jestlize se nam podafi najit priblizné teseni y,, n = 0,1, ..., Q, muzeme
vypocitat pribliznou hodnotu feseni y(¢) v libovolném bodé ¢t € (a, b) interpolaci.

Numerickd metoda pro feseni pocatecni ulohy (8.1), (8.2) je pfedpis pro postupny
vypocet aproximaci yi,y2,...,Yg, Yo = n z pocatetni podminky. Metoda se nazyva
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k-krokova, zavisi-li predpis pro vypocet aproximace y,.; na predchozich aproximacich
Yny Yn—1s - - - s Yn—k+1- Specialné jednokrokovda metoda pocita ptiblizné feseni y,,q, v uzlu
t,+1 jen pomoci znalosti priblizného feseni y,, v uzlu t,, priblizna feseni y,_1, yn_o, ...
spoctena v predchozich uzlech ¢,_1, t,_o,... nepouziva. Vypocet y,.1 nazyvame kro-
kem metody od t, do t,;1 (struéné krokem). Pfi popisu kroku budeme u délky kroku
Tn = tpi1 — t, Vypoustét index, tj. piseme 7,, = 7.

8.2. Eulerovy metody

Explicitni Eulerova metoda. Nejjednodussi numerickou metodou pro feseni tlohy
(8.1), (8.2) je explicitni Eulerova metoda (strucné EE metoda). EE metodu snadno odvo-
dime z Taylorovy formule

y(thrl) = y(tn + T) = y(tn> + Ty/(tn> + %TQy//(fn)a §n € (tnvthrl)' (8'7)

Uvédzime-li, ze y'(t,) = f(tn, y(ts)) a zanedbdme-li élen $7%y"(&,), dostaneme

Y(tnir) = y(ta) + 7 (tn, y(tn)-

Vyrazy y(t,) a y(t,+1) nahradime jejich pfibliznymi hodnotami v, a y,.1, znaménko
priblizné rovnosti ~ nahradime znaménkem rovnosti a obdrzime predpis EE metody

Yn+1 = Yn + Tf(tna yn) . (88)

O explicitni metodé hovotime proto, ze pro urceni y,,; mame explicitni vzorec: dosa-
zenim znamé hodnoty y,, do pravé strany rovnice (8.8) obdrzime hledanou hodnotu 4,4 1.
V anglicky psané literatute se EE metoda oznacuje jako Fuler method resp. explicit Euler
method resp. forward Euler method.

Diskretizacni chyby. Presnost numerické metody mérime pomoci tzv. lokdlni diskreti-
zacni chyby (anglicky local truncation error)

lte, = y(tns1) — y(tn) — 7f (L y(tn)) -

Lokélni diskretizac¢ni chyba je tedy chyba, které se dopustime v jednom kroku metody za
tzv. lokalizacniho predpokladu, ze y, = y(t,) je pFesné feSeni poc¢atecni dlohy (8.1), (8.2).
Z (8.7) pro EE metodu plyne

lte, = 27%y"(&,) atedy |lte,) < C7%, kde C=31 max [y'(t),

1

2 4 <t<tni
coz lze struéné vyjadiit zapisem lte, = O(7?). Lokdln{ diskretizatni chyba pfi redlném
vypoctu nevznikd, nebot obecné nenf splnén lokalizacni predpoklad, tj. y,, # y(t,). Lokaln{
diskretizacni chyba se uplatni jen pii analyze vlastnosti numerické metody, napiiklad
konvergence y,, — y(t,). Pro praktické ucely, napiiklad pro fizeni délky kroku, je nutné
pracovat s tzv. lokdlni chybou (anglicky local error) definovanou piedpisem

len = un(thrl) — Yn+1,
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kde w,(t) je tzv. lokdlni feseni pocatecniho problému

un(t) = f(tun(t)), un(tn) = yn-

Lokélni chyba le, je tedy chyba, které se skutecné dopustime pii realném vypoctu v kroku
od t, do t,1. Da se ukazat, ze pro vypocet s dostatecné malymi délkami kroku je rozdil
mezi obéma lokdlnimi chybami prakticky zanedbatelny.

! E En+1
| .
: : 7f(tns Yn)
| | n st
tn tn+1 t
Obr. 8.1. Diskretizacni chyby
Hromadénim lokéalnich chyb vznikéd globalni diskretizacni chyba
€n = y(tn) —Yn -
V pripadé rovnomérného déleni 1ze dokazat, ze
len] = |y(tn) — yn| < CT, n=01,...,0Q, (8.9)
kde C' je konstanta nezavisld na 7 = (b — a)/Q. Tuto skutecnost strucné vyjadiime

tvrzenim, ze globdlni diskretizacni chyba EE metody je tadu O(T). Rikdme také, ze EE
metoda je Tddu 1. Protoze e, — 0 pro () — 00, numerické reseni ziskané EE metodou
konverguje k fedeni presnému. Rikdme také, ze rychlost (7dd) konvergence EE metody je
rovna 1. Lokalni chyby lte,, le, a globalni chyba e, jsou zakresleny v obrazku 8.1.
Tvrzeni (8.9) lze snadno oveéfit v piipadé, ze f(t,y) = f(t) nezévisi na y. Pak totiz

Y(ter) = y(te) + 71 () + 5721 (&)
Ykt1 = Yu + 7f(tr) -
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Odectenim druhé rovnice od prvé dostaneme ep, 1 = e + %T2f,(fk), a protoze ey = 0, je

en =37 [/ (&) + /(&) + - + [ (6]
Oznac¢ime-li M = max,<¢<p |f'(£)], pak

len| < ir°nM < L[rQIM7 = 1(b—a)M7, nebof 7Q =b—a.
Zaokrouhlovaci chyby. Dopustime-li se v kroku od ¢, do t,.1 zaokrouhlovaci chyby,
jejiz velikost |Ay, 11| = |Jn+1 — Yni1| nepresdhne e, pak lze dokazat, ze po @ krocich délky

7 velikost zaokrouhlovaci chyby nepiesdhne Ke7r~!, kde K je konstanta nezavisld na e
a 7. Pro celkovou chybu EE metody pak plati

_al < -1
0@&@(%) Un| < CT 4 K777,

kde C, K jsou konstanty nezavislé na 7 a . Protoze konstanta ¢ je mald, vliv zaokrouhlo-
vani se projevi az pro extrémneé velky pocet kroku @) (tj. pro velmi malé 7). Tato situace
pri feseni béznych 1loh nenastava a tudiz vliv zaokrouhlovacich chyb byva nepodstatny.

Stabilita. Rekneme, Ze pocatecni problém (8.1), (8.2) je stabilni vzhledem k pocateéni
podmince, jestlize mald zména pocatecni hodnoty n vyvola malou zménu feSeni. Elemen-
tarnim ptikladem takového problému je testovaci tloha

y =Xy, y(0)=1, (8.10)

kde A = a + if je komplexni ¢islo se zadpornou redlnou slozkou, tj. Re(A) = a < 0.
Skutecné, jestlize

= ut) =eM
=

u(t) = (t)] < 10] - |+ = |5le - | cos Bt + i sin Bt] = [6e™ < |8].
Pro fesen{ y(t) = eM testovaci dlohy (8.10) rovnéz plati
ly(t)] = |eM| = e*|cos Bt +isin ft| =0 pro t— oco.

Je proto prirozené pozadovat, aby na rovnomérném déleni ¢, = n7, n = 0,1,..., nume-
rické Teseni y,, testovaci tlohy (8.10) splnovalo analogickou relaci, tzv. podminku stability

Y =0 pro mn — oo. (8.11)
Aplikujeme-li EE metodu na testovaci rovnici (8.10), dostaneme

Yt = Yo+ T = (L4 70y = (14 70) 1 = - = (14 70)" yp.
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Podminka stability (8.11) bude splnéna, pravé kdyz |1 + 7A| < 1, neboli kdyz 7A lezi
v tzv. oblasti absolutni stability R:

TA€E Ry={z€C||z+1| <1}

Oblast absolutni stability EE metody je tedy vnitfek jednotkového kruhu |z+1] < 1 kom-
plexni roviny C se sttedem v bodé [—1,0]. Prunik oblasti absolutni stability se zapornou
¢éasti redlné osy je interval absolutni stability 14. Pro EE metodu I, = (—2,0). Pro redlné
A < 0 podminka stability (8.11) vyzaduje volit krok 7 < 2/|A|. Z ilustra¢niho obrazku 8.2
vycteme, Ze pro zvolené \ musime 7 zvolit tak, aby 7\ byl vnitini bod tsecky PQ.

Tvar a velikost oblasti absolutni stability metody je spolu s fadem metody zakladni
charakteristikou kvality numerické metody. EE metoda z tohoto pohledu piilis kvalitni
neni: je pouze fadu 1 a oblast jeji absolutni stability je mala. EE metoda se pouziva jen
vyjimecneé.

2_
Im(z)
1.5F ol
7A
1 Q
0.5F
Iy P Re(z)

0_
0.5 &
.1-

3 2 R 0 1

Obr. 8.2. Oblast absolutni stability EE metody

Linearni stabilita. Testovaci tiloha (8.10) je dobrym modelem pro posouzenti tzv. linedrni
stability obecné pocatecéni ulohy v/ (t) = f(t,y(t)), y(ta) = ya. Kdyz v Taylorové rozvoji
okolo bodu (¢4, Ya),

F0) = F(tar) + L0 1) 4 L0 40y ) 4 00— 1),

zanedbame chybovy ¢len, dostaneme aproximujici linearni problém

Y (t) = Aay(t) + 9a(t), y(ta) = Ya (8.107)
kde Ao = 0y f(tasYa)s 9a(t) = O f(tas Ya)(t — to) — Oy f(tas Ya)Ya- Jestlize
ul = /\au + ga(t)a u(ta) = Yo, Ul = /\av + ga(t)a U(ta) = Ya + 5@7

pak |u(t) —v(t)| = |5a]e*?t) — 0 pro t — oo, pravé kdyz Re(\,) < 0. V testovaci tiloze
(8.10) si tedy pod A muzeme piedstavit hodnotu 0, f(ta, ya) v néjakém bodé (ta, ya).
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Implicitni Eulerova metoda. Vyjdeme opét z Taylorova rozvoje

y(tn) = y(thrl - 7—) = y(thrl) - Ty/(thrl) + %sz//(fn)a fn S (tm ynJrl) . (811)

Vypusténim ¢lenu 1y”(&,) a uzitim rovnosti ¢/ (tp1) = f(tns1, Y(tns1)) obdrzime impli-
citni Eulerovu metodu (struéné IE metodu) jako ptedpis

Yn+1 = Yn + Tf(tn+17 ynJrl) . (812)

V anglicky psané literatute se IE metoda oznacuje jako implicit Euler method resp. back-
ward Fuler method. O implicitni metodé mluvime proto, ze nezndma y,, 1 je rovnici (8.12)
urcena implicitné. Pro dostatetné malé 7 mé rovnice (8.12) jediné feseni y,,.1, dokazte!
Urcit 9,41 znamend feSit obecné nelinedrni rovnici. To je ve srovnani s EE metodou
problém navic. Aby mélo pouziti IE metody néjaky smysl, musi mit IE metoda oproti EE
metodé také néjakou prednost. Pokusme se ji najit.

Nejdiive prozkoumame presnost IE metody. Lokalni diskretiza¢ni chyba IE metody je
definovana rovnici

y(tn-f-l) = y(tn) + Tf(tn—I—la y(tn-i-l)) + ltena
kde y(t) je feseni tlohy (8.1), (8.2). Z (8.11) plyne
lte, = —377" (&) = O(7?).

IE metoda je tedy tadu 1 stejné jako EE metoda. Pii podrobnéjsim zkoumaéni lze zjistit,

ze
Ite,, = {

Hlavni ¢leny lokalnich diskretiza¢nich chyb (v pfipadé Eulerovych metod to jsou éleny
obsahujici 72) jsou co do absolutni hodnoty stejné, lisf se jen znaménkem. MuZeme proto
opravnéné soudit, ze obé metody jsou stejné presné.

Podivejme se také na stabilitu IE metody. Pro testovaci tlohu (8.10) je

(tn)7* + O(73) pro EE metodu,
(tn)* + O(73) pro IE metodu.

N[—= N[

y//
y//

1 1 n+1
ynJrl:yn_'_T)‘ynJrla odtud Yn+1 = 1_7_)\yn:: (1_7_)\> Yo

a tedy podminka stability (8.11) plati, pravé kdyz |1 — 7A| > 1, neboli kdyz 7\ lezi
v oblasti absolutni stability R4:

TAERs={z€Cllz—1] > 1}.

Oblast absolutni stability IE metody je tedy obrovskd, je to cely vnéjsek |z — 1| > 1
jednotkového kruhu komplexni roviny C se stfedem v bodé [1,0]. Interval I4 absolutni
stability IE metody je I4 = (—00,0). Podminka stability (8.11) délku kroku IE metody
zfejmé nijak neomezuje, viz obrazek 8.3.
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Je to pravé mimoradna stabilita, ktera je onou hledanou prednosti IE metody ve srov-
nani s EE metodou. Tento klad je vsak tfeba vykoupit nutnosti fesit obecné nelinearni
rovnici. y,.1 ziskdme jako ptiblizné feseni rovnice g(z) = 0, kde

g(z) =2 = Yn — Tf(tn-i-lvz) :
Protoze dobrou pocatecni aproximaci lze ziskat extrapolaci z hodnot y,, vy, 1,..., da se

ocekéavat rychld konvergence Newtonovy metody (pro feseni nelinedrnich rovnic). Prak-
ticka zkuSenost potvrzuje, ze tomu tak skutecné je.

2 -
Im(z)
1.5F R,
1 - /\
0.5F A
P Re(z)
0
IA
_05 -
1k
2 1 0 1 2 3

Obr. 8.3. Oblast absolutni stability IE metody

Lichobéznikovou metodu dostaneme jako aritmeticky prumér EE metody a IE metody:

Ynt1 = Yn + %T[f(tna Yn) + f(tns1, Ynia)] - (8.13)

Pro lokalni diskretiza¢ni chybu lte,,, definovanou rovnici

Y(tnr1) = y(ta) + 570 (s y(80)) + [ (s, y(tasn))] + ey,
uzitim Taylorovy véty odvodime
lte, = —57°y" (t,) + O(74).

Lichobéznikovd metoda (struéné TR metoda podle anglického trapezoidal rule) je tedy
implicitni metoda Fadu 2. Stabilitu TR metody zjistime fesenim testovaci tlohy (8.10):

2+7A 2+ TA i
2 AT T 2 vo-
Neni tézké ovérit, ze podminka stability (8.11) plati, praveé kdyz

7A€ Ry = {z € C|Re(z) < 0}.

Oblast absolutni stability TR metody tedy obsahuje celou zapornou polorovinu komplexni
roviny C, interval absolutni stability [4 = (—o00,0). TR metoda (s podporou IE metody)
je v Matlabu implementovéna jako program ode23t.

Yn+1 = Yn + %T)\[yn + Yny1), odtud Yoy =
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8.3. Explicitni Rungovy-Kuttovy metody

Obecny tvar s-stupriové explicitni Rungovy-Kuttovy metody je

Ynt1 = Yn + T(b1k1 + bokoy 4 - - + bsky) (8.14)
kde koeficienty k;, i = 1,2, ..., s, jsou urCeny piedpisem

k1= f(tna yn)a

ko = f(tn + Tc2, Yn + Taz1 k1),

k3 = f(tn + 73, yn + T(az1k1 + asks)), (8.15)

ks = f(tn + TCsyYn + T(aslkl + a52k2 + -+ as,s—lks—l))a

a kde b;, ¢;, a;; jsou konstanty definujici konkrétni metodu. Rungova-Kuttova metoda
(8.14), (8.15) je explicitni: nejdiive spoc¢teme kq, pak ks pomoci ki, pak k3 pomoci ky,
ko a tak déle, az nakonec spocteme kg pomoci kq, ko, ..., ks_1. Vypoctené koeficienty k;,
i=1,2,...,s, dosadime do (8.14) a dostaneme ¥, 1.

V dalsim budeme hovofit jen o Rungovych-Kuttovych metodéch (struéné RK me-
todach), tj. sluvko ,explicitni“ vynechame. Je vSak tfeba pfipomenout, ze existuji také
implicitni Rungovy-Kuttovy metody, témi se vsak zabyvat nebudeme.

RK metody jsou zfejmé jednokrokové: k vypoctu y,.1 potiebujeme znét jen vy, pred-
chozi hodnoty vy, _1,yn_o,... v kroku od ¢, do t,,.1 nepouzijeme.

Koeficient k; je smérnici lokalniho Feseni prochézejiciho bodem [tf, y], kde

(1, u1] = [tns ynl, t7 =ta+7c, yf = yn+7(@inki+apks+- - Fa;—1ki—1), 1=2,3,...,5.

Do bodu [t 11, Yn+1] se tedy dostaneme z bodu [t,,, y,] tak, Ze se posuneme po piimce, jejiz
smérnice k* = biky + boko + - - - + bsks je vazenym prumérem smérnic kq, ko, . . ., ks (podle
(8.16) pro vsechny prakticky pouzivané metody radu alespon jedna plati )7 b; = 1).
Abychom dostali konkrétni metodu, musime urcit stupen s a dale konstanty ¢;, b;, a;;.
Konstanty RK metod je zvykem zapisovat do tabulky znamé jako Butcherova tabulka:

Ca | A21
C3 | Az1 Q32

Cs | Qg1 Qg2 s A s—1

by by ... bs—1 b

Jednim z kritérii pti volbé konstant RK metody je dosazeni dostatecné presnosti. Tu

192



méfime pomoci lokdlni diskretizacni chyby

lten = y(ti1) — |y(tn) + 7 Z biki(tn, y(tn))

kde kl(tna y@n)) = f(tmy(t ))
ki(tn,y(tn)) = f(tn + Tci, y( —I—TZ(I” tn,y(tn))), 1=2,3,...,s.

Lokalni diskretizacni chyba je chyba, ktere se dopustime v jednom kroku za lokalizac-
niho predpokladu y, = y(t,). RK metoda je fadu p, pokud lokalni diskretizaéni chyba je
fddu O(7P™1). Pro p = 1,2, 3 lze odvodit nasledujici tzv. podminky rddu:

s

Fd 1l Y bi=1,

=1
Fad 2 Y bi=1, > be=3, (8.16)
=1 =2
s s s s 1—1
A3 ) bi=1, ) bici=3, bic; = 3, biaijc; = -
i=1 i=2 i=2 =2 j=2

Odvozeni podminek tddu pro p = 1,2, 3,4, 5 lze najit tfeba v [50]. Protoze vsechny prak-
ticky pouzivané metody splnuji podminku

cl-:ai1+ai2+~'+ai,i,1, i:2,3,...,8, (817)

budeme i my predpoklddat, ze podminka (8.17) plati.

RK metoda tddu p > 1 md globdlni diskretizacni chybu tadu O(7P). Predpokladem
pro platnost tohoto tvrzeni je dostatecna hladkost pravé strany f, konkrétné je tieba, aby
funkce f(t,y) méla spojité derivace az do fadu p véetné. Pokud f mé spojité derivace jen
do tadu s < p, pak lze pro globalni chybu dokdzat pouze rad O(7*%), viz [50].

Ozna¢me p(s) maximélni dosazitelny rdd s-stupnové RK metody. Plati

p(s)=s pros=1,234, p(8) = 6,

p(5) =4, p(9) =7

p(6) =5, p(s) <s—2 pro s=10,11,...
p(7) =6,

Vidime, ze s-stupniové RK metody tadu s existuji jen pro 1 < s < 4. Naptiklad metoda
fddu 5 je nejméné 6-ti stupniova. Uvedme si nékolik nejzndméjsich metod.

Metoda tadu 1. Pro s = p = 1 existuje jedind explicitni metoda a tou je nam jiz znaméd
EE metoda Yn+1 = Yn + Tf(tm yn)
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Metody tadu 2. Pro s = p = 2 mé explicitni RK metoda Butcherovu tabulku

Co | a9 Podminky (8.16) pro metodu fadu 2 stanovi

by by B L
by +by =1, byca =3,

a protoze ve shodé s (8.17) predpokldaddme ag; = ¢y, dostdvame tabulku

a ‘ a kde ab = % Parametry a, b jsou tedy svazany jednou podminkou,
[ 1-0b b takze zvolime-li a # 0, je b = 1/(2a).

Pro a = % je b =1 a dostdvame metodu
Ynt1 = Yn + Tko, kde ko= f(t, + %7', Yn + %Tk‘l), k1= f(tn, Yn), (8.18)

znamou pod nazvem modifikovand Fulerova metoda. Budeme ji znacit EM1 jako pruni
modifikace Eulerovy metody. V anglicky psané literatufe je metoda (8.18) zndma jako
midpoint Fuler formula.

Proa=1jeb= % a dostavame metodu

Ynt+1 = Yn + %T(kl +k2), kde ki = f(tn,yn), k2= f(tn + 7, yn + Th1). (8.19)

Budeme ji znacit EM2 jako druhou modifikaci Eulerovy metody. Metoda (8.19) se také
casto uvadi pod nazvem Heunova metoda.
Pro a = % jeb= % a dostavame metodu

Yni1 = Yo+ 17(k1 +3ka),  kde Ky = f(tn,yn), k2 = f(tn + 57,00 + 37R0),

znamou jako Ralstonova metoda Tdadu 2 (struéné R2 metoda).
Metody tadu 3. Pro s = p = 3 dostavame Butcherovu tabulku
Co a 4 podminky pro metodu radu 3:

€3 — (32 032 bi+by+by =1, bycy+bscs =3,
| b by b

C2
C3

2 2 __ 1 _ 1
b202 + bgC3 =35 b3a3202 =5

Kdyz zvolime dva parametry 0 < c¢3 < c3, jsou tim vSechny koeficienty metody jedno-

znacné uréeny. Volba ¢; = 1, ¢3 = 2 vede na Ralstonovu metodu 7ddu 3 (strucné R3
metodu):
% % Yn+1 = Yn + %T (2k1 + 3ka + 4k3)
% 0 % k1= f(tn yn) k2:f(tn+%7—>y”+%7k1)>
|2 1 4 ks = f(ta + 37, yn + 7hy),

Ralstonova metoda tadu 3 je zdkladem Runge-Kutta-Bogacki-Shampine metody, viz [50],
ktera je implementovana do Matlabu jako funkce ode23 a jejiz popis uvedeme v této
kapitole pozdéji.
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Metody tadu 4. Pro s = p = 4 je nejznaméjsi klasickd Rungova-Kuttova metoda

111

g Yns1 = Un + 27 (ks + 2k + 2k + ky) |

2 2

1 0 O ]_ klzf(tnayn)a kQ:f(tn—i_%Tayn‘i_%Tkl),
1111 kg - f(tn + %T7 Yn + %Tk2)7 k4 = f(tn + 7, Yn + T]%'B).
6 3 3 6

Klasickd Rungova-Kuttova metoda (strutné cRK4) byla velmi populdrni v dobe, kdy
se jesté nepouzivaly samocinné pocitace a kdy proto velmi vyznamnym kritériem byla
jednoduchost metody. Toto hledisko vSak v soucasné dobé ztratilo na vyznamu a proto
se pouzivaji jiné metody. Kvalitni dvojice metod tadu 4 a 5 jsou soucasti metod Runge-
Kutta-Fehlberg nebo Runge-Kutta-Dormand-Prince, viz napt. [26]. Posledné jmenovand
dvojice metod je pouzita v matlabovské funkci oded5, popis uvedeme v této kapitole
pozdéji.

Rizeni délky kroku. V profesiondlnich programech uzivatel zadd toleranci € a pro-
gram délku kroku vybira tak, aby velikost odhadu est,, lokalni chyby le, nabyvala porad
priblizné stejné hodnoty . Krok od vy,, do y,,+1 je uspésny, kdyz

lest,| <e. (8.20)

Je-li podminka (8.20) splnéna, krok je uspésny a pokracujeme vypoctem y,.o. Pokud

podminka (8.20) splnéna neni, krok je netispésny a vypocet y,,+1 opakujeme. Novou délku

kroku 7* uréime v pifpadé tispéchu i netispéchu stejnym postupem, ktery si ted vysvétlime.
Predpokladejme, ze y,.1 pocitame metodou fadu p, takze

le, = CTP™! Zest, = C =est,/™".

Novou délku kroku 7 zvolime tak, aby velikost |le’| lokdlni chyby le’ = C(7*)P*! byla
priblizné rovna zadané toleranci €, tj.

|lem = |C‘(7‘*)p+1 - |estn/7'p+1‘(7_*)p+1 = e — 7_* - r (5/\estn|)1/(p+1) .
Nova délka kroku 7* se jesté redukuje pomoci parametru 6 < 1, takze
T = 07 (¢/|est,|) /" (8.21)

V matlabovskych programech ode23 a ode45 se bere # = 0,8. Soucasné se jesté uplatnuji
nasledujici zasady.

1) Tolerance ¢ se uvazuje ve tvaru
€= maX{ET maX{|yn|7 |yn+1|}7 5a}7
kde ¢, je relativni tolerance a ¢, je tolerance absolutni. Matlabem prednastavené

hodnoty jsou ¢, = 1073 a g, = 1075,
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2)

7)

Ozna¢me T,,;p T€SP. Tmaer Minimalni resp. maximalni povolenou délku kroku. Jestlize
T < Toin, Vypocet konc¢i konstatovanim, ze danou diferencidlni rovnici program
neumi s pozadovanou piesnosti vyfesit. Pitom 7,,;, = 16¢,,(t,), kde £,,(¢,,) je tzv.
relativni pfesnost aritmetiky pohyblivé fadové carky, viz funkce eps v Matlabu.
Jestlize 7% > Ty00, POLOZL S€ T = Tpnaz, kde je Thae = 0,1(b — a).

V piipadé neuspésného kroku navrzenou délku 7* redukujeme:
* *
7" = max (7", ¢minT) ,

kde g¢min = 0,5 resp. 0,1 v ode23 resp. ode4b prii prvnim netspéchu v ramci jednoho
kroku a 7 = 0,57 pfi opakovaném netspéchu v témze kroku.

V pripadé uspésného kroku délku kroku 7* redukujeme predpisem
7" = min(7", GmaaT),
kde ¢nae = 5.

V kroku bezprostifedné nasledujicim po netspésném kroku se délka kroku nesmi
zvetsit.

Pocateéni délka kroku
7= 0/ P max(|n], eq/e,) /| f (a, )], (8:22)
pricemz pro 7 < Tyin ZMENiMe T Na T, & PIO T > Tiuee ZMENTME T NA Tpgz-

Pti programovani je tfeba postupovat opatrné. Piikazy programu je nutné uspotradat
tak, aby nemohlo dojit k déleni nulou, viz (8.21) a (8.22).

Podrobnéjsi informace tykajici se tizeni délky kroku lze najit v [50].

Odhad lokalni chyby. Zakladni myslenka je jednoduché. Pouziji se dvé metody, z nichz
jedna je faddu p a druhd radu p+1. Z vychozi hodnoty y, spocteme y;% | piesnéjsi metodou
a ¥y, 1 méné presnou metodou. Pouzitelny odhad lokalni chyby je

*k *
est,, = Yni1 — Yni1

Obé metody pouzivaji tutéz mnozinu koeficientu {k:j}jzl. V tom ptipadé je totiz ziskani
odhadu ,laciné®. Dvojice Rungovych-Kuttovych metod se popisuji pomoci rozsitené But-
cherovy tabulky,

C2 | Q21 pricemz

C3 | G31 @32
Yni1 =Yn + 7D 5 Uik je metoda Fddu p,

Cs | as1 Qs ... Ass1 Y = Yn T ijl bi*k; je metoda Fadu p+ 1,
by by ... by by est, =1 > -1 Ejk; je odhad lokdlni chyby,
byr by ... vy b
E, E, .. E., E, takze E; = b7 — b7, 7 =1,2,...,s.
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Pokud ve vypoctu pokracujeme presnéjsi metodou, tj. kdyz y,1 =y =y, +esty,
fikdme, ze jsme pouzili dvojici metod s lokalni extrapolaci. Tento postup se v soucasnych
programech upfednostnuje. Druhou moznosti je pokracovat méné presnou metodou, tj.
polozit y,41 = y,, 1. V tom pripadé se presnéjsi metoda pouzije jen pro ziskani odhadu
chyby a tikame, ze jsme dvojici metod pouzili bez lokdIni extrapolace. Obé nize uvedené me-
tody BS32 a DP54 se pouzivaji jako metody s lokalni extrapolaci. Ptikladem metody, ktera
se obvykle pouziva bez lokalni extrapolace, je Runge-Kutta-Fehlbergova metoda fadu 4,
oznacovand struéné jako RKF45, viz napf. [26]. Na vysvétlenou k pouzitym zkratkdm
uvedme, Ze prvni &islo znacéi f4d metody a druhé éislo fdd pomocné metody pouZité pro
odhad lokalni chyby.

Bogacki—Shampine metoda, strucné BS32 metoda, je implementovana v Matlabu jako
funkce ode23. Rozsitena Butcherova tabulka BS32 metody je

Presnéjsi z obou metod paru je Ralstonova R3 metoda

1| 1
2 2
o it = 7 3+ o+ ] =
1 % % % fadu 3. Pomocnd metoda
e L1 1 * 7 1 1 1
21 4 3 B Yn1 = Yn + T [gk1 + ko + gha + gha]
2 L4
9 3 9 fadu 2 pouzivd kromé koeficientu kq, ko a ks navic jeste
_7_52 i % _% koeficient ky = f(tni1,Ynst1). V kazdém kroku se tedy

pocitaji jen 3 nové hodnoty funkce f, nebot koeficient k; ve stdvajicim kroku je roven ko-
eficientu k4 z kroku predchoziho, takze nové se pocitaji jen koeficienty ko, k3 a k4. Zatazeni
koeficientu k4 do metody tadu 2 nas tedy témér nic nestoji, umozni vsak zlepsit vlastnosti
této metody a tim i celého paru. Metoda, ve které ks = f(tni1,Yns1), byva oznacovéna
jako FSAL podle anglického First Same As Last. Zduraznéme, ze BS32 metoda se pouziva
jako metoda s lokdlni extrapolaci, tj. yn11 = 5% ;.

Hodnoty priblizného teseni pro ¢ € (t,,t,+1) spo¢teme dostatecné presné pomoci ku-
bického Hermitova polynomu Hs(t) uréeného podminkami

Hs(tn) = yn, Hy(tn) = ki,
H3(tn+1) = Yn+1, Hé(tn-f-l) = k4 :

Metoda BS32 je tedy skvéla: je fadu 3, v kazdém kroku se prava strana f pocitd jen
3-krat, a to staci jak na tizeni délky kroku tak na vypocet feseni mezi uzly ¢, a t,1.

Dormand-Prince metoda, struéné DP54 metoda, je definovana rozsitenou Butcherovou
tabulkou 8.1. Metoda DP54 je typu FSAL, nebot k7 = f(tni1, Yns1). Proto se v kazdém
uspésném kroku metody pocitaji jen koeficienty ks, ..., k7, koeficient k£ byl uz vypocten
jako koeficient k; v predchozim kroku. Zduraznéme, ze DP54 metoda se pouziva jako
metoda s lokdlni extrapolact, tj. y,4+1 = 5% -

197



1 1
5 5
3 3 9
10 40 40
4 44 _56 32
5 45 15 9
8 | 19372 25360 64448 212
9 | 6561 2187 6561 729
1 | 907 _ 355 46732 49 _ 5103
3168 33 5247 176 18656
1 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
5179 0 7571 393 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40
35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
e 0 ! 71 _ 17253 22 1
57600 16695 1920 339200 525 40

Tab 8.1. Dormand-Prince (5,4) metoda

Hodnoty ptiblizného feseni pro t € (t,,t,.1) spoc¢teme dostatecné presné pomoci in-
terpolaéniho polynomu Hy(t) = y, + 7kBq, kde k = (ky, ko, k3, ka, ks, k¢, k7),

F 183 37 _ 145 -
64 12 128
0 0 0 0
0 1500 _ 1000 1000
371 159 371
_ _125 125 _ 375
B = 0 32 12 64 ’
0 9477 729 25515
3392 106 6784
11 11 55
0 -7 3 T
3 5
[0 3 4§

a=(q,¢> ¢’ ¢")", plicemz ¢ = (t —t,)/7.
Metoda DP54 je rovnéz vynikajici: je tadu 5, v kazdém kroku se prava strana pocita
jen 6-krat, a to staci jak pro fizeni délky kroku tak pro vypocet feseni v intervalu (¢,,,t,41).

Stabilita. Resfme-li testovaci rovnici (8.10) RK metodou na rovnomérném déleni s krokem
7, dostaneme

Yn+1 = PS(T)\)yTL )

kde P; je polynom stupné s urceny pomoci konstant b;, a;; definujicich RK metodu.
Podminka stability (8.11) tedy plati, prave kdyz |Ps(7A)| < 1, neboli kdyz 7 lezi v oblasti
absolutni stability R4:

TA € Ry ={z € C||Ps(2)] < 1}.
FExplicitni RK metody magji omezenou oblast absolutni stability, nebot |P,(z)| — oo pro

|z| = oo. D4 se ukdzat, ze pro p = s <4 je Py(z) = > _;_, 2"/il. Proto kazda explicitni s-
stupniovd RK metoda fadu p = s < 4 (struéné RKs metoda) mé stejnou oblast absolutni

198



stability. Oblasti absolutni stability RKs metod pro s = 1,2,3,4 a metody DP54 jsou
uvedeny v obrazku 8.4. Intervaly absolutni stability téchto metod jsou I4 = («,0), kde

metoda | RK1 ‘ RK2 ‘ RK3 ‘ RKA ‘ DP54
o | =2 | =2 | 251|279 | —331

Zduraznéme, ze z pohledu stability je BS32 metoda ekvivalentni s RK3 metodou, obé
metody tedy maii steinou oblast a steinv interval absolutni stabilitv.

4 [
RK1
RK2

3 RK3 [

RK4
DP54

AN A

N
w
n
IR
o
-
n
w

Obr. 8.4. Oblast absolutni stability RK metod

8.4. Linearni mnohokrokové metody

V této kapitole se budeme zabyvat metodami, které pocitaji ptiblizné feseni v, 1
v uzlu t,,, 1 pomoci diive spoc¢tenych aproximaci ¥y, ¥n—1, Yn_2, - . . a odpovidajicich hodnot
fnsyn)s f(tn—1,Yn-1), f(tn—2,Yn—2), ... pravé strany diferencidlni rovnice. Tyto hodnoty
jsou znovu pouzity tak, abychom ziskali y,, 11 s vysokou ptresnosti pomoci jen nékolika malo
novych vyhodnoceni funkce f(¢,y). Nejzndméjsimi metodami tohoto typu jsou Adamsovy
metody a metody zpétného derivovdni. Obé skupiny metod patii do obecné t¥idy metod
znamych jako linedrni mnohokrokové metody, struécné LMM.
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8.4.1. Obecna linearni mnohokrokova metoda

LMM je predpis

Q0Ynt1+ 1 Yn + -+ Yni1—k = T[Bof (b1, Yni1) + Bifn + - + Befor1-k], (8.23)

ze kterého pocitdme y,.;. Piitom «; a 3; jsou ¢iselné koeficienty, které formuli jedno-
znacné urcuji, a f; je zkraceny zépis pro f(¢;,y;). V dalsim budeme pfedpoklddat, ze
plati normalizacni podminka oy = 1. Jestlize alespon jeden z koeficientu oy nebo [y je
ruzny od nuly, metoda je k-krokovd.

Pro 8y # 0 je nova hodnota y,,,1 urcena implicitné, hovoiime proto o implicitni metode,
pro By = 0 mame metodu ezxplicitni. Abychom v implicitni metodé uréili y,,,1, musime
vytesit obecné nelinearni rovnici.

LMM lze pouzit, jen kdyz jsou zadény startovaci hodnoty yo, y1, - - ., Yk—1- Yo = n uréime
z pocatecni podminky, zbyvajici startovaci hodnoty je vsak tieba ziskat jinou vhodnou
metodou, y, metodou nejvyse r-krokovou.

Lokalni diskretizacni chyba je chyba, kterd vznikne, kdyz do formule (8.23) dosadime

misto piiblizného feseni y,,+1_; presné feseni y(t,41_;), tedy

k

K
lten = ay(tnsiy) =7 Y Bif (tn1j y(tns1j)).
=0

=0
Jestlize
Ite, = Cp Py (1) + O(17F?),

fekneme, ze metoda je fadu p. Clen C'p+17'p“y(p“)(tn) se nazyva hlavni ¢len lokdlni

vvvvvv

je vysstho tadu. Z nékolika metod téhoz radu je pak nejpiesnéjsi ta metoda, pro kterou
je velikost chybové konstanty |C41| nejmensi.

D-stabilita. Rekneme, ze LMM je stabilni ve smyslu Dahlquista (strucné D-stabilni),
jestlize vSechny koteny pruniho charakteristického polynomu

o) =&+t + -+ aE+a

lezi uvniti jednotkového kruhu |z| < 1 komplexni roviny C a pokud néktery kofen lezi
hranici |z| = 1, pak je jednoduchy.

Vyznam D-stability lze vysvétlit na rovnici ¢y = 0. Jeji feSeni pomoci LMM vede na
predpis Z?:o QjYnt1—; = 0. Zvolime-li startovaci hodnoty y; = erd, j = 0,1,...,k — 1,
kde o(r) = 0 a ¢ je libovolné ¢islo, pak y,, = er™ pro kazdé n. Skutecné,

k k
1= nt1-k k=g o ont+l-k _
E Qe =er g a7 =er o(r) =0.
j=0 7=0

Pro |r| > 1 a e # 0 je lim, o |ya| = 00, coz je nepiijatelné: pro e = 0 je y, = 0 presné
feseni rovnice y' = 0, avSak pro € # 0, || < 1, tj. jiz pro nepatrnou poruchu startovacich
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hodnot y;, 7 = 0,1,...,k — 1, dostaneme feSeni zcela nevyhovujici. D4 se ukazat, Ze
vylouéit musime také piipad, kdy |r| = 1 je kofen p(&) ndsobnosti vétsi nez 1.
Konvergence. Uvazujme D-stabilni LMM tadu p > 1. Jestlize startovaci hodnoty zadame
s chybou fadu O(7?), pak globdalni diskretizacni chyba je rovnéz fadu O(77).

Precizni formulaci a dukaz této véty lze najit napt. v [59], [26]. Pfedpokladem jeji
platnosti je dostatecnad hladkost pravé strany f, konkrétné je tieba, aby funkce f(t,y)
meéla spojité derivace az do tadu p véetné. Pokud f ma spojité derivace jen do tadu s < p,
pak 1ze pro globélni chybu dokézat pouze tad O(7*).

Absolutni stabilita. Resime-li testovaci tilohu (8.10) LMM na rovnomérném délen s kro-
kem 7, dostaneme

k
D (e = TAB ) Yns1-; = 0. (8.24)

j=0

Regen{ hledejme ve tvaru g, = r". Po dosazeni do diferenéni rovnice (8.24) obdrzime

k
Z 7_/\5] n+1—j — ”+1 k Z T/\ﬁj | — Tn+1_k7'('(7’, T)\) = O,
j=
k“ .
kde m(&,z2) = Z(Oéj - Zﬂj)fk_j
=0

je tzv. polynom stability LMM. Jestlize w(r,7A) = 0, pak y, = ™ je feSenim diferencni
rovnice (8.24) a podminka stability y, — 0 pro n — oo plati, prave kdyz |r| < 1.

Oblast R4 absolutni stability LMM metody definujeme jako mnozinu takovych bodu z
komplexni roviny C, pro které kazdy koten £ polynomu 7 (&, z) lezi uvniti jednotkového
kruhu komplexni roviny, tj. |{] < 1. Podminka absolutni stability (8.11) tedy plati, kdyz

TANERy={2€C|n(2)=0 = [ <1}

8.4.2. Adamsovy metody

Integraci diferencidlni rovnice (8.1) od t,, do t,,1 dostaneme

Y(tns1) —y(tn) = /tth f(t,y(t))dt.

Funkei f(¢,y(t)) aproximujeme pomoci interpolaéniho polynomu Pj_4(t) stupné k — 1, tj.

tnt1
Y(tni1) = y(tn) + / Pp_a(t)dt,  kde Pkfl(thrl*j) = f(thrl*]" y(tTLJrl*j))‘
tn

Kdyz pribliznou rovnost nahradime rovnosti a ptesné feseni nahradime fesenim ptibliznym,
dostaneme ptedpis

tn+1
Ynt1 = Yn + / Py_1(t)dt, kde Pi_i(tpy1—j) = f(tns1—j Ynt1-;)- (8.25)
tn
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Adams-Bashforthovy metody dostaneme, kdyz v (8.25) zvolime j = 1,2,... k. Kon-
strukei polynomu Py_4(t) lze prehledné vyjadrit tabulkou

bt [t | b

Pr_1(t) | fn ‘ fn—1 ‘ ‘ Jnt1-k

Adams-Bashforthovu metodu lze zapsat ve tvaru

k
Yne1l = Yn + T Z B/:,j Jnv1-j -
j=1

15 I
AB1
AB2

1 AB3 |
AB4
AB5
/ AB6

/7
S EEANEEDN

Im(z)

25 2 15 1 0.5 0 0.5 1
Re(z)

Obr. 8.5. Oblast absolutni stability ABk metod

Struéné ji budeme oznacovat jako ABk metodu. ABk metoda je explicitni, k-krokova,
fadu k, D-stabilni. Pro konstantni délku kroku, tj. kdyz

tn—l—l—j:tn-i-l_jT’ j:1a27"'7k7

jsou koeficienty ABk metod pro k = 1,2,...,6, spolu s chybovymi konstantami C}_,
a dolnimi mezemi « intervala absolutni stability («j,0), uvedeny v nésledujici tabulce:
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* * * * * * * *
k Bk,1 ﬁm k,3 k4 5k,5 k.6 Ci1 g
1
1 1 3 -2
3 1 5
21 5 3 o 1
3| 28  _16 5 3 _8
12 12 12 8 11
4 55 _59 37 _9 251 _3
24 24 24 24 720 10
5 | 1901 2774 2616 1274 251 95 90
720 720 720 720 720 288 551
6 | 4277 7923 9982 7208 2877 _ 475 19087 _ 5
1440 1440 1440 1440 1440 1440 60480 57

Vsimnéte si, ze AB1 metoda je totozna s EE metodou, tj. ABI=EE.

Adams-Moultonovy metody dostaneme, kdyz v (8.25) zvolime j = 0,1,...,k — 1.
Konstrukei polynomu Py_1(t) lze prehledné vyjadiit tabulkou

t | tht1 ‘ tn . ‘ tnto—k
Pk—l(t) | frt1 ‘ fn ‘ ‘ Jrt2—k

Adams-Moultonovu metodu lze zapsat ve tvaru

k-1

Yn+1 = Yn + TBk;,O f(tn—l—la yn—l—l) +7 Z Bk,j fn+1—j .
j=1

Strucné ji budeme oznacovat jako AMk metodu. AMk metoda je implicitni, pro k = 1
je jednokrokova a pro k > 1 je (k — 1)-krokové, je fadu k a D-stabilni. Koeficienty AMk
metod pro konstantni délku kroku a pro k = 1,2,...,6, spolu s chybovymi konstantami
Ck41 a dolnimi mezemi «y, intervalu absolutni stability (ag,0), jsou uvedeny v nésledujici
tabulce:

k ﬁk,o ﬁk,l ﬁk,z 5k,3 ﬁkA 5k,5 Ck+1 (673
1
1 1 3 00
1 1 1
2 2 2 12 o0
5 8 _ 1 _ 1 _
3 12 12 12 24 6
9 19 _5 1 _ 19 _
4 24 24 24 24 720 3
5 251 646 __ 264 106 _ 19 __3 _90
720 720 720 720 720 160 49
6 475 1427 798 482 173 27 863 45
1440 1440 1440 1440 1440 1440 60 480 38

Vsimnéte si, ze AM1 metoda je totozna s IE metodou, tj. AM1=IE, a ze AM2 metoda je
totozna s TR metodou, tj. AM2=TR.
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Re(z)
Obr. 8.6. Oblast absolutni stability AMk metod

Metody prediktor-korektor. AM metody jsou presnéjsi a stabilnéjsi nez AB metody.
Nevyhodou AM metod je jejich implicitnost. Abychom uré¢ili ,,,1, musime fesit rovnici

k—1
Yn+1 = Sp(ynJrl) ) kde @(Z) = Yn + Tﬁk,o f(tn+17 Z) +7 Zﬁk,j fn+1fj .
j=1

-, o ;- , TR . . (0 .
Pouzit muzeme metodu prosté iterace: zvolime pocatecni aproximaci y,g +)1 a postupné

pocitame yiﬁl = gp(yil‘:f)), s =1,2,.... Pro dostatetné malé 7 metoda konverguje. Jestlize

o .

pocatecni aproximaci y,; uré¢ime pomoci AB metody, provedeme jen nékolik malo iteract

s s—1
yf’b—i)—l:(p(yfz—i-l))v 821’27"'a57

a nakonec polozime

S
Ynt+1 = y7(’b+)1 ) fn—f—l = f(tn+17 yn-i-l) )

dostaneme metodu prediktor-korektor, kterou schématicky oznacujeme P(EC)°E. Piitom
P znaci piedpovéd pocdtecni aproximace AB metodou, C korekci AM metodou a E vy-
hodnoceni pravé strany f(t,.1, yfﬁl). Zvolime-li jako prediktor metodu ABk a jako korek-
tor metodu AMk, dostaneme metodu, kterou znaéime ABk-AMk-P(EC) E. Jeji chybova
konstanta je rovna chybové konstanté C,,, korektoru, oblast absolutni stability se blizi
oblasti absolutni stability korektoru AMk az pro S — oo. Nejcastéji se pouziva schéma
PECE, kdy se korekce provede jen jednou a prava strana se pocita dvakrat. V dalsim se
omezime praveé na schéma PECE.

Abychom mohli #dit délku kroku, potfebujeme znat odhad est,, lokalni chyby. Jestlize

(T yigzl spocteme prediktorem ABk a y;" | = yfllll korektorem AMKk, pak tzv. Milneuv
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odhad lokéalni chyby dava

sty = (7~ yl). (8.26)

odvozeni viz [26]. Nakonec polozime

Ynt1 = Ypiq + €Sty (8.27)

Korekce y;* | pomoci odhadu lokédlni chyby est,, se nazyvé lokdini extrapolace. Cely krok
oznacujeme zkratkou ABk-AMk-PECLE, pricemz pismeno L vyznacuje pouziti lokdlni
extrapolace. Metoda ABk-AMk-PECLE je tadu k + 1, oblast absolutni stability je vétsi
nez u prediktoru ABk ale mensi nez u korektoru AMKk, viz [26], [2].

Alternativni odhad lokalni chyby lze ziskat také tak, ze y,,1 spoc¢teme metodou
AM(k+1) a polozime

esty, = Yns1 — Ypii- (8.28)

Vyslednou metodu lze oznacit jako ABk-AM(k+1)-PECE. Odhady (8.27) a (8.28) nejsou
sice totozné, pro malé 7 jsou vsak prakticky nerozlisitelné.
Konkrétné pro metodu AB2-AM2-PECLE organizujeme vypocet nasledovneé:

P: AB2 oyl =y, + A7 f0 — fas1)
f:;+1 = f(tnt1, y:L+1)
AM2: oyt =y 37+ fa)
est,, = —%(yf;il —Yni1)s  Yntl = Yty T €Sty

fn+1 - f(tn—l—l)yn-i-l)'

V piipadé AB2-AM3-PECE metody nahradime tadek L fadkem

C: AM3: Yntl = Yn + 1—127(5f;:+1 +8fn — fu1), €Sty = Ynp1 — Yniy.

Startovaci hodnotu y; lze ziskat tfeba pomoci EM2 metody.

Na obrédzku 8.7 je vyznacena oblast absolutni stability metod ABk-AM(k+1)-PECE
pro k =2,3,...,6: je vétsi nez oblast absolutni stability prediktoru ABk, viz obrézek 8.5,
avSak mensi nez oblast absolutni stability korektoru AM(k+1), viz obrazek 8.6.

Rizeni délky kroku a fddu metody. Kvalitn{ programy zalozené na metodéch predik-
tor-korektor méni jak délku kroku tak tad metody. Tak napiiklad matlabovsky program
ode113 pouzivd metody ABk-AM(k+1)-PECE pro k =1,2,...,12.

Zmeéna tadu se provadi soucasné se zménou délky kroku. Algoritmy tohoto typu se
oznacuji jako VSVO (wariable step variable order). Zakladni myslenka je jednoducha.
Predpokladejme, ze jsme vypocetli y,, 1 metodou ABk-AM(k+1)-PECE s krokem délky 7.
Uréfme odhad est” lokdln{ chyby podle (8.27) nebo (8.28). Jestlize |est®| > &, jde o netispéch
a vypocet y,.1 je tifeba opakovat, v opa¢ném pripadé pokracujeme vypoctem ptiblizného
fesenf yn. 2. V kazdém piipadeé je viak tieba stanovit novou délku kroku a novy fad. Rad
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Obr. 8.7. Oblast absolutni stability pro metody ABk-AM(k+1)-PECE, k =2,3,...,6

se muze zménit nejvyse o jednotku, tj. v metodé ABk-AM(k+1)-PECE misto & muze
byt nové také k — 1 nebo k + 1. Odhady odpovidajicich lokdlnich chyb estf~1 a estf+?
Ize ziskat snadno, viz [50]. Nové délky kroku 7;_;, 7 a 7, ; stanovime podobné jako pro
jednokrokovou metodu,

7 = 0r(e/|est! DYV prol=k—1,k k+1,

a nejvetsi z cisel 77_, 77, 77, urcl jak novou délku kroku tak novy rad. Konkrétné,
je-li nejvetsi 77, k se neméni a jako novou délku kroku vezmeme 7% = 73, je-li nejvetsi
Tyl Zvetsime k o jednicku a pokracujeme s krokem délky 7" = 77, | a je-li nejvetsi 7,
k o jednicku snizime a pokracujeme s krokem délky 7% = 77_;.

Pro krok délky 7 # 7 je tfeba vypocitat hodnoty f;. i ; pro ¢, ; =t —J7*. To
lze snadno provést interpolaci pomoci f, .1, fp,.... Podrobny popis strategie VSVO lze
najit napt. v [26], [50].

Start metody neni zadny problém: zacneme metodou AB1-AM2-PECE, pocéatecni
délku kroku uréime napt. podle (8.22) a algoritmus VSVO se uz sam rychle vyladi na
spravné hodnoty jak délky kroku tak fadu metody.

8.4.3. Metody zpétného derivovani

P teseni tzv. tuhych problémi, viz kapitola 1.5, je vhodné pouzivat metody s ne-
omezenou oblasti absolutni stability. Metody zpétného derivovani (strué¢né BDF podle
backward differentiation formulas) tuto vlastnost maji. Pro k-krokovou metodu zpétného
derivovani pouzijeme zkraceny zapis BDFk metoda. Dostaneme ji tak, ze v rovnici

y/<tn+1) = f(thrla y<tn+1))
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nahradime derivaci y/(¢,+1) pomoci derivace P} (t,+1) interpola¢niho polynomu Py (t) stup-
ne k prochézejiciho bOdy [thrla y(thrl)]a [tna y(tn)]7 tt [thrlfka y(t’nri*l*k‘)]‘ Kdyz pak nahra-
dime y(t,41—;) ptibliznymi hodnotami y,,4+1_;, 7 = 0,1,..., k, dostaneme metodu

Pi(tns1) = f(tnst, Ynir)-
Ptehledné vyjadieni aproximujiciho polynomu Py (f) uvadi nasledujici tabulka

t

tn+1 ‘ tn . ‘ tn+1fk

Pk(t) | Yn+1 ‘ Yn ‘ ‘ Yn+1—k
BDFk metodu zapiseme ve tvaru

k
Qg 0Ynt1 + Z U jYnt1—5 = TBkof (tng1s Ynt1) -
j=1
Metoda BDFk je implicitni, k-krokova, fadu k a D-stabilni pro k£ < 6. Pro konstantni

délku kroku jsou koeficienty oy j, Bio a chybové konstanty Cjy1 BDFk metod uvedeny
v nasledujici tabulce:

E|ogo oax1 apa oz Qpa s ke Pro Cip1 o
1|1 -1 1 -1 90
4 1 2 2 o
2|1 -4 1 5 —5
_ 18 9 _2 6 _3 °
3 1 11 11 11 11 22 88
48 3 _16 3 12 _ 12 oo
4 1 25 25 25 25 25 125 73
5 1 30 30 _ 200 75 @ _ 12 60 _ 10 pgogo
137 137 137 137 137 137 137
6 1 _ 360 450  _ 400 225 _ 72 = 10 60 _ 20 qgQo
47 147 47 147 147 147 147 343

Vsimnéte si, ze BDF1 metoda je totozna s IE metodou, tj. BDF1=IE.

BDFk metody jsou implicitni, ve srovnani s implicitnimi AMk metodami ale maji
znacné vétsi chybové konstanty. Na druhé strané vSsak metody zpétného derivovani maji
jednu ohromnou prednost, ktera plné ospravedliiuje jejich pouzivani, a tou je neomezena
oblast R4 absolutni stability. Pro metody BDF1 a BDF2 oblast R4 absolutni stability
obsahuje celou zépornou polorovinu komplexni roviny C, tj. R4 2 {z € C|Rez < 0}.
Takové metody se nazyvaji A-stabilni.

Abychom mohli popsat oblast absolutni stability zbyvajicich BDFk metod, zavedeme
si jeden novy pojem. Rekneme, ze numerickd metoda je A(a)-stabilni, a € (0,7/2), jestlize
jeji oblast absolutni stability R4 obsahuje nekonec¢ny klin

W, = {re? € C|r>0,|p—7| < a}.

BDFk metody jsou (pro k < 6) A(«)-stabilni, prislusné dhly a4 (pro vétsi ndzornost ve
stupnich) jsou uvedeny jako posledni sloupec vyse uvedené tabulky.
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BDFk metody (pro & < 6) jsou dokonce L(«)-stabilni. L(a) stabilni metodu ptitom
definujeme jako A(«)-stabilni metodu takovou, ze kdyz z € R4, w(€, z) = 0, Re(z) — —o0,
pak £ — 0. Pro a = 7 dostdvdme L-stabilni metodu. BDF1 a BDF2 jsou tedy L-stabilni.

Uhel 18° metody BDF6 je prilis maly a proto se tato metoda obvykle nepouziva.
V matlabovském programu odelb5s jsou implementovany metody zpétného derivovéani
fadu 1 az 5. Program ode15s je typu VSVO, tj. voli optimalni délku kroku i fad metody.
Zakladni metodou programu ode15s je metoda NDF (podle numerical differentiation for-
mula). NDFk metody jsou modifikace BDFk metod, maji o néco mensi chybové konstanty
(026% pro k =1,2,3 a0 15% pro k = 4 ) a ponékud mensi thly A(«) stability (o 7% pro
k =3 a o 10% pro k=4) nez odpovidajici BDFk metody. Podrobnosti tykajici se NDFk
metod lze najit v [52].

Nelinearni rovnice pro vypocet y,.1 se fesi pomoci nékolika malo kroku Newtonovy
metody.

8.5. Tuhé problémy

Tuhy pocétecni problém (v anglicky psané literatute stiff problem) lze nepiimo popsat
pomoci jeho charakteristickych projevi. Jinak to nejde, nebot piesnd definice tuhého
systému neexistuje. Prakticka a snadno ovéritelna je

Charakteristika 1. Pocdtecni problém je tuhy, kdyz pocet kroku, ktery k jeho vyreseni
potrebuje metoda s omezenou oblasti absolutni stability, je podstatné vétsi nez pocet kroku,
ktery k jeho vyreseni potrebuje metoda s neomezenou oblastni absolutni stability.

Pouzitelnost této charakteristiky ukdazeme v nasledujicim

Priklad 8.1

( ii ) B ( ——1008 —-1001 > (5;) . €(0,0), (§;§8§> = ( __1 > . (8:29)

Reseni je y1 = —e !, yo = et Ulohu (8.29) jsme fesili matlabovskym programem ode45
(DP54 metoda fadu 5 s omezenou oblasti absolutni stability) a matlabovskym programem
odel5s (BDF metody VSVO tadu 1-5 s neomezenymi oblastmi absolutni stability). Oba
programy jsme pouzili se stejnym pozadavkem na ptesnost: €, = 1073 a g, = 107°.
Efektivnost obou metod lze ptiblizné porovnat podle poctu tspésné provedenych kroku
pk a poctu pf vyhodnoceni pravé strany. V nésledujici tabulce jsou uvedeny hodnoty
pk/pf pro nékolik délek ¢ intervalu integrace.

¢ ‘ 10-2  10-! 10° 10! 102
oded5 | 10/61 22/151 269/1747 2953/18919 30071/192475
odels | 10/24 10/24  12/28 42/88 71/146

Pro malé ¢ = 1072 se na intervalu (0; 1072) feseni pomérné rychle méni. Délku kroku zde
urcuje pozadavek na presnost a protoze obé metody jsou téhoz radu, potiebuji priblizné
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stejny pocet kroku. Jak vSak ¢ vzrustd, délku kroku stale vice zac¢ind ovliviiovat podminka
stability. [

Abychom porozumeéli dalsim charakteristikam tuhosti, je vhodné pochopit, co je to

Stabilni problém. Pocdtecni problémy’ = f(t,y),y(a) = n, je stabilni, kdyz mald zména
dat £,a,m zpiusobi malou zménu reseni y. Zabyvejme se specidlné stabilitou vzhledem
k pocatecni podmince, konkrétné jak zména pocateéni hodnoty i ovlivni feSeni y.

Pro ilustraci prozkoumejme stabilitu linearniho poc¢ateéniho problému
y'=Ay+g®), yl)=mn, (8.30)

kde A je ¢iselnd matice fadu d, ktera ma navzajem ruzna vlastni ¢isla {\; };l:l. Necht u je
feseni problému (8.30) a v je feSeni téze diferencidlni rovnice, avsak s porusenou pocateéni
podminkou, tj.

u=Au+g,  u(a)=n,

vV =Av+g, v(a) =n+34.
Pro w = v — u dostaneme problém

w = Aw, w(a) =4,

ktery popisuje siteni poc¢atecni poruchy d. Pak

d
w(t) = keht vy,
j=1

kde v; jsou vlastni vektory piislusné vlastnim ¢islim A; a ; jsou konstanty, které uréime
z pocatecni podminky:

Vec=346, kde V= (vi,vy,...,vq), c=(ci,c,...,cq)".

Odtud w(t) = VS(t)V~14, kde S = diag{eM (=9 erelt=a) M=)l Muzeme tedy
vyslovit tyto zavéry:

1) Jestlize Re(\;) < 0 pro vsechna j, pak |[|[w(t)|| — 0 exponencidlné pro t — oo, tj.
porucha se velmi rychle zmensuje.

2) Jestlize Re()\;) < 0 pro vSechna j, pak [[w(t)|| < V|- [V~ 1|6, tj. porucha bude
omezend, ptitom ||w(t)|| — 0 pro  — o.

3) Jestlize néjaké vlastni ¢islo \; mad kladnou redlnou slozku a pocatecni porucha 9 je
takovd, ze ¢; # 0, pak |w(t)|| — oo exponencidlné pro ¢ — oo, tj. porucha se velmi
rychle zvétsuje.

Problém (8.30) je tedy stabilni (vzhledem k pocateéni podmince), jestlize vSechna vlastni
¢isla matice A jsou navzdjem ruzna a maji nekladnou realnou slozku.
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Toto tvrzeni lze rozsitit a pripustit i nasobnd vlastni ¢isla se zapornou realnou slozkou:

Problém (8.30) je stabilni (vzhledem k pocdtecni podmince), jestliZe:

(a) vSechna vlastni ¢isla matice A maji nekladnou redlnou slozku,
(b) ryze imagindrni vlastni ¢isla jsou navzdjem riznd.

Resen{ tlohy (8.30) lze zapsat ve tvaru

y(t) = yn(t) + p(t), kde yu(t) = Z c;eM'v;

je obecné feSeni pridruzené homogenni rovnice, p je partikuldrni feseni a ¢; jsou konstanty,
které uréime z pocatecnich podminek. Pfedpokladejme, ze Re();) < 0,7 =1,2,...,d. Pak
y(t) — p(t) pro t — oo. Z toho duvodu mluvime o funkci y; jako o prechodovém resent
a o funkci p jako o ustdleném resend.

Oznacme jako Apae @ A takova vlastni éisla, pro ktera

|Re()\max)| Z |Re()‘j)| Z |Re()‘mm)| ) j - 15 27 .- ~7d~

Chceme-li ur¢it ustédlené feseni, musime tlohu fesit alesponn do toho bodu, v némz je uz
nejpomaleji klesajici exponencidla v prechodovém feseni zanedbatelna.

Resfme-li homogenni dlohu y’ = Ay numericky, pak lze snadno ukézat, ze podminka
stability y, — o pro t,, = nT — oo plati, pravé kdyz

{7, AT, ., AaT} € Ry, (8.31)

kde R4 je oblast absolutni stability uvazované numerické metody.

Podle (8.31) tedy pro délku kroku dostaneme omezeni 7|Re(Apin)| < |14|, kde |14] je
délka intervalu absolutni stability. Pocet ) kroku pottebnych k uspokojivému vyfeseni
tlohy (8.30) Ize tedy piiblizné odhadnou vyrazem

b—a IRe(Amaz)|

. [Ine|
_ -0 . kde =12l
T [Re(Amin)| L4

Ve shodé s charakteristikou 1 je proto pfirozené povazovat podil

_ [Re(hmas(A))
ReComin (A))]

S(A)

nazyvany polomér tuhosti matice A, za méritko tuhosti soustavy (8.30). Muzeme proto
vyslovit dalsi

Charakteristiku 2. Problém (8.30) je tuhy, jestlize vSechna vlastni ¢isla matice A maji
zdpornou redlnou ¢dst a polomér tuhosti S(A) matice A je velky.

Podobna je

Charakteristika 3. Problém (8.30) je tuhy, jestlize vSechna vlastni ¢isla matice A maji
zdpornou redlnou ¢dst a jestliZe soucin spektrdlniho polomeéru o(A) matice A a délky
intervalu integrace b — a je velky, tj. kdyz o(A)(b —a) > 1.
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Vratme se nyn{ k tloze (8.30).

Piiklad 8.1 — pokracovani. Prava strana diferencialni rovnice je

0 1
f=Ay, kde A=
~1000 —1001

Vlastni ¢isla matice A jsou Ay = —1, Ao = —1000, takze S(A) = o(A) = 1000. Pro vétsi ¢
je 0(A)(b—a) =1000¢ > 1, tj. jde o tuhy problém. Metoda DP54 m4 interval absolutni
stability (—3,31;0), takze podminka stability (8.31) vyzaduje, aby —3,31 < —10007, tj.
7 < 0,00331. Na intervalu délky ¢ je tak t¥eba n, > ¢/0,00331 kroku délky mensi nez
0,00331, coz je v souladu s tabulkou uvedenou v prvni ¢asti prikladu 1.1. Skutecné, na
intervalu(10; 100) délky 90 je tfeba alespon 90/0,00331 = 27 190 kroku délky 0,00331, ve
skutecnosti program ode45 provedl piiblizné stejny pocet 30 071 — 2953 = 27118 kroku
proménné délky. Protoze presnd feseni y; = —e™* a y, = e~ jsou na intervalu (10; 100)
témer konstantni, rovna nule, je ziejmé, ze délka kroku je omezena z duvodu stability a ne
z duvodu presnosti.

Nenechte se zmast tim, ze nestabilita se projevuje prostiednictvim lokalni chyby, tj.
pomoci nastroje pro métreni presnosti metody: jestlize délka kroku nespliiuje podminku
stability, dojde v nékolika malo krocich k takovému narustu lokalni chyby, Ze na to zare-
aguje mechanismus automatického tizeni délky kroku a krok pattiéné zkrati. L.

Pravé uvedeny ptiklad vystihuje charakteristikou vlastnost tuhych soustav ODR. Tuto
vlastnost sformulujeme jako

Charakteristika 4. Tuhost soustavy ODR se projevuje tim, Ze pri jejim numerickém
resent délku kroku omezuje spise stabilita metody nez jeji presnost.

Linearni stabilita. Az dosud jsme nase tvahy o stabilité numerické metody zakladali na
analyze jejiho chovani pii feseni linedrni soustavy (8.30) s konstantni matici A. Je jisté ro-
zumné pozadovat, aby numerickd metoda fungovala dobie na speciélni t¥idé rovnic (8.30),
je vsak tfeba mit na paméti, ze tak dostavame jen hrubou informaci o mozném chovani
domnivat, ze takova informace ma vubec néjakou vypovidaci hodnotu.

Pro obecny problém u' = f(t,u), u(t,) = ya, aproximujeme funkci f v blizkosti bodu
(ta,Yo) funkef linedrni v proménné u,

of of
f(ta ll) ~ f(tou ya) (tou ya)(t - ta) + @(tou ya)(u - ya)a

+ N

ot
a doufame, Ze chovani numerického feseni puvodniho problému lze v blizkosti bodu (4, ¥a)
objasnit z chovani numerického teseni aproximujictho linedrniho problému

u' = A u+g.(t), u(te) = Ya, (8.32)

kde Aa = fy(ton ya)a ga(t) = f(ton ya) + ft(tou ya)(t - ta) - Aaya-

Aproximujici problém je téhoz typu jako problém (8.30), takze stabilitu numerické
metody muzeme posoudit znamym zpusobem pomoci délky kroku a vlastnich ¢isel kon-
stantni matice A,. Jestlize to udélame, tak vlastné tise predpoklddame, ze stabilita me-
tody aplikované na aproximujici problém je stejna jako stabilita metody aplikované na
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problém obecny. To obecné neni pravda, presto vSak tento piistup muze byt pro praxi
prinosem, nesmime ale zapomenout, ze pripadna podminka stability omezujici délku kroku
ma lokélni charakter, tj. plati jen v okoli zvoleného bodu (t,,y.).

Praveé uvedeny postup odpovidéd klasickému postupu, ktery se pouziva v teorii dife-
rencialnich rovnic, kdy se stabilita feseni nelinedrniho problému zkoumad prostiednictvim
stability aproximujiciho linedrniho problému. V nasem piipadé je tieba analyzovat navic
jesté stabilitu numerické metody aplikované na aproximujici problém. Z teorie oby¢ejnych
diferencialnich rovnic je znamo, ze analyza linedrni stability je uziteéna, je vsak treba mit
na zreteli jeji omezenou pusobnost. Totéz plati tim spiSe i pro analyzu linearni stability
numerickych metod. Dokonalejsi néstroje pro posuzovani stability numerickych metod pfti
feSeni nelinedarnich problému vychazeji z teorie nelinedarni stability ODR, tim se vSak my
zde zabyvat nebudeme, zdkladni informace k tomuto tématu lze najit napt. v [26].

Piiklad 8.2 Uvazujme pocatecni problém
y=y' -y, t€(0,2/5), y(0)=4. (8.33)

Diferencidlni rovnice ma dvé konstantni feSeni y = 0 a y = 1: zvolime-li pocatecni
podminku y(0) < 0, pak y(t) — 0 pro t — oo, zatimco pro y(0) > 0 dostaneme y(t) — 1
pro t — oo. Zvolime-li § > 0 velmi malé, pak pravd strana y? — y? diferencidlni rovnice
nabyva malych kladnych hodnot, tj. funkce y(t) velmi pomalu roste a na pomérné dlouhém
intervalu ziistavajf jeji hodnoty blizké k 0. Konkrétné pro § = 1074 je y(t) < 1072 jesté pro
t = 9900, pak y(t) zacind prudce rust a pro ¢ > 10020 je uz y(t) prakticky rovno jedné.

Tuhost ulohy (8.33) posoudime pomoci linedrni stability, viz predchozi odstavec. Apro-
ximujici linedarni problém v bodu (¢, y.) je podle (8.32) tvaru

y/ = Aay> kde Aa = 2Yo — Byi

Spektralni polomér o(Ay) = |2ya — 3y2|. Pro malé y, ~ 0 je |2y, — 3y2| ~ 0, pro
Yo ~ 1 je viak |2y, — 3y2| =~ 1. Pro t, € (0,9900) je vyraz |2y, — 3y2|t, charakteri-
zujici tuhost pomérné maly, nejde zde proto o tuhy problém, takze délka kroku se tidi
predevsim presnosti metody. V intervalu (9900;10020) se feseni prudce méni, to me-
chanismus automatického tizeni délky kroku zachyti a krok zkrati. Duvodem zkraceni
kroku je zde spise prudka zména Teseni nez narustajici tuhost. Poté, co je feSeni rovno
priblizné jedné, je délka kroku fizena stabilitou. Skutecné, pro t, € (10020,20000) je
12y — 3y2[(20 000 — ¢,) = 20000 — t,, pro t, = 10020 dostaneme velké ¢islo 9980 signa-
lizujici tuhost.

Ulohu (8.33) jsme Fesili explicitni metodou DP54 (matlabovsky program ode45) a im-
plicitni TR metodou (matlabovsky program ode23t). Oba programy jsme pouzili se stej-
nou presnosti (e, = 1074, g, = 1077).

DP54 je explicitni Rungova-Kuttova metoda fadu 5 s intervalem absolutni stability
(—3,31;0). Délka kroku proto musi spliiovat podminku stability 7|2y — 3y?| < 3,31, coz
pro t > 10020 znamena volit 7 = 3,31. TR metoda je A-stabilni metoda tadu 2, takze
tato metoda délku kroku z divodu stability nijak neomezuje.

Vidime, ze v intervalu (10020, 20 000), kde pfesné feseni je prakticky rovno 1, je TR-
metoda velmi efektivni, na zdolani intervalu (10 020, 20 000) potiebovala jen 8 kroku. Zato
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metoda DP54 na tomto intervalu provedla 3005 kroku délky 7 = 3,31, takze jeji pouziti

rozhodné vhodné neni. O
b !
0.81 : |
0.6F : 1
0.4+ : |
0.2+ j i
0 Y Py Py I} Il Il Il Il
0 02 04 06 08 1 12 14 16 1.8 2

Obr. 8.8 Priklad 8.2 feSeny DP54 metodou, cely vypocet

1.0001 -
1 i
; } ; } N
0.9999 - | ‘ | | ‘
0.98 1 1.02 1.04 1.06 1.08 1.1 1.12
x 10°
Obr. 8.9 Piiklad 8.2 feSeny DP54 metodou, detail
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Obr. 8.10 Priklad 8.2 feseny TR metodou, cely vypocet
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Obr. 8.11. Piiklad 8.2 feSeny TR metodou, detail

Vysledky ptikladu 8.2 umoznuji vyslovit praktické kritérium, podle néhoz lze vcelku
spolehlivé zjistit, zda uvazovany problém je tuhy.

Charakteristika 5. Jestlize numericka metoda s omezenou oblasti absolutni stability,
aplikovand na pocdtecni problém, je nucena v jistém intervalu integrace pouZivat krok,
jehoz délka je neprimérene mald vzhledem k hladkosti presného teseni v tomto intervalu,
pak to znamend, Ze problém je v tomto intervalu tuhy.

Velmi zjednoduseny postup feseni pocatecni ulohy, o niz nevime, zda je ¢i neni tuh4,
je tedy tento: zkusime tlohu vyftesit piesnou explicitni metodou (v MATLABu tteba
programem odel13 zalozenym na Adamsovych formulich fadu 1 az 13) a pokud feseni
bude trvat ptilis dlouho v dusledku volby extrémné kratkych kroku, vypocet prerusime
a zkusime program pro feSeni tuhych tloh (v MATLABu tfeba program ode15s zalozeny
na metodédch zpétného derivovani fadu 1 az 5). Pokud prava strana diferencidlni rovnice
neni piilis hladka, je vhodnéjsi pouzit metody nizsich fadu, teba explicitni metodu BS32
(v MATLABu program ode23) a v piipadé nedspéchu A-stabilni implicitni metodu, t¥eba
TR (v MATLABu program ode23t) nebo TR-BDF2 (v MATLABu program ode23tb).

Pokud dopiedu vime, ze problém je resp. neni tuhy, neexperimentujeme zbytecné
a piimo pouzijeme program uréeny pro feSeni piislusného typu tuloh.

Chceme-li efektivné vyuzit vSechny moznosti, které ndm dostupné programy nabizeji,

je tifeba se seznamit s jejich vlastnostmi, vybrat spravny program a vhodné nastavit
jeho fidici parametry (v kolekci programi v MATLABu jsou to napiiklad parametry
ovliviujici fizeni délky kroku, vystup vysledku, u implicitnich metod je tfeba urcit zpusob
vypoctu Jacobiho matice pravé strany f, a jsou jesté dalsi parametry, o nichz se lze poucit
z programové dokumentace).
Metody pro feSeni tuhych problému. Pro feseni tuhych problému je tfeba pouzivat
metody s neomezenou oblasti absolutni stability. V Matlabu jsou to metody NDF a BDF
implementované v programu odelb5s, TR metoda implementovana v programu ode23t
a dvé L-stabilni metody fadu 2: TR-BDF2 metoda (jde o kombinaci metod TR a BDF2)
implementovana v programu ode23tb a Rosenbrockova metoda implementovana v pro-
gramu ode23s, podrobnosti viz [32]. Programy ode15s, ode23t a ode23tb vyzaduji feseni
nelinearnich soustav rovnic tvaru

Yn+1 = T’yf(thrl’ yn+1) + 'lp, (834)

kde parametr v je charakteristickd konstanta metody a 1 je vektor nezavisly na y,.1.
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Napiiklad pro TR metodu (8.13) je

v = % a Y=y, + %Tf(tn,yn).

. . . . NPT (0
Rovnici (8.34) fesime zjednodusenou Newtonovou metodou. Poc¢ateéni aproximaci yflll

ziskame dostatecné presnou extrapolaci z hodnot y,,y,_1,.... Dalsi aproximace yﬁfjll)
ziskame reSenim soustav linearnich rovnic
s+1
(I—1719J) (yn+1) - ygw)rl) = 7yf(tny1, y7(1+1) +v— ynJ)rl ) (8.35)

kde I je jednotkovd matice a J je Jacobiho matice fy(t,41-%, Ynt1-k) Pro néjaké k > 0
(jednd se tedy o zjednodusenou Newtonovu metodu, pokud by J = £y (¢, 11, ynJ)rl) slo by
o klasickou Newtonovu metodu). Vypocet organizujeme takto: oznacime

G=1I- 77J7 ds — yq(—f-:rll) - ygf_)ua gs = Tﬂyf(thrla yq(zs-i)-l) + ¢ - ygzs—f)—l

a Vypoéteme nejdiive dg jako feseni soustavy linearnich rovnic Gd, = g a pak dopocitame

yfﬁ_rll) = yn +1 + d;. Je-li prirustek dg dostateéné maly, klademe y, 1 = yffjll).

Matice soustavy G obsahuje tii ¢leny, které se mohou ménit: 7 pii zméné délky kroku,
v pii zméné metody (tfeba ve VSVO implementaci metod zpétného derivovani) a J pii
prepocitani Jacobiho matice. Pokud se zadny z téchto ¢lent nezméni, zustava matice G
stejna. Toho je tfeba vyuzit: pouze pfi zméné G provedeme vypocetné naroény LU rozklad
matice soustavy G = LU, kde L je dolni trojihelnikova matice a U horni trojihelnikova
matice. V nésledujicich iteracich, kdy se matice soustavy G neméni, provadime vypocetné
nenaroc¢nd teseni dvou soustav linedrnich rovnic s trojuhelnikovou matici soustavy, tj.
Ld, = g, a pak Ud, = 4,.

Program, kter}'f ma pracovat efektivné musi mit promyélenou Strategii podle niZ roz-
LU rozklad matice G. Pouziva se ,konzervativni strategle : prepocitani Jacobiho matice
se provede az tehdy, kdyz Newtonova metoda nekonverguje dostatecné rychle, délku kroku
ptipadné metodu zménime, az kdyz ocekavany zisk takové akce prevysi naklady spojené
s LU rozkladem.

Jacobiho matici lze zadat presné nebo ji lze spocitat priblizné numericky (Matlab
uziva funkci odenumjac z privatni knihovny toolboxu matlab\funfun). Pokud je Jacobiho
matice fidka a uzivatel zada pozice jejich nenulovych prvki, vypocet Jacobiho matice
lze znacné urychlit. Do dalsich podrobnosti uz zachazet nebudeme, zajemce odkazujeme
na skvélou monografii [50] a na matlabovskou dokumentaci [32]. Vyznamnym zdrojem
pouceni je studium kodu jednotlivych matlabovskych programu, prilis snadné ¢teni to
vSak neni.

Program ode23s, zaloZeny na implementaci Rosenbrockovy metody, se od zbyvajicich
programu odel5s, ode23t a ode23tb lisi v tom, ze se vyhyba teseni nelinedarnich rovnic.
V kazdém kroku Rosenbrockovy metody je tfeba sestavit Jacobiho matici £y (¢, y,) a vek-
tor derivact fi(t,,yn) = {0fi(tn,yn)/0t}L, provést LU rozklad matice I — y7f, (¢, yn)
a uzitim tohoto rozkladu vyftesit tii soustavy linedrnich rovnic, podrobnosti viz [52].

Statistika o cinnosti matlabovskych programu pro reSeni ODR. Kvalitni pro-
gramy uzivateli vzdy poskytuji informaci o tom, jak tspésné si pti feSeni konkrétniho
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problému pocinaly. V Matlabu se dodavaji tato ¢isla:
pk  pocet uspésnych kroku
pn pocet neuspésnych krokiu
pf pocet vyhodnocenych pravych stran f
pj pocet sestavenych Jacobiho matic J
pr pocet LU rozkladu J = LU
ps pocet fesenych soustav linedrnich rovnic LUd; = g,

Pro ilustraci uvadime

Priklad 8.3 Robertsonuv problém

i =—-0 04y1 + ]-0 YaYs , yl(o) == ]-a
yh = 0,04y — 10" yoys — 3 - 1072, y2(0) =0,
Yy =3-10"y3, y3(0) =0

popisuje koncentrace tii primési v chemické reakci, tj. 0 < y1,vy0,y3 < 1, nezavisle
proménnd ¢ je ¢as, blize viz [50]. Jacobiho matice této soustavy je

—0,04 10% y4 10 o
J=1| 004 —10%y; —6-107y, —10%;
0 6107y, 0

V case t =0, tj. pro y; = 1, yo = y3 = 0, m& Jacobiho matice vlastni ¢isla {—0,04;0;0}.
Z fyzikalnich uvah plyne, ze y1,42 — 0 a y3 — 1 pro t — oo. Vlastni ¢éisla Jacobiho
matice pro y; = y» = 0, y3 = 1, jsou {—10000,04;0;0}. Pii feseni na intervalu (0, 10'%)
je Robertsonuv problém tuhy. O tom se lze ostatné snadno presvédcit experimentéalné:
explicitni metody selhavaji, metody pro feSeni tuhych problému zabiraji. Numerickym
vypoctem lze zjistit, ze jiz pro t > 0,01 je spektrdlni polomér o(J) > 2 - 103, takze
Robertsonuv problém lze povazovat za tuhy jiz na nepomérné kratsim intervalu délky
rfadove v jednotkéch.

Ulohu jsme tesili dvéma matlabovskymi programy uréenymi pro tuhé problémy: pro-
gramem ode23t (TR metoda) a programem odel5s (metody BDFk, k=1,2,....5). Délku
kroku jsme f{dili pomoci toleranci e, = 1073, &, = 107°, ¢innost programu ode15s jsme
omezili tak, aby pracoval jen s BDF metodami fadu 1, 2 a 3. Do nésledujici tabulky jsme
zapsali ,statistiku“ vypoctu, tj. ¢isla pk, pn, pf, pj, pr, ps:

pk pn pf pj pr ps
ode23t | 238 74 794 37 188 644
odel5s | 245 15 504 11 67 458

Z tabulky plyne, ze oba testované programy Robertsonuv problém tuspésné vytesily, pro-
gram odel5s se podle statistiky jevi jako efektivnéjsi.

216



9. Obycejné diferencialni rovnice: okrajové tulohy

Okrajovy problém pro soustavu ODRI1 spociva v urceni funkce y(x), kterd v inter-
valu (a,b) spliuje diferencialni rovnici

y' () = f(z,y(z)) (9.1)
a v koncovych bodech intervalu (a, b) vyhovuje okrajové podmince
r(y(a),y(b)) = o. (9.2)

Stejné jako v kapitole 8.1 pfedpokladame, ze pocet rovnic jakoz i pocet okrajovych
podminek je roven d, tedy

y(2) = (yi(2),y2(2), .. wa(2)",  ¥'(@) = (yi(2), y5(2), ... yal@))",
f(fL’, y(fL’)) = (fl(‘ra y(fL’)), fg(l', Y(x))> RS fd(x> Y(x)))T’
r(y(a),y(0) = (ri(y(a),y(0)),r2(y(a),y(0)), ... raly(a), y(b)))".

Ve specialnim ptipadeé, kdyz

r(y(a),y(b)) =y(a) —m =0 nebo-li y(a)=n, (9.3)

prechdzi problém (9.1)—(9.2) v pocateéni problém (8.4). Pokud je vsak v podminkach (9.2)
obsazena alespon jedna slozka vektoru y(a) a soucasné také alespon jedna slozka vektoru
y(b), jde o problém okrajovy. Pravé timto ptipadem se budeme v dalsim zabyvat.
Podstatny rozdil mezi pocateéni a okrajovou tlohou spociva v tom, ze zatimco feSeni
tlohy s pocatecnimi podminkami existuje a je jediné pro dosti Sirokou tiidu diferencidlnich
rovnic, u okrajové ulohy s velmi jednoduchou diferencialni rovnici je mozné, ze feseni ne-
existuje nebo naopak, ze feseni je nekonecné mnoho. Tuto skutecnost si ukazme na rovnici

Yy =1y, jejiz obecné feseni je y = Ce”.

Odtud plyne, Ze pro okrajovou podminku

(a) y(0)=y(1) existuje jediné feseni y = 0,
(b) ey(0) =y(1) existuje nekonecné mnoho feseni y = C'e”, C' libovolné,
(c¢) ey(0) =y(1)+ 1 FeSeni neexistuje.

V kapitole 9.1 ukazeme, jak fesit okrajovy problém pro soustavu ODR1 metodou
sttelby. V nasledujicich kapitolach pak popiSeme tii nejzndméjsi metody reseni okrajového
problému pro ODR2: v kapitole 9.2 diferenéni metodu, v kapitole 9.3 metodu koneénych
objemu a v kapitole 9.4 metodu konecnych prvku.
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9.1. Metoda strelby

Metoda strelby je zalozena na numerickém feSeni poc¢atecniho problému

y'(z) =f(z,y(z), yla)=mn, (9.4)

za omezujici podminky

r(n,y(b)) =o. (9.5)

Nezndmé pocéateéni hodnota n je uréena implicitné rovnici (9.5).

Lichobéznikova metoda. Necht a = 2y < 71 < --- < xx = b je délen{ intervalu (a, b),
h; = x;11 —x; je délka kroku a h = max; h;. Ptiblizné feSeni y;, 7 = 0,1,..., N, dostaneme
jako feseni soustavy d(NN + 1) rovnic

Yir1 = yi + shilf(zi, y:) + f(@ig1, yi1)], i=0,1,...,N—1, (06)
r(yo,yn) =0.

Soustava (9.6) je obecné nelinedrni. Jeji feseni se obvykle poé¢ita pomoci néjaké varian-
ty Newtonovy metody. Aby nastala konvergence, je tfeba dodat dosti dobrou pocatecni
aproximaci yl(o) ~y(z;),i=0,1,..., N. Lichobéznikovd metoda je radu 2, tj. je-li funkce
f dostatecné hladkd, pro chybu plati

y(z:) —yi = O(h?),
¢imz se mini, ze tadu O(h?) je kazda slozka vektoru y(z;) — y;.

Ve specidlnim piipadé, kdyz f(z,y) je linedrni v proménné y a r(u,v) je linedrni
v obou proménnych u i v, bude soustava rovnic (9.6) linedrni. Necht tedy

y' = A(z)y +q(z),

(9.7)
B,y(a) +Byy(b) =c.
Soustava (9.6) je pak tvaru
[—I - %th(%)] yi + [I - %hiA($i+1)] Yit1 = %hz[Q(%) + d(zi1)],
B(IyO + BbYN =C,
kde T je jednotkova matice. Maticovy zéapis této soustavy je
Ry Sy Yo Vo
R, S Y1 Vi
: : : = : , (9.8)
Ry-1 Sy YN-1 VN-1
Ba Bb yn C
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kde

Ri=-1- %hz‘A(%) ;o S =1I- %hiA(xiJrl)a Vi = %hz[Q(xz> + q(ziy1)] -
Simpsonova metoda. Matlab nabizi pro feseni okrajového problému (9.1)-(9.2) pro-
gram bvp4c, ktery je zalozen na pouziti Simpsonovy formule

Yie1 = ¥i + thilf (i, y:) + 4F(Tig1)2, Yirry2) + £(@i1, yisr)], 9.9)

kde @112 = x; + %hi, Yit1/2 = %(YZ + Yit1) + %hi [f(zi,yi) — £(xit1, yis1)]

Simpsonova formule (9.9) je fadu 4, tj. pro chybu plati

y(z:) —yi = O(h").

Dalsi informace o Simpsonové formuli (9.9) 1ze nacerpat v [51], [26] a také v [32].

V piipadé linearni ulohy (9.7) fesime soustavu linearnich rovnic (9.8), matice R;, S;
a vektory v; ziskdme z formule (9.9), v niz klademe f(z,y) = A(x)y + q(z). Odvozeni
vzorcu pro R;, S; a v; ponechavame ¢tenafi jako cviceni.

9.2. Diferen¢ni metoda

Ve zbytku kapitoly 9 se budeme ptevazné zabyvat linearni ODR2

—[p(2)u'] + q(x)u = f(z), x € (0,0). (9.10)

Predpoklddejme, ze funkce p, p’, ¢ i f jsou spojité, dale ze p(z) > py > 0, q(z) > 0,
a uvazujme nejdrive jednoduché okrajové podminky

u(0) = go, (9.11a)
u(l) = gy (9.11b)

Za uvedenych pfedpokladu ma tloha (9.10) - (9.11) jediné fesend.

Uloha (9.10) - (9.11) muze popisovat napiiklad problém tahu—tlaku prutu, tedy prutu
namahaného pouze tahem popiipadé tlakem. V tom ptipadé je u posunuti stfednicové
cary prutu, p = FA, kde E je Younguv modul pruznosti a A je plocha prufezu prutu,
q je mérny odpor podlozi, na némz prut spociva, f je intenzita zatizeni a gy a gy jsou
predepsana posunuti koncovych bodu prutu.

Jinou aplikaci, popsanou stejnou rovnici a stejnymi okrajovymi podminkami, je na-
piiklad staciondrni uloha vedeni tepla v tyci. Pak u je teplota, p je koeficient tepelné
vodivosti, f — qu je intenzita tepelnych zdroju, gg a g, jsou teploty koncovych bodu tyce.

Ulohu (9.10) — (9.11) lze preformulovat do tvaru (9.1)-(9.2), staci polozit

= () =) =) (o). o

a nasledné tesit metodou stielby, viz kapitola 9.1. My si ale vysvétlime jinou techniku,
znamou jako diferencéni metoda (struéné FDM podle anglického finite difference method).
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FDM je klasickéd diskretiza¢ni metoda, zevrubné popsana a analyzovand v celé radé pub-
likaci, viz napf. [29], [59].

Necht 0 = 29 < 21 < -+- < zy = £ je déleni intervalu {0, ) a h; = z; — x;_; je délka
kroku. Body z; nazyvame uzly a mnozinu {z;}Y, uzli nazyvdme siti. Pro jednoduchost

se omezime na ekvidistantni déleni, takze h; = h = ¢/N a z; =ih, i =0,1,..., N.
Splnén{ rovnice (9.10) budeme vyzadovat pouze ve vnitinich uzlech sité, tj.
—(pu)| _ +qulz)=fi, i=1,2...,N—1, (9.13)

kde ¢ = q(z;) a f; = f(x;). Clen —(pu’)”x:m, nahradime diferenénim podilem. Pomoci
oznaceni

Ti—1/2 = Ty — %h, Tiy1/2 = T; + %h, Dbi-1/2 = p(xi—l/Q) y Pit1/2 = p($i+1/2)

lze ptiblizné polozit

I o !
N N p ’$:$i+1/2 pu }$:$i—1/2 . pz‘+1/2ul($i+1/2) - pi—1/2ul($z‘—1/2)
—(pu)'|,_, =~ = -
T=x; h h
w(@ip1) — u(w;) u(z;) — u(zi1)
- Piy12 h — Pi-1/2 n

h

Uzitim Taylorova rozvoje snadno ovéifme, Ze tato aproximace je fadu O(h?), tj. ze plati

—(pu')” _ —pi—1/2u(Ti—1) + (Pic1/2 + Pir1/2)u(Ti) — Piv1/2u(Tiy1) +O(R2). (9.14)

r=x; h2

Po zanedbani chyby O(h?) tak z (9.14) a (9.13) dostdvéame pro ptiblizné fesenf u; ~ u(z;)
soustavu rovnic

—pi—1/2Ui—1 + (Pi—1/2 + Pit1j2 + h2q)U; — Pig1j2Ui

2 = fi, (9.15)

prot=1,2,..., N — 1. Z okrajovych podminek mame
Uo = 9Jo (916&)
UN = ge - (9.16b)

To ndm umozni dosadit do prvni rovnice uy = go a ¢len —p;/2g0/h® pievést na pravou
stranu. Podobné v posledni rovnici polozime uy = g, a ¢len —py_1/29¢ / h? pfevedeme na
pravou stranu. Matice takto upravené soustavy rovnic (9.15) je t¥idiagonalni, pozitivné
definitni, diagondlné dominantni (pro ¢; > 0 ryze). Tyto vlastnosti zarucuji, ze matice
soustavy je regularni a soustava rovnic ma jediné teSeni.

Jsou-li funkce p, ¢ a f dostateéné hladké, pak pro chybu plati

u(z;) —u; = O(h?) (9.17)

presnd formulace a piislusny dukaz viz [59].
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Okrajové podminky s derivaci. Okrajové podminky (9.11) se nazyvaji Dirichletovy.
V aplikacich se objevuji jesté dalsi typy okrajovych podminek. Podminky

p(0)u'(0) = aou(0) — Bo, (9.18a)
—p(O)'(€) = au(l) — By (9.18b)

se nazyvaji Newtonovy nebo také Robinovy. Pokud oy = 0 resp. ay = 0, hovofime o Ne-
umannové okrajové podmince. Aby byla zarucena jednoznacna existence reSeni, pred-
pokladejme oy > 0, oy > 0, a pokud uvazujeme okrajové podminky (9.18a) a (9.18b),
pak predpoklddejme navic bud'to ag > 0 nebo ay > 0 nebo g(x) > g > 0 alespori na ¢dsti
intervalu (0, ¢). Pokud g = ay = 0 a g(z) = 0 v (0,£), pak tloha (9.10) - (9.18) bud'to
nema feseni nebo ma nekoneéné mnoho feseni. Skutecné, integraci (9.10) a uzitim (9.18)
dostaneme nutnou podminku existence teseni, tzv. podminku rovnovahy

¢ ¢ » ¢
/[f+<pu’>'] dxz/ fda:+pu'}20=/ Fda+ o+ =0,
0 0 0

Pokud podminka rovnovahy splnéna neni, feSeni neexistuje. Je-li vSak podminka rovnova-
hy splnéna a u je feSeni, pak je feSenim také funkce u + C, kde C' je libovolna konstanta.

Interpretujeme-li Newtonovy okrajové podminky v tloze tahu-tlaku prutu, je pu’
normalova sila, g, ap jsou tuhosti pruzin v koncovych bodech prutu a Sy, G jsou za-
dané sily pusobici na koncich prutu. V uloze stacionarniho vedeni tepla je pu’ tepelny tok,
o, oy jsou koeficienty prestupu tepla a [y, 5, jsou zadané tepelné toky na okrajich tyce.
Tepelné toky se casto uvazuji ve tvaru By = apuy, Br = ayuj, kde uf resp. uj je vnéjsi
teplota okolo levého resp. pravého konce tyce.

V piipadé zadané okrajové podminky (9.18a) eventudlné (9.18b) musime sestavit
rovnici umoznujici vypocet neznamé uo eventualné uy. Ukazme si to tfeba pro piipad
predepsané okrajové podminky (9.18a).

Pomuzeme si tak, ze budeme pozadovat, aby rovnice (9.10) platila také v levém
krajnim uzlu xy = 0, tj. aby rovnice (9.13) byla splnéna rovnéz pro ¢ = 0.

Clen —(pu/ )”z:xo vyjadiime nejdiive pomoci jednostranné diference a pak pomoci
centralni diference a vztahu (9.18a), tj.

LAV

— ()|, =——"L +O(h) =

r=x0 in
2

_pl/2w + apu(ro) — Bo

sh

+O(h).

Zanedbame-li chyby, dostaneme rovnici pro neznamou uy
(p1/2 + hag + $h2qo)uo — prjaus
2
V piipadé okrajové podminky (9.18b) postupujeme obdobné, tj. pozadujeme splnéni rov-
nice (9.13) také pro i = N, a po tupravach obdrzime rovnici pro nezndmou uy

= %ﬁojL%fo. (9.19a)

—pn_1j2un—1 + (Pn—1/2 + hay + ShPqn)uy
12

1 1
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Je-li predepséana okrajovd podminka (9.18a), zapiSeme jako prvni rovnici (9.19a), pak
nasleduji rovnice (9.15) pro ¢ = 1,2,..., N — 1, a je-li predepsana okrajovd podminka
(9.18b), pripojime jako posledni rovnici (9.19b). Jsou-li pfedepsany Dirichletovy okrajové
podminky, dosadime gy za ug resp. gy za uy a prislusné ¢leny prevedeme na pravou stranu.
Matice vysledné soustavy rovnic je opét tiidiagonalni, pozitivné definitni a diagonalné
dominantni. I kdyz se pti odvozeni rovnic (9.19) dopoustime chyby tadu O(h), pro chybu
priblizného Feseni plati zase vztah (9.17).

Rovnice s konvekénim ¢lenem. V aplikacich casto vznika potieba tesit ponékud
obecnéjsi rovnici

— [p(2)u = r(2)u) + q(z)u = f(z), x € (0,0). (9.20)

Tato rovnice popisuje napiiklad transport chemické primési v tekutine. V tom piipadé
je u koncentrace piimési v tekutiné, r = ov, kde ¢ je hustota tekutiny a v jeji rychlost,
p je koeficient diftze a f — qu je intenzita objemového zdroje piimési. Rovnici (9.20) lze
pouzit také k popisu teplotniho pole v tekutiné. Pak u je teplota, r = cov, kde ¢ je tepelna
kapacita, o hustota a v rychlost tekutiny, p je tepelna vodivost a f — qu je intenzita
vnittnich tepelnych zdroju. S prihlédnutim k typické fyzikalni interpretaci fikame, ze
—(pu') je difidzni clen, (ru)’ je konvekéni clen a f — qu je zdrojovy clen.

Pokud jde o okrajové podminky, budeme postupovat takto: ,na vtoku“, tj. bodé x =0
pro 7(0) > 0 resp. v bodé x = ¢ pro r(¢) < 0, muzeme predpokladat, ze veli¢inu
u(z) zname, a proto jeji hodnotu predepiSseme prostiednictvim Dirichletovy okrajové
podminky. ,Na vytoku“, tj. bodé z = 0 pro r(0) < 0 resp. v bodé z = ¢ pro r(¢) > 0,
muzeme zadat jak Dirichletovu tak Newtonovu okrajovou podminku.

V [23] je dokdzéno, Ze rovnice (9.20) doplnéna o okrajové podminky m4 jediné tesent

vvvvvv

r(z) >0, ap—3r(0) >0, a+ir()>0.

Jsou-li na obou okrajich x = 0 i x = ¢ predepsany Dirichletovy okrajové podminky, staci
predpokladat

r'(x) >0, x€(0,0). (9.21)

Zadéame-li Newtonovu okrajovou podminku jen na vytoku, pak podminka cg — %7"(0) >0
resp. ay + %T(f) > 0 ziejmé plati, takze opét staci predpokladat jen (9.21).

Je-li 7(0) <0 ar(l) <0, pak levy okraj x = 0 je vytok a pravy okraj = = ¢ je vtok.
Je-li 7(0) < 0 a r(f) > 0, pak oba okraje predstavuji vytok. Je-li 7(0) > 0, pak podle
(9.21) také r(¢) > 0, takze x = 0 je vtok a = = /¢ je vytok. Oba konce nemohou byt
vtokem: 7(0) > 0 a r(¢) < 0 neni podle (9.21) mozné.

V dynamice tekutin se ukazuje, ze v nestlacitelné tekutiné rychlost v = (v, vq, v3)T
spliiuje rovnici kontinuity divv = 0. V jedné dimenzi tedy v' = 0, takze v je konstanta.
Volba konstantni funkce r tedy predstavuje fyzikalné opodstatnénou moznost. Podminka
(9.21) je pro konstantni funkci r trividlné splnéna.
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Veénujme se tedy diskretizaci. Konvekéni ¢len vyjadiime ve vnitinich uzlech pomoci
centralni diference

TUg; 10 = T, 19
(ru)],_,, = Y, - sy + O(h?) (9.22)

a v koncovych uzlech pomoci jednostranné diference

/ Tu|w1/2 — Uz,
(TU) }xZIO - lh - O(h)’

2

(9.23)

ru|l‘1\7 - Tu|$N—1/2

sh

+0(h).

(ru)'],py =

V (9.22) a (9.23) vyjadifme konvekéni tok ru ve stiedech x;y1/o Usecek (x;,x;41) inter-
polaci jako aritmeticky prumeér hodnot u v koncovych bodech,

ru

riers = 3Tit1y2u(wi) + u(zis)] + O(h?), i=01,...,N—1. (9.24)

Po zanedbani chybovych ¢lenu v (9.22)—(9.24), obdrzime soustavu rovnic, jejiz tvar vyjad-
fime prostiednictvim diive odvozenych rovnic (9.15) a (9.19) takto: na levou stranu rov-
nice

(9193) [2’1“1/2 U0+U1 —’1“0U0} /h
(9.15) priddme elen  { L[rivyo(us + wip1) — ri1jo(wiy +w)l/h,  (9.25)
(919b> [TNUN — 5’1“]\[_1/2(’&]\[71 + UN)} /h

Matice takto vzniklé soustavy rovnic je tiidiagonalni a nesymetricka. Da se ukazat, ze

kdyz
shiro| <pijas  3hlrivijel < pigije, i=0,1,...,N =1, Lhlry| <pn-1/2, (9.26)

pak je matice soustavy reguldrni. Pro dostatetné jemné déleni intervalu (0, ¢) bude pod-
minka (9.26) jisté splnéna. Pro chybu opét plati (9.17).

Dominantni konvekce. Podminka (9.26) muze byt znaéné omezujici v ptipadé, kdy
konvekéni koeficient vyrazné prevazuje nad koeficientem diftznim, tedy pro |r| > p. Pak
je tcelné vyjadrit konvekeni tok ru ve stiedech w44/ secek (g, z;41) takto:

| Ti+1/2U(ZL'i) + O(h) pro Ti+1/2 Z O, ( )
TU|z, = 9.27
' Tit1/2U(Tiy1) + O(h) pro ripq1s <O0.

Aproximace (9.27) je z fyzikdlniho hlediska pfirozena: informaci o feseni u v uzlu ;41,2
cerpdme ze znalosti FeSeni proti ,proudu®, proti ,vétru“: pro ri;i, > 0 ,foukd zleva®,
proto pouzijeme hodnotu wu(x;) v uzlu x; lezicim nalevo od bodu w;41/2, pro 7412 < 0
wfoukd zprava“ a proto pouzijeme hodnotu u(z;y1) v uzlu z;41 lezicim napravo od bodu
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Ti41/2- Jednostrannou aproximaci konvekéniho toku podle (9.27) nazyvame upwind apro-
ximaci. Pomoci oznaceni

at = max(a, 0), a” =min(a,0), kde a je libovolné &islo,

1ze (9.27) zapsat v kompaktnim tvaru

ru =1 (i) + 1 (@) £ O(h), i=0,1,...,N —1. (9.28)

Tit1/2

Po zanedbani chybovych ¢lent v (9.22), (9.23) a (9.28) obdrzime vyslednou soustavu
rovnic, jejiz tvar vyjadiime prostiednictvim diive odvozenych rovnic (9.15) a (9.19) takto:
na levou stranu rovnice

(919&) [(TIF/2 — To)UO + T;/2U1]/h7
(915) pf-ldéme ¢len [T;’:Fl/Qui + T;rl/zui+1]/h — [Til/zuz‘—l + T;l/Qui]/h7 (929)
(9.19D) [y jpun—1 4+ (rn =1y p)un]/h

Matice takto vzniklé soustavy je regularni nezavisle na jemnosti déleni intervalu (0, ¢).
Pro chybu vsak plati jen

u(z;) —u; = O(h). (9.30)

Pro dosazeni ptesnosti fddu O(h?) je tfeba pouzivat piesnéjsi upwind aproximaci kon-
vekéniho toku, treba

ru

Tivi2 T ritrl/2 [%“(xz) - %“(xzfl)] + ity [%“(xzﬂ) - %“(%H)] +0(h?), (9.28)
i=0,1,...,N —1, kde u(z_1) := 2u(xo) — u(z1), u(rni1) = 2u(zy) —u(zn_1).
Priklad 9.1. Zabyvejme se feSenim modelové tlohy

—eu”" +u' =0 pro z€(0,1), u(0)=0, u(l)=1,
kde € > 0 je konstanta. Presné feSeni

1 — ev/e
u(x) = Ve

je rostouci funkce.
Diskretizaci konvekéniho ¢lenu pomoci centralni diference (9.25,), tj. pomoci druhého
vztahu v (9.25), dostaneme rovnici

N 2u; + iy L Wit — Ui

h? 2h

=0,
kterou lze pii oznaceni k := h/e zapsat ekvivalentné ve tvaru

—(1 + %I{)Uz‘_l + 2u; — (1 - %H)ui-f-l =0.
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Pro k = 2 dostaneme wu; = u;_1, takze teseni je u; = 0 proi < N auy = 1. Pro Kk # 2
snadnym vypoctem ovéiime, ze diferenéni rovnici vyhovuje feseni

2 i
Ui201+02|: +/€:| s

2—K
kde C a (5 jsou konstanty, které uréime z okrajovych podminek. Pro x > 2 pfiblizné
feSeni u; osciluje okolo C, coz je v rozporu s chovanim presného feseni u, rostouci po-
sloupnost {u;}¥, dostaneme jen pro |k| < 2, coz je podminka (9.26) pro p =¢, r = 1.
Nasi modelovou tulohu vytesime také upwind technikou. Konvekéni ¢len nahradime
levostrannou diferenci podle (9.29;) a dostaneme rovnici
Uipr — 2U; + Ui Uy — Ujq

—€ % + 3 =0.

Diferencni rovnici vyhovuje feseni
u; =Cp + 02(1 + li)ia

které je rostouci nezavisle na velikosti k. [

1 T 1 D
0.8 ]
] 0.8}
0.6f
I o
0.4 7 0.6
s 0.2 | :: J >
m e fr o :
Ry Bam) RS- L :
L T s ! 0.4 ;
=l viooL :
-0.2¢ e H
B 0.2f i
-0.4f i :
H A
-0.6F B .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Obr. 9.1. e = Wlo’ N =11, vlevo centralni diference, vpravo upwind aproximace

9.3. Metoda koneénych objemtu

(struéné FVM podle anglického finite volume method) se pouziva predevsim pro feSeni
problému proudéni ve vice prostorovych proménnych, napf. viz [57], [16]. Princip této
metody vSak lze objasnit i pro jednodimenzionalni tilohu popsanou diferencidlni rovnici
(9.20) a okrajovymi podminkami (9.11) a (9.0).

Ke kazdému uzlu x; pritadime konecény objem B; (struéné buriku) takto: pro vnitini
uzly By = (@i—1/2,Tip12) , @ = 1,2,...,N — 1, a pro koncové uzly By = (0,z12),
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By = (xn-1/2,(). Ztejme (0,() = UL, B;. Integrac{ rovnice (9.20) pfes buiiku B; dosta-
neme bilancéni rovnici

/ —[pu’ — ru]’dx+/ qudz :/ fdzx. (9.31)

Predpokladejme nejdiive, ze B; ptislusi vnitinimu uzlu. Pak dostaneme
o Tit1/2 Tiy1/2
—[pu’ — rule=a Vs + / qudxr = / fdz. (9.32)
Ti—1/2 Ti—1/2

Diftzni tok aproximujeme pomoci centralni diference,

u(z;) — u(zi_q)
h

pi71/2ul(xz’fl/2) = DPi-1/2 + O(h2), i=12,...,N -1, (9-33)
a konvekeni tok aproximujeme pomoci centralni aproximace (9.24) resp. upwind aproxi-
mace (9.28). Integraly v rovnici (9.32) spoc¢teme obdélnikovou formuli,

Tit1/2 Tit+1/2
/ qudz = hgau(z;) + O(h?), / fdx = hf; + O(R?).

Ti—1/2 Ti—1/2

Zanedbame-li chyby, dostaneme aproximaci bilanéni rovnice (9.32) ve tvaru (9.253) resp.
(9.29,).

Je-li v koncovém bodé x = 0 resp. x = { predepsana Newtonova okrajova podminka
(9.18a) resp. (9.18b), je tfeba uvazit bilanéni rovnici (9.31) také pro bunku By resp. By.
Tak napiiklad pro bunku By mame

( , v=z1 ) T1/2 B T1/2
—(pu’ — ru)}z:xo + qudr = fdz.

xo o

Diftzni tok v bodé x1/, aproximujeme centralni diferenci (9.33), konvekéni tok v bodé
1/ aproximujeme pomoci (9.24) resp. (9.28), ¢len p(0)u/(0) vyjadifme pomoci okrajové
podminky (9.18a) a integraly spocteme levostrannou obdélnikovou formuli,

T1/2 T1/2
[ ude = hawutan) + 0. [ pdo = b+ 002).

zo o

Zanedbame-li chyby, dostaneme rovnici (9.25;1) resp. (9.29;). Rovnici (9.253) resp. (9.293)
odvodime obdobné z bilanéni rovnice (9.31) zapsané pro bunku By.

Metodou konecénych objemu jsme tedy dostali stejné rovnice jako rovnice odvozené me-
todou diferencni. Pfednosti metody koneénych objemu ve srovnani s metodou diferenéni
vyniknou az pfi feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic ve vice prostorovych proménnych.

9.4. Metoda koneénych prvkiu

Nejuniverzalnéjsi metodou diskretizace okrajovych uloh je metoda konecénych prvku
(strucné FEM podle anglického finite element method, cesky MKP). V tilohdch mechaniky
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pevné faze je to jednoznacné nejpouzivanéjsi metoda. I kdyz prednosti MKP lze plné ocenit
teprve u uloh ve dvou a tfech prostorovych proménnych, podstatu metody lze objasnit
i na jednodimenzionélni tloze. Z fady publikaci vénovanych MKP zminme napi. [18],
[61], [5].

Vychodiskem pro diskretizaci metodou koneénych prvku je slaba formulace okrajové
tlohy. Proto si ted ukdzeme, jak z klasické formulace (9.20), (9.11), (9.18) formulaci slabou
dostaneme. Nejdiive zavedeme nésledujici

Oznaceni. Symbolem C(0, ) budeme znacit prostor vSech funkei, které jsou v intervalu
(0, ¢) spojité, a symbolem C*(0,¢) pak prostor viech funkci, které jsou v intervalu (0, ¢)
spojité spolu se svymi derivacemi az do fadu k véetné (C podle anglického continuous).

Rikdme, ze bod a je pro funkci f(z) bodem nespojitosti pruniho druhu, existuje-li
v a kone¢nd limita zprava i zleva [ozna¢me tyto limity f(a + 0) resp. f(a — 0)] a je-li
fla+0)# fla—0).

Funkce f(z) definovand v intervalu (0, £) se nazyva po ¢édstech spojitd v intervalu (0, ¢),
je-li v (0,£) spojita s vyjimkou koneéného pocétu bodu, v nichz mé nespojitost prvniho
druhu.

Prostor funkei po ¢astech spojitych v intervalu (0,¢) oznacime PC(0,¢) (PC podle
anglického piecewise continuous). Symbolem PC*(0, ¢) zna¢ime prostor funkei, které jsou
v intervalu (0, ¢) spojité spolu se svymi derivacemi az do fadu k — 1 vcetné, a jejichz k-ta
derivace je v intervalu (0, £) po ¢dstech spojité.

V dalsim budeme pouzivat zejména prostor C1(0, ¢) funkci, které jsou v intervalu (0, £)
spojité spolu se svou prvni derivaci, a prostor PC1(0, £) funkci, které jsou v intervalu (0, ¢)
spojité a maji v ném po ¢astech spojitou prvni derivaci.

Slaba formulace. Zacneme tim, Ze zavedeme pojem testovaci funkce: funkci v € C1(0, £)
nazveme testovaci, jestlize v = 0 v tom krajnim bodé intervalu (0, £), v némz je predepsana
Dirichletova okrajova podminka. Pro konkrétnost se omezime na okrajové podminky
(9.11a) a (9.18b), takze testovaci funkce v spliuje v(0) = 0. Nésobme rovnici (9.10)

testovaci funkei v a integrujme pies (0, £). Integraci per-partes ¢lenu fog[—(pu’ —ru)|vdz
a naslednym uzitim okrajové podminky (9.18b) a vztahu v(0) = 0 obdrzime

Y4 l
/ fo dr = / [_(pul N TU)/ + qu] vdx = —(pu/ _ ’I“U)U}izf)‘i‘
0 0

+/0 [(pu’ — ru)v’ + quv] dz = [apu(l) — Be + r(€)u(l) Ju(l) + /0 [(pu" — ru)v’ + quo] du.

Odvodili jsme tedy, ze feseni u ulohy (9.10), (9.11a) a (9.18b) musi splhovat kromeé
Dirichletovy okrajové podminky u(0) = gy také rovnost

/o [(pu” — ru)v’ + quo] dz + [ap + r(0)]u()v(l) = /0 fodx + B(l) (9.34)

pro kazdou funkci v € C1(0,¢), v(0) = 0. Okrajovd podminka (9.18b) Newtonova typu,
ktera se stala soucasti integralni rovnice (9.34) a je tak automaticky splnéna, se nazyva
prirozenou okrajovou podminkou. Dirichletovu okrajovou podminku (9.11a), kterd soucasti
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rovnice (9.34) neni a jejiz explicitni splnéni proto musime vyzadovat, nazyvame podstatnou
nebo také hlavni okrajovou podminkou. Rovnice (9.34) je dobfe definovana i v piipadé,
kdy funkce u a v jsou z prostoru X = PC'0, £). Testovaci funkce pak volime z prostoru
V ={v € X|v(0) = 0} testovacich funkci a Feseni u z mnoziny W = {v € X|v(0) = go}
pripustnych reseni. Dale oznacime

¢
a(u,v) = /o [(pu' — ru)v" + quou] dz + [ap + 7(€)]u(f)v(f),

e (9.35)
L(v) = / fodz + Bev(£).
0
Pak ulohu
najit u € W splnujici a(u,v) = L(v) Yv eV (9.36)

nazyvéme slabou formulaci problému (9.10), (9.11a), (9.18b). Resenf tilohy (9.36) nazveme
slabym resenim. Slabéa formulace je obecnéjsi nez formulace klasickd, nebot klade nizsi
naroky na hladkost dat:

klasicka formulace: p,r € C'(0,¢),q, f € C{0,¢), (9.37a)

slabd formulace:  p,r,q, f € PC(0,(). (9.37b)
Jestlize p, 7/, q, f € PC(0,€), p > po >0, g+ 3" > 0, ag+ 37(¢) > 0, pak tloha (9.36) m4
jediné slabé fesenti, viz [23].

Ukézali jsme si, ze klasické feseni je vzdy také reseni slabé, viz odvozeni rovnice (9.34).
Opak obecné neplati, tj. slabé feSeni nemusi byt feseni klasické. Jsou-li vSak funkce p, r,
q a f dostatecné hladké, konkrétné plati-li podminky (9.37a), pak lze dokazat, ze slabé
fesen{ u € C?(0, () je FeSen klasické.

Slab4 formulace mé v iloze tahu—tlaku prutu (kdy r = 0) vyznam principu virtudlnich
posunuti a samotné testovaci funkce v € V' maji vyznam virtudlnich posunuti du pripust-

nych feseni u € W. Slabd formulace je tedy zcela piirozend, nebot konkrétné pro ilohu
tahu—tlaku prutu popisuje zédkladni fyzikalni zdkon mechaniky kontinua.

Slaba formulace pro vSechny kombinace okrajovych podminek. Uvedme si tvar
V, W, a(u,v) a L(v) pro vSechny mozné kombinace okrajovych podminek.

(DD) Okrajové podminky (9.11a), (9.11b)

V={veX|v0)=vl)=0}, W={veX|v0)=g, vl)= g}, (9.38-DD)
¢ ¢
a(u,v) = /o [(pu’ — ru)v’ + quv|dz, L(v) = /0 fodz.

(DN) Okrajové podminky (9.11a), (9.18b)

V={veX|v)=0}, W={veX|v0)=go}, (9.38-DN)
a(u,v) = /o [(pu’ — ru)v’ + quv| dz + [op + r(O)]u(f)v(€), L(v) = /o fodz + B(f).
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(ND) Okrajové podminky (9.18a), (9.11b)
V={veX|v@)=0}, W={veX|ol) =g} (9.38-ND)

a(u,v) = /o [(pu’ — ru)v’ + quv] dz + [ag — 7(0)]u(0)v(0), L(v) = /0 fvdz + Byv(0) .

(NN) Okrajové podminky (9.18a), (9.18b)
V=X, W=X, (9.38-NN)

a(u,v) = /o [(pu” — ru)v’ + quv| dz + [ag — 7(0)]u(0)v(0) + [ + 7(0)]u(€)v(l),

L(v) = /o fodx + Bov(0) + Bev(€) .

Ve viech ¢tyfech pripadech je zaruc¢ena jednoznacnd existence slabého teseni tlohy (9.36),
pokud p,7’,q, f € PC(0,{), p > po > 0, ¢+ 357" > 0, ag — 5r(0) > 0, oy + 37(¢) > 0.
V pifpadé dlohy (9.38-NN) je tfeba navic predpoklddat ap—37(0) > 0 nebo ap+37(¢) > 0
nebo q + %7“’ > qo > 0 alespon na ¢ésti (0, £), viz [23].
Diskretizace uzitim linedrniho prvku. Na intervalu (0, /) zvolime déleni 0 = zy <
x1 < -+ < xy = £ a na kazdé tsecce (r;_1,x;) délky h; = x; — x;_1 hleddme piiblizné
feSeni U(x) ve tvaru linedrniho polynomu prochazejictho body [z;_1,w;—1] a [z;, u;], takze
r; — X T — Ti—1

hi h;
Funkce U(x) je tedy na celém intervalu (0, ¢) spojitou po édstech linedrni funkci uréenou
predpisem

U(x) = Uiywiy(2) + Unwi(x),  kde w; 1 (x) =

w;(x) =

N
Uz) = Umwj(x), (9.39)
i=0
kde w;(x) se jsou tzv. bazové funkce, linedarni na kazdé visecce (xy_1,xx) a takové, ze

(z;) 1 pro i =73,
! 0 pro i # j.

Ti—1 Z; Tit1 TN-1 xn =4

Obr. 9.2. Linearni Lagrangeovy bazové funkce
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Usecku (xi_1,2;), na které je definovana linedrni funkce urcend svymi hodnotami
U;_1 resp. U; v uzlech x; 1 resp. x;, nazyvame Lagrangeovym linedrnim prvkem nebo
také Lagrangeovym linedrnim elementem. Délku nejvétsiho dilku délent {z;}Y, oznacime
jako h, tj. h = max;<;<y h;. Necht X, je prostor vsech spojitych po ¢dstech linedrnich
funkef tvaru 32N OQuw;(x), kde {©;}Y, jsou libovolnd redlnd éfsla. Ziejme X, C X.
Necht V;, = VN X, a W, = W N X,,. Pak piiblizné feseni U, tzv. MKP fesend, obdrzime
z diskrétni slabé formulace

najit U € W), splaujici a,(U,v) = Ly(v) Yo € V. (9.40)

Ptitom index h v a;, (U, v) resp. Ly (v) znaci, Ze integral foe[(pU’ —7r)v' +qUv]dz v a(U,v)
resp. f(f fvdx v L(v) pocitdme numericky kvadraturni formuli fadu alespon jedna.

V dalsim budeme pro konkrétnost uvazovat slabou formulaci (9.38-NN). Oznaéime-li
Q' (i) piiblizné spoctenou hodnotu ffil pdz, je

i

an(U,v) = Z Q' ([pU’ — rUW + qUv) + [ag — 7(0)]U (z0)v(0) + [og + 7(O)]U ()v (),

N
Li(v) =) Q'(fv) + Bov(ao) + Bev(an) . (9.41)
i=1
Necht v(x) = Zz‘]\io O,w;(z) € Vj, je libovolna testovaci funkce (tj. ©; = v(x;) je libovolné
¢islo) a U(x) = Z;.V:O Ajw;(z) je MKP feseni (tj. A; = U(z;)). Pak z (9.40) pro tilohu
(9.38-NN) plyne

N N N
0=an(U,v) — Ly(v) = ay, (Z Ajwj, Z @iwi> — Ly (Z @iwi> =
=0 =0 =0
N N (9.42)
=0

Z ah(wj, wZ)AJ — Lh(wz)] = OT [KA — F] s

J=0

O;

i

kde 6 = (@0,@1, .. .,@N)T, K= {]{]Z'j}N pro kij = ah(wj,wl-), A = (Ao,Al, .. .,AN)T

i,j=0
aF = (Fy, Fi,...,Fn)T pro F; = Ly, (w;). Protoze 0 je libovolny vektor, musi platit

KA =F. (9.43)

Matice K byvé oznacovana jako matice tuhosti a vektor F jako vektor zatiZeni. Toto po-
jmenovani pochézi z prvnich aplikaci MKP v pruznosti a stalo se univerzalnim oznacenim
pro matici soustavy a pro vektor pravé strany v soustavé rovnic vzniklé diskretizaci
jakékoliv tdlohy MKP.

Soustavu rovnic (9.43) sestavime pomoci tzv. elementdrnich matic tuhosti K* a ele-
mentdrnich vektori zatizeni F* pifslusnych elementum (z; 1, x;), i = 1,2,..., N. Pomoci
obdélnikové formule vyjadiime

A=A 10, -0
hi D

Q' (pU') =hipi_12 = [0)"K" A",
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kde

i [ ©ia1 i1 Di-1/2 1 -1 i (A
o=(6) w=mRE(L ) e a=(50)

Znovu pomoci obdélnikové formule dostaneme

A+ A 10, —0;
2 hi

Qi(—r UU/) = — hiri,1/2 = [OZ]TKZ2AZ,

kde

- 1 1
12
K = %T'é—l/Q (_1 _1) .

Déle pomoci lichobéznikové formule obdrzime

Q' (qUv) = %hi(Qifl@iflAifl + ¢;0,A;) = [Oi]TKiBAia

3 _ 1, (-1 0
K —2’%(0 q)

a polozime K = K + K2 +K?®. Nakonec, opét pomoci lichobéZnikové formule, dostaneme

kde

7, rovnice

0= ap(U,v) — Ly(v) =

= Z Q' ([pU’ — rU + qUv) + [ag — 7(0)]U (o) v (o) + e + r(:cN)]U(xN)v(xN)] —

N

Z Q'(fv) + Bov(zo) + Brv(zn) | =

=

=) [0']"[K'A" = F'| + O[(cg — 19| Ag — Bo] + On|(ce + rn)Ax — ]

i=1
a z rovnice (9.42) tak dostaneme rovnost

N
0" KA —F] =) [0 [K'A" - F']+ (9.44)
=1
Op[(cg — 10) A0 — Bo] + On[(ar +7n) AN — B,
z niz plyne postup, jak pomoci elementdrnich matic K* = {k’,}?,_,, elementdrnich vek-
tora F! = (Fi, F&)T a ¢isel ag, 1o, Bo, au, 7w, B¢ sestavit globdlni matici K a globélni
vektor F':
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ki +ag—ro | ki Bo+F}

ki, K, + k2, | k2, . Fy + F?
k2, | k3, + k3 | ... F}+F}
ENTV4EN | kN FN 1+ FN

kQA{ kQJ\é +ap+1rN F2N—|—ﬁg

Tab 9.1: Matice soustavy K a vektor pravé strany F.

staci srovnat ¢leny se stejnymi indexy u parametru © a A (pro uréeni prvku matice K)
nebo jen u parametru © (pro urceni prvku vektoru F) na levé a na pravé strané rovnice
(9.44). Struktura matice soustavy K a vektoru pravé strany F je patrnd z tabulky 2.1.
Pro ekvidistantni déleni je vysledna soustava rovnic (9.43) stejna jako soustava rovnic
(9.25), kterou jsme odvodili diferenéni metodou.
Vypocet probihd podle nasledujiciho algoritmu:

1)
2)

4)

Matici K a vektor F vynulujeme.

Postupné prochazime jednotlivé prvky (x;_1,2;), i = 1,2,..., N, na kazdém z nich
vypocteme elementdrni matici K* = {k/,}2,_, a elementdrni vektor F* = {F/}?_,
a koeficienty k!, resp. F! piicteme k odpovidajicim prvkim matice K resp. vektoru

F v souladu s tabulkou 9.1.
Matici K a vektor F modifikujeme podle uvazovanych okrajovych podminek:

a) Je-li vlevém krajnim bodé predepsana Dirichletova okrajova podminka (9.11a),
odstranime prvni fadek matice K a prvni fadek vektoru F, pak od pravé strany
odec¢teme prvni sloupec matice K nasobeny predepsanou hodnotou gy a nako-
nec vynechame také prvni sloupec matice K.

b) Je-li v levém krajnim bodé predepsana Newtonova okrajova podminka (9.18a),
pricteme k prvku v levém hornim rohu matice K ¢éislo oy — 79 a k prvnimu
prvku vektoru F pricteme cislo .

¢) Je-li v pravém krajnim bodé predepsana Dirichletova okrajova podminka (9.11b),
odstranime posledni fadek matice K a posledni fadek vektoru F, pak od pravé
strany odecteme posledni sloupec matice K nasobeny ptredepsanou hodnotou
ge @ nakonec vynechame také posledni sloupec matice K.

d) Je-li v pravém krajnim bodé predepsana Newtonova okrajovd podminka (9.18b),
pricteme k prvku v pravém dolnim rohu matice K ¢islo oy + 75 a k poslednimu
prvku vektoru F pricteme cislo S,.

Vytesime soustavu linearnich rovnic Ku = F'. Podle zvolenych okrajovych podminek
tak ziskame
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u = (ug,us,...,uy_1)T v ptipadé okrajovych podminek (9.11a), (9.11b),
u = (uy,us,...,uy)’ v pifpadé okrajovych podminek (9.11a), (9.18b),
u = (ug,uy,...,uy_1)’ v pifpadé okrajovych podminek (9.18a), (9.11b),
u = (ug,uy,...,uy)’ v pifpadé okrajovych podminek (9.18a), (9.18b).

Pro chybu u — U a jeji derivaci plati za predpokladu u € C?(0, ¢) odhad
u—U=0(Mm*, o -U =0(h). (9.45)

Dominantni konvekce. Upwind aproximaci konvekéniho ¢lenu dostaneme z modifiko-
vané rovnosti (9.40), a sice

najit U € W, splaujici a,(U,v) + ¢, (U,v) = Lp(v) Vv € V4, (9.407)
kde clen
N
a(Uw)=>Q (&UY), & = thilow], (9.46)
i=1

reprezentuje tzv. umélou difiizi. Vhodnou volbou koeficienttt {o;}¥ ; ovliviiujeme velikost

dodané umelé diftze. Rovnost (9.40’) dostaneme z rovnosti (9.40) tak, ze v ni nahradime

Jdiftzni clen® 32N Q¥ (pU'v') élenem SN Q'([p+6)U"'), tj. na prvku (z;_y, x;) priddme
k diftizi p umélou difuzi §;. Pomoci obdélnikové formule dostaneme

Q' (3hs|or|UY) = [0 KA, (9.47)

kde
. 1 -1
K — %|0i7“i—1/2| (_1 1> ) (9.48)

Polozime K! = K% + K + K® + K a soustavu rovnic sestavime podle tabulky 2.1.
Pro ekvidistantni déleni a o0; = 1,7 =1,2,..., N, dostaneme rovnice (9.29). Ovéite! Pro
chybu v tom ptipadé plati pouze

uw—U=O0(h). (9.49)

Kdyz p, r jsou konstanty, ¢ = f = 0, okrajové podminky jsou Dirichletovy, viz (9.11),
a déleni je ekvidistantni, pak pro

1 h
o; =0 =cothk — —, kde k= r—, (9.50)
K 2p
dostaneme pfesné feseni, viz [13]. Cislo & je zndmo jako lokdini Pecletovo ¢islo. Snadno
ovéiime, ze funkce o(k) je rostouci, lim o(k) = —1, lir%a(/{) =0, lim o(k) = 1. To
K——00 K—> KR—00

je zéddouci chovéni: pro dominantni konvekei |o] — 1, tj. dostaneme ¢isty upwind, a pro
dominantni diftzi |o| — 0, tj. dostaneme standardni schéma bez umeélé diftze.

233



Proto 1ze doporucit univerzalni volbu

1 i— hz
o; = cothk; — —,  kde Hizrliﬂ, 1=1,2,..., N, (9.51)
Ky 2pi71/2

ktera je vhodna pro kazdou konvekéné-difizni ilohu, nezavisle na tom, zda je konvekce

dominantni ¢ nikoliv.

Priklad 9.3. Uvazujme konvekéné diftzni ilohu
—u' + (r(z)u) =25 —z), z€(0,5),
uw(0) =0, u'(5)+100(u(5) —2) =0,

pricemz

{ 30 { T <25,
r(z) = pro

0,1 x> 2,5.

Resen{ ziskané MKP pro N = 20 je zakresleno na obrazku 9.3. Cervend kiivka zobrazuje
feSeni spoctené programem bvp4c s vysokou presnosti, tedy prakticky presné reseni. Zelené
¢tverecky zobrazuji numerické feseni, vlevo bez umélé diftize, tj. kdyz K = O, vpravo
s umeélou difazi, viz (9.48), (9.49) a (9.51). Pro K = O a N > 75 dostaneme numerické
feSeni bez oscilaci, jak lze experimentalné ovérit. Kritickd hodnota N = 75 je v souladu
s podminkami (9.26) prop=1,r=30a h =5/N:

1 1_5
—rh <p, tedy =30— <1, takze N > 75. 0
o TSP W 5N
40} 40f
35}
30t
30f
20t o5
> 1o} 9 > 20f
H 15} :
IR 10} :
=] -
10t 5 :
bevesresd
-20 : : : ' ' : :
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
X X

Obr. 9.3. N = 20, vlevo bez umélé diftize, vpravo s umélou difizi.
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10. Parcialni diferencialni rovnice

Parcidlni diferencidlni rovnice (stru¢né PDR) vyjadiuje vztah mezi funkci nékolika
proménnych a jejimi parcialnimi derivacemi. Parcidlni rovnice a jejich soustavy jsou ma-
tematickym modelem mnoha technickych tloh. Cetné modely byly vytvoreny jiz v minu-
Iych staletich, jejich praktické feseni vSak umoznily teprve vykonné pocitace. Prostiedky
klasické matematické analyzy se zkouma existence, jednoznacnost, hladkost a dalsi vlast-
nosti feSeni v zavislosti na koeficientech rovnice, okrajovych a pocateénich podminkach
a na oblasti, ve které ma byt rovnice splnéna. Tuto oblast budeme standardné znacit
symbolem 2. Pro nékteré jednodussi tlohy lze témito prostiedky najit i presné feseni,
casto ve tvaru nekonecné rady. Prevaznou vétsinu téchto tloh vsak dovedeme teSit pouze
priblizné, numericky.

Oznaceni eliptické, parabolické nebo hyperbolické ziskaly PDR na zdkladé forméalni
podobnosti s rovnicemi kuzelosecek. Staciondrni ilohy jsou na ¢ase nezavislé, tlohy ne-
staciondrni na case zaviseji. K jednozna¢nému urceni feseni nestaci samotnd diferencidlni
rovnice, je nutno zadat jesté okrajové podminky a u nestacionarnich tloh také pocatecni
podminky. Ve tfech nasledujicich kapitolach uvedeme nejjednodussi rovnice druhého radu.
Omezime se pfitom na PDR ve dvou proménnych, tj. ve stacionarnim piipadé jde o ulohu
ve dvou prostorovych proménnych z, y a v nestacionarnim ptipadé se uvazuji ilohy s je-
dinou prostorovou proménnou x, druhou proménnou je c¢as .

Diskretizaci v prostorovych proménnych provedeme pomoci diferenc¢ni metody, metody
koneénych objemu a metody koneénych prvku. Metoda konecénych prvku jednoznacné
dominuje pfi feseni problému mechaniky pevné faze, zatimco pro proudéni tekutin se vice
pouzivaji programy pracujici na bazi metody konec¢nych objemu.

Nékolik pojmu. Uzdvér mnoziny M € R? je sjednocenfm bodi mnoziny M a bodi
lezicich na jeji hranici OM. Uzdvér M znacime M, tj. M = M U OM.

Oblasti rozumime otevienou souvislou mnozinu v R%.

Necht €2 je oblast. Prostor funkei, které jsou v 2 spojité spolu se svymi derivacemi az
do tadu k, znacime C*(€). Prostor C’O(Q) funkef spojitych v Q znaéime struéné C(9).

Rekneme, 7ze funkce u je v § po Eastech spojita, Jestllze Q je sjednocenim uzaveéri
koneéného poctu navzajem disjunktnich podoblasti, tj. O = JQ;, ;N Q; =0 pro i # j,
a jestlize u je na kazdé z podoblasti §2; spojita a spojité prodlouzitelnd az do hranice, t;j.
existuje spojita funkce @; € C(Q;) s vlastnosti 4; = u; v €;. Prostor po ¢éstech spojitych
funkef znacime PC(). Symbolem PC*(€2) znacfme prostor funkei, které jsou v oblasti
spojité spolu se vSemi svymi derivacemi az do fadu k—1 véetné a jejichz k-té derivace jsou
po &astech spojité. Tak tieba PC(Q) je prostor funkei, které jsou v  spojité a jejichz
prvni derivace jsou v €2 po castech spojité.

Definici funkce spojité a funkce po castech spojité na hranici lze prostrednictvim para-
metrického vyjadreni hranice prevést na definici funkce spojité a funkce po ¢astech spojité
na usecce, viz kapitola 9.4. Pokud jde o znaceni, tak tteba PC(I'y) je prostor po castech
spojitych funkei na ¢ésti I'y C OS2 hranice oblasti €.
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10.1. Uloha eliptického typu

10.1.1. Formulace tulohy

Bud Q omezend oblast v R%. O hranici I' = 9Q oblasti predpokladejme, ze je
sjednocenim uzavéru dvou navzijem disjunktnich ¢asti 'y a T'y, tj. I' = T1UTy, [Ny = 0.
Dale n = (ny,n9)T necht je jednotkovij vektor vnéjsi normdly hranice a

ou v ou n du

—=n-Vu=n;— +ng—

on "o 2 dy
je derivace ve sméru vnéjsi normaly.

Necht p(z,y) > po > 0, q(z,y) > 0, f(z,y), 9(2,y), a(z,y) > 0 a B(z,y) jsou dané
funkce. Nasim tkolem je urcit funkci u(z, y), kterd uvnit {2 vyhovuje diferencialni rovnici

(e 5e) - o (b)) +alepu=fa) v e, (10,1

na hranici I'; splnuje Dirichletovu okrajovou podminku
u=g(z,y) na 'y, (10.2)

a na hranici I'y spliuje Newtonovu okrajovou podminku

—p(z, y)g—z = a(z,y)u — Bz, y) na I’y . (10.3)

Je-li v (10.3) a = 0, dostaneme Neumannovu okrajovou podminku.
V piipadeé, ze p je konstanta a ¢ = 0, délime rovnici (10.1) éislem p a vznikne Poisso-
nova rovnice

—Au = f(z,y) v Q, (10.4)
kde Laplacetv operdtor A aplikovany na funkci u je

v J*u

Ay=28 00
“ 8x2+8y2

Rovnice Au = 0 se nazyva Laplaceva rovnice.

Fyzikalni vyznam. Ulohu (10.1) - (10.3) muzeme interpretovat jako staciondrni vedeni
tepla v nekonecném hranolu o prufezu €). Pak u je teplota, p tepelna vodivost, —pVu je
tepelny tok, ¢ je mérny tepelny odpor, f je intenzita vnitinich tepelnych zdroju, okrajova
podminka (10.2) predepisuje teplotu na povrchu a v okrajové podmince (10.3) je —p du/On
tepelny tok ve sméru vnéjsi normaly, a je koeficient pfestupu tepla a (3 je predepsany
tepelny tok.

Poissonova rovnice s homogenni Dirichletovou okrajovou podminkou v = 0 vyjadiuje
napt. pruhyb membrany upevnéné na okraji a zatizené tlakem tmeérnym funkci f.

Laplaceova rovnice s Neumannovou okrajovou podminkou popisuje napi. potencialni
proudéni: u je potencidl vektoru rychlosti v = (v1,v5)7, kde v; = Ou/0z, vy = Ou/Oy.
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Rovnice 0 = Au = divv = 0 je znama jako podminka nestlacitelnosti. Neumannova
okrajova podminka du/On = v-n = [ predepisuje normélovou slozku rychlosti v, = v-n.
Pomoci Gauss-Ostrogradského véty, viz napf. [44],

/divvdxdy:/ V-ndS:/ @dS:/ £dS =0,
Q o0 a0 On o0

dostavame nutnou podminku existence feseni. Potencial u neni uréen jednoznacné: je-li u
feSeni, je také u+ C feSeni, kde C' je libovolna konstanta. Rychlost v vsak uz jednoznacné
urcena je.

Existence a jednoznac¢nost reSeni. Podminky zarucujici existenci a jednoznacnost
klasického feseni u € C2%(Q) problému (10.1)-(10.3) jsou komplikované a proto je zde
uvadét nebudeme. V praktickych aplikacich vystacime s existenci tzv. slabého rTesent,
které existuje za podminek v aplikacich bézné splnénych.

V dalsim budeme ptedpokladat, ze €2 je mnohouhelnik, p > py > 0, ¢ > 0, f jsou po
castech spojité v €2, g je spojitd na I'y, a > 0, 3 jsou po ¢astech spojité na I's, a pokud
' = T'y, pak budto ¢ > qo > 0 na ¢ésti Q nebo a > ap > 0 na ¢ésti I'y. Za téchto
predpokladu existuje jediné slabé feseni u € PC'(2) problému (10.1)—(10.3), viz napt.
23]. Je-liI' =Ty, ¢ =0, @ = 0 a pokud [, fdazdy + [, 8ds = 0, pak méa dloha (10.1)—
(10.3) nekoneéné mnoho fesent: je-li u teseni, pak také u+ C' je feseni, kde C je libovolna
konstanta.

Zesilenim uvedenych predpokladu lze docilit toho, ze slabé feseni je také teseni kla-
sické. Tyto zesilené predpoklady vsak obvykle odporuji pozadavkum praktickych aplikaci.

10.1.2. Diferené¢ni metoda

Diskretizace okrajové tlohy ve dvou dimenzich je analogicka diskretizaci jednodimen-
ziondlni ulohy, viz kapitola 9.2.

Princip metody. Abychom vyklad nezatézovali detaily nepodstatnymi z hlediska nume-
rické metody, za¢neme fesenim Dirichletovy tlohy pro Poissonovu rovnici na ctverci, tj.
fesime rovnici (10.4) s okrajovou podminkou (10.2) pro I'y = I', kdyz ©Q = (0,¢) x (0, ¢)
je ¢tverec se stranou délky £.

Na Q vytvoifme pravidelnou ¢tvercovou sit. Diferenéni metoda se proto také casto
nazyva metoda siti. Zvolme tedy N > 1 celé a definujme krok h = ¢/N. Oznaéme x; = ih,
i=0,1,...,N,y; = jh, j =0,1,...,N. Body [z;,y;], i, = 0,1,..., N, nazveme uzly
sité. Rovnice (10.4) mé byt splnéna ve vSech bodech [z, y] uvnitt Q, musi tedy byt také
splnéna ve vSech vnitinich uzlech, tj.

B O*u(xy, y;) B O*u(xy, y;)
Ox? Oy?

Parcialni derivace vyjadiime pomoci centrélnich diferenci

= f(zi,y), 4,j=1,2,...,N—1. (10.5)

B 82U(?L’Z‘, Yj) B —u(i1,Y;) + 2u(rs, y5) — w(@ip1,Y;) + O(hQ)

Ox? B2 (10.6a)
2
L) (T yio1) + 2u(w, ) — (g, y;
_9 “é”;zz’ Yi) w(wi, yj-1) u;;z,yg) u(Zi, Yj1) +O(R?), (10.6b)
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dosadime do rovnice (10.5) a chybové ¢leny O(h?) zanedbdme. Po vyndsobeni h? dosta-

neme soustavu sitovijch rovnic

—Ui—1j — i1 + Wiy — Ui — Uipry; = P fiy, 4,5 =1,2,... N —1, (10.7)
y I h I h I
L B e e |
S e
T
]
T S Sl S B
| | | | | h
Y e e S s SRS SR SES
e
- - - - - ! z
_cho Ti-1 Ti  Titl xy =41

Obr. 10.1. Sit

kde u;; je aproximace u(x;,y;) a fi; = f(x;,y;). Z okrajové podminky (10.2) dostaneme

Wij = Gij

pro ¢ =0 nebo 2 = N nebo 7 =0 nebo j =N,

(10.8)

piicemz g;; = g(x;,y;). Kdyz z (10.8) dosadime do (10.7) a na levé strané ponechdme
pouze ¢leny s nezndmymi u;;, dostaneme soustavu (N —1)? linedrnich algebraickych rovnic,

kterou muzeme zapsat maticové ve tvaru

Ku=F.

Pro N = 4 m4 soustava rovnic (10.9) nésledujici tvar:

4 -1 0|-1 0 O 0O 0 0 U1
0 -1 4 0 -1 0 0 0 U3
-1 0 0 4 -1 0|-1 0 O U921
o -1 0|-1 4 -1 0 —1 0 U929
0 0 -1 0 -1 4 0 0 -1 Uos
0O o0 o0|-1 0 O 4 -1 0 Us31
0 0 O o -1 0|-1 4 -1 U3
0 0 O 0 0 -1 0o -1 4 Us3
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(10.9)

h? fi1 + go1 + 1o

h% f1a + goz

h? f13 + gos + 14

h%fa1 + 920
= h2f22

h? fas + 924

h? f31 + ga1 + 3o

h? f35 + gao

h? f33 + gas + g3a



Prava strana rovnice odpovidajici uzlu, ktery neni sousedem hranice, obsahuje pouze
clen h?f;;, pro uzly nejblizs{ vrcholum ¢étverce pribudou dva ¢leny s funkef ¢ a pro ostatni
sousedy hranice jeden ¢len s funkei g.

Soustavu (10.9) lze napsat v blokovém tvaru

B -1 O O O O u; F1
—1I B -1 O O (@) Us F2
O -1 B O O O u; F;
: (10.10)
O O O —1I B -1 Un-—92 FN_2
O O O O -1 B uy-_; Fn_y

kde T je jednotkova matice tadu N — 1, O je nulova matice tadu N — 1 a B je tiidiagonalni
matice fadu N — 1 tvaru

4 -1 0 0 0 O

-1 4 -1 0 0 O

0 —1 4 0O 0 O

B —

0 0 O -1 4 -1

0 0 O 0 —1 4
Vektory w; = (uj, Wiz, .-, uin—1)", @ = 1,2,..., N — 1, jsou &&sti celkového vektoru u
neznamych, vektory ¥; = (Fj1, Fyo, ..., Fyn-1)T,i=1,2,..., N — 1, jsou ¢asti celkového

vektoru F pravych stran.
Pro homogenn{ okrajovou podminku g(z,y) = 0 je F;; = h?f;;, pro nehomogenn{
okrajovou podminku je v nékterych rovnicich piispévek z hranice, presné

Ej:thija QSZSN_Qa QSJSN_Qa
Fiy =R fi + gio Fina=hfina+gn, 2<i<N-2,

Fiy=h*fi1 + gor + o, Fina1=hfin i1+ gon1+ o,

Fy 11=hRfyva1+9gv+9v10, Fnoanvi=hfyana1+gvni+Invin-

Matice K soustavy (10.9) ma fadu vynikajicich vlastnosti. Nékteré z nich jsou patrné
okamzité: K je symetrickd, diagonalné dominantni, pasova a pétidiagonalni. Matice K
je pro velké N f{dk&, nebot pocet jejich nenulovych prvki je maly: z celkového poétu
(N —1)* je jich nenulovych jen 5(N — 1) — 4(N — 1). D4 se dokdzat, ze K je pozitivné
definitni a tedy regularni.

Jsou-li funkce f a g dostatecné hladké, pak pro chybu metody plati

u(zs,y;) — iy = O(h?). (10.11)
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Obdélnikova oblast. Je-li Q2 = (0, a)x(0, b) obdélnik a na ném chceme zvolit pravidelnou
sit, musime ve sméru osy y vybrat obecné jiny krok nez ve sméru osy x. Necht tedy N > 1
je pocet dilku ve sméru osy  a M > 1 je pocet dilku ve sméru osy y. Polozime h = a/N,
k =b/M a definujeme z; = ih, i =0,1,...,N,ay; = jk, j =0,1,..., M. Sit je tvofena
uzly [z;,y;] proi=0,1,...,N,j=0,1,..., M. Pii diskretizaci Poissonovy rovnice (10.4)
postupuje analogicky jako diive, jen misto (10.6b) pouzijeme

Pulxi,y;)  —u(wi, yi—1) + 2u(zi, y;) — u(@s, yj41) 9
o 9 _ (3] 79 79 k’ 1 . ba

a tak misto rovnic (10.7) dostaneme proi =1,2,...,N—1aj=1,2,..., M — 1 rovnice

—Uim1j + 22U — Uig1y | —Uij—1 + 22U — Ui ;
— P = iy (10.7)

Je-1i feseni u dostatecné hladké, pro chybu plati
U(l’i, y]) — Uiy = O(h2 + ]{?2) . (10117)

Obecnéjsi rovnice. Pii diskretizaci rovnice (10.1) aproximujeme ¢cleny —[pu,], a —[pu,],
pomoci vzorce (9.14). Tak ve vnitinich uzlech dostaneme misto (10.7") rovnici

—Pi—1/2,U%i-15 T (Pi—1/2,j + Div1/2,5)Wij — Piv1/2,%i+1,5

2 + (10.77)
—Dij—1/2Wij—1 + (Pij—1/2 + Dij1/2)Wij — Pij+1/2Wij+1 B
2 + qijui; = fij -

Pritom index ;1o znamena, ze za argument r dosadime x; + %h, a podobné index ji/o
znamena, ze za y dosadime y; + %k‘
Je-1i feseni u dostatecné hladké, pro chybu opét plati (10.11).

Newtonova okrajova podminka. Pii diskretizaci postupujeme obdobné jako v jednodi-
menzionalnim pripadé, viz odvozeni vztahu (9.19). Ukazeme si to na piikladu podminky

Ou(z,y)

—pla,y) o =a’(y)ula,y) - B(y), 0<y<b, (10.12e)

na vychodni (east) strané obdélnika 2. Splnéni rovnice (10.
[N, y;] na strané x = a. Pii diskretizaci —[pu,].(zn,y;), 1 <
zcela analogicky jako v jedné dimenzi, t;.

5) pozadujeme i v uzlech
J < M — 1, postupujeme

_ PNjUs (TN, Yj) — PN—1/2,5Us(TN-1/2,Y5)
1
sh
2

—[pusle (N, y;) = +0(h) = (10.13e)

u(xn, y;) — u(ry-1,9;)

h +o(h).

aSu(zn, yj) — B5 + py-1/2,;
1
>h
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Pomoci (10.13e) a uzitim standardni aproximace ¢lenu —[pu,],(xy,y;) dostaneme ve
vnitinich uzlech [zy,y;] vychodni strany z = a, tj. pro j =1,2,..., M — 1, rovnici

—PN-1/2,jUN-1,j T+ (pN—l/Q,j + hozj)UNj

h2

—PN,j—1/2UNj—1 T (pN,j—1/2 +pN,j+1/2)UNj - pN,j+1/2UN,j+1_'_

52 (10.14¢)

1 1 1.
S INjUNG = ifNj + Eﬁj :

Predpoklddejme, ze Newtonova okrajovda podminka je predepséna také na severni (north)
strané strané €2, tj. ze plati

du(z,y)

v W = a"(z)u(x,b) — 8"(x), 0<z<a. (10.12n)

Podobné jako pti odvozeni (10.13e) dostaneme

U($iayM) - U(»’Ui,nyl)

k +O(k).
(10.13n)

;' u(xs, yar) — B + Pini-1)2
1
5/{

_[puy]y(xz‘a Ym) =

Odtud a uzitim standardni aproximace ¢lenu —[pu,].(x;, yar) dostaneme pro vnitini uzly
horni strany y = b, tj. prot=1,2,..., N — 1, rovnici

—Di—1/2,MWi—1,M + (Di—1/2,M + Pit1/2,M) Uikt — Dit1/2,MWit1,M
2h?
—Pi,M—1/2Ui M—1 T (2%,1\/1—1/2 + kol uipg l o 1 ‘ l n
k2 + 2qZMuZM — 2sz + kﬂz .
Pokud je Newtonova okrajova podminka predepsana soucasné na vychodni i severni
strané, dostaneme v severovychodnim rohu [z, yas] (pomoci (10.13¢) pro j = M a (10.13n)
pro i = N) rovnici

+ (10.14n)

—DPN-1/2,MUN—-1,M + (PN—1/2,0 + haG )unnm
2h?2

—DPN,M-1/2UNM-1 T (PN, M—1/2 + kol )unar
2k2

(10.14ne)

1 1 11
ZQNMUNM = ZfNM + ﬁﬁM + %BN-

Pti diskretizaci Newtonovy okrajové podminky na ostatnich stranach a v rozich postu-
pujeme podobné. Je-li feseni u dostatecné hladké, pro chybu opét plati (10.117).
Rovnice s konvekénim c¢lenem je tvaru

0 0 ou

5 (e~ () = 5 (o)~ el ) +ale.)u = Flz.p). (10.15)
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Necht r = (ry,79)7. Na ¢dsti I’y = {x € 9Q | r - n < 0} hranice predepiSeme Dirichletovu
okrajovou podminku a na zbyvajici ¢asti I's = {x € 9Q | r-n > 0} hranice predepiseme
Newtonovu okrajovou podminku. V dynamice tekutin I'; muze byt vtok, to kdyz r-n < 0,
nebo neprostupnd sténa, to kdyz r-n = 0. Cést T', reprezentuje vytok. Abychom zajistili
jednoznacnou existenci feseni, predpokladejme, ze

87’1(1', y) + 87’2(1', y)
ox oy

divr(z,y) = >0, (x,y) € Q. (10.16)

V dynamice tekutin divr(z,y) = 0. Konvekéni ¢leny (rju), a (rou), aproximujeme po-
dobné jako v jednorozmérné tloze, viz. kapitola 9.2. Ukazme si to pro konvekéni clen
(rqu)z. Omezime se pfitom jen na vnitini uzel [z;,y;]. Pomoci centralni diference dosta-
neme

(riw)e (@i, y;) = ([ (@12, y5) — [rou(icye, v;)) [he

Dalsim krokem je aproximace konvekénich toki [ru](zi11/2,y;) a [riu](2i—1/2, ;). Protoze
aproximace obou téchto toku je zalozena na stejnych pravidlech, vénujme se podrobné jen
aproximaci [r1u}(2i11/2,y;). Ta zavisi na dvourozmérné analogii podminky (9.26): pokud
plati

shllrilosl < pijeg, shllrivyegl < v, i=0,1,..., N =1, 3hl[r]y;| < pyv-1/24,
(10.17)
urcéime u(z;11/2,y;) interpolaci z hodnot u(z;, y;) a u(zit1,y;), ti.

[riu](i1y2,y5) = 3lri)ic1y2 (u(@s, y;) + u(@ia,y;)) (10.18)

v opa¢ném piipadé pouzijeme upwind aproximaci

[rlu] (xi+1/2>yj) ~ [rl];”;yg,ju(xiayj) + [rl];l/z,ju(xi—%la yj)' (10'19)
Konvekéni élen (rou), (5, y;) aproximujeme obdobneé jako ¢len (riu),(z;, y;), pii rozhodo-

vani o typu aproximace konvekéniho toku [rou](x;, y;41/2) se fidime podminkou

%M[Tz]id < Di1/2; %M[Tz]z‘,jﬂ/ﬂ <DPij+1/2, J=0,1,...,.M—1, %k‘[TﬂiM‘ < DiM-1/2-
(10.20)

Aproximujeme-li konvekéni ¢leny interpolaci, pak za predpokladu dostatecné hladkosti
feseni u pro chybu plati (10.11%). Jestlize vSsak konvekéni ¢leny aproximujeme uzitim
upwind aproximace, fad chyby se o jednotku snizi, pro chybu plati jen

Pro dosazeni presnosti fadu O(h? + k?) je tieba pouzivat presnéjsi upwind aproximaci
konvekéniho toku, viz (9.287).

Dirichletova okrajovda podminka. Standardni postup je tento: je-li v uzlu [z;,y;]
pfedepsana hodnota feseni u(z;,y;) = g¢;j, rovnici pro tento uzel vibec nesestavujeme
a v rovnicich obsahujicich wu;; polozime u;; = g;;.

242



Podminky u;; = g;; 1ze vynutit i jinak. Nejdiive sestavime soustavu rovnic jako kdyby
na ¢asti 'y hranice byla predepsdna Newtonova okrajovd podminka (10.3) s a = g = 0.
Nasledné modifikujeme rovnice pfislusné uzlum lezicim na I';. Predpokladejme, ze uzlu
[z, y;] s predepsanou hodnotou u(z;, y;) = ¢;; prislusi r-ta rovnice soustavy Ku = F. Pak
provedeme ky, := Kk, F. := kkygij, kde k je velké ¢islo, napt. k = 10%°. To zpusobf, ze
mimodiagonalni koeficienty v r-té rovnici budou oproti velkému diagonalnimu koeficientu
prakticky zanedbatelné, takze r-ta rovnice nabude pfiblizné tvaru sk, u, = kk,,g;; nebo-li
U, = gij, coz jsme potiebovali zajistit.

10.1.3. Metoda konecnych objemi

Metodu vysvétlime pro konvekéné-diftzni dlohu (10.15), (10.2), (10.3).

Pravidelna sit. Uvazujme nejdifve piipad, kdy Q = (0,a) x (0,b) je obdélnik. Na
zvolme uzly [x;,y;] = [ih,jk],i=0,1,...,N, 7=0,1,...,M, kde h =a/N, k = b/M.

Y | h [ | h/2 1
I I I I
b= Ym T T T T 3
1 1 1 1 By Ik:/Q
Yirr fo---opo---- R H R IERRERE EEEEE IBREEE EEEES (]
Yit1/2 | : | | 4
1 =l |
Yi p-----r---- ¥ - - - - il ®--—-—-1---- @ --—-——1----- W--- - - [SEEE y |k
Yi-1/2 3 1 1 1 -
Yi-1 b-----F----- e & --——{---—- R R e [
yo | | | | :
o Ti-1 Ti—1/2  xp  Titl/2  Titl IN-1 TN-1/2 ZIN =0

Obr. 10.2. Vnitini buiika B;;, hrani¢ni buiika By; a rohova bunka By

Obdélnik
Bij: [<l’i_1/2,l'i+1/2> X <yj_1/2,yj+1/2)}ﬂ Q, izO,l,...,N, jZO,]_,...,M,

nazveme konecénym objemem (struéné burnkou), viz Obr. 10.2. Integraci diferencidlni rov-
nice (10.15) pfes buiiku B;; dostaneme bilanéni rovnici

/ [—(puy — ru)y — (puy — rou), + qu| dedy = / fdxdy. (10.21)
Bij Bij
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Uvazujme nejdiive pripad, kdy B;; je vnitini buiika, tj. kdyz 0 <i < N a 0 < j < M.
Pak B;; = <xi_1/2,xi+1/2> X <yj_1/2,yj+1/2>, viz Obr.10.2. Integraci per-partes obdrzime

Yj+1/2 Yj+1/2
- / [pu, — 71U (!Ei+1/2, y) dy + / [pus — r1u] (:Eifl/Qa y) dy—

Yj—1/2 Yj—1/2

Tit1/2 Tit+1/2
- [ b et [ =l (m g der (102)

Ti—1/2 Ti—1/2

o),

Ukazeme si, jak provést aproximaci prvniho ¢lenu v (10.22), zbyvajici jednoduché integrély
se aproximuji podobné. Pomoci obdélnikové formule dostaneme

qudxdy:/ fdxdy.
Bij

ij

Yj+1/2
—/ [Pum - Tlu] ($i+1/27 y) dy ~ k?[_pi+1/2,juz($i+1/2> yj) + [Tlu] ($i+1/2, yj)] )
Yj—1/2

derivaci 1, (%;41/2,y;) aproximujeme pomoci centrdlni diference

Uz (Tig1/2,Y5) = [u(@ir, ys) — w(ws, y;)]/h

a [ru](@i41/2,y;) aproximujeme stejné jako v diferenéni metode, viz (10.17)—(10.19).
Dvojné integraly v (10.22) aproximujeme pomoci soucinové obdélnikové formule:

J

Po dosazeni do (10.22) dospéjeme ke stejné rovnici, jakou bychom dostali pomoci dife-
ren¢ni metody.

Vénujme se nyni pfipadu, kdy uzel [z;,y;] lezi na hranici 09, tj. kdyz i = 0 nebo
i = N nebo j = 0 nebo j = M. Jestlize uzel [z;,y;] lez{ na ¢dsti T'; hranice a je v ném
tedy predepsana hodnota u(z;,y;) = g¢(x;,vy;), pak bilanéni rovnici (10.21) pro takovy
uzel viubec nesestavujeme. Uvazujme tedy piipad, kdy uzel [z;,y;| je vnitinim bodem
hranice ['s. Pro konkrétnost budeme uvazovat vnittni uzel vychodni strany obdélnika (2,
tj. uzel [xn,y;], 0 < j < M, pro ktery By; = (Tn_1/2, TN) X (Yj—1/2: Yj+1/2), Viz Obr. 10.2.
Bilanéni rovnici (10.21) upravime integraci per-partes,

Yjt+1/2 Yjt+1/2
- / pue — 4] (en,y) dy + / [ps — 1] (210, ) dy—

Yj—1/2 Yj—1/2

qudxrdy = hkqu(z;, y;) , / fdzdy =~ hkf; .
Bl’j

ij

TN TN
[ e [ - @ des (1029)
TN—-1/2

TN—-1/2

—I—/ qudxdy = fdxdy.
BN' BN]'

J

Prvni integral v (10.23) upravime uzitim Newtonovy okrajové podminky (10.12e),

Yji+1/2 Yjr1/2
- / [pue — ru] (zn, y) dy = / [a“(y)u(zn,y) — B(y) + [rul(zn,y)] dy,
Yj—1/2

Yj—1/2
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a pak pouzijeme obdélnikovou formuli, takze

_ /yHl/Q [pu, — ru] (vy,y) dy = k[(o‘j + [r1]vg)u(en, y;) — 636] '
Yj1/2

Druhy integral v (10.23) aproximujeme stejné jako obdobny integral ve vnitini bunce.
Treti integral v (10.23) aproximujeme uzitim jednostranné obdélnikové formule

TN
- / [puy - 7"2“] (33, yj+1/2) dz ~ _%h[puy - Tzu] (iUN, yj+1/2) )

TN—-1/2

zbyvajici aproximace se provedou stejné jako ve vnitini buinice. Ctvrty integral v (10.23)
aproximujeme obdobné jako tfeti integrél. Posledni dva integraly v (10.23) aproximujeme
uzitim jednostranné soucinové obdélnikové formule

/ qudzdy ~ shkqnu(zy, y;), fdzdy =~ $hkfy; .
BNj

BNj

Po dosazeni do (10.22) opét dojdeme ke stejné rovnici, jakou bychom dostali pomoci
diferen¢ni metody.

Diskretizaci bilanéni rovnice pro rohové koneéné objemy lze provést pomoci diive
uvedenych obratu a proto zde jiz tuto diskretizaci neuvadime.

Obecnéjsi sit bunék. Mnohothelnik © vyjadifme jako sjednoceni koneéného poctu
uzavienych trojihelniki, z nichZ kazdé dva jsou budto disjunktni nebo maji spolecny
vrchol nebo stranu. Vrcholy trojihelniki nazveme uzly. Soubor vSech trojihelniku vytvaii
tzv. triangulaci oblasti Q, v metodé konecnych objemu oznacovanou jako primdrni sit,
viz Obr. 10.3. Ke kazdému uzlu P; pritadime bunku B;. Sestavime ji z ptilehlych céasti
Cijr vSech trojihelniki s vrcholem P;. Objasnéme si to podrobnéji.

Obr. 10.3. Dudln{ sit
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Necht Ty, je trojuhelnik s vrcholy P;, P; a Py. Oznacme Pj; stied strany P Pj, Py

Cijr s vrcholy Py, Py, Piji a Py, viz Obr. 10.4. Tento postup opakujeme pro vsechny
trojuhelniky T;;i, které obsahuji uzel P;, a sjednocenim pfilehlych ¢asti C;j;; dostaneme
bunku B;. Vnitin{ bunka B; ptislusna vnitinimu uzlu P; ¢ 0f je zakreslena na Obr. 10.5,
hrani¢ni butika pro P; € 9§ pak na Obr. 10.6. Mnozina vsech bunék se nazyva dudini sit,
viz Obr. 10.3.

Diskretizace vychéazi opét z bilan¢ni rovnice (10.21). Pomoci Gauss-Ostrogradského

veéty
buz —1u
/ divwdxdy:/ (w-n)ds, kde w= :
B; 0B; puy — rau

dostaneme analog rovnice (10.22),

/ {—p Ou + (r- nl)u} ds + / qudxdy = / fdxdy, (10.22")

7

kde r-n; = ring +rong a n; = (ni,nb)7 je jednotkovy vektor vnéjsi normdly hranice dB;

Obr. 10.4. Cijk =B;N T’ijk Obr. 10.5. Vnitini bunka B;

Klicova je aproximace kiivkového integralu. Vénujme se nejdiive pripadu, kdy B; je
vnitini bunka. Hranici 0B; vyjadiime jako sjednoceni spolecnych ¢asti 0B;; = 0B; N 0B;
buiiky B; a sousednich bunék Bj, tj. 9B; = |J,; 0By;. Protoze faBi =, faBi]-’ sta¢i popsat
aproximaci jen na 0B;;. To lze provést tieba takto:

ou
—p 4+ (r-n;)u|ds =
/BBZ-]- [ on; ( )

u(F;) — u(P))
| PP

+ (r-m)u(By) |,

0B [p(ﬂj)
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kde |0B;| je délka OB;;, [PiP;| je délka tisecky PP,

17
(r-n); =1(Py) ny =r(Py)n +r2(Py)ny a ny = (nf,n)" = (P — P)/|PP|

T
je jednotkovy vektor ve sméru vektoru P, P;. Zbyvéa aproximovat hodnotu u(P;;) ve stfedu
usecky P;P;. Jestlize je dominantni diftze, tieba kdyz

3IPiPyl|(r - m)y| < p(Py),
zvolime aritmeticky prumeér
u(Py) = 3(u(P) +u(F)),

v opacném piipadé uzijeme upwind aproximaci,

[T ) >0,
u(Py) =~ P) pokud (r-n);

< 0.

Dvojné integraly aproximujeme jako soucin obsahu |B;;| bunky B;; a hodnoty integrandu
v bodu P;, tj.

g/wm@w@mmwm, /f@@zwwmy
B; B;

k3

Pro uzel P; lezici na hranici I'y bunku B; nepo-
tiebujeme a klademe u(P;) = ¢g(F;). Pro vnitini
uzel P; hranice I'y sestrojime hraniéni bunku,
viz Obr. 10.6. Hranice 0B; = Uj 0B;; U0B; je
sjednocenim spolec¢nych casti 0B;; = 0B; N 0B,
bunky B; a sousednich bun¢k B; a déle casti
0B;y = 0B; N I'y hranice bunky B; lezici na
hranici I'y, 0B;o = TPZ] U P, P, na Obr. 10.6.

Obr. 10.6. Hraniéni bunka B;

Pii aproximaci | aB,, VYuzijeme predepsanou Newtonovu okrajovou podminku (10.3),

ou
/BBio [_pani " (r . nl)u:| do = /831'0 [Oéu —A+ (I' . nl)u] ds ~

|0Byo| [a(P)u(P;) = B(P)] + 1(P)- [|PPy|ni; + PP |n, Ju(P),

kde nj; resp. nj; je vektor vnéjsi normély bunky B; na strane P,P; resp. P;Py. Zbyvajici
aproximace se provedou stejné jako u vnitini bunky.

Vice podrobnosti o metodé koneénych objemu, véetné presnéjsi varianty upwind aproxi-
mace konvekéntho ¢lenu, 1ze najit napt. v [23].
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10.1.4. Metoda konecnych prvkua

Metodu vysvétlime pro konvekéné-difizni dlohu (10.15), (10.2), (10.3).

Slabé tesSeni. Stejné jako v kapitole 9.4 tlohu prevedeme na tvar vhodny pro nasazeni
MKP, tj. odvodime slabou formulaci nasi dlohy. K tomu tcelu nasobime rovnici (10.1)
testovaci funkei v € C*(Q) s vlastnosti v = 0 na I'; a integrujeme pies oblast Q, tj.
provedeme

— / [(pugy — mu), + (puy — rou)ylvdedy + / quvdrdy = / fodady. (10.24)
Q Q Q
Prvni ¢len na levé strané upravime pomoci Gauss-Ostrogradského véty

(puy — mu)v
/divwd:pdy :/ (w-n)ds, kde w= ,
Q a0 (puy - rgu)v

na tvar

— /[(puw — ), + (puy, — rou),lvdedy = —/ [(puy — riw)ng + (puy — rou)nsjv ds+
Q a0

/[(puz — ru)vg + (puy, — rou)v,| dedy dedy .
Q

Ktivkovy integral déle upravime: vyuzijeme toho, ze v = 0 na I'; a ze na ['s plati okrajova
podminka (10.3). Tak dostaneme

_ /BQ[(pu;D — ru)ng + (puy — rou)nglu ds = /

ou
—p— + (ring + rng)u| vds =
Ty 8n

/FQ[au—B—F (r-n)ulvds.

Dosadime-li z poslednich dvou rovnosti do (10.24) vidime, ze feSeni u tlohy (10.15), (10.2),
(10.3) spliuje rovnici

/[p(uxvx + uyvy) — u(r1v, + ravy) + quu] dedy + / (v +r-n)uv]ds =
Q Iy

/f’udxdy—l—/ Bvds (10.25)
Q I

pro kazdou funkci v € C*(Q) s vlastnosti v = 0 na I';. Rovnice (10.25) m4 ziejmé smysl
i v pifpadé, kdyz funkce u a v jsou jen z prostoru X = PC(Q). Testovaci funkce tedy
volime z prostoru V.= {v € X |v=0naT,} testovacich funkci a feseni u z mnoziny
W ={v € X |v=gnaTl.} pripustnich reseni. Oznaéime-li

a(u,v) = / [p(Vu-Vv) —u (r-Vv) + quv] dedy +/ (v +r-njuvds,
Q Iy
(10.26)
L(v) = / fo dxdy+/ Buds,
Q I
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pak tlohu
najit u € W splnujici a(u,v) = L(v) Yv eV (10.27)
nazveme slabou formulaciilohy (10.15), (10.2), (10.3) a funkci u nazveme slabym resenim.

Diskretizace. Omezime se na pifpad, ze € je mnohotihelnik. Q vyjadiime jako sjednoceni
koneéného poétu uzavienych trojihelniki 7, z nichz kazdé dva jsou bud'to disjunktni nebo
maji spolecny vrchol nebo spoleénou stranu, viz Obr. 10.3. Mnozinu T vSech trojihelnika
nazveme triangulaci oblasti 2. Trojuhelniky budeme znacit 71,75, ..., Tn,. Vrcholy troj-
thelnik budeme nazyvat uzly, znacime je Py, Ps, ..., Py;. Predpokladejme, ze spolecné
body éasti I’y a I's hranice I' jsou uzly triangulace T. Mnozinu stran trojihelniki T € T,
jejichz sjednoceni je Ty, oznaéime jako 8. Strany budeme znacit Sy, So, ..., Sn,. Nejdelsf
stranu trojihelniku triangulace T oznacime jako h.

Funkci, kterd je v Q spojita a ktera je na kazdém trojihelniku 7' € T linedrni, nazveme
spojitou po édstech linedrni funkci. Kazda takové funkce v(z,y) je jednoznacné urcena
svymi hodnotami v(x;, y;) ve vrcholech P; = [x;, y;] triangulace T. Prostor vech spojitych
po ¢astech linedrnich funkci oznacime Xj. Specidlnim ptipadem funkei z X}, jsou bazové
funkce w;(z,y), které jsou v P; rovny jedné a v ostatnich uzlech jsou rovny nule, tj.

wi(Pj):{ (1] pro { i;i’

Kazdé funkce v € X; muze byt pomoci svych
hodnot v uzlech a pomoci bazovych funkei
vyjadiena ve tvaru

vle9) = 3 vleyunte,y).

Déle definujme prostor testovacich funkci

Vh = {U € Xh | U(l’i,yi) =0 VPZ Gfl}

a mnozinu pfipustnych reSeni

Obr. 10.7. Bézova funkce w;(x,y) Wy, ={v e Xy, | v(zy,y;) = gz, y;) VP € fl}.

Trojuhelnik, na némz je definovana linearni funkce jednoznacné uréena svymi hodno-
tami ve vrcholech, se nazyva Lagrangeuv linedrnd trojuhelnikovy prvek.

Nyni uz mame vse potiebné k dispozici: piiblizné feseni U, tzv. MKP reseni, obdrzime
z diskrétni slabé formulace

najit U € W, splaujici a,(U,v) = Ly(v) Yv €V, (10.28)
kde
an(U,0) = 3 [Q(p (VU F0)) + Q(=U (r- Vo)) + QT (qU0)]+3 Q% (@ + r-m) Uv),
T.€T Sees
Lu() = Y Q" (fv)+ ) Q% (Bv). (10.29)
T.€T Se€s
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Pritom symbolem Q7¢(¢) jsme oznacili kvadraturni formuli pro vypocet fTe pdrdy na
trojihelniku T, a symbolem Q% (y) formuli pro vypocet | g, ¢ ds nastrané S.. Jako vhodné
kvadraturni formule lze doporudcit:

1) ¢leny p(VU-Vo) a U(r- Vo) integrujeme na trojihelniku 7" formuli

Q" (¢) = |Tlp(Ry), (10.30)
kde |T'| je plocha trojihelnika T', Py = %(Pl + Py + P3) je téziste T a Py, Ps, P3 jsou
vrcholy T

2) ¢leny qUv a fuv integrujeme na trojuhelniku 7" formuli
Q" () = 3ITI [o(P1) + ¢(P2) + o(Py)] 5 (10.31)
3) ¢leny (o + r-n)Uv a fv integrujeme na strané S lichobéznikovou formuli

Q°(p) = 51Sllp(P1) + ¢(P)] (10.32)
kde |S| je délka strany S a Py, P, jsou koncové body S.

Formule (10.30), (10.31) a (10.32) jsou fadu 1, tj. jsou presné, kdyz ¢ je polynom stupné 1.
Predpoklddejme, Ze uzly jsou ocislovany tak, ze Py, Ps, . .., Py lezi bud'to uvniti oblasti

Q) nebo uvnitt hranice I's, a ze Pyi1, Pnio, ..., Py lezi na hranici Ty. To neni zaddné

omezeni, nebot uzly lze vidy pieéislovat tak, aby byl tento piedpoklad splnén. Pak

Uz,y) = Z Ajwi(z,y) + Z gjw;(z,y), v(z,y) = Z O,wi(z,y), (10.33)

i=N+1

kde A; = U(F;), g; = g(P;) a ©; = v(F;). Dosazenim do (10.28) obdrzime

N M N N
0 :CLh(U, 1)) — Lh(?}) = ap (Z Ajwj + Z gjwj, Z @zwz> — Lh (Z @zwz> =
j=1 i=1 i=1

j=N+1

Ly(w) = > ah(ug,uh)gyl = (10.34)

i=N+1

kde 0 = (@1,@2, c. .,@N)T, K = {k’z‘j}N pro kij = ah(wj,wi), A = (Al,AQ, .. .,AN)T

ij=1
aF = (F,F,...,Fy)T pro F; = L (w;) — Zj]\iNH ap(w;, w;)g;. Protoze @ je libovolny
vektor, musi platit

KA =F. (10.35)

Matice K je tidka a pfi vhodném ocislovani uzlu je pasova. Pro r = o je K pozitivné
definitni a tedy regularni. Pro r # o je K nesymetrickd, postacujici podminkou regularity
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matice K je dostatecné malé h neboli dostatecné jemnd triangulace. VyteSenim soustavy
linedrnich rovnic (10.35) ziskdme A; = U(FP;), j =1,2,...,N.
Za predpokladu dostatecné hladkosti slabého feseni u pro chybu plati

u—U=O0(h?), u, — U, = O(h), u,—U,=0(h). (10.36)

Algoritmus. Matici K a vektor F sestavime pomoci elementdrnich matic K¢ a ele-
mentdrnich vektord F™ pro T, € T a elementdrnich matic K a elementdrnich vek-
torit F% pro S, € 8. Matici K budeme nazyvat také globalni matici tuhosti a vektor F
globalnim vektorem zatizeni.

Elementarni matice a elementiarni vektor na trojihelniku. Nechf ELEM je ta-
bulka typu Ny x 3, ktera v fadku e obsahuje ¢isla vrcholu trojihelnika T,. Uvazme jeden
konkrétni trojihelnik T, triangulace T s vrcholy Py = [z, 5], Ps = [25, y5] a Py = [x5, y5).
Pro uzel P¢, r = 1,2,3, je r lokdlnim ¢islem uzlu na trojihelniku 7. Globalnim ¢islem
uzlu P¢ je ¢islo ¢ = ELEM(e,r). P¢ a P; jsou tedy jen ruznd oznaceni téhoz uzlu.

Resenf U a testovaci funkce v je na trojihelniku 7, tvaru

Ulw,y)| = Ut(x,y) = Aqwilz,y) + Agws(z,y) + Agws(e, y)
‘ (10.37)
v(z,y)|  =v°(z,y) = Olwi(z,y) + O5ws(x,y) + O5ws(z,y)
kde AS = U(P?), ©5 = v(P°) a kde
wi(x,y) = ax + by + ¢ (10.38)

je bazova funkce piislusna k uzlu PS¢, r =1,2,3. Z (10.37) a (10.38) dostaneme

oU* /0 v /0
VU = ( / x) _BAT, Vot = ( v/ x) _ Bo™,

oue¢ /oy ove /0y
Af o1
aj a5 as
kde Be={ = % 7)) a AT=[A3]|, 6= |63
by b5 b
Aj O3

jsou vektory parametru na trojihelniku 7,. Koeficienty af a bf 1ze snadno spocitat z rovnic

1 r=s,
wfﬁ(Pf):{O pro {7“758, r,s=1,23,

nebo-li maticové

x§ yy 1 ai a5 ag 100
x5 ys 1 by b5 b5 | =10 1 0
x5 ys 1 cf 5 c§ 0 01
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Oznacime-li

ryoyp 1
D= | z3 y; 1 |, pak Be:[De][}lzl:g}’
3 Yz 1

tj. matice B¢ je rovna prvnim dvéma fadkum matice inverzni k matici D¢.
Necht P§ = 3(Pf + P5 + Ps) je tézisté trojuhelnika T,. Uzitim kvadraturni formule
(10.30) pak obdrzime

Q" (p(VU-Vv)) = |T.|p(Fy) (B°6") B°A™ = [§7]" K™ A”", (10.39)
kde elementarni matice

K™ = |T.|pg [B4)" B¢ (10.40)

| Te| = 3|det(D?)]

je plocha trojihelnika T,.
Oznacime-li we = (w$, w§, w§)?, pak U¢ = [w¢]T ATe podle (10.37). Protoze

U (r-Vo°) = — [V rU¢ = —[BOT|Tr[w|T AT = —[7T[B¢| r[we|T AT,
pomoci kvadraturni formule (10.30) dostaneme
Q™ (U (x-Vv)) = (671" [~|TL/BI r(F) (2.3, )] AT = [67TK™2AT:, (10.41)
kde elementarni matice
K™? = —4|T,|[B)"r§(1,1,1) = (s, 8%, s°) pro s = —1|T.[[B]"rf. (10.42)
Uzitim kvadraturni formule (10.31) dostaneme
Q" (qUv) =5|Tella(PY)U(PY)o(PY) + a(P5)U(Py)v(Py) + a(P)U(P5)u(PY)] =
51T [a(PY)OTAT + q(P5)O3A5 + q(P5)O5A5] = (07 ] K'*AT, (10.43)

kde elementirni matice

@ 0 0
K™ =T, 0 ¢ 0. (10.44)
0 0 ¢

Celkem tak

> {Q™(p(VU-Vv) +Q™(=U (r-Vv)) + Q™ (qUv) } = [0™]"K™ AT, (10.45)

TeeT
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kde
KTe — KTeal + KTe=2 + KT673 (1046)
je elementarni matice na trojihelniku 7,. Uzitim kvadraturni formule (10.31) obdrzime

Q" (fv) =5|TI[f(PY)u(PF) + f(P5)v(Ps) + f(P5)v(F5)] =

SITIF(PDOS + f(P5)05 + f(Py)es] = [07]TF™, (10.47)

kde fe
Fle = 3|T| | f5 (10.48)

f5

je elementarni vektor na trojuhelniku 7..

Elementarni matice a elementarni vektor na strané. Necht SIDE je tabulka typu
Ng x 2, ktera v fadku e obsahuje ¢isla krajnich bodu strany S,.. Uvazme konkrétni stranu
Se hranice 'y s koncovymi body Py = [25,yf] a Py = [z§,v5]. Pro uzel P¢, r = 1,2,
je r lokdlnim ¢islem uzlu na strané S.. Globalnim ¢islem uzlu P¢ je ¢islo ¢ = SIDE(e, 7).
P? a P; jsou tedy jen ruzna oznaceni téhoz uzlu.

Reseni U a testovaci funkce v je na strané S, tvaru

U(:an) g = Ue(l'ay) = Aiwf(l‘,y) + A2w2(x y)

e

= v(x,y) = OTwi(z,y) + Oqwy(z,y) ,

e

v(,y) .

kde A¢ = U(P¢), ©¢ = v(P?) a kde w(z,y) je bazova funkce piislusnd k uzlu P, r = 1, 2.

T
Necht n, = (nl, ns)T je jednotkovy vektor vnéjsi normély na strané S,. Uzitim formule

(10.32) obdrzime
Q% ((a+r-n)Uv) = LS. {[(a + r-n)Uv](P{) + [(a +1-n.)Uv](Ps)} = (10.49)
31105 (a(Pr) + r(P))-n A + O5(a(Py) + r(P5) -n.)Ag] = [0%] K> A%,

kde

af +r§-n, 0
K% = L5 " (10.50)
0 af +r5-n,

je elementarni matice na strané S, a

A 0,

jsou vektory parametru na strané S.. Podobné odvodime
Q% (Bv) =3|S|[B(P)u(PY) + B(Ps)v(F5)] =
3|S|[B(PY)O1 + B(P5)05] = (0% F>, (10.51)
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kde
/36
FS =15, (" (10.52)
55
je elementarni vektor na strané S..

Sestaveni soustavy rovnic. Zkombinujeme-li (10.34), (10.29), (10.45), (10.47), (10.49)
a (10.51) vidime, ze pro MKP feseni U a libovolnou testovaci funkci v € V}, plati

0=a,(U,v) — Lp(v) = 0" [KA — F] =

_ Z [OTE]T [KTEATE . FTE} + Z[OSE]T [KSEASE . FSe] )

TecT Se€8

Z této rovnosti lze odvodit pravidla pro sestaveni globalni matice K a globalniho vektoru F
z lokalnich matic K¢, K®¢ a lokalnich vektori F7e, F. Postupujeme podle nésledujiciho
algoritmu:

1) Matici K tddu N a sloupcovy vektor F délky N naplnime nulami.

3

2) Pro kazdy trojihelnik T, € T sestavime elementdrni matici K™ = {k[¢}? _, viz
(10.46), a elementérni vektor FTe = {FTe}3_  viz (10.48).
Pro r,s = 1,2, 3 polozime i = ELEM(e, r), j = ELEM(e, s) a
i<Naj<N, kij < kij + ke,
pokud i< Naj>N, provedeme F, + F, — kleg(P)),
i< N, F,« F,+ FT.
3) Pro kazdou stranu S, € 8 sestavime elementdrni matici K5 = {k2}2 _,, viz

(10.50), a elementarn{ vektor F% = {F%}2_, viz (10.52).

r=1>

Pro r = 1,2 polozime i = SIDE(e, ) a

pokud i < N, provedeme k;; < k;; + kSe

rr)

F, < F,+ F>.

Dominantni konvekce. Jednou z moznosti, jak se vyporadat s dominantni konvekei, je
postup znamy jako metoda umélé smérové difize, zkratka SD (podle anglického Streamline
Diffusion), viz [13]. Vyjdeme z modifikované diskrétni slabé formulace

najit U € W, splaujici ap(U,v) + ¢, (U,v) = Ly(v), Yv € Vj, (10.28)
kde

%@Mﬁz}jQRQAPVUMrVWy
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y Necht |r| = /72 + 13 je délka vektoru r a necht
P h¢ je prumér trojihelnika T, ve sméru vektoru rf,
viz Obr. 3.8. Pak
by
h;
¢ = o]k
P
P Parametr o, 1ze zvolit nasledovneé:

Tehe

r§ 0. = cothk, — —, kde k.= 27"

0 €T e e Ko ’ e 2p8

Obr. 10.8. he = [PFPe| je lokalni Pecletovo ¢islo. Pomoci obdélnikové

formule dostaneme
QTe (0e (r-VU) (r-Vv)) = [OTe]TKe4ATe, kde K = 5e|Te|[Be]Ter8 [rS]TBe.

Polozime K¢ = K¢ + K + K 4 K* a sestavime soustavu rovnic podle vyse uvedeného
algoritmu.

Rovnost (10.287) dostaneme z rovnosti (10.28) tak, ze v ni nahradime ,diftizni ¢len“
Q™ (pVU-Vv) elenem Q™ ([(pI + drr’)VU]-Vuv), kde I je jednotkovd matice fadu 2.
Matice d.rr’ reprezentuje umélou smérovou difizi.

Pro teseni konvekéné-difuznich tloh na bézi metody konec¢nych prvku se pouzivaji
diumyslngjsi postupy, zejména metoda SUPG (podle anglického Streamline Upwind Petrov-
Glalerkin), viz [13], nebo metoda DG-FEM (podle anglického Discontinuous Galerkin
Finite Element Method), viz [15].

10.2. Uloha parabolického typu

Formulace tlohy. Hleddme funkci u(z,t) definovanou pro = € (0,¢), t € (0,T), ktera
vyhovuje diferencidlni rovnici

c(x)% — % (p(x)%) +q(z)u = f(z,t), x € (0,0), t€(0,T), (10.53)

Dirichletovym okrajovym podminkam
w(0,8) = go(t),  wll;t) = gu(t), ¢ (0,T), (10.54)
nebo Newtonovym okrajovym podminkdm

ou(0,1)

p(0) . agu(0,t) — Bo(?),
— te(0,7), (10.55)
o0 2450 — e ) - o),
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a pocatecni podmince
u(z,0) =p(z), x€(0,0). (10.56)

Mozny je také piipad, kdy je na jednom okraji predepsana Dirichletova podminka a na
druhém podminka Newtonova. Uloha (10.53) - (10.56) popisuje nestaciondrni vedend tepla
v tyéi délky ¢, T' je doba trvani déje. Proménné x je prostorova, t ma vyznam casu, u(z, t)
je teplota v bodé x a v case t, funkce p, q, f, 9o, 9¢, Bo, B¢ & konstanty «g, ay maji stejny
vyznam jako v kapitole 9, ¢ je objemové tepelna kapacita (tj. tepelnd kapacita vztazend
na jednotku objemu), ¢ je teplota tyce v case t = 0. Tepelné toky se ¢asto uvazuji ve
tvaru fo(t) = aouf(t), Be(t) = apu(t), kde uf§ resp. uf je teplota okolf levého resp. pravého
konce tyce.

Predpokladejme ze funkce ¢, p, q, f, 9o, 9¢, Bo, Be & o jsou dostatecné hladké a ze
jsou splnény podminky nezapornosti ¢ > cg > 0, p > py > 0,q¢ > 0, ag > 0, oy > 0.
Aby existovalo klasické feseni tlohy (10.53)—(10.56), je tfeba pro Dirichletovy okrajové
podminky ptipojit jesté tzv. podminky souhlasu

©(0) = 90(0),  @(£) = g(0).

Tyto vztahy, vyjadiujici soulad poc¢atecni podminky a Dirichletovy okrajové podminky,
nebyvaji v aplikacich obvykle splnény. Také funkce ¢, p, q, f, 9o, g¢, Bo, B¢ byvaji casto
jen po ¢éastech spojité. V tom piipadé ma tloha (10.53)—(10.56) pouze tzv. slabé Feseni
(jehoz ptesnou definici zde uvddét nebudeme). Pro praktické tcely je slabé feseni zcela
vyhovujici a numerické metody, které si uvedeme, budou poskytovat ptiblizné hodnoty
takového slabého teSeni.

V tloze vedenti tepla funkce ¢, p, q, ap, ay popisuji vlastnosti materidlu. Jejich zavislost
na Case t neni obvykla, ale z hlediska algoritmu (pro urceni piiblizného feseni), ktery
je mozno aplikovat i na jiné ulohy, je budeme povazovat za funkce z i t. Algoritmus to
nikterak nekomplikuje. Zavislost funkei f, go, g¢, Bo @ B¢ na case pravdépodobna je. Naopak
zanedbavame moznou zavislost vlastnosti materialu ¢, p, ¢, ag, ay na teploté. Kdybychom

Uloha (10.53) - (10.56) je okrajovou tlohou druhého Fédu vzhledem k proménné i
a pocatecni ulohou prvniho fddu vzhledem k proménné ¢. Pii jeji diskretizaci proto zkom-
binujeme postupy z prvnich dvou kapitol.

Prostorova diskretizace se provadi metodami kapitoly 9. Pro jednoduchost budeme
uvazovat ulohu s Dirichletovymi okrajovymi podminkami, diferenéni metodu a rovnomeérné
délen{ intervalu (0, ¢) s krokem h = ¢/N, tj. x; =ih, i = 0,1,..., N. Budeme pozadovat,
aby rovnice (10.53) byla splnéna ve vnitinich uzlech x;, i =1,2,..., N — 1, tj.

ou(x;, t) 0 ( Ou

i) — | a- |\ P irt i it) = il).
) 25— | 2 (552)] 0+ atoatenn) = e

Derivaci podle x vyjadiime pomoci diference analogicky jako v (9.14), tj.

0 Ju 1
— {% (p %)} (xz‘,t) = ﬁ [_piﬂ/zu(:pi_l,t)_f_

+ [pz‘—1/2 + pi+1/2}u(l‘i> t) — piv1j2u(Tip1, )| + O(Rr?),

256



Zanedbame-li chybu, dostaneme soustavu rovnic
) 1
i) + 35 | —Pic1/2u5-1(8) + (Picajz + Pivrye + 2 ust) - (10.57)
_pi+1/2ui+1(t):| :fz(t>7 i:1727"'7N_17 te (OaT)a

dt

v niz u;(t) je aproximace u(z;,t), 4;(t) = je aproximace Jyu(x;, t) a fi(t) = f(w4,t).

Z okrajovych podminek (10.54) mame

up(t) = go(t),  un(t) =get),  t€(0,T), (10.58)
coz dosadime do (10.57) proi =1 ai= N — 1. Z poc¢atetni podminky obdrzime

u; (0) = p(z;), i=1,2,...,N—1. (10.59)

(10.57) je soustava oby¢ejnych diferencidlnich rovnic prvniho fddu pro N — 1 hledanych
funkci w;(t), i = 1,2,..., N — 1, s po¢dtecnimi podminkami (10.59). Puvodni ulohu, tj.
urceni jedné funkce u(z,t), kterd na obdélniku (0,¢) x (0, T)vyhovuje (10.53), (10.54)
a (10.56), jsme nahradili po¢atecéni ilohou pro soustavu N — 1 obyéejnych diferencidlnich
rovnic s nezndmymi funkcemi u;(t) definovanymi na tuseckach r = x;, 7 =1,2,..., N — 1,
t € (0,T). Tento postup se nazyva metoda primek (anglicky method of lines, strucné
MOL). Postup, pii némz se diskretizace provadi jen vzhledem k nékterym (nezavisle)
proménnym, se nazyva semidiskretizace.

t

ol Pocatecni problém (10.57)—(10.59) jsme tedy
ziskali semidiskretizaci lohy (10.53), (10.54)
uit1(t) a (10.56) vzhledem k prostorové proménné z.
Ulohu (10.57) - (10.59) muzeme zapsat maticové

p@ | B0 | B

[ui-1(0)]
Ca+Ku=F(t), t€(0,7), u(0) =¢, (10.60)
X
- - -
Zo s A TN kde C je diagondlni matice s kladnymi prvky na
Obr. 10.9. Metoda piimek diagonale, tzv. matice tepelné kapacity,

K je tfidiagondlni pozitivné definitni matice zndma jako matice tepelné vodivosti, F(t) je
tzv. vektor tepelngjch zdroji, u(t) = (uy(t), ua(t), ..., un_1(t)) je vektor nezndmych funkef
ap=(p(x1),p(xs),...,0(xn_1))T je vektor pocatecnich teplot.

Newtonova okrajova podminka. Protoze Newtonovy okrajové podminky se v tloze
vedeni tepla pouzivaji nejcastéji, uvedeme si rovnice reprezentujici diskterizaci Newto-
novy okrajové podminky vzhledem k proménné x v levém resp. pravém koncovém bodu
intervalu (0, ¢). Bude-li tedy Newtonova okrajovd podminka ptredepsédna v bodé x = 0,
zaradime pred rovnice (10.57) jako prvni rovnici

1 1 1

QCOZ'LQ(t) + ﬁ [(pl/g + hao + %h2q0)u0(t) — pl/gul (t)] = Eﬂo(t) + %fo(t), (1057&)
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a bude-li Newtonova okrajovd podminka predepsana v bodé x = ¢, ptidame za posledni
z rovnic (10.57) rovnici

1

Sevin() +% [ prvt o1 () + (pav + hee + gy u (8)] = %ﬁg(t) + % Fu(®). (10.57b)

Vyslednd matice K je opét tiidiagonalni a symetricka. Jestlize ap = ay = 0 a ¢; = 0,
1 =0,1,..., N, pak je matice K pozitivné semidefinitni, ve vSech ostatnich piipadech
je K pozitivné definitni. Pfipomenme: matice A je pozitivné semidefinitni, jestlize je
symetrickd a xT Ax > 0 pro kazdy vektor x.

Casova diskretizace. Prozkoumejme nejdifve charakter pocateéni dlohy (10.60) za zjed-
nodusujicich predpokladu. Pro c = p =1, ¢ = f = 0, u(0,t) = u({,t) = 0, 1ze ulohu
(10.60) zapsat ve tvaru

u=Au, te(0,7), u(0) = ¢, (10.61)
kde 2 -1 0 ... 0 0
1 2 -1 ... 0 0
. 0 -1 2 ... 0 0
A=—r | N (10.62)
0O 0 0 -1 2 —1

o o0 0 0 -1 2

A = ——— sin? — i=1,2,...,N—1,

jsou redlna zaporna a max; |\;| — oo pro N — oco. Problém (10.61) je tedy pro velké N
tuhy. Totéz plati také pro tlohu (10.60), tj. jde o tuhy problém. Vzhledem k (8.31) je proto
vhodné Fesit pocatecni problém (10.60) metodou, jejiz oblast absolutni stability obsahuje
celou zapornou realnou poloosu komplexni roviny. Metody s touto vlastnosti se nazyvaji
Ag-stabilni. Patii mezi né vsechny metody doporucené v kapitole 8.5 pro feseni tuhych
problém1, zejména tedy implicitni Eulerova metoda, lichobéznikova metoda nebo metody
zpétného derivovani. V Matlabu lze pouzit néktery z programu ode23s, ode23t, ode23tb
a odel1bs. Pri feseni uloh vedeni tepla se ¢asto pouziva metoda casové diskretizace znama
jako
Theta metoda, kterou v ndsledujicim textu struéné popiseme. Necht tedy 0 =ty < t; <
-+ < tg = T je déleni intervalu (0,T), 7, = t,41 — t, je délka kroku a u" je piiblizné
feSeni v case t,, tj. ul' ~ u;(t,) =~ u(z;, t,). Necht 6 je pevné zvolené ¢islo z intervalu
(0,1). Ozna¢me t, 9 = t, + 07,. Rovnici (10.60) zapiseme pro t = t,,14 a dostaneme
Cu""? + Ku"™ = F+?, (10.63)

kde F"? = F(t,49), 0"’ = u(t,yg), 0" = (t,49). Piedpoklddejme, ze u(t) je na
intervalu (t,,t,.1) linedrni funkce, tj.
t—t,

u(t) =u"+ —=(u" —u").
Tn
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unJrl —u®

Pak 1" = —— a u"*? = (1 — #)u" + du*!. Po dosazenim do (10.63) a malé
Tn

upravé dostaneme 0-metodu

(C + mfK)u"™ = (C - 7,(1 — O)K)u" + 7, F" . (10.64)

Snadno ovérime, Ze pro % < 0 <1 je f-metoda A-stabilni a tedy také Ag-stabilni, a ze pro
0<0< % je oblast absolutni stability #-metody omezend a interval absolutni stability je
interval (—2/(1 — 26),0). Pokud jde o piesnost, f-metoda je fddu 1 pro § # 1 a fadu 2
pro 0 = % Vsimnéte si, ze z #-metody dostaneme pro 8 = 0 EE metodu, pro § = 1 IE
metodu a pro 6 = % TR metodu. Metoda (10.64) pro 6 = % je zndama jako Crankova-
Nicolsonova metoda. Casto se zapisuje v analogickém tvaru

(C+ 3mK)u"! = (C — jrK)u" + 57, (F" + F"*). (10.65)

Ptesnost i stabilita metody (10.64) pro 6 = % a metody (10.65) je stejna.
Matice C + 7,,0K soustavy (10.64) nezavisi na ¢ase a je pozitivné definitni. Soustavu
(10.64) je proto ucelné fesit pomoci Choleského rozkladu, ktery staci provést jen jednou.

Nelinearni uloha vedeni tepla vznikne tehdy, kdyz nékteré z funkei ¢, p, q, f, «, 8 zaviseji
na teploté u. Odpovidajici pocatecni tilohu

Cu)u=F(t,u) — K(u)u, te(0,7), u(0) = ¢, (10.607)
lze v Matlabu vyfesit programem ode23t nebo ode1b5s. Reseni jednodimenzionalniho
parabolického problému, a to i nelinedrniho, umoziuje matlabovsky program pdepe.

Rovnice s konvekénim ¢lenem

ou 0

0(5’3)5 ~ar (p(9€)—x - r(x)u) +q(x)u = f(x,t), x€(0,0), te(0,T7), (10.53)

popisuje siteni tepla v tekuting, r = cv, kde v(x) je rychlost proudéni. Diskretizaci kon-
vekéntho ¢lenu provedeme stejné jako v kapitole 9.2, viz (9.24), (9.28), (9.28’). Pro ¢asovou
diskretizaci ulohy s dominantni konvekei lze doporucit metody IE, TR nebo BDF2.

Rovinn4 iloha. Hleddme funkei u(x,t), x = (z,y), kterd spliuje diferencialni rovnici
cup — (puy — ru)y — (puy —rau)y +qu=f, xeQ, te(0,7),
okrajové podminky
u=gq, x eIy,
te(0,7)

0
—p—u:au—ﬂ, x €1y,
on

a pocatecni podminku

u}t:():(p, x € Q.
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Prostorovou diskretizaci provedeme metodou konecnych prvki, viz kapitola 10.1.4. Slaba
diskrétni formulace je tvaru

> Q™ (cUv) + ay(U,v) = Ly(v).

Uzitim kvadraturni formule (10.31) dostaneme

cg 0 0
Q" (cUv) = [07]"CT AT, kde CT=1T.[[ 0 ¢ 0 |. (10.66)
0 0

Globalni matici C = {cij}%-:l sestavime z elementdrnich matic C*. Protoze matice C”¢
jsou diagonalni, je také C diagondlni a

> Q" (clv) =) [07]"C™A”T) = §"CA.

TeeT TeeT
Sestavovani matice C zacneme tim, ze C vynulujeme. Postupné pro kazdy trojihelnik

T. € T sestavime elementarni matici C** = {¢¢}2 _,, viz (10.66), pro r = 1,2, 3 urcime

i = ELEM(e, ) a kdyz i < N, provedeme c;; < ¢;; + cle. Nenf tézké ukazat, Ze

ci = c(x,y:)| B, i=1,2,...,N,
kde |B;| je plocha koneéného objemu B;, viz obrazky 10.5 a 10.6. Casovou diskretizaci
pocatecni ulohy

Ca+Ku=F(t), te€(0,7), u0)=¢, (10.67)

fesfme f-metodou. Pritom u(t) = (uy(t), us(t),...,un(t))?, kde w;(t) ~ u(z;,y;,t), K
a F(t) viz kapitola 10.1.4 (slozky F;(t) vektoru F(t) lze vyjadiit jako F;(t) = f(z;, i, t)|Bil,
1= ]_,2,...,N), Y = ((,01,(,02,...,()0N)T.

10.3. Uloha hyperbolického typu

Formulace tlohy. Hleddme funkci u(z,t) definovanou pro x € (0,0), t € (0,T), ktera
vyhovuje diferencialni rovnici

p(x)% + c(x)% - % (p(x)@) +q(z)u = f(z,t), x€(0,¢), te(0,T), (10.68)

Ox
Dirichletovym okrajovym podminkam
u(0,8) = go(t),  ul(f;t)=ge(t),  t€(0,T), (10.69)
nebo Newtonovym okrajovym podminkdm
ou(0,t
p(0) éx ) agu(0,t) — Bolt),
t e (0,7), (10.70)
ou(l,t)

—p(f) O = Oégu(f, t) - ﬁf(t)>
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a pocatecnim podminkam

u(z,0) = ¢(x), w = (x), x € (0,0). (10.71)

Mozny je také piipad, kdy na jednom okraji je predepsana Dirichletova podminka a na
druhém Newtonova. Tato tloha vyjadiuje pricné kmitdni tenké struny (nebo podélné
kmitani prutu) délky £. Proménnd x je prostorovd, ¢t ma vyznam casu, u(z,t) je deformace
(tj. ptitnd vychylka pro strunu nebo podélné posunuti v ptipadé prutu) v bodé x a v case
t, p je hustota, ¢ udavéa tlumeni (pro ¢ > 0 jsou kmity tlumené, pro ¢ = 0 netlumené),
podminky ptedepisuji deformaci, Newtonovy okrajové podminky vnitini sily: aq resp. ay
reprezentuje tuhost pruzné podpory a 3 resp. 5y bodovou vnéjsi silu. Poc¢ateéni podminky
urcuji pocatecni deformaci ¢ a jeji poc¢atecni rychlost .

Predpokladejme, ze funkce p, ¢, p, q, f, 90, 9¢, Bo, Be, © a 1 jsou dostatecné hladké, ze
jsou splnény podminky nezapornosti p > pg > 0,¢>0,p>py>0,¢>0, 9> 0, p >0
a ze plati podminky souhlasu

©(0) = g0(0),  ¥(0) = g5(0) p(l) = g:(0),  ¥(l) = g;(0),

vyjadiujici soulad pocateénich podminek a Dirichletovych okrajovych podminek. Pak ma
tloha (10.68)—(10.71) jediné klasické teseni.

Podminky souhlasu v aplikacich nékdy nebyvaji splnény. Také funkce p, ¢, p, q, f, g0, e,
Bo, Be byvaji casto jen po éastech spojité. V tom piipadé ma tloha (10.53)—(10.56) pouze
tzv. slabé feseni (jehoz presnou definici zde ovsem uvadét nebudeme). Pro praktické ucely
je slabé tfeseni zcela vyhovujici a numerické metody, které si uvedeme, budou poskytovat
priblizné hodnoty takového slabého teseni.

Uloha (10.68) ~(10.71) je okrajovou tlohou druhého Fédu vzhledem k proménné i
a pocatecni tlohou druhého tadu vzhledem k proménné ¢. Pti jeji diskretizaci proto opét
pouzijeme postupy z prvnich dvou kapitol.

Prostorova diskretizace se provede stejné jako u parabolického problému metodou
piimek, viz kapitola 10.2. Opét predpokladdme rovnomérné déleni a Dirichletovu okrajo-

du(t d?u,(t
vou podminku. Pro u;(t) aproximujici u(z;,t) pti oznaceni u;(t) = ?ti—t()’ i (t) = %()
dostaneme soustavu rovnic

. . 1
pitii(t) + ciu;(t) + 72 <_pi—1/2ui—1(t) + [Pic1j2 + Pit1y2 + hPqlui(t)— (10.72)

“ gt () = filt), =12 N-1 te(0T).
Z okrajovych podminek (10.69) mame
uo(t) = go(t), un(t) = go(t), te(0,7), (10.73)
coz dosadime do (10.72) proi = 1 ai = N —1. Z pocéatecnich podminek (10.71) dostaneme

u; (0) = p(x;), 1;(0) = (), i=1,2,...,N—1. (10.74)
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(10.72) je soustava oby¢ejnych diferencidlnich rovnic druhého fddu pro N — 1 hledanych
funkef w;(t), i =1,2,..., N — 1, s poc¢dtecnimi podminkami (10.74).
Pocatecni tlohu (10.72)—(10.74) muzeme zapsat maticové ve tvaru

Mii+Cu+Ku=F(), te(0,7), u0)=¢, ul)=1p, (10.75)

kde M je diagondlni matice s kladnymi prvky na diagonale, tzv. matice hmotnosti,
C je diagonalni matice s nezapornymi prvky na diagonale, tzv. matice utlumu, K je
tridiagondlni pozitivné definitni matice, tzv. matice tuhosti, F(t) je tzv. vektor (vnéjsiho)

zatizend, o = (o(x1), p(x2),...,0(xn_1))T, ¥ = (¥(x1),¥(22),..., Y (xn_1))T jsou vek-
tory pocatecnich hodnot a u(t) = (uy(t), ua(t), ..., un_1(t))* je vektor nezndmych funkei.

Casova diskretizace. Abychom mohli posoudit tuhost problému (10.75), zapiseme ho

jako pocatecni problém prvniho fadu,

Rw +Sw=G(t), te(0,T), w(0)=r, (10.76)

(8 8)-w- ()5 (2 0= (). o= (2)- o

pricemz v = u, I je jednotkova matice, O je nulovd matice a o je nulovy vektor.

Prozkoumejme charakter pocatecni ulohy (10.76) za zjednodusujicich ptedpokladu.
Pro
p=p=1,c=konst,q=f=0,u(0,t) =ull,t)=0,je M=1, K= —A a C = I, kde
A je definovéna predpisem (10.62). Rovnice (10.76) se tak zjednodusi, dostaneme

kde

. @) I
w=Pw, w(0)=&, kde P = (A —CI) . (10.78)

Da se ukazat, ze vlastni ¢isla matice P

2N '
/\i:—%cj: /ic2_wi2’ kde wiZTSin%, 1=1,2,...,N—1.

Ziejmé max; |\;| — oo pro N — 0o0. Pro ¢ = 0 jsou vlastni ¢isla ryze imagindrni a pro
¢ > 0 maji zdpornou redlnou slozku. Problém (10.78) je pro velké N tuhy. Protoze redlné
slozky vlastnich ¢isel jsou zdola ohranicené, Re()\;) > —c, a velikost imaginarnich slozek
je neomezend, fikdme, ze problém (10.78) je oscilatoricky tuhy. Problém (10.76) se chova
obdobné. Vzhledem k (8.31) je proto vhodné tesit tilohu (10.78) pro ¢ > 0 metodou, jejiz
oblast absolutni stability obsahuje pas R. = {z € C| — ¢ < Re(z) < 0}.

Pro ¢ = 0 1ze odvodit rovnost

@] ut) + VO K () = o+ "K'y, t>0,

vyjadiujici stabilitu poc¢dteéniho problému (10.78) vzhledem k pocatecni podmince. Pro
piiblizné feseni w,, &~ w(n7) spoctené lichobéznikovou metodou lze odvodit analogickou
rovnost

uwu, +viK v, = T+ Ky, n=12...
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To je skvélé, lichobéznikova metoda aplikovana na feseni tlohy (10.78) pro ¢ = 0 vykazuje
stejnou stabilitu jako presné reseni.

Protoze lichobéznikova metoda je A-stabilni, je vhodnou metodou pro kazdé ¢ > 0.
Z matlabovskych programu lze doporucit programy ode23t a ode23tb, které jsou na
lichobéznikové metodé zalozeny.

Lichobéznikova metoda aplikovana na tlohu (10.76) vede na predpis

R+1nS)w'! = (R - {nS)w" + 1r,(G" + G™*1), (10.79)

viz (10.65). Pro efektivni vypocet slozek u"™ a v vektoru w™™! je vhodné soustavu
rovnic (10.79) zapsat po slozkach, tj.

n+1 1 n+l __ ..n 1 n
u — =ThV =u + 5TV,

(M + %7}1C)V”Jrl + %mKu”+1 = (M — %TnC)v” — %TnKu” + %7’,L(F”Jrl + F").

Z prvé rovnice vyjadifme v viz (10.81), dosadime do druhé rovnice a obdrzime rovnici
pro vypoéet u™t1:

Ku't'=F,  kde (10.80)

~ 4 2 ~ 4 2 4

K=—M+-C+K, F=(—-M+-C-K)|u"+—Mv"+F"+F
T2 Tn T2 Tn Tn

Az vypoéitame u™*!, dopoécitdme

2
Vil = St ) — v, (10.81)
Tn

Startujeme pfitom z pocatecnich hodnot
=9 v'=1. (10.82)

Matice K soustavy (10.80) nezdvisi na ¢ase a je pozitivné definitni. Soustavu (10.80) je
proto ucelné tesit pomoci Choleského rozkladu, ktery staci provést jen jednou.

Metoda (10.80)—(10.82) je specidlnim pripadem Newmarkovy metody hojné pouzivané
v inzenyrské praxi, viz [5].

Rovinna tloha. Hleddme funkci u(x,t), x = (z,y), kterd spliuje diferencialni rovnici
ouy + cup — (pug), — (puy)y +qu=f, xeQ, te(0,7),
okrajové podminky
u=gq, x eIy,
o te(0,7)
_p_u:au_ﬂa XEFQ)
on
a pocatecni podminky

u}t:O =% ut}t:o =, xe€f.
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Prostorovou diskretizaci provedeme metodou konecnych prvki, viz kapitola 10.1.4. Slaba
diskrétni formulace je tvaru

ZQTe(ng) + ZQTe(CUU) +ap(U,v) = Ly(v).

TeeT Te€T

Prvni dva ¢leny zpracujeme pomoci kvadraturni formule (10.31). Standardnim postupem
metody koneénych prvku pak dostaneme pocatecni tlohu

Mi+ Cua+Ku=F(¢), t€(0,7), u(0)=¢, a(0)=1. (10.83)
Zde
u(t) = (ui(t),ua(t), ..., un(t)?, kde u;(t) ~ u(x;, y;, t),

M = diag(o(w1, y1)| Bil, 022, y2)|Bal, - - -, o(xn, yn) | Bnl),
C = diag(c(z1,y1)|B1l, c(x2, y2)|Bal, - . ., c(@n, yn) | Bn|),
K viz kapitola 10.1.4, kde K’* = K”=! + K”*3 misto (10.46),

F(t) = diag(f(xlaylat)|Bl|> f(any27t)|BQ|7 T f(IL'N,yN,t)|BN|)>
@ =(p1, 02, oon)s b= (W1, 0n)T

Casovou diskretizaci provedeme lichobéznikovou metodou podle vzorci (10.80)—(10.82).
10.4. Hyperbolicka rovnice prvniho radu

Formulace tlohy. Hleddme funkci u(zx,t) definovanou pro = € (0,¢), t € (0,T), ktera
vyhovuje diferencidlni rovnici

ou Ju
— — = 10.84
okrajovym podminkam
u(0,t) = go(t), a(0,t) > 0,
O.0=0), hwa 400 te(0,T), (10.85)
U(f, t) - gﬁ(t) ) a(f, t) < Oa

a pocatecni podmince
u(z,0) = ¢(x). (10.86)

Necht @ = (0,¢) x (0,7T) je obdélnik, v némz hleddme feseni, a Q" ta je ¢dst hranice
0@ obdélnika ), na niz je predepsana pocatecni nebo okrajova podminka, tj.

0Q" ={[z,t] € 0Q |t=0 nebo =0 (pokud a(0,?)>0) nebo x=/ (pokud a(¢,t)<0)}.
Pro kazdy bod Py = [xg,ty] € Q \ 0QT uréeme feseni x(t) pocatetniho problému

do(t) -
— - =a®) ), t<ty, a(t)=z0. (10.87)
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Kiivka x(t) se nazyva charakteristika ptislusna bodu [xg, to]. Predpokladejme, ze charak-
teristika protind 0Q* v jediném bodé Py = [z§,t5]. Tomuto bodu tikdme pata charakte-
ristiky. Podle pravidla o derivovani slozené funkce
du(x(t),t)  Ou(x(t),t) dz(t) N ou(x(t),t)  Ou(x(t),t)
a Oz dt ot ot

Ulohu (10.84)(10.86) proto muzeme na charakteristice z(t) zapsat ve tvaru
p(z5) pro 5 =0,

= f(x(t),t), t € (t5.t0), u(z(ty),ty) =4 go(ty) pro xf=0, (10.88)
ge(ts) pro axj=1~.

du(x(t),t)
dt

Predpoklddejme, ze funkce a, f, go, g¢ a ¢ jsou spojité, ze funkce a(0,t) i a(¢,t)
neméni znaménko a ze okrajova podminka je kompatibilni s pocatecni podminkou, tj.
plati

©(0) = go(0) (pokud a(0,0) >0), ¢(¢) = ge(0) (pokud a(¢,0) <0).
Pak tloha (10.87)—(10.88), a tedy rovnéz uloha (10.84)—(10.86), ma jediné klasické feseni.

" Rovnice (10.84) byvé oznacovana jako
advekéni rovnice nebo také transportni
rovnice. Uloha (10.84)(10.86) popi-
suje tfeba sifeni piimeési proudénim, tj.
bez vlivu diftze: u(z,t) je koncentrace
primeési v tekutiné v bodu x a v case t,
a = pv je soucin hustoty o tekutiny
a jeji rychlosti v, f je zdrojovy clen.
Charakteristika z(t) je trajektorie, po
které se castecka piimési pohybuje.
Pokud bychom pripustili také difizni
siteni primesi, dostali bychom Fkon-
vekéne-difuzni rovnici

T

o

c(x)% + %(T(:p,t)u) - E% (p(x)%) = f(z,t), z€(0,0),te(0,7),

v niz p je koeficient difize, viz (10.53"). Na rovnici advekce lze proto nahlizet jako na limitni
piipad konvekéné-diftizni rovnice, v niz zanedbame ucinky difize. Jind forma advekéni
rovnice tedy je
ou 0 )
c(x)—+—(7"(x,t)u) :f(xat)a LS (07€>7 te (OaT) (1084)
ot Oz
Jestlize rovnice (10.847) popisuje ptenos tepla advekei, pak u je teplota, ¢ je objemova
tepelna kapacita (tj. tepelna kapacita vztazend na jednotku objemu), r = cv, kde v je
rychlost proudéni a f je tepelny zdroj.
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Metoda piimek. Uvazujme rovnomérné déleni intervalu (0, £), tj. x; = ih,i =0,1,..., N,
kde h = ¢/N. Predpoklddejme, ze funkce a(z,t) v krajnich bodech intervalu (0, £) nemén{
znaménko. Splnéni rovnice (10.84) budeme pozadovat ve vnitinich uzlech xy, zo, ..., zn_1
a pro a(0,t) < 0 také v uzlu zy a pro a(¢,t) > 0 také v uzlu xy. V rovnici

0 iat 0 iat
% + a(:ci,t)% = f(zs,1)

aproximujeme ¢len wu,(z;,t) ve vnitinich uzlech centrélni diferenci a v krajnich uzlech
jednostrannou diferenci. Pokud tieba a(0,t) > 0, a(¢,t) > 0 pro vSechna ¢t € (0,7),
dostaneme

1 (t) + ar()[uz(t) — 9o(t)]/(2h) = f1(t),
(t)+a1( )[uz-l—l(t)_uz 1( )]/(2 ) Z( )’ i:2’3>"'7N_17 (1089)
un(t) + an (t)[Bun(t) — 4un1(t) + un )]/ (2h) = fn(t),

kde a;(t) = a(z;,t), fi(t) = f(xi,t) a u;(t) je aproximace u(z;,t). Z (10.86) dostaneme
pocatecni podminky

kde ¢; = ¢(x;). Po¢atecni problém (10.89)—(10.90) fesime vhodnou numerickou metodou.
K jejimu vybéru nam poslouzi zjednoduseny model. Predpokladejme, ze a = 1, f = 0
a uvazme periodické okrajové podminky u(0,t) = u(¢,t). Pomoci centralnich diferenci
odvodime

y (t) + [ug(t) —un(t)]/(2h) = 0
() + [ () — wia (D] /(2h) =0, i=2,3,....N—1, (10.89")
un(t) + [ur(t) — un—1(?)]/(2h) = 0.

Pocatecni problém (10.897)—(10.90) zapiseme maticove, tj.

u=Au, te(0,7), u(0) = ¢, (10.91)
kde u(t) = (un(t), us(t), -, ux ()7, @(t) = (21(8), @alt), -, ox(8)" @
o 1 0 ... 0 -1
-1 0 1 ... 0 0
] 0 -1 0 ... 0 0
A=-o| N (10.92)
0o o0 0 -1 0 1

1 0 O -1 0

Da se ukéazat, ze vlastni ¢isla matice A
N 211

AZ(A):_[?Slnw, I:\/—]_, i:1,2,...,N,
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lezi na imagindrni ose, max; |\;| — 0o pro N — 00, tj. pro velké N je pocatecni problém
(10.91) oscilatoricky tuhy.

Antisymetrickd matice A je diagonizovatelna pomoci unitdrni matice® vlastnich vek-
torti, tj. plati VAV = D, kde D = diag{\;, \g,..., An}, viz [55]. ReSeni pocatecni
tilohy (10.91) lze zapsat ve tvaru u(t) = VS(t)VH ¢, kde S(t) = diag{eM?, et ... e i}
Ovéite! Odtud jiz snadno obdrzime ||u(t)|2 = ||¢|l2 pro kazdé ¢t > 0. Ovéite! K nume-
rickému feSeni se proto skvéle hodi lichobéznikova metoda, pro kterou ||uy,|ls = ||¢||2 pro
kazdé n =1,2,... Ovérte!

Problém (10.89)-(10.90) se chova podobné: vlastni ¢isla odpovidajici matice A lezi
v zaporné komplexni poloroviné v blizkosti imagindrni osy a |Apee — IN/€| — 0 pro
N — oo. Pro teseni pocédtecniho problému (10.89)—(10.90) lze kromé lichobéznikové
metody doporucit také metody, jejichz oblast absolutni stability obsahuje obdélnik

R.,s ={2€C| —a<Re(z) <0,-5 <Im(z) <p}.

Pro metodu BS32 je («; 5) = (1,64; 1,73) a pro metodu DP54 je («; 5) = (3,19; 0,99), viz
napf. [26]. Délka kroku téchto dvou metod je sice z duvodu stability omezena, toto omezeni
v8ak nenf nijak dramatické, délka kroku bude tadu O(h). Z matlabovskych programu lze
tedy doporucit programy ode23t, ode23 a ode45.

Metoda charakteristik je dalsi vhodnou technikou pro feseni tlohy (10.84)-(10.86).
Jeji podstatu vysvétlime nejdiive pro zjednodusenou tlohu

ou ou
EJra%:O, z € (0,0), te(0,T),
u(0,t) = go(t), te€(0,7), (10.93)

u(z,0) = @(x), z€(0,0),

kde a > 0 je konstanta. Diferencidlni rovnici prepiSeme pomoci charakteristik na tvar

du(z(t),t)
————==0. 10.94
g (10.94)
Zvolme rovnomérné déleni intervalu (0, ¢) s krokem h = (/N tj. z; =ih, i =0,1,..., N,
a rovnomérné déleni intervalu (0,7) s krokem 7 = T/Q, tj. t, = nT, n = 0,1,...,Q.

Charakteristika vychazejici z bodu [z;,t,.1] je piimka z;(t) = x; + a(t — t,11). V case
t=1t, je

xl = xi(t,) = x; —ar.
Ptredpokladejme, ze ar < h. Pak proi = 1,2,...,N bod z}' € (z;_1,z;), zejména tedy
x € (0,0), takze u(a?, t,) ma smysl. Integraci rovnice (10.94) od ¢,, do t,4; obdrzime

L du((t),
/ % dt = u(xiathrl) - U(.’L’?, tn) = 07
t

n

5Ctvercova matice V je unitdrni, jestlize VEV = VVH = 1. Pfitom V¥ je matice Hermitovsky
sdruzend, tj. transponované a komplexné sdruzena: kdyz V = {Uij}f-\fj:l aVH = {Ug ij:l, pak ’Ug =Tj
je ¢islo komplexné sdruzené s ¢islem vj;.
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a odtud
w(zi, tper) = u(xl, t,), i=1,2,...,N. (10.95)
Numerickou metodu dostaneme tak, ze u(z,t,) uré¢ime priblizné interpolaci, tj. po¢itame
ult = Py(zl), (10.96)
kde Py(z) je interpola¢ni polynom stupné k > 1 spliujici interpolacni podminky
Pi(wim) = uiy,  Pula) = uf, (10.97)

které v pripadé k& > 1 doplnime o dalsich £—1 vhodné zvolenych interpola¢nich podminek.
Pro linearni polynom P; z podminek (10.97) odvodime

u; — U at
Pi(x) =u]+ ZT”(x —z;) aodtud Pi(z}') =ul — W(uf —ul ).
Dostali jsme tak upwind metodu
t
AR - o | Ui — U
il ul =l — m% (10.98)
x(t)
; Nézev metody nam pfipomind, ze velicina w
R . . / 7 Py
" | | T | v uzlu x; zavisi jen hodnotach této veli¢iny v uz-
E E E E x  lech lezicich ,proti proudu, proti vétru“, pro
Tl al x Tit1 a > 0 tedy nalevo od z;. V bodu xg = 0 uzijeme
Obr. 10.11. Upwind metoda okrajovou podminku, takze ug™ = go(tn11)-

D4 se ukazat, ze kdyz

. %T <1, (10.99)

pak za predpokladu dostatecné hladkosti pfesného feSeni pro chybu plati
u(z, tn) —ul = O(7), (10.100)

viz [29]. Rikdme, ze metoda (10.98) je upwind metoda fadu jedna. Pro v = 1 dokonce

u? = u(x;,t,) je presné! Cislo v = ar/h se nazyva Courantovo ¢islo a podminka (10.99)

se nazyva Courantova-Friedrichsova-Lewyova podminka, stru¢né CFL podminka.
Metodu Fadu dva dostaneme tak, ze v (10.96) pouzijeme interpolaéni polynom druhého
stupné. Kdyz k podminkdm (10.97) pro k& = 2 priddme jesté podminku

Py(xi1) = ujyq (10.101)

n

vypocteme Py(z') a dosadime do (10.96), dostaneme Lazovu- Wendroffovu metodu

n n n n n
wihy —uiq 1 o Uity — 2wy +ug

n+1 -
' on T alem) 12

2

u (10.102)

=u; —ar
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V bodu zy uzijeme okrajovou podminku, takze ugt' = go(t,,1). Pro aproximaci v uzlu
xy muzeme pouzit interpola¢ni polynom P(x), ktery kromé podminek (10.97) vyzaduje
navic splnéni podminky Py(zy_2) = uly_,.
Jestlize pro obecny uzel x; priddme k podminkdm (10.97) podminku

Pa(@i2) = uiy, (10.103)
vypocteme Py(z!') a dosadime do (10.96), obdrzime Beamovu- Warmingovu metodu
3ui — 4wy +ui, 1 2 Ui = 2ui g Uiy
2h T 3lar) 02 '

Jestlize ul™ = go(t,11) a pocitdme-li uf ' i = 1,2,..., N—1, podle (10.102) a u’;** podle
(10.104), je-li splnéna CFL podminka (10.99) a je-li pfesné feseni u dostatecné hladké,
pro chybu plati

nt+l _ ,n
i = U, aT

u

(10.104)

u(zi, tn) — ul = O(1%) . (10.105)

7

Jestlize ul™ = go(t,11) a pocitdme-li u*! podle (10.102) a u*™ i = 2,3,..., N, podle

(10.104), je-li splnéna CFL podminka (10.99) a je-li pfesné feseni u dostateéné hladké,
pro chybu opét plati (10.105).

Vénujme se dale piipadu, kdy konstanta a < 0. Pak okrajova podminka bude ptede-
pséna vpravo, tj. podminku (10.93;) nahradi podminka

u(l,t) = go(t), te(0,7). (10.935)

Charakteristika vychédzejici z bodu [z;, t,,41] bude smétovat doprava, takze za predpokladu
platnosti CFL podminky

lalT

P L (10.106)
h
bude z;(t,) € (x;,x;41) pro i = 0,1,..., N — 1. Podobné jako diive odvodime upwind
metodu
uH = gl m“mh_ U; ' (10.98)

Laxova-Wendroffova metoda na znaménku a nezavisi, takze opét plati (10.102). Pro
Beamovu-Warmingovu metodu dostaneme

=3ul + 4dul* , —u? 1 ulr —2ul , + u?
n—l—l — N 7 i+1 i+2 - 27 i+1 i+2 101047
u; uy —ar o + 2(@7’) 3 ( )
V obecném piipadé a = a(x,t) uréime z numericky: " ~ z;(t,), kde
da; (¢
%() =alz(),t),  zi(ten) = 5. (10.106)

Pro upwind metodu pouzijeme EE metodu, takze

n n
xf =x;—alt, kde a =a(x;,t,q).
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Pro Laxovu-Wendroffovu metodu a Beamovu-Warmingovu pouzijeme EM2 metodu, tj.

xf =x;—a;7T, kde a= %(/ﬁ + ko), ki =a(zytyi), ke =alz; — Tk, ty).

)

Vzorce (10.98), (10.98’), (10.102), (10.104) a (10.104’) se zméni jen v tom, ze v nich misto
a piseme a]'. Délka kroku musi spliiovat CFL podminku

mas |af|T (10.106")
h
Jestlize v rovnici (10.93;) uvazujeme nenulovou pravou stranu f(z,t), tj. fesime-li
misto rovnice (10.94) rovnici

du(z(t),t)

i = f(x(t),1), (10.94")

pricteme k pravym stranam formuli aproximaci QF(f) integralu ftt”“ f(z;(t),t)dt. Pro
upwind metodu staci pouzit jednostrannou obdélnikovou formuli

Qi (f) = 7 (@i tya).

Pro Laxovu-Wendroffovu metodu a Beamovu-Warmingovu metodu uzijeme lichobéznikovou
formuli

Q7 (f) = %T[f(xiathrl) + [z} )]

Shrnuti. Upwind metodu fadu jedna pro rovnici (10.84) zapiSeme ve tvaru

W =l — [t i _Tui—l + [ar 7)™ W ot (10.108)
kde f = f(x;,tn11). Piipomenme, ze ¢t = max(c,0) a ¢~ = min(c, 0).

Beamovu-Warmingovu metodu, kterou lze povazovat za upwind metodu fadu dva,
zapiseme ve tvaru

3ul —4ul  +ulr 1 o ulr = 2u? ; +ul
n+1: n__ n—l—l + 7 i—1 i—2 - n-{—l + 7 i—1 1—2
=3ul +4dul ; —u? 1 o ul —2ul , +ul
_[antl]— i i+1 142 - n+l_1— % i+1 1+2
[a’z T] 2 + 2 ([al T] ) h2
1
+o 7+ S )] (10.109)

Laxova-Wendrofova metoda tadu dva, zalozend na centralnich diferencich, je tvaru

n n n n n
ntl _ g gnp it — il —l—l(a’?7)2ui+1 2
: e 2h 24 h?

u Tl 1)) O (10.110)

Metoda koneénych objemiu. Pro diskretizaci rovnice (10.84") se vyborné hodi metoda
konecnych objemt na casoprostorovych objemech B; = (x;_1/2, Tit1/2) X (n, tny1) , Vice

o tom viz [28].
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