Obycejny graf

Obycejny grafje dvojice G=(U, H ), kde U je kone¢na mnozina uzla
(vrcholil) a Hg[{u , v} U, VE U/\u;év] je (konec¢na) mnozina hran. O
hrané h={u,v| fikame, Ze je incidentni s uzly u a v nebo Ze je mezi

uzly u a v, spojuje uzly u a v a podobné.

1 a={1,4]
b=(12)

O c={1,5}

! d=14,5}

e=12,5]

i f=123]
U=(1,2,3,4,5,6,7} H=la,b,c,d,e,f, g g=(2,6]



Sled

Je-li G=(U, H ) obycejny graf, definujeme sled mezi uzly u, v

o délce n jako posloupnost (u=w,, h,,w,,hy,....w _ ,h ,w =v)

) }’l—l’

takovou, Ze
Wy, Wi,..o, w. €U |, hy,hy,...,h €H




Sled mez1 uzly u a v o delce n je tedy posloupnost, ve které se stiidaji
uzly a hrany, zaCinajici uzlem u, koncici uzlem v a obsahujici » hran,
pricemz sousedni uzly v posloupnosti jsou spojeny mezi nimi lezici
hranou. Ve sledu se mohou opakovat jak uzly tak hrany. Kazdy uzel je

sled delky 0.
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Tah

Je-i G=(U, H) obyceny graf, potom tahem mezi uzly u, v o delce n

rozumime sled  (u=w, b, w , h,...,w,_, h,, w,=v) takovy, ze plati
i#j=h#h,, 1<i, j<n.

Je-li navic wy=w,, , pak se tento tah nazyva uzavieny.

Tah mezi uzly u a v o délce n je tedy sled mezi uzly u, v o delce n, kde

se mohou opakovat uzly, ale vSechny hrany jsou ruzné.
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Cesta

Je-liG=(U, H ) obycejny graf, potom cesta mezi uzly u, v o délce n je
SIGd (u:W()) h] ’ W] ’ hz; LS Wn_l ’ th Wn:v> m621 uZIY I/I,V takOV}’], Ze

plati i# j=>w#w,,0<i, j<n.




® (estameziuzly u av o délce n je tedy sled mezi uzly u,v
o dé¢lce n, v némz jsou vSechny uzly rizne.
® Snadno se dokaze, ze v grafu G existuje cesta mezi uzly

u a v, pravé kdyz mezi témito uzly existuje sled.

Definice

Graf G=(U, H) se nazyva diskrétni, resp. Gplny, jestlize H=0, resp.

H:[{u,v} ; u,vEU/\u;év] .




Kruznice

Je-li G=(U, H) obyé&ejny graf, kruznice v grafu G o délce n > 2 je sled

<W0,h1,W1,h2,- w, 1k, w,) takovy, Ze plati
i#j=w#w,;, 0<i, j<n—1Awy=w,.

Kruznice v grafu G o délce n > 2 je tedy uzavieny tah, kde jsou vSechny

uzly rizné s vyjimkou prvniho a posledniho uzlu.
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Véta 1

Necht’ obycejny graf G=(U, H ) obsahuje dvé rizné kruZnice
C1:<u0’ gl,ul’ gZ’ Z42""’ up—l’ gp’ up:uO)
C,=(vo, by vy, by, vy, v

a

100y, vq:vo),

kde uy=V,,u; =V, =g, . Potom tento graf obsahuje i kruznici C,

neobsahnym hranu h,=g, _




Dukaz

Necht’ r je nejvétsi index takovy, ze Uy=Vy, U =V,,..., U, =V, Ziejmé
1grgmin{p—1,q—1} protoZe kruznice C1 a Czjsou ruzne a graf G je

obycCejny. Necht’ s, ¢ jsou nejmensi indexy takove, Ze

r<s,r< t,uszvt,ui;évj,r< 1< s,r< j<t.

Takove indexy existuji, nebot'u, ., #v,,, a u,=v,_ . Potom sled

ur’ gr+1’ur+1""’us—l’uS:Vt’ht’vt—l’""Vr+1’hr+1’vr

je kruznice, nebot’ ¥, #Vv; pro r<i<s,r<j<t a u,=v, . Tato kruznice

zfejme neobsahuje hranu g =/ .



Souvisly graf

Je-li G=(U, H) obyd&ejny graf, fekneme, Ze je souvisly, kdyz pro libo-

volné uzly u,ve U existuje sled (u=w,h, w, h,...,w, _,h ,w =v).

Graf G je tedy souvisly, kdyZ mezi libovolnymi jeho dvéma uzly existuje
sled, a tedy 1 cesta. Napriklad kazdy Gplny graf je souvisly. Naopak,

kazdy diskrétni graf s vice nez 1 uzlem je nesouvisly.

O

souvisly graf nesouvisly graf



Podgraf, faktor

Jsou-li G=(U,H) a G'=(U',H') obydejné grafy, ieckneme, 7e G' je
podgrafem G, kdyz U'CUAH 'S H. Pokud navic plati
(u,veU'Au,vieH)=>{u,vieH "', tikame, ze podgraf G ' je indukovany
(mnozinou uzlt U'"). Faktorem grafu G=(U , H ) nazyvame takovy jeho podgraf

G’Z(U’,H'),pro ktery plati U=U".

Cervené vyznacena Cast tvofi pograf grafu na obrazku, ktery neni indukovany

{u, v},

mnozinou ¢ervenych uzlu, protoZze neobsahuje hranu



Komponenta

Jsou-li G=(U,H) a G'=(U"', H') obydejné grafy, fekneme, ze G ' je
komponentou grafu G, kdyz G ' je souvislym indukovanym podgrafem

grafu G a pro libovolny oby¢ejny graf G''=(U "', H'') plati:
(U'cU'" a G'' je podgraf G)=G '’ neni souvisly.

Komponenta je tedy uzlové maximalni souvisly indukovany podgraf grafu.

Graf na obrazku ma 4 komponenty.




Most

Je-li G=(U, H) obycejny graf a h€ H, pak fekneme, ze hrana 4 je

mostem, kdyZ jejim odstranénim se zvysi po¢et komponent grafu.

Pokud je hrana % = {u,v} mostem v G, pak (u,A,v) je jedina cesta
mez1 uzly u a v.Tedy po odstranéni hrany 4 budou uzly u a v lezet v
ruznych komponentach.

Ve

Cervené hrany tvori mosty v grafu na obrazku.




Stupen uzlu

Je-li G=(U, H) oby¢ejny grafa u€ U , definujeme &islo deg(u ), tzv.

stupen uzlu u jako pocet hran incidentnich s uzlem u.

Necht G=(U,H) je obyéejny graf, |H |=m . Snadno se dokaze, z¢

plati
Z deg(u)=2m.

uelU

V celkove sumé stupnil se totiz kazda hrana zieymé zapocita presné dvakrat

(Jednou do stupné kazdeého ze dvou uzll, s nimiz je incidentni).



Jsou-li G,=(U, H,) a G,=(U, H,) dva oby&ejné grafya ¢:U > U,
bijekce mezi mnozinami uzli, fekneme, ze ¢ je 1somorfismus G1 na G2 ,
jestlize pro kazdé dva uzly u,ve€ H | plati

u,vieH = ¢ (u),d(v)eH,

Priklad isomorfismu




Poznamka

Je-1i ¢ 1somorfismus G na G_,pak je ¢~ isomorfismus G, naG,

Pokud existuje isomorfismus G1 na G2 , fikame, ze G1 a G2 jsou 1somorfni.

Isomorfismus grafu na sebe se nazyva automorfismus grafu.

Piiklad

Zieym¢ existuje 6 automorfismu grafu na obrazku. Uzel ¢ musi byt
zieym¢& vzdy zobrazen na sebe a uzly a, b, d mohou byt na sebe

zobrazeny libovolnou permutaci nad tfemi prvky.



Obycejny graf, ktery neobsahuje zadnou kruznici, se nazyva les.

Obycejny souvisly graf, ktery neobsahuje Zadnou kruznici, se nazyva

strom.
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LES STROM




Véta 2
Necht S=(U, H) je les, ktery ma alesponi jednu hranu. Pak existuji dva

uzly u,veU takove, ze deg(u) = deg(v) = 1.

Diikaz

V lese existuje alespon jedna cesta. Necht’ (u, h1,”1,h2, ey, 0, V) je cesta v S, ktera ma
maximalni délku. Ziejmé plati deg (u ) >]1 a deg ( V)Z 1 . Pokud by existovala hrana h#h,
incidentni s uzlem u, potom bud’to % je incidentni s nékterym z uzlt {u o Us oo Uy, v} nebo

s n¢jakym uzlem, ktery neni obsazen v cesté (M , hl, Ml,h; LU, h, V) . 'V prvnim piipadé to
znamena, ze S ma jako podgraf kruznici a v druhém ptipadé existuje v S cesta délky » + 1. V obou

ptipadech dostaneme spor. Podobné se dokaZze tvrzeni 1 o uzlu v.




Véta 3
Necht G=(U, H) je oby&ejny grafa |U|=n,

H‘:m . Pak jsou

nasledujici podminky ekvivalentni:

(a) G je strom;

(b) Gjesouvislyam=n— 1;

(c) G neobsahuje jako podgraf kruzniciam =n — 1;

(d) G je souvisly a kazda hrana je mostem;

(e) mezi kazdou dvojici riznych uzli v G existuje jedina cesta;

(f) G neobsahuje kruznici a vznikne-li graf G ' pfidanim libovolné hrany
ke grafu G, G ' kruznici obsahuje;

(g) G je souvisly, pron>2 je G neuplny a vznikne-li graf G ' pfidanim

libovoln¢ hrany ke grafu G, pak G ' obsahuje praveé jednu kruznici.




Diikaz

(a) = (b)

Pro n=1 je tvrzeni zfejmé. Necht’ tvrzeni plati pro n&jaké n=1. Ukazeme, Ze pak platii pro n+1,
Bud’ tedy G strom s n+ 1 uzly. Podle Véty 2 existuje v G uzel u, ktery je incidentni s jedinym uzlem
v. Odstranénim uzlu u a hrany {u, v} dostaneme strom G, ktery ma »n uzll a tedy ma n—1 hran.

Graf G ma ovSem o 1 hranu vice, nez graf G ', tedy ma » hran. TakZe pocet hran v grafu G je o 1 nizsi

nez pocet uzli.

(b) = (c)
Necht G je souvisly a m=n—1_ Pfedpokladejme, Zze G obsahuje kruznici. Je zfejmé, Ze
odstranénim libovolné hrany / leZici na kruznici se odstrani 1 tato kruznice a G ptitom
zlstane souvisly. MZeme tedy odstranovat hrany tak dlouho, dokud v grafu existuji
kruznice. Po odstranéni vSech kruznic dostaneme ziejmé strom, ktery ma » uzll. Protoze

(a) = (b), ma tento strom n — 1 = m hran, . To je vSak spor s tim, Ze jsme odstranili alesponi
jednu hranu.

(c) = (d)
Pokud neni G souvisly, potom obsahuje komponenty K| K, ..., K ,, p=2 , které maji
postupné n, n, ..., n ,uzll, neobsahuji jako podgraf kruznici, a jsou tedy stromy. Pgoto maji
postupné n,—1,n,—1,...,n,—1 hran (jelikoz (a) = (b)). ProtoZe v3ak zfejmé - n;=n

i=1
musel by mit graf G #— P hran, coZz je spor. Tedy G je souvisly.



h=(u,v)

ktery ma stejny pocCet komponent jako G, a je tedy souvisly. Proto v G ' existuje cesta mezi uzly u a

Necht’ dale existuje hrana , kterd neni mostem v G. Jejim odstranénim vznikne graf G ',

v. To vS8ak znamena, Ze G obsahuje kruZnici, coz je spor.

(d) = (o)

Existence cesty (jisté délky k) mezi dvéma riznymi uzly v G plyne ze souvislosti G. Zbyva
tedy dokazat jednoznac¢nost. Ta je zfejma pro cesty delky k=1 (nebot’ podle piedpokladu je
kazda hrana grafu G most). Necht’ tedy kazda cesta délky k=1 mezi dvéma ruznymi uzly je

jedina cesta mezi témito uzly. Uvazujme cestu (g, sty Byt By uk“)délky k+1

h

Protoze "k+1 je most, musi kazda cesta mezi u a u_ obsahovat hranu 2 . Cesta

(g, byt By By ) je ovSem jedina mezi uzly u a u,_dle induk¢niho predpokladu.

Tedy 1 cesta <u0’h1’ul’h2’ ""uk’hk+l:uk+1>

(€) = ()

je jedina cesta meziuzly u au .

G nemilze obsahovat kruzZnici, protoze potom by mezi libovolnymi dvéma uzly této kruznice
ziejmé existovaly neymeéné dvé cesty. Protoze vSak mezi kazdymi dvéma uzly v G existuje cesta,

vznikne zteymé pridanim hrany mezi tyto uzly kruznice.



() = (g)

Predpokladejme, ze plati podminka (f) a G neni souvisly. Potom obsahuje nejméné dvé rtizné

neprazdné komponenty K, K . Necht'# €K, veK,.Ozna¢me G' graf, ktery vznikne z grafu
G ptidanim hrany2=(u, v). Podle ptedpokladu obsahuje G ' kruZnici. Z definice komponenty
plyne, ze hrana £ je jedinou hranou mezi uzly, z nichz jeden je z komponenty K a druhy z
komponenty K . Proto zZadna kruznice nemuze obsahovat hranu 4. Kruznici tedy musi obsahovat

graf G, cozZ je spor. Graf G je prota souvisly.

Pro n>2 je ziejmé graf G neuplny. Predpokladejme, ze graf vznikly z G pridanim nové hrany 4
obsahuje dve ruzne kruznice C a C. Potom hrana £ lezi jak v kruznici C, tak v kruznici C.. Podle

Véty 1 tedy existuje kruznice, ktera neobsahuje hranu 4. Potom ale tato kruznice lezi v grafu G, coz

je spor.



(g)=(a)

Piedpokladejme, Ze G neni stromem, tedy Ze obsahuje kruznici. Potom n>2 | takZe G je nelplny.
Ptidame-1i do grafu G novou hranu % spojujici uzly u# a v, mezi kterymi hrana v G neni, pak
dostaneme novou kruZznici, nebot’ mezi u a v existuje cesta (délky vétsi nez jedna) neobsahujici 4.

Tedy graf G ' vznikly z grafu G ptidanim hrany / obsahuje nejméné dvé kruznice, coZ je spor.



Kostra grafu

Je-1i dan obyéejny graf G=(U, H) , pak jeho faktor K=(U, H ')

nazveme kostrou grafu G, pokud je K strom.

Kazda kostra grafu G je tedy uzlové maximalni strom obsazeny jako

podgraf v grafu G.




Nasledujici dve tvrzeni plynou z Véty 3:

Véta 4

Necht’ G je obycCejny graf. G je souvisly, pravé kdyz ma kostru.

Véta 5

G=(U,H) je oby&ejny graf a|U|=n . Pokud faktor K=(U, H ')

grafu G spliyje kterékoliv dvé z nasledujicich podminek, pak je kostrou

Necht’

grafu G:

(a) K je souvisly;

(b) |H "Zn—l;

(c) K neobsahuje jako podgraf kruznici.




Ocenény graf

Necht G=(U, H) je obyCejny graf. Je-li navic dano zobrazeni ¢ : H - R ,
potom trojici G=(U , H , ¢) nazyvame ocenénym grafem. Kazd¢ hran€ 7
grafu G je tak pfifazeno realne Cislo (), ktere se nazyva cenou hrany /.

Je-li G'=(U"', H') podgraf grafu G, potom ¢(G')= Y. c(u) se nazyva
cenou podgrafu G'. e




Minimalni kostra

Necht G=(U, H,c) je obyCejny ocenény graf. Necht K=(U, H"') je
kostra grafu G. Rekneme, Ze K je minimalni kostra grafu G, jetlize plati

c(K)<c(L) pro kazdou kostru L grafu G.

Dale uvedeme dva algoritmy pro nalezeni minimalni kostry obycejného
ocenéného grafu G=(U , H, ¢). To, Ze tyto algoritmy skute¢né naleznou

minimalni kostru, vyplyva z nasledujicich vét.




Véta 6

Necht G=(U, H,c) je obycejny souvisly ocenény graf a necht’
C=(v,h,u, hyuy,...;u, | h,,v), p=3
je kruznice v grafu G. Jestlize plati ¢(4,)>c(h,),2<i< p, potom hrana

h neni obsazena v zadné minimalni kostfe gratu G.

Dtikaz Necht M =(U, H') je minimalni kostra grafu G a ptedpoklade;j-

me, ze h,€H'. Necht hrana /2 je incidentni s uzly u a u . Oznacme dale
U, resp. U mnoziny uzlu spojenych s uzly u , resp. u_ cestou neobsahujici
hranu 7 . Protoze M je strom, plyne z Véty 3,ze U NU,= 0 a podgraty
indukovane v M podmnoZzinami uzlu U, a U, jsou stromy. Ozna¢me X
mnozinu vSech hran v G, ktere jsou incidentni jak s néjakym uzlem z U

tak s néjakym uzlem z U..




Mnozina hran X zfejmé obsahuje hranu 4 a alespon jednu dalsi hranu 4

kruznice C, 1<k<p.

Podle predpokladu, zaménime-li v gratu hranu / za hranu /, dostaneme

w7/

lacingjSi kostru, coz je spor.



Dusledek 7

Necht G=(U, H,c) je obyCejny souvisly ocenény graf a necht’
C=(v,hy,u, hyuy,...;u, ,h,,v), p=3
je kruznice v grafu G. Jestlize plati c¢(h,)>c(h,),2<i< p, potom

existuje aspon jedna minimalni kostra, ve ktere neni hrana /2 obsazena.

Tento dasledek se vztahuje na ocenéné grafy, kde ceny dvou rtiznych
hran mohou byt stejne. Metodami stejnymi jako v dukazu Véty 10 Ize
snadno dokazat, Ze pokud jsou vSechny ceny hran grafu G rozdilné,

existuje pouze jedna minimalni kostra grafu G.




Kruskaluv algoritmus

Je dan ocenény obycejny souvisly graf G=(U, H ,c¢), kde |U|=n a
={h, h,..., ). Settidme hrany z H do posloupnosti S=(s, s, ..., s,)
tak, Ze plat1 c(s;)<c(s;) pro i< j. Budeme nyni postupné vytvaiet grafy

=(U,Q,),K,=(U,Q,),....,.K, (U,Q _,)tak, aby platilo

(@) 0,=1{s,}
(b) Jestlize O,={s;

S; 8, kde 1<i<n—1, c(s;)<c(s;)<...<c(s;)
potom QHF{SJ-I,S]-,-- S q} kde s Je hrana z posloupnosti S s

nejmensim indexem g takova, ze 5,#S,, 1<k<i aK ,, heobsahuje
l

kruznici.




Pri Kruskalove algoritmu se tedy kostra vytvari postupnym pridavanim
predem setridenych hran pocinaje hranou s nejmensi cenou. Vznikla-li by

pridanim néjaké hrany kruznice, hrana “se preskoci”.

c(A,B)=1
c(A,C)=4
c(B,D)=8
¢(C,D)=9
¢(A,D)=10
¢(D,E)=15
¢(C,E)=16
c(E,F)=19
- 19 - c(D,F)=25




Primuv algoritmus

Je dan ocenény obycejny souvisly graf G=(U, H , ¢). Pro podgraf
K=(V,J) grafu G, oznatme K =(V",J") graf, ktery vznikne z grafu K
pridanim uzlu u do V a hrany 4 do J takove, ze 4 je incidentni s uzlem u a s

n¢jakym uzlem ve V, a pritom /4 je hranou neymensi ceny s takovouto

vlastnosti. Sestrojime postupné graty K , K , ..., K nasledovné:

n-1

(@) K,=({u,v},{{u,v}]) kde c((u,v))<c({u,w])pro viechnaweU.
(c) Ki+1gK: pro kazdé i=1,2,...,n—2.




Primuv algoritmus vyjde z libovolneho uzlu a postupné se pridava vzdy
hrana s neymensi cenou takova, ze predchozi graf rozsifi tak, aby byl

souvisly a pfitom neobsahoval kruznici.
Oproti Kruskalovu algoritmu ma Primuv tu vyhodu, Ze se nemuseji
predem sefazovat podle vzrustajici ceny vSechny hrany. Pti Kruskalové

algoritmu se totiz vétSinou hrany s vysokymi cenami vibec nevyuziji.

Algoritmus je zalozen na nasledujicich tvrzenich:



Veta 8
Necht G=(U, H,c) je obyCejny ocenény souvisly graf a lu,vieH
hrana takova, Ze ¢({u,v|)<c({u,w}) pro kazdy uzel weU. Potom hrana

{u, v} lezi v kazdé minimalni kostie grafu G.

Diisledek 9
Necht G=(U, H,c) je obyéejny ocenény souvisly graf a {u,v|eH

hrana takova, Ze c¢({u,v|)<c({u,w]) pro kazdy uzel weU . Potom

existuje minimalni kostra gratu G, ve které hrana {4, v} lezi.

Dusledek 10
Necht G=(U, H, ¢) je oby&ejny ocenény souvisly graf, V<U, S=(V,H"')

je strom a necht’ tento strom je podgrafem minimalni kostry grafu G. Pak
existuje minimalni kostra grafu G, ktera obsahuje S jako podgraf a navic

hranu % s nejmensi cenou takovou, ze h={u,v},uc€V ,veU—V.




Maticova forma Primova algoritmu

Pokud jsou ceny hran grafu G=(U, H ), kde U={u, u, ..., u,}, zadany ve

formé matice €11y €2 -or Cyy
Csi Cyy .o C,

. O b )
e @ oo €,

kde prvek na i-tém radku a v j-tém sloupci oznacCuje cenu hrany incidentni

suzly u, u, je mozno Primuv algoritmus vyjadrit v nasledujici forme:
o

Krok 1: Vyskrtnou se vSechny prvky v 1. sloupci a 1. fadek se oznaci.
Krok 2: Pokud v ozna€enych fadcich neexistuje zadny nepodtrzeny prvek,
algoritmus konci a podtrzené prvky oznacCuji hrany v minimalni kostfe.

Jinak se vybere minimalni takovy prvek .
Krok 3: Je-l1 vybrany prvek C,» podtrhne se, oznaci se j-ty fadek a

vymazou se nepodtrZzene prvky j-tého sloupce. Prechod ke Kroku 2.
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