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Kapitola 1
Algebraické struktury

1.1 Operace a zakony

Definice 1.1. Bud A mnozina, n € Ny. Potom zobrazeni w : A" — A se nazyva n-drni
operace na A . Tedy pron € N:

{A”—>A
w .

(T1,. .0, Tp) > WTY ... Ty,

pron =0:
A=) -4
Y 0wl = w.

v/

[ A2 A
| (x,y) & wry = awy.

Vétsinou oznacujeme binarni operace néjakym grafickym symbolem, napf. o, namisto sym-
bolu w, tedy
{ A2 5 A
o:
(x,y) — zouy.

Uzijeme-li k oznaceni binarni operace symbolu -, mluvime o multiplikativnim znaceni (a

piseme xy misto x - y). Uzijeme-li symbolu +, mluvime o aditivnim znaceni.

Piiklad(y) 1.2. 1) Jak je zvykem, symboly N, Ny, Z, Q, Q*, R, RT a C budou po tadé
oznacovat mnoziny vsech kladnych celych (tj. prirozeny), nezépornych celych, celych, ra-
cionélnich, kladnych racionalnich, realnych, kladnych realnych a komplexnich cisel. Ob-
vyklé scitani + a obvyklé ndsobeni - jsou bindrni operace na N, Ny, Z, Q, Q", R, R* a
C, obvyklé odéitani — je binarni operace na Z, Q, R a C, obvyklé déleni = je binarni

operace na QT, RT, Q\ {0}, R\ {0}, C\ {0}.

2) Operace + a - (v bézném smyslu) jsou bindrni operace na mnoziné M, (C) vSech ¢tvercovych
matic fadu n nad C (podobné pro Z, Q, R misto C).

3) Necht M, N jsou mnoziny. Pak symbolem N oznacujeme mnozinu N™ := {f | f: M —
N}. Pro M = N je binarni operace o na M™ definovana takto: (fog)(x) := f(g(x)) pro
vSechna = € M (jde o znamou operaci skladani zobrazeni). Obdrzime tedy:

O.{ (MM)? — MM
| (fig) = fog



4) Bud M mnozina. Pak symbolem P (M) oznac¢ujeme mnozinu vSech podmnozin mnoziny
M, tj. P(M) :={T | T C M}. Operace N, U jsou bindrni operace na P(M).

Dalsi dulezity priklad: » = 1. 1-arni neboli undrni operace na mnoziné A je zobrazeni
{ A— A
W :

T — WIT.

C—-=C

je unarni operace na C.
T -

Priklad(y) 1.3. 1) —: {

2) — je unérni operace na Z, Q, R, M, (C).
3) z + 1/x je undrni operace na Q \ {0}, QT, R\ {0}, R*, C\ {0}.
4) T — M\ T =:T' je unarni operace na mnoziné vsech podmnozin P(M) mnoziny M.

Definice 1.4. Bud A mnozina, n € Ny, D C A". Potom zobrazeni w : D — A se nazyva
n-drni parcidlni operace na A.

Priklad(y) 1.5. 1) — je binarni parcidlni operace na N, kde D = {(m,n) € N?| m > n}.
2) x+ 1/ je unarni parcidlni operace na Q, R, C, kde D = Q\ {0}, .. ..

Bud A = {ay,...,a,} konetnd mnozina a o binarn{ operace na A. Pak o lze zadat pomoci
tzv. Cayleyovy tabulky . Tabulka ma v pruseciku i-tého fadku s j-tym sloupcem prvek a;oa;.

Definice 1.6. Bud A # () mnozina, I mnozina (indexu). Pro ¢ € I bud w; n-arni operace
na A, n; € Ny. Potom A := (A, (w;)ier) oznacuje (univerzdalni) algebru s nosnou mnozinou
A a souborem operact (w;)ier =: ).

Casto byva I konecnd, napi. I = {1,...,n}. V takovémto pifpadé piseme
(A, Q) = (A, (wi)i€{17...7n}) =. (A, Wiy ... ,wn).
Soubor (n;);e; se nazyva typ algebry (A, Q).
Piiklad(y) 1.7. (Z,+, —,0) je algebra typu (2, 1,0), (Z,+, —, 0, -, 1) je algebra typu (2, 1,0, 2, 0).

Definice 1.8. Bud A mnozina, o bindrn{ operace na A. Prvek e € A se nazyva a) levy
neutrdlni prvek vzhledem k o :< Vo € A:eox = x, b) pravy neutrdini prvek vzhledem k o
& Vo € A:xoe=ux, c) neutrdlni prvek vzhledem k o <& Vr € A:eox =zo0e=uzx.

Poznamka 1.9. Rovnice, které maji tvar t,(z,y, z,...) = to(z,y, z,...) s vhodnymi termy
t1,t2 a museji byt splnény pro vSechny prvky nosné mnoziny uvazované algebry (napt. Vo €
A:eox =z"), se nazyvaji zikony .

Piiklad(y) 1.10. 1) A = C, o = +, 0 je neutrdlni prvek; A = C, o = -, 1 je neutralni
prvek.
2) A= M,(C), o=+,
1 0 . 0
0.0 01 ... 0
: je neutralni prvek; A = M,(C), o = -, L . je neutralni
0 -V 0 0 1
prvek.



3) A= MM o= skladani zobrazeni, idy; (identické zobrazeni) je neutrdlni prvek.
4) A="P(M), o =N, M je neutrélni prvek; A = P(M), o = U, () je neutrélni prvek.

Véta 1.11. Bud o bindrni operace na A, eq levyj neutrdini pruek a ey pravy neutrdini proek.
Potom plati: e; = ey a e1(= eq) je neutrdlni proek.

Diikaz. Plati ejes = eq, nebot ey je pravy neutralni prvek, a eje; = ey, nebot e; je levy
neutralni prvek. Tedy e; = ejeq = es. OJ

Disledek 1.12. Ezistuje nejvyse jeden neutrdlni prvek.

Neutralni prvek se v ptipadé multiplikativniho znaceni obvykle nazyva jednotkovym prvkem
a znaci se symbolem 1. V piipadé aditivniho znaceni se neutralni prvek obvykle nazyva
nulovym prokem a znaci se symbolem 0.

Definice 1.13. Bud A mnoZina, o bindrni operace, e neutralni prvek, + € A. Potom
nazyvame prvek y € A a) levym inverznim prvkem k x <= y o x = e, b) pravym inverznim
prokem k x < x oy = e, ¢) inverznim prokemk x & xoy=yox =e.

Piiklad(y) 1.14. Mnozina Operace Prvek Inverzni prvek
C + T —T
C . r#0 1/x
M;(C) + (aij) (—aij)
My (C) : (aij) s det(az;) # 0 (ai) ™"
MM o bijektivni f [
P(M) N M M
P(M) U 0 ]
Z . +1 +1

Definice 1.15. Prvek x se nazyva wnvertibilni :< existuje inverzni prvek k x.

Definice 1.16. Bud A mnoZzina, o bindrni operace na A. o se nazyva asociationi &
Vo,y,z€ A: (xoy)oz=uwxo(yoz) (asociativni zdkon).

Piiklad(y) 1.17. Operace +,- na C a M, (C) jsou asociativni, stejné tak o na M™ a N, U
na P(M). Naproti tomu operace —, + obecné nejsou asociativni!

Véta 1.18. Bud o asociativni bindrni operace na A, v € A, vy levyj inverzni prvek k x, y,
pravy inverzni prvek k x. Potom plati y; = yo a y1(= yo) je inverzni prvek k x.

Diikaz. yo=eoys = (y10x)oys =y10(roy:) =y10e=y. O

Disledek 1.19. Je-li bindarni operace asociationi, existuje ke kazdému prvku nejvyse jeden
mverzni proek.

Inverzni prvek k  se pfi multiplikativnim znaceni zna¢i symbolem 21, pii aditivnim znacen{
pak obvykle symbolem —z (pfi aditivnim znaceni se misto pojmu inverzni prvek vétsinou
uziva pojem opacny prvek).

Definice 1.20. Bindrni operace o na mnoziné A se nazyva operaci s délenim < Y(a,b) €
A% A(z,y) € A% :aox =0b (levy zdkon o déleni) A yoa =0b (pravy zdkon o délent).
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Véta 1.21. Bud A # () a o asociativni bindrni operace na A. Potom jsou ndsledugici tvrzend
ekvivalentni:

a) o je operace s délenim.

b) Ezistuje neutrdlni prvek e (vzhledem k o) a kazdy prvek x € A je invertibilni, tzn.
Jye A:xoy=yox=e.

Diikaz. b) = a): Pro € A necht 27! znaéf prvek inverzni k prvku z a necht a,b € A.
Potom plati ao (a ' ob) = (acal)ob=cob=ba (boa')oa=bo(atoa)=boe=0.

a) = b): Necht a € A je libovolné, ale pevné. Potom plati: Jej,ea € A:ejoa=a=aoey
(polozme b = a,y = e;,x = e3). Pro libovolné b € A pak plati:

dreA:b=aox=e0b=eo(aox)=(e;0a)ox=aox =0,
dJyec A:b=yoa=boey=(yoa)oey=yo(aoey) =yoa=>o.

Tedy je ey levy neutralni prvek, es; pravy neutralni prvek, a proto e; = e; =: e neutrdlni
prvek.

Nyni jesté musime ukazat, ze ke kazému = € A existuje inverzni prvek y. Jelikoz je o operace
s délenim, plati:
Iy, yp €EA:xoy; =eNy0ox =e.

Tedy je y; pravy inverzni prvek a yo levy inverzni prvek k z, odkud plyne y; = y, =: v.
Proto je y inverzni prvek k . O

Definice 1.22. Binarni operace o na A se nazyva operaci s krdacenim < Va,x1, T2, 91,y €
A:(aoxy =aoxy = x1 = x9) (levy zdkon o krdaceni) N(y1 0a = ys0a = y1 = y2) (pravy
zdkon o krdcend).

Poznamka 1.23. a) Je-li o asociativni bindrni operace s délenim na neprédzdné mnoziné,
pak podle ptedchozi véty maji rovnice aox = b a yoa = b pravé jedno teseni x,y. Ze vztahu
aox; =b=aowx; totiz plyne a=' o (aox;) =a ' o(aoxy) aodtud pomoci asociativniho
zékona x; = o (analogicky pro druhou rovnici). Je zfejmé, ze bindrni operace na konecné
mnoziné A je operaci s délenim, pravé kdyz kazdy tadek i sloupec jeji Cayleyovy tabulky
obsahuje kazdy prvek mnoziny A nejméné jednou, a tedy pravé jednou, tj. pravé kdyz je
tato tabulka tzv. Latinskym ¢tvercem.

b) Rovnice aoz = b a yoa = b maji pii operaci o s krdcenim nejvyse jedno feseni, nebot ze
vztahu aoxy = b = aoxs ihned plyne x; = x5 (analogicky pro druhou rovnici). Je ziejmé, ze
binarni operace na konecné mnoziné je operaci s kracenim, prave kdyz kazdy tadek i sloupec
jeji Cayleyovy tabulky obsahuje kazdy prvek mnoziny A nejvyse jednou, a tedy praveé jednou,
tj. pravé kdyz je tato tabulka Latinskym ¢tvercem.

¢) Z predchozich uvah vyplyva, ze kazdd asociativni operace s délenim je operaci s kracenim.
Na libovolné koneéné mnoziné jsou pojmy operace s kracenim a operace s délenim ekviva-
lentni.

Pi#iklad(y) 1.24. Operace +, - na N jsou s kracenim, ale nikoliv s délenim.

Definice 1.25. Binarni operace o na A se nazyva komutativni <= Vr,y € A:xoy=yox
(komutativni zdkon).



Priklad(y) 1.26. Néasledujici operace nejsou komutativni: — na C, + na C\ {0}, - na M, (C)
pron > 2, 0 na MM pro |[M| > 2.

Definice 1.27. Pokud jsou +, - binarni operace na A, potom se - nazyva distributivni nad
+:eVr,y,z € Ax-(y+2) =x-y+x-z (levy distributioni zikon) A (y+z)-z =y-x+z2-x
(pravy distributivni zdkon).

Poznamka 1.28. Kvuli uspote zavorek se fidime konvenci, pii které se operace - provede
ptred operaci +.

Piiklad(y) 1.29. Operace - je distributivni nad + v Civ M,,(C). V P(M) je U distributivn{
nad N a N je distributivni nad U.

1.2 Neékteré dilezité typy algeber

Definice 1.30. a) Je-li A mnozina a - bindrni operace na A, pak se dvojice (A, -) nazyva
grupoid.

b) Algebra (A,-) typu (2) se nazyva grupoid.
Definice 1.31. Grupoid (H, -) se nazyva pologrupa :< - je asociativni.
Priklad(y) 1.32. (M™ o) je pologrupa, tzv. symetrickd pologrupa nad M.

Definice 1.33. a) Pologrupa (H, ) se nazyva monoid :< existuje neutrélni prvek e (vzhle-
dem k -).

b) Algebra (H, -, e) typu (2,0) se nazyva monoid :< ¥ x,y,z € H plati:
1) 2(yz) = (zy)z,
2) ex =z, ve = .

Definice 1.34. a) Monoid (G, -) s neutrdlnim prvkem e se nazyva grupa < kazdy prvek
r € G je invertibilni, tj., Vz € G Jz ' € G:zax t =2z lx =c.

b) Algebra (G, -, e, ') typu (2,0, 1) se nazyva grupa :& V x,y,z € G plati:
1) z(yz) = (zy)z,
2) ex =z, ve =z,

3) xzl=e, zlz=¢c

c) Grupa (G, ), resp. (G, -, e, 1) se nazyvd komutationi nebo abelovskd = Vr,y € G : xy =
Y.

Poznamka 1.35. Podle Véty 1.21 je (G,-) grupa < G # ) a - je asociativni operace s
délenim.

Definice 1.36. a) Algebra (R, +,-) typu (2,2) se nazyva okruh :<

1) (R,+) je abelovska grupa,
2) (R,-) je pologrupa,



3) - je distributivni nad +.
b) Algebra (R, +,0,—,-) typu (2,0, 1,2) se nazyva okruh :<
1) (R,+,0,—) je abelovska grupa,
2) (R,") je pologrupa,
3) - je distributivni nad +.
Prvek 0 se nazyva ,nulovy prvek® okruhu. Budeme psit z — y := = + (—y).

Lemma 1.37. Bud (R,+,0,—,-) okruh. Potom plati pro vsechna z,y,z € R:

a) 0 =0 = Oz,

¢) (=x)(=y) =y,
d) o(y —2) =y —xz, (v —y)z =22 — yz.

Diikaz. ) 0 =040 = 20 = 2(0+0) = 20 + 20 = 20 — 20 = 20 + 20 — 20 = 0 = z0.
Analogicky pro 0 = Ozx.

b)y+(—y) = 0= ay+a(—y) = 2(y+(~y)) = 20 = 0 = wy+(—(zy)) +2(~y) = 0+(=(zy))
= z(—y) = —(zy). Analogicky pro (—z)y = —(zy).

c¢) Plyne z b) a ze vztahu —(—x) = x.

d) z(y—2) =x(y+ (—2)) =2y + x(—2) = 2y + (—(x2)) = xy — xz podle b). Analogicky
pro (r —y)z = xz — yz. O
Piiklad(y) 1.38. (Z,+,0,—,-) a (M,(C),+,0,—,-) jsou okruhy.

Definice 1.39. a) Okruh (R, +,0, —, ) se nazyva okruh s jednotkovgm prvkem, jestlize exis-
tuje neutralni prvek vzhledem k operaci -, tj. prvek 1 s vlastnostiVe e R: 1-x =x-1==x
(1 se nazyva jednotkovy prvek okruhu).

Tedy okruh s jednotkovym prvkem je algebra (R, +,0,—,-,1) typu (2,0, 1,2,0).

b) Okruh (R, +,0,—,) (resp. (R, +,-)) se nazyva komutativni, jestlize operace - ke komuta-
tivni, tj. Vo,y € R : 2y = yz.

¢) Algebra (R,+,0,—,-, 1) se nazyva komutativni okruh s jednotkovym prvkem :<

1) (R,+,0,—,-) je komutativni okruh,

2) 1 je neutralni prvek vzhledem k -.

Piiklad(y) 1.40. (Z,+,0,—,-,1) je komutativni okruh s jednotkovym prvkem; stejné tak
kazdé pole (viz nize).

Definice 1.41. Komutativni okruh s jednotkovym prvkem (R, +,0,—,-, 1) se nazyva obor
ntegrity =

1) R\{0} #0 (tj. 0# 1),



2 Ve,y e R:x #0ANy # 0= xy # 0 (tj. neexistuji nenulovi délitelé nuly).
Lemma 1.42. Je-li (R,+,0,—, -, 1) obor integrity, potom je - operace s kracenim na R\ {0}.

Diikaz. Budte z,y, 2 # 0. Potom plati: 2y =22 = oy —22=0=2(y—2)=0=y—2=0
= y=2z 0

Dusledek 1.43. V oboru integrity je (R \ {0}, -, 1) komutationi monoid.
Piiklad(y) 1.44. (Z,+,0,—,-,1) je obor integrity.
Definice 1.45. a) Okruh s jednotkovym prvkem (R, +,0, —,, 1) se nazyva téleso <

1) 041,
2) (R\{0},) je grupa.

b) Komutativni téleso se nazyva pole .
Tedy komutativni okruh s jednotkovym prvkem (R, 4,0, —,-, 1) je pole <
1) 0#1,
2) (R\ {0},-) je abelovskd grupa.
Pi#iklad(y) 1.46. 1) (Q,+,0,—,-,1), (R, +,0,—,-,1), (C,+,0, —,-, 1) jsou pole.
2) Je znamo, ze kazdé konecné téleso je pole (véta Wedderburnova).

Poznamka 1.47. Pro libovolné n € N plati: Okruhu zbytkovych tiid (Z,,+,0, —, -, 1) mo-
dulo n je pole < n je prvocislo < (Z,,+,0,—,-, 1) je obor integrity (definice okruhu zbyt-
kovych ti¥id (Z,, +,0,—,-,1) modulo n je uvedena v odstavci 2.4.).

Véta 1.48. KazZdé pole je obor integrity. KaZdy konecny obor integrity je pole.

Diikaz. Necht z # 0, y # 0 a zy = 0. Pak 2~ (zy)y~' =1 = 0, coZ je spor.

Bud nyni R = {ay,...,a,} koneény obor integrity. Pak - je asociativni operace s krdcenim
na koneéné mnoziné R\ {0}. Proto je - operace s délenim, tedy (R \ {0},-) je abelovska
grupa. 0

Definice 1.49. Bud (K, +,0,—,-,1) pole, I = {a,b,c} UK, kde a,b,c ¢ K, a,b, c po dvou
ruzné. Algebra (V, (w;)ier) typu (2,0, 1, (1)rex) se nazyva vektorovy prostor nad K :&

1) (V,wa,wp, we) =: (V,+,0, —) je abelovské grupa,

2) Ve,ye V. \ ue K :
wx(z +y) = wa(x) + wa(y),
(@) = 0n(2) + W),
wiu () = wrlwu (),
wy(z) = .

V dalsim textu polzime wy =: A a budeme zapisovat vektorovy prostor jako (V,+,0, —, K).
Zakony uvedené v bodé 2) pak maji tvar: Mz +vy) = Az + Ay, (A + p)z = Az + ux,
(A)x = Mux), 1o = x.



Definice 1.50. Algebra (V, M, ) typu (2, 2) se nazyva svaz 1< pro vSechna a, b, ¢ € V plati:
1) anb=>bMa,allb=>bUa,
2) al(bMec)=(anb)Mec,ald (bUc) = (alb)c,
3) aM(alUb) =a,al(aMb) =a.

Operace M se nazyva prisek a operace L spojeni. Podle 1) a 2) jsou obé operace kommutativni
a asociativni, tj. (V;M) a (V,U) jsou komutativni pologrupy. Zékony uvedené v bodé 3) se
nazyvaji absorpéni zakony.

Piiklad(y) 1.51. (P(M),N,U) je svaz.

Poznamka 1.52. a) (V,11,U) je svaz < (V,L,MN) je svaz. Zakony jsou symetrické v M a LJ
— tzv. princip duality pro svazy .

b) V kazdém svazu (V, M, 1) plati také tzv. idempotentni zdkony, tj. ¥V a € V:

alla=a, alda=a,
které plynou z 3), nebot aMa = al(alU(aMa)) = a a druhy zdkon plat{ v dusledku principu
duality.

Definice 1.53. Svaz (V,M,U) se nazyva distributivni :< pro vSechna a,b,c € V plati:
afl(Uc)=(anb)U(aMNec),ald (bMe)=(alUb)M(alc)
(tj. M je distributivni nad U a U je distributivni nad 7).

Poznamka 1.54. (V,M,U) je distributivni svaz < (V,U, M) je distributivni svaz (princip
duality). Dokonce plati, ze MM je distributivni nad U, pravé kdyz U je distributivni nad M.

Priklad(y) 1.55. (P(M),N,U) je distributivni svaz.

Definice 1.56. Bud (V,I1,U) svaz. Prvek 0 € V se nazyva nulovy pruek svazu V & Va €
V :aUO0 = a (tj. 0 je neutralni prvek vzhledem k U). Prvek 1 € V se nazyva jednotkovy
prvek svazu V <= Va € V : 1M a = a (tj. 1 je neutralni prvek vzhledem k 7).

Pozniamka 1.57. Bud'te b,c € V libovolné prvky. Pak plati Va € V :alUb=a < Va € V :
allb=b=b=0,YVaeV .:cMa=asYaeV . cla=c&sc=1.

Definice 1.58. Svaz (V,1,) se nazyva ohraniceny, jestlize ma nulovy prvek 0 i jednotkovy
prvek 1. Tedy ohrani¢eny svaz je algebra (V,M,1,0,1) typu (2,2,0,0).

Priklad(y) 1.59. (P(M),N,U, 0, M) je ohraniceny svaz.

Definice 1.60. Ohraniceny svaz (V,11, 1,0, 1) se nazyva komplementdrni <= Ya € V Jd’ €
V:anad =0AaUd = 1. Prvek a' se nazyva komplement prvku a.

Piiklad(y) 1.61. (P(M),N,U, 0, M) je komplementarni svaz, pricemz pro A C M je kom-
plement dan vztahem A" = M \ A.

Definice 1.62. Distributivni a komplementéarni svaz (V,M, U, 0, 1) se nazyva Booleuv svaz .
Priklad(y) 1.63. (P(M),N,U, 0, M) je Booleuv svaz.

Véta 1.64. Je-li (V,M,U,0,1) Booleuv svaz, pak existuje ke kazdému a € V presné jeden
komplement a'.
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Diikaz. Bud'te a’ a a* komplementy prvku a. Pak plati alla’ = 1 = ala*, aMa’ = 0 = aMa*,
atudizd =d'U0=d U(aMNa*)=(d’Ua)N(dUa*)=1MN(dUa*)=d Ua*=a"Ud =
Loo=a”. 0

Definice 1.65. Algebra (B,M,U,0,1,) typu (2,2,0,0, 1) se nazyva Booleova algebra :<
1) (B,M,U,0,1) je ohranic¢eny distributivni svaz,
2) Vae B:aNd =0ANalld =1.

Poznamka 1.66. (B,M,1,0,1,) je Booleova algebra = (B,M,,0,1) je Booleuv svaz. Po-
kud naopak (B,M,1,0,1) je Booleuv svaz a a' (jednoznaéné urc¢eny) komplement prvku a,
pak je (B,M,1,0,1,) Booleova algebra.

Priklad(y) 1.67. (P(M),N,U, 0, M,") je Booleova algebra.

Poznamka 1.68. V teorii usporfadanych mnozin je svaz definovan jako usporddana mnozina
(V, <), v niz mé kazda dvojice prvku infimum (tj. nejvétgsi dolni zdvoru) i supremum (t;j.
nejmensi horni zévoru). Oznacime-li pro prvky z,y € V jejich infimum z My a supremum
x Uy, jsou M a U bindrni operace na V' takové, ze (V,11,11) je svaz ve smyslu Definice 1.50.
Naopak, je-li dan svaz (V,I1,1) ve smyslu této definice, muzeme na mnoziné V' definovat
usporadani < vztahem z < y < x My = x (nebo ekvivalentné * < y < xUy = y) a
dostaneme tak svaz ve smyslu teorie usporadanych mnozin (v némz infimum prvka = a y
je x My a jejich supremum je x U y). Timto zpusobem je definovana bijekce mezi svazy
chdpanymi jako usporddané mnoziny a svazy chapanymi jako algebry typu (2,2) (Definice
1.50). Mezi timto dvojim chédpanim svazu obvykle nerozlisujeme.

1.3 Zakladni pojmy teorie grup

Definice 1.69. Bud (G,-) grupoid, ay,...,a, € G (n € N). Potom je soucin a;---a,
definovan indukef vztahem ay - - - a, = (ay - - ap_1)ay.

Piiklad(y) 1.70. ajasazay = (a1aza3)ay = ((a1as)as)ay.

Definice 1.71. Bud (G, ) grupoid, a € G. Potom jsou mocniny prvku a definovdny takto:
al :=a, a"™ := (a")a (n € N).

Poznamka 1.72. 1) Pii pocitani se souciny v pologrupé je mozno libovolné zavorkovat.

2) V komutativni pologrupé plati: a; - - - a, = a1y - - - ar(n), pficemz 7 je libovolnd permutace
mnoziny M ={1,...,n}.

Véta 1.73. Bud (G,-, e, 1) grupa, a,b € G. Potom plati (ab)~' = b~ta .

Dikaz. (ab)(b~ta™) = a(bbYa™t =aea™ = alea™) =aa™t =e. O
Disledek 1.74. (a;---a,) ' =a;'---a;’.

Dukaz. Dukaz se snadno provede indukei podle n. O
Definice 1.75. Bud (G, -, e, ') grupa, a € G. Pro n € N bud a" jak je definovano vyse.

Dale klademe a° :=e a a™ := (a™')", n € N.
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Véta 1.76. (Pravidla pro pocitdni s mocninami v grupach) Pro vSechna a,b € G, n,m € Z
plati:

(i) a"a™ = a™t"™,

(i) (a™)" =a™",
(i1i) (ab)™ = a™b", pokud je - komutativni.
Diukaz. Dukaz je ponechén jako cviceni. !
Poznamka 1.77. Tato pravidla plati pro m,n € N také v pologrupach.
Definice 1.78. Bud (G, -, e, ') grupa, a € G. Potom se kardinalni{ ¢islo

o(a) = [{a" =e,a',a ", a® a2, ..} = |[{d" | k € Z}|

nazyva rdad prvku a.
Poznamka 1.79. o(a) € N nebo o(a) = |N| = Ro(= o0).

Piiklad(y) 1.80. 1) V (Z,+,0, —) piSeme (stejné tak ve vSech grupéch s aditivnim znacenim)
na misto a™. Pravidla ve Vété 1.76 pak maji nasledujici tvar: (i) ma+na = (m+n)a, (ii)
n(ma) = (mn)a, (iii) n(a + b) = na + nb. Plati o(0) = 1, o(k) = oo pro vsechna k € Z,
kE # 0. (V kazdé grupe plati o(e) = 1.)

2) V grupe (C\ {0},-,1, 1) plati: o(1) = 1, o(=1) = 2, o(i) = o(—i) = 4.

Definice 1.81. Bud (G, -, e, 1) grupa. Potom se |G| (mohutnost mnoziny G) nazyva 7dd
této grupy (takz pro vsechna a € G plati: o(a) < |G|). Obecné se pro algebru (A, (w;)er)
mohutnost |A| nazyvé rdd této algebry.

Lemma 1.82. (Déleni se zbytkem v Z) Pro libovolnd éisla k,l € Z, | # 0, existuji q,r €
Z, 0 <r<|l, tak, ze plati k = lqg+r.

Diikaz. Piipad 1: k > 0. Ztejmeé |lln < k pro n = 0 a existuje no € N tak, ze |[|ng > k
(Archimeduv axiom pro R). Tedy |l|n > k pro véechna n € N, n > ng. Polozme ¢* :=
max{n € Ny | |l|n <k} aq:=q* prol >0, q:= —¢" prol < 0. Potom je k = lqg + r, kde
0<r<|l.

Pripad 2: k < 0. Ziejmé |l|n < k pro n = k, ovSem |l|n > k pro vSechna n € Ny. Necht Z~
znac¢i mnozinu zépornych celych ¢isel. Polozme ¢* := max{n € Z~ | |lln < k} a ¢ := ¢* pro
[>0,q:=—q" prol <0. Potom je k =1lg+r, kde 0 <r < [l]. U

Poznamka 1.83. Lze snadno ukazat, ze ¢isla ¢ a r z Lemmatu 1.82 jsou ddna jednoznacné.
Nékdy namisto k = lqg +r pisme k : | = g, zb. r (¢isla k, [, ¢ a r se nazyvaji po fadé délenec,
delitel, podil a zbytek ). Pak napf. plati 7: 3 = 2, zb. 1, ale (=7) : 3 = —3, zb. 2 (nikoliv
(=7) : 3= -2, zb —1, protoze zbytek musi byt nezaporny).

Definice 1.84. Pron € N, r;s € Z je r = s mod n (,,r je kongruentni s s modulo n*) <
n|(r—s) (n déli (r —s)).

Ziejmé plati r = smod n < r = s+ kn, k € Z < r,s maji stejny zbytek pii déleni ¢islem
n. Relace = mod n je ekvivalence na Z(viz pozdéji).

12



Véta 1.85. Bud (G, e, ™) grupa, a € G.

a) Je-li o(a) = 0o, pak jsou mocniny prvku a navzdjem rizné.
b) Je-lio(a) =n €N, potom platin = min{m € N |a™ =e} a {a* |k € Z} =
{a® =e,a',...;a"'}. Ddle je a" = a®* < r = s mod n.

Diikaz. a) Bud o(a) = oo a predpoklddejme, Ze exisuji r,s € Z tak, ze r > s a a” = a’.

Prom :=r —s € N pak plati ¢™ = a"* = a"a™® = a"(a")"' = e. Bud k € Z. Potom je
k=mq+1,q€Z,1€Nya0<Il<m. Odtud plyne a* = a™! = (a™)%! = eld’ = a!, tedy
{a* |k € Z} = {e,a,...,a™ '}. To je spor, nebot o(a) = cc.

b) Je-li o(a) = n € N, pak ziejmé exisuji r, s € Z tak, ze r > s a a” = a®. Tedy podle dukazu
tvrzeni a) existuje m € N takové, ze a™ = e, coz dava {a* | k € Z} = {e,a,...,a™ '}. Bud
no = min{m € N | a™ = e}. Potom je a™ = e a prvky e,a,...,a™ ! jsou po dvou ruzné.
Pokud by totiz tomu tak nebylo, potom by platilo a” = a® pro 0 < s < r < ng. Tedy bychom
meéli a"° = e pro 0 < r — s < ng, coz je spor s minimalitou ¢isla ny. Proto plati n = n,.
Takze mame {a” | k € Z} = {e,a,...,a" '}

Pro a = e ziejmé plati " = a® < r = s mod n. Dokézeme, ze a" = a® < r = s mod n plati
i pro a # e.

=a"=a"=ad *=er—s=nqg+L,0<l<n=e=a"°%=(a") =clad =a =1 =0
=r—s=mnqg = r=smodn.

sr=smodn=r—s=ng=ad °*=ad""= (") =e=a =a. O

Priklad(y) 1.86. Bud M mnozina a Sy, := {f : M — M | f bijektivni}. (Syr, 0, idys, 1)
je grupa, kterd se nazyva symetrickd grupa na M. Prvky mnoziny Sy, se nazyvaji permutace
mnoziny M. Je-li M = {1,2,...,n}, piseme S,, misto Sy,. Plati: |S,| = n!. Je tedy napf.

g, — 123 123 123 123 123 123
2 123 )7\ 231 )7\312)7°\132)7°\321)'\ 213/ [

Cyklem délky k rozumime permutaci f : M — M tvaru f(zq) = zo, f(22) = 23, ..., f(Tx_1) =
T, f(zr) = x1, kde 21,29, ...,x3 € M jsou po dvou ruzné prvky a f(x) = = pro kazdé = €
M\ {x1,xs, ...,z }. Cyklus pak zapisujeme ve tvaru (x1zy...x;). Tedy pii pouziti cyklického
Zapisu mame:

S = {(1), (123), (132), (28), (13), (12)}.
Snadno se nahlédne, ze tad libovolného cyklu je roven délce tohoto cyklu.
Pripomenme, ze permutace f : M — M je sudd (lichd), ma-1i sudy (lichy) pocet inverzi, tj.
dvojic prvku x,y € M takovych, ze z < y a f(x) > f(y).
Transpozici rozumime cyklus délky 2. Tedy je kazda transpozice lichou permutaci. Libovolna
permutace je ziejmé slozenim konecného poctu transpozic, pricemz sudé (lichd) permutace
je slozenim sudého (lichého) poctu transpozic. Sudé permutace tvoii tzv. alternujici grupu
A,. V nasem piipadé je mnozina sudych permutaci

As ={(1),(123),(132)}.
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Ré4dy prvki grupy Ss:
m | o(m)

(1) 1

(123)| 3

(132)| 3
2

2

2

23
13
12

P
— — —

Plati: Kazdy prvek grupy S, je mozno vyjadrit jako slozeni cyklu s ruznymi prvky, a to
jednoznacné az na poradi cyklu. Lze snadno ukazat, ze parita permutace je rovna parité
poctu cykla sudé délky v tomto vyjadreni. Napt. permutace

1 456789
™ \6 541327

z grupy So ma nasledujici cyklické vyjadreni, tj. vyjadieni pomoci slozeni cyklu: (16)(29738)(45).
Je dobfe znamo, ze tad slozeni cyklu s ruznymi prvky je nejmensi spolecny nasobek délek
(tedy tadu) vsech téchto cyklia. Takze v nasem piipadé plati o(m) =2 -5 = NSN(2,5,2).

3
8

NolN V]
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Kapitola 2
Zakladni algebraické metody

2.1 Podalgebry

Definice 2.1. Bud A mnozina, w : A" — A n-drnf operace na A (n € Ny), T C A. Potom se
mnozina 7" nazyva uzaviend vzhledem k w = w(T™) C T (tj. ty, ..., t, € T = wty ... t, € T}
v piipadé n =0: w € T).

Definice 2.2. Bud A = (A, (w;)ier) algebra typu (n;)ier, T C A. Potom se mnozina T
nazyva uzaviend vzhledem k (w;);er < T je uzaviena vzhledem k w; pro vsechna i € I. V
tomto piipadé se pomoci vztahu wixy ... x,, = w1 ... Ty, (T1,...,2,,) € T™, definuje n;-
arni operace w; na T, tj. wf = w;|rn. Algebra (T, (w))icr) se pak nazyva podalgebra algebry
A. Vétsinou piseme: w! =: w;.

Poznamka 2.3. Casto také nazyvame podalgebrou algebry A pouze mnozinu 7.

Podalgebry specialnich algebraickych struktur

1) Bud (H,-) grupoid. T C H je podalgebrou algebry (H,:) < (v,y € T = zy € T).
Pak je - = :|pxr bindrni operace na T" a (T, -) je grupoid, ktery se nazyva podgrupoid
grupoidu (H, -).

2) Je-li (H,-) pologrupa a T C H jeji podgrupoid, pak je (T,-) je pologrupa, nebot
asociativni zédkon plati v H, a tedy i v T'. (Obecné: Je-li v algebie definovana vlastnost
néjaké operace pomoci néjakého zakona, pak ma tato operace zuzena na nékterou
podalgebru tuto vlastnost prirozené také.) (T, -) se nazyva podpologrupa pologrupy
(H> )

3) Je-li (G,-) grupa a (T,-) jeji podpologrupa, potom (7',:) nemusi byt grupou, jak je
ziejmé z piikladu (G,-) = (Z,+), (T,-) = (N, +).

4) Bud (G,-, e, 1) grupa chédpand jako algebra typu (2,0,1). T C G je jeji podalgebra

vyel =zyeT {T;«é@ }

S eeT _
reT=z21eT tyel=ay €T

Protoze zékony grupy plati v G, a tedy také v T', je podalgebra (T, -, e, ') opét grupou
a nazyva se podgrupa grupy (G, -, e, 1.

5) Je-li (R,+,0,—,-) okruh chdpany jako algebra typu (2,0, 1,2), potom je jeho kazda
jeho podalgebra také okruhem a nazyva se podokruh okruhu (R, +,0, —, ). To neplati
pro okruh chdpany jako algebra typu (2,2), nebot napt. (N, +, -) je podalgebrou okruhu
(Z,+,-), ale nikoliv jeho podokruhem (ovsem (Z, +, -) je podokruhem okruhu (R, +, -)).
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6) Bud (K,+,0,—,-,1) téleso (pole) chapané jako algebra typu (2,0,1,2,0). Pak T C K
je jeho podalgebra (tedy podokruh se stejnym jednotkovym prvkem)

(z,yceT=x+yecT

0eT

r€e€Tl = —-xeT

r2yel =z2yeT

1eT

|l zeT,e#0=a"€eT.

Je-1i T télesem (polem), pak se nazyva podtéleso(podpole) télesa (pole) (K, +,0, —, -, 1).

Naptiklad (R, +,0,—,-,1) je podpolem pole (C,+,0,—,-, 1), zatimco (Z,+,0,—,-, 1)
neni.

7) Bud (V,+,0,—, K) vektorovy prostor nad K a (T, +,0, —, K) jeho podalgebra, tj.

zv2yel =x+yeT
0eT

rel =—xeT
ANeKzxzeTl = el

Potom je také (T, +, 0, —, K') vektorovy prostor nad K a nazyva se vektorovyj podprostor
prostoru (V, 4,0, —, K).

Véta 2.4. Bud (A, Q) algebra a (T});es soubor podalgeber. Potom je ﬂjeJTj rovnéz podal-
gebra.

Diikaz. Bud Q = (w;)ier, w; ni-arni operace, a T := ﬂjeJTj. Bud i € I, pficemz n; > 0, a
budte x1,...,z,, € T. Potom plati Vj € J : @1,...,2,, € T}, tedy Vj € J: wizy ...z, € Tj.
Proto w;xy...2,, € T. Pron; =0 plati Vj € J : w; € T}, takze w; € T. O

Poznamka 2.5. Predchoz{ véta plati i pro prazdny soubor algeber, tj. pro pripad J = 0.
Pak totiz mame (., T; = A.

Véta 2.6. Bud (A,Q) algebra a S C A podmnozina. Potom je
(S) = ﬂ{T | T DS, T je podalgebra algebry (A,Q)}

nejmensi podalgebra algebry (A, Q), kterd S obsahuge.

Definice 2.7. (S) se nazyva podalgebra algebry (A, Q) generovand mnozinou S . Mnozina
S se nazyva systém generdtoru podalgebry (S).

Véta 2.8. Bud (G,-,e, ) grupa, x € G, S = {x}. Potom plati:

(x) == (S) = {a* | k e Z}.
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Diikaz. Mame dokézat, ze {z* | k € Z} =: T je nejmensi podgrupa grupy (G,- e, 1)
obsahujici prvek x.

T je podgrupa grupy (G,-,e, 1), nebot pro 2%, 2t € T (k,l € Z) plati 2¥z! = 28 € T
(jelikoz k +1 € Z), 2° € T (protoze 0 € Z) a (2*)™! = 27% € T (nebot —k € Z). Déle plati
r=a'eT.

Bud U podgrupa grupy (G, -, e, ') takovd, ze x € U. Potom plati 2" € U (n € N), e =
22 e U, 27" = (2")™! € U, takze T C U. Tedy je T nejmensi podgrupa grupy (G, -, e, !)
obsahujici prvek x. O

Definice 2.9. (x) se nazyva podgrupa grupy (G, -, e, ') generovand prvkem x.

Poznamka 2.10. 1) Pro vektorové prostory mame:

1<i<n

2) Je-li (G, -, e, ) abelovskd grupa, potom plati:
Uy, xn ) = {afake o ab | |y € 7).
Vyjadiime-li abelovskou grupu ve tvaru (G, +, 0, —), potom plati:

{x1,...,2,}) = {kixy + kaxo + -+ - + ke, | ki € Z}.

3) Pro neabelovské grupy plati napt.:

oy, 20}) = {afabealab= . pfmake | n e N, ki € Z).

4) Obecné plati:

{x1,...,2n}) = {t(z1,...,2,) | t je libovolny n-drni term
v algebie (A,Q)}.

Definice 2.11. Grupa (G, -, e, ') se nazyva cyklickd - v € G : G = (x). Prvek x se pak
nazyva generator cyklické grupy G.
Z Véty 1.85 a Véty 2.8 plyne

Dusledek 2.12. Bud (G,-,e, ) cyklickd grupa a necht {(x) = G. Potom miizZeme rozlisit
dva pripady:

a) Je-li o(x) = oo, potom je také G nekonecénd a plati G = {e,x,z~ ', 2%, 272, ...}
b) Je-li o(z) = n € N, potom mdme |G| = n, a plati G = {e,x, 2%, ... 2"}
V obou pripadech jsou uvedené mocniny v dané mnozZiné navzdjem ruzné.
Piiklad(y) 2.13. a) pro (Z,+,0,—) plati Z = (1) = (—1).
b) pro (Zm,+,0,—) (operace modulo m, viz odstavec 2.4) plati Z,, = (1) = (k), kde
NSD(m, k) = 1.
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2.2 Relace ekvivalence a rozklad na tridy ekvivalence

Definice 2.14. Je-li M mnozina, potom se podmnozina R mnoziny M x M nazyva binarni

relace na M. Misto (z,y) € R piSeme vétsinou zRy. Specidlni relace: apy := M x M se
nazyva univerzalni relace | 1y := {(x,x) | @ € M} se nazyvé identickd relace nebo relace
rovnosti .

Definice 2.15. Relace R C M x M se nazyva:

1) reflexiond =y C R tj.,, Ve € M : xRx.

3

)

2) symetrickd = Vr,y € M : xRy = yRx.
) antisymetrickd < Vr,y € M : xRy NyRx = x = y.
)

4) transitioni = Vr,y,z€ M xRy ANyRz = xRz.

Relace splaujici 1), 2) a 4) se nazyva ekvivalence, relace spliwujici 1), 3) a 4) se nazyva
(¢astecné) uspordddnd.

Priklad(y) 2.16. oy a ty jsou vzdy relace ekvivalence. Relace < na mnoziné R, C na
mnoziné P(M) a | (déli) na mnoziné N jsou relace usporadani.

Definice 2.17. Bud M mnozina. P C P(M) se nazyva rozklad mnoZiny M &

1) Ucep ¢=M,

2) 0¢P,

3) ABeP=A=BVANB =10 (tj. mnoziny v P jsou po dvou disjunktni).
Prvky rozkladu P se nazyvaji jeho tridy.

Véta 2.18. Bud  ekvivalence na mnoziné M, a € M, [a], := {b € M | bra} tzv. trida
ekvivalence proku a a M/m = {[a], | a € M} tzv. faktorovd mnozina mnoziny M podle
ekvivalence w. Potom je M /7 rozklad mnoZiny M.

Je-li naopak P rozklad mnoziny M a m je definovdno vztahem arwb <= 3C € P : a,b € C,
potom je m ekvivalence na mnoziné M a plati M /7 = P.

T M/m je bijektivnd zobrazeni mnoZiny vsech ekvivalenci na mnoziné M na mnoZinu vech
rozkladi mnoZiny M. Inverzni zobrazeni je dano vyse uvedenym predpisem P v+ 7.

Diikaz. Uloha k procvicen. !

Véta 2.19. Bud'te M, N mnoziny, f : M — N zobrazeni a xmsy = f(z) = f(y). Potom
plati:

a) 7y je ekvivalence na M, kterd se nazyvd jadro zobrazent f.

b) Zobrazeni
g { Ml 2 A0 = ) € ar) €
. [l‘]ﬂf = f(x)

je korektné definovano a bijektivni.

18



Diikaz. Uloha k procvicen. O

Poznamka 2.20. Vyznam zobrazeni g definovaného v predchozi vété je mozno znazornit
nasledujicim komutativnim diagramem :

f

M f(M)C N

M7

Zde je
M — M/ﬂ'f
v
x|—>[x],rf

tzv. kanonické neboli faktorové zobrazeni. Plati: f = gov.

Rozklad grupy na tridy podle podgrupy

Oznaceni: Pokud nebude moci dojit k nedorozuméni, budeme dale klast G := (G, -, e, 1),
resp. G := (G, +), tj. oznaéime grupu timtéz symbolem jako jeji nosnou mnozinu. Podobné
pro okruhy.

Véta 2.21. Bud (G,-,e, ™) grupa a (H,- e, ) podgrupa grupy G. Bud ddle 7 C G x G
relace definovand pomoci vztahu xwy = v~ 'y € H (v,y € G). Potom je 7 ekvivalence na

G.

Diikaz. 1) 7 je reflexivni: Va : 7z, nebot z7 'z = e € H.

2) 7 je symetrickd: amy = 7'y € H = (v 'y) ' =y v € H = ynu.

3) m je tranzitivni: amy, ynz = 'y € H, y'2 € H = (z7'y)(y'2) =272 € H =
ITZ. U

Poznamka 2.22. Analogicky plati: pomoci vztahu zoy < zy~! € H je na G rovnéz
definovana relace ekvivalence.

Definice 2.23. Bud (G, -, e, ') grupa, A, B C G. Potom se nazyva AB := {ab|a € A, b€
B} slozeny soucin A a B. Specidlni piipady: A = {a}: AB=:aB ={ab|b € B}, B={b}:
AB =: Ab = {ab | a € A}. Pro podgrupu H grupy G a libovolny prvek a € G se mnozina a H
nazyva levd trida rozkladu grupy G podle H a mnozina Ha se nazyva pravd trida rozkladu
grupy G podle H.

Véta 2.24. Budte m, 0 vyse definované relace ekvivalence na grupé G. Potom plati pro
vSechna a € G: [a], = aH, |a], = Ha.

Diikaz. Plati {y |a"'y € H} =aH (C:a'ly=2x € H=y=av €al; D: y=ax € aH =
a 'y =z € H). Odtud plyne [a], ={y | ary} ={y |a 'y € H} = aH.

Dukaz vztahu [a], = Ha se provede analogicky. O
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Dusledek 2.25. {aH | a € G} je rozklad grupy G, ktery se nazgvd levy rozklad grupy G
podle H. Podobné se nazyvd {Ha | a € G} pravy rozklad grupy G podle H.

Piiklad(y) 2.26. G = S; = {(1), (123), (132), (12), (23), (13)}, H = {(1), (23)}.

() H=H H(1)=H
(123)H={(123), (12)}  H(123)={(123), (13)}
(132)H={(132), (13)}  H(132)={(132), (12)}

Obecné tedy plati Ha # aH! Pro a = e vsak plati vzdy He = eH = H. V abelovskych
grupach plati Ha = aH pro vSechna a € G.

Véta 2.27. Bud (G,-, e, ') grupa, H podgrupa grupy G, a,b € G. Potom je vztahem

. {aH—>bH
7
ax — bx

definovano bijektivni zobrazent.

Dukaz. 1) i je korektné definovano: ary = axy = 1 = 19 = by = brs.
2) i je injektivni: i(az,) = i(axs) = bry = bry = x1 = 9.
3) i je surjektivni: kazdé bx € bH je obrazem ax € aH. O

Dusledek 2.28. Va,b € G : |aH| = |bH| = |H|. (Analogicky: Ya € G : |Ha| = |H|.)

Véta 2.29. Vztahem aH — Ha ', a € G, je definovdno bijektivni zobrazeni ¢ levého
rozkladu na pravy rozklad grupy G podle H.

Diikaz. 1) ¢ je korektné definovdno: aH = bH = anb = a ‘b€ H = a '(b7')"' € H =
alob™' = Ha ' = Hb .

2) ¢ je surjektivni: Va € G : p(a™'H) = H(a )" = Ha.

3) ¢ je injektivni: p(aH) = @(bH) = Ha™' = Hb™' = a'ob™! = a0 € H = arb =
aH = bH. 0

Definice 2.30. Pocet vsech ruznych tfid levého rozkladu (pravého rozkladu) grupy G podle
H se nazyvé index podgrupy H v G, formélné: [G : H] :=|{aH |a € G}| = |[{Ha | a € G}|.

Véta 2.31. (Lagrangeova) Bud (G, -, e, ) konecénd grupa, H podgrupa G. Potom plati:
(G H]-|H| =|G|.
Poznamka 2.32. Lagrangeova véta plati také pro nekoneéné grupy.
Dusledek 2.33.  a) Je-li H podgrupa G, pak |H| déli |G|.
b) v € G = o(x) ={z" | n € Z}| = |(x)| deli |G].

¢) |G| = p prvocislo, H podgrupa G = H = {e} nebo H = G. Pro x € G, © # e,
dostavame (x) = G, tedy G je cyklickd.

20



2.3 Izomorfizmy a homomorfizmy

Definice 2.34. Budte A = (A, (wi)icr) a A* = (A*, (w})ier) algebry téhoz typu (n;)ic;.
Zobrazeni f : A — A* se nazyva homomorfizmus algebry A do algebry A* <

1) Proi € I, kde n; > 0, plati Vaq, ..., 2, € A: fwizy...2zp,) = wif(x1) ... f(x,),
2) proi € I, kde n; = 0, plati f(w;) = w;.

Lemma 2.35. Bud'te (G,-,e,” ") a (H,- e, ") grupy, f: G — H. Potom plati: f je homo-
morfizmus grupy (G, -, e, %) do grupy (H,-,e,™') < f je homomorfizmus grupoidu (G,-) do
grupoidu (H,-).

Diikaz. = Trivialni.

<: Necht f(zy) = f(z)f(y). Mdme ukézat, ze f(e) = e, f( D= (f(z))"!. Plati ece = ¢ =

F(O)f(e) = F(e&) = f(e) = e. Dile, za ' = e = f(@)f(z ) = f(e) = e = f(@)(f(z))" =

fla™) = (f(z)~" 0

Dusledek 2.36. 1) Budte V = (V,+,0,—, K) a W = (W, +,0,—, K) vektorové prostory
nad timtéz polem K a f : V. — W. Potom plati: f je homomorfizmus vektorového prostoru

V do vektorového prostoru W < f je linedrni zobrazent, tj. Yx,y € V : f(x +y) =
fla)+ f(y), VA e K,z e Vi f(Ax) = AMf(x).

2) Budte (R,+,0,—,-) a(S,+,0,—,-) okruhy, f : R — S. Potom plati: f je homomorfizmus
okruhu (R, +,0, —,-) do okruhu (S,+,0, —,-) < f je homomorfizmus algebry (R, +,-) do
algebry (S, 4+, ).

Definice 2.37. Budte A = (A, (w;)ier) a A* = (A%, (w])ics) algebry téhoz typu (n;)icr a
f: A— A* homomorfizmus algebry A do algebry A*. f se nazyva

1) izomorfizmus , pokud je f bijektivni (v tomto piipadé fikame, ze A je izomorfni obraz

A*, a piseme A = A*),
2) endomorfizmus , pokud A = A*,
3) automorfizmus , pokud A = A* a f izomorfizmus,

4) epimorfizmus , pokud je f surjektivni (v tomto piipadé se nazyva A* homomorfni obraz

A),

5) monomorfizmus, pokud je f injektivni (v tomto piipadé se nazyva A izomorfné vnorend

v A¥).

Lemma 2.38. a) Budte A, A*, A** algebry tého? typu, f homomorfizmus algebry A do
algebry A*, g homomorfizmus algebry A* do algebry A**. Potom je gof homomorfizmus
algebry A do algebry A**. Jsou-li f,qg izomorfizmy, pak je také g o f izomorfizmus.

b) Je-li f izomorfizmus A do A*, pak je f~' izomorfizmus A* do A.

Obrazy a (uplné) vzory podalgeber pfi homomorfizmech jsou opét podalgebry. (Je-li f: A —
A* zobrazeni, U* C A* pak se f~1(U*):={z € A| f(x) € U*} nazyva plny vzor mnoziny
U*.)
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Homomorfizmy a zakony

Véta 2.39. Budte (H,-), (H*,-) grupoidy a f : H — H* homomorfizmus. Je-li (H,-)
pologrupa, potom je podalgebra (f(H),-) grupoidu (H*,-) také pologrupa.

Diikaz. Bud (H,-) pologrupa a necht z,vy,z € f(H). Potom existuje a,b,c € H, kde f(a)

x, f(b) =y a f(c) = 2. Protoze plati a(bc) = (ab)c, méme f(a)(f(b)f(c)) = (f(a)f(b))f(C;
takze z(yz) = (xy)z. Tedy je (f(H),-) pologrupa. O

Poznamka 2.40. Bud'te (A, (wi)ier) a (A%, (w])icr) algebry téhoz typu, f : A — A* epimor-
fizmus (tj. A* je homomorfni obraz A). Plati-li pro vhodné termy ¢;,t v A rovnice (zakon)
Va,b,c,... : ti(a,b,c,...) = ta(a,b,c,...), pak plyne ze vztahu ti(f(a), f(b), f(c),...) =
f(ti(a,b,c,...)) = f(ta(a,b,c,...)) =ta(f(a), f(b), f(c),...), ze zakon plati téz v A*. Termy
jsou pfritom vytvofeny z konecného poc¢tu proménnych a symbola operaci (pro A, resp. A*).
Je-li (A, (wy)ier) algebra, pak se (w;)ier nazyvaji fundamentdlni operace, piislusné termy se
naproti tomu nazyvji odvozené operace.

Poznamka 2.41. Interpretace Véty 2.39: kazdy homomorfni obraz pologrupy je pologrupa.
Podle Poznamky 2.40 je také kazdy homomorfni obraz

1) (abelovské) grupy je (abelovskd) grupa,

2) (komutativniho) okruhu je (komutativni) okruh,

3) okruhu s jednotkovym prvkem je okruh s jednotkovym prvkem,

4) svazu je svaz,

5) Booleovy algebry je Booleova algebra,

6) vektorového prostoru nad K je vektorovy prostor nad K.

Bud (A4,-) grupoid, kde A = {ay,...,a,}, a (A* o) dalsi grupoid, kde A* = {a},...,a’}
Bud f: A — A* izomorfizmus, kde af = f(a;), 1 < i < n. Tabulky operaci obou algeber
pak vypadaji nasledovneé:

* *

. ‘ aq e an, o] ‘ ap e a,,
* * * * *
a; | a1y ... a1Qp ay|aoay ... a;oa,
* * * * *
Ay | ApA1 ... ApQGy a, | a,oa; ... a,oa,

Je-li v levé tabulce a;a; = ay, pak je v pravé tabulce a; o a} = aj. Z algebraického hlediska
je proto izomorfizmus pouhé ,ptreznaceni“. Na izomorfni algebry je nutno ,pohlizet jako na
stejné®.

Algebraické vlastnosti jsou takové vlastnosti, které zustavaji zachovany pii izomorfizmech.
Napiiklad vsechny zakony jsou algebraickymi vlastnostmi, protoze podle vyse uvedené poznamky
zustavaji zachovany dokonce uz pii epimorfizmech.

Casto je mozné charakterizovat algebraické struktury ,az na izomorfizmus®. Tak jsou napf.
vSechny konecnédimenzionalni vektorové prostory nad polem K az na izomorfizmus dany
vektorovym prostorem K" n € Ny (s obvyklymi operacemi). Analogickd tvrzeni plati pro
konecnéa pole a koneéné Booleovy algebry. Dalsim vysledkem tohoto charakteru je nasledujici
véta:

Véta 2.42. (Cayleyova véta o reprezentaci) Bud (G, -, e, ') grupa. Potom je G izomorfni
s podgrupou symetrické grupy (Sg,o,idg, '). Kratce: KaZdd grupa je izomorfni s néjakou
grupou permutact.
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Diikaz. Zkonstruujeme vnoreni (monomorfizmus) 7 : G — Sg, a +— 7,, nasledujicim zpusobem:
Vg € G:m(g) := ag.

1) 74 € Sq, tj., ™4 je injektivni a surjektivni (injektivni: m,(g1) = ma(g92) = ag1 = ags =
g1 = go; surjektivni: h € G = h = m,(a"'h)).
2) 7 je injektivni: m,, = T, = T4, (€) = ey (€) = @16 = ase = a1 = ao.
3) Tab = Ta © T Ta(g) = (ab)g = a(bg) = ma(bg) = ma(m(9)) = (Ta © m)(9)- B

Poznamka 2.43. Analogicka véta plati také pro monoidy.

2.4 Relace kongruence a faktorové algebry

Definice 2.44. Bud A = (A, (w;)ie;) algebra typu (n;);cr a 7w ekvivalence na A. 7 se nazyva
(relace) kongruence na A :< pro vsechna i € I, kde n; > 0, ay,...,a,,,b1,...,b,, € A, plati

aymhy A .o N A, mhy, = wiaq ... ap,Twiby L by,

Priklad(y) 2.45. Bud A = (Z,+,0,—, -, 1) obor integrity celych ¢isel a n € Ny pevné (n
se nazyva modul). Necht bindrni relace 7 na Z je definovdna pomoci vztahu:

arb = dceZ:a—b=cn, a,be .

Déle budeme psat, podobné jako v odstavci 1.3, a = b mod n misto anb. Plati: = modn je
kongruence, nebot:

1) = mod n je ekvivalence: a = a mod n protoze a—a =0=0n;a =bmodn = a—b=cn
=b—a=(—cn=b=amodn;a=bmodnAb=cmodn =a—-b=dinANb—c=dm
= a —c= (dy +d2)n = a = ¢ mod n.

2) Operace +: a3 = bymodn Aay = bpmodn = a; — by = cgn AN ag — by = can =
(a1 + ag) — (by 4+ ba) = (c1 + c2)n = (a1 + az) = (by + by) mod n.

3) Operace —a=bmodn = a—b=cn = (—a) — (=b) = (—c)n = (—a) = (—b) mod n.
4) Operace -: a; = bymodnAay = bymodn = a3 = by +cn A ay = by + con = ajay =
b1bs + (bico + bacy + crcan)n = ajas = biby mod n.

Piislusny rozklad na tiidy: Plati [a] = {a + kn | k € Z}. Pro n = 0 méame [a] = {a} pro
vSechna a € Z (= modn je potom relace rovnosti). Pro n > 0 plati: Z,, :== Z/ = modn =

{la] | a € Z} ={[0],..., [n —1]}.

Véta 2.46. Bud A = (A, (wy)ier) algebra a m kongruence na A. Potom jsou vztahy

e = [wiar - can g, ng >0, aq, ... a,, € A,

definovdny operace (wy)ier na faktorové mnoziné A/m.

Diikaz. Operace jsou korektné definovany:

[al]ﬂ = [bl]ﬂ a;mhy
: = : = Wiaq ... 0, TwW;by ... by,.
[an,]r = [bn, ]« Qn,; T,
Proto je [wiay ... an,|r = [wibi ... bp,]x- O
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Definice 2.47. Algebra A/m := (A/7, (W} )ier) se nazyva faktorovd algebra algebry A podle
kongruence 7. Casto klademe w; := w;.

Piiklad(y) 2.48. A = (Z,+,0,—,-,1), 1 = = modn. Faktorova algebra A/m je potom
algebra (Z,,+*,0%, —* -* 1*), kde [a] +* [b] = [a + b], 0* = [0], —*[a] = [—a], [a] -* [b] = [ab],
1* = [1] (tj. pocitame s ,reprezentanty* ti¥id). Déle budeme symbol * u operaci na faktorové
mnoziné vynechavat (viz druhou vétu Definice 2.47). Plati: (Z,,+,0, —, -, 1) je komutativni
okruh s jednotkovym prvkem, ktery se nazyva okruh zbytkovich trid modulo n .

Véta 2.49. Bud A = (A, (w;)ier) algebra, © kongruence na A. Potom je faktorové zobrazeni

{ f:[f]f

surjektivni homomorfizmus algebry A na A/7, ktery se nazgvd prirozeny homomorfizmus .
Diikaz.

v(wiay ... ap,) = [wiay ... ap)r = wilal]r .. [an ] = wiv(ar) ... v(a,,), n; >0,

0

Dusledek 2.50. A/m je homomorfni obraz A, tedy kazdy zdkon, ktery plati v A, plati také
v A/ - viz pozndmku 2.40. Specidlné tedy mdme (viz poznamku 2.41):

i) kazda faktorovd algebra pologrupy je pologrupou,
ii) kazda faktorovd algebra (abelovské) grupy je (abelovskou) grupou,
ii1) kazda faktorovd algebra vektorového prostoru je vektorovim prostorem,
iv kazdd faktorovd algebra (komutativniho) okruhu je (komutativnim) okruhem,

v) kazdd faktorovd algebra okruhu s jednotkovym prvkem je okruhem s jednotkovgm pru-
kem,

vi) kazdd faktorovd algebra svazu (resp. Booleovy algebry) je svazem (resp. Booleovou al-
gebrou,).

Poznamka 2.51. Faktorova algebra oboru integrity nemusi byt oborem integrity, jak je
vidét na piikladu (Z,, +,0, —, -, 1), kde n € N neni prvocislo.

Véta 2.52. (O homomorfizmu) Budte A = (A, (wi)ier) a A* = (A%, (w))icr) algebry téhoz
typu (n;)ier a f + A = A* homomorfizmus. Potom je jadro m¢ kongruenci na A a existuje
presné jeden injektivni homomorfizmus g z A/my do A* takovy, Ze f = gov (v je prirozeny
homomorfismus).

Diikaz. 1) my je relace ekvivalence a existuje injektivni zobrazeni g : A/my — A*, kde f = gov
(viz odstavec 2.2).
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2) 7y je kongruence: Bud i € I, n; > 0. Mame:

a17be1 f(al) = f(bl)
: = : = w; f(a1) ... f(an,) = wi f(br1) ... f(bn,)
aniﬂ-fbni f(am) = f(bm)
= flwiar...an,) = flwibi...by,) = wiaq...apmwb; ... by, Jednoznacnost g je trividlni:
9(lalz,) = g(v(a)) = (gov)(a) = f(a).
)

3) g je homomorfizmus: Bud i € I, n; > 0, potom plati:

g(wi[al]ﬂf s [ani]ﬂf) - g([wial s ani]ﬂ

— i flar) . flan) = wig(v(a)).. ol
Analogicky pro n; = 0: g(wr) = g([wils,) = flwr) = wi- O

Dusledek 2.53. Pro podalgebru (f(A), (w))ier) algebry A* plati (f(A), (w})ier) = A/,
tedy je kazdy homomorfni obraz algebry izomorfni s néjakou faktorovou algebrou.

) =gW(wiar ...a,,)) = f(wial .. .ani)

Poznamka 2.54. Relace rovnosti ¢ = {(z,z) | * € A} a univerzalni relace « = A x A
jsou vzdy kongruencemi na A4 a nazyvaji se trividlni kongruence na A. Plati: A/t =2 A a
|A/a| =1. A/t a A/« jsou trividlnd faktorové algebry .

Definice 2.55. Algebra A se nazyva prostd , ma-li pouze trivialni kongruence.

Poznamka 2.56. Algebra A je prosta tehdy a jen tehdy, kdyz mé pouze trividlni homo-
morfni obrazy (tj. pouze obrazy izomorfni s A, resp. jednoprvkové homomorfni obrazy).

2.5 Relace kongruence na grupach a okruzich

Véta 2.57. Bud (G,-, e, ') grupa a m relace ekvivalence na G. Potom plati:
a) m je kongruence na (G,-,e, ') < 7 je kongruence na (G, -).
b) Je-li m kongruence na (G,-) a [e], =: N, potom plati:
i) N je podgrupa (G,- e, 1).
i) tNx~' = {zyx~' |y € N} C N pro vsechna x € G.
i) xmy < vy € N pro viechna x,y € G (tj., [x]. = xN pro vsechna z € G).
Dikaz. a) =: Trividlni.

~:
11
Y e =zx ‘myx 111
g1 }j{ iy ! }:>y Ty yr =1 .

b) i) e € N protoze eme. z,y € N = xme Nyme = xymee = e = xy € N.
rEN=are =z nel=e=a21cN.

ii) y € N = yme = ayr ‘rrer™' =e¢ = xyz~' € N.
iii) =: amry = e = v lemaly = 27y € N.
< z7lye N = xlyre = y = zo~ lynze = . O
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Poznamka 2.58. Bud (G, -, e, ') grupa a x € G. Potom je zobrazen{

.{G—>G

g xgrt

automorfizmus (G, -, e, 1), ktery se nazyva vnitini automorfizmus grupy G. Vlastnost ii) v
predchozi vété je tedy ekvivalentni s vlastnosti: ¢, (/N) C N pro vSechna x € G.

Definice 2.59. Podgrupa N grupy (G, -, e, ') se nazyva normdini podgrupa grupy G, sym-
bolicky N <1 G, jestlize xNz—* C N pro vSechna z € G.

Poznamka 2.60. V abelovské grupé je kazda podgrupa normélni podgrupou. Pro neabe-
lovské grupy tomu tak neni. Napf. existuji podgrupy grupy Ss, které nejsou normalnimi

podgrupami, totiz: {(1), (12)}, {(1), (13)} a {(1),(23)}.

Lemma 2.61. Pro podgrupu N grupy G jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:
a) N je normdlni podgrupa grupy G.
b) Ve € G:zNz~' = N.
c) Ve € G: Nx=xN, tj. pravd tiida rozkladu = levad trida rozkladu.

Diikaz. a) = b): N normalni podgrupa = Vr € G: aNx ' C N = Vr € G: 27 'Nz C N
=VreG:N=xzx '‘Nez ' CaNz ' =VereG: Nz ! =N.

b) = a) je trividlni.

b) & ¢): eNz™! = N = 2N = 2Nz 'z = Nx; N = Nz = zNz~' = Nzz~' = N pro
vSechna z € G. O

Véta 2.62. Bud (G,-,e, ) grupa, N <G a m bud bindrni relace na G definovand vztahem
xry & v ly € N, z,y € G. Potom je 7 kongruence na G, kde le], = N.

Dikaz. 7 je relace ekvivalence a [z], = N = Nz podle Véty 2.21 a Lemmatu 2.61. 7 je
kongruence:

nry | [ =g, kde n; € N (nebot z; € y;N)
LMY To = noys, kde ny € N (nebot xy € Nyy)
= T1T9 = Y11 NoYs € Y1 NyYs = 1Yo N = x129TY1Ys.

Déle plati [e¢], = eN = N. O

Véta 2.63. Vztahem 7 — €], je definovdno bijektivni zobrazeni mnoziny vsech kongruenci
na grupé G na mnozinu vSech normdlnich podgrup grupy G. Inverzni zobrazeni je dano
pomoct vztahu N s 7, kde xmy < v~ 'y € N.

Diikaz. Obé piifazeni jsou navzajem inverzni: 7 +— [e], =: N > 7, kde zmy & o1y €
N & enz 'y & zmy, tj. m = m. Obracens: N — 7 (kde zmy < 7'y € N) = [e], = {y €
G; emy}={ye G, ye N} =N. O
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Chceme-li najit vsechny homomorfni obrazy — az na izomorfizmus — néjaké grupy G, muzeme
tedy urcit vSechny normalni podgrupy N grupy G a vytvorit faktorové algebry G /m pomoci
odpovidajicich kongruenci. Pokud normalni podgrupé N odpovida kongruence m, piSeme
G/N := G/m ={xN | x € G}. Takovéto faktorova algebra se nazyvé faktorgrupa grupy G.

Ve faktorgrupé G/N se pocita néasledujicim zpusobem: (zN)(yN) = (zy)N, eN = N je
jednotkovy prvek, (zN)~! = z7IN.

Trividlnim kongruencim ¢ = {(z,z) | € G} a @« = G x G odpovidaji tzv. trividlni normalni
podgrupy {e} a G. Odtud plyne: G je prostd < G ma pouze trividlni normélni podgrupy.

Priklad(y) 2.64. 1) Kazda cyklickd grupa G = (z) takovd, ze o(x) = p (p prvocislo), je
prosté (véta Lagrangeova). Je zndmo, ze plati také obracené: Kazda prosta abelovska
grupa G, kde |G| > 1, je cyklickd a mé prvociselny rad.

2) Alternujici grupa A, (viz Piiklad 1.86) je prostd pro n # 4.

3) Symetrickd grupa S, neni pro n > 3 prost4, nebot plati A, <1S,. Levy (pravy) rozklad
S, na tiidy podle A, je roven {4,,S, \ A,}, tedy plati [S,, : A,,] =2 (index A, v S,,).

Véta 2.65. Bud G grupa, U podgrupa, kde |G : U] = 2. Potom plati U <1 G.
Dikaz. x €U = 2U=Ux=U.2¢ U = 2U=Ux=G\U. O

Poznamka 2.66. Také pro vektorové prostory plati podobny vysledek jako pro grupy: Vzta-
hem 7 — [0], je definovano bijektivni zobrazeni mnoziny vsech relaci kongruence vektorového
prostoru (V,+,0, —, K') na mnozinu vSech podprostoru prostoru V' (dukaz je podobny jako
u grup).

Je-1i U podprostor prostoru V', pak je V/U = {x+ U | x € V'} faktorovy prostor s operacemi
(x+U)+ wy+U)=(x+y)+U, 0+U = U (neutrélni prvek), —(z + U) = (—z) + U,
Mr+U)= M)+ U, z,yeV, e K.

Definice 2.67. Bud (R, +,0, —, ) okruh a I podokruh okruhu R. Potom se I nazyva
- levy idedl okruhu R & Vre R:rl :={ri|iel} CI,
- pravy idedl okruhu R << Vr € R: Ir:={ir|ie I} C 1,
- idedl okruhu R (formélné: I < R) : & Vre R:rl CINIr C 1.

Piiklad(y) 2.68. 1) {0} a R jsou vzdy idedly okruhu R, tak zvané trividlni idedly .

2) V(Z,4,0,—,-) je {nk | k € Z}, n € Ny, idedlem. Tim jsou vycerpany vsechny idedly v
Z.

Lemma 2.69. Bud (R,+,0,—,-, 1) okruh s jednotkovym prvkem a I idedl okruhu R. Potom
plati: 1 € I & I = R.

Diukaz. Jestlize 1 € I, pak pro kazdé r € R plati r = r1 € rI C I. Proto R C I, takze
R = I. Opa¢nd implikace je zfejma. O

Véta 2.70. Kazdé téleso md pouze trivialni idedly.
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Diikaz. Bud I idedl télesa (K, +,0,—,-,1) a I # {0}. Potom existuje x € I, x # 0. Protoze
1 =a"tow €a I C I, plati I = K podle predchoziho lemmatu.. O

Véta 2.71. Bud (R,+,0,—, -, 1) komutativni okruh s jednotkovym prvkem, kteryj md pouze
trividlni idedly. Potom je R pole nebo R = {0}.

Diikaz. Necht R # {0}, x € R, x # 0. Pak xR = {zr | r € R} je idedl okruhu R (analogicky
k Z), takze x = z1 € 2R = 2R # {0} = 2R =R = 3r € R : 1 = 2r = x m4 inverzni
prvek. O

7 predchozich dvou vét vyplyva:

Dusledek 2.72. Komutativni okruh R # {0} s jednotkovym prvkem je pole < R md pouze
trivialnt idedaly.

Véta 2.73. Bud (R,+,0,—,) okruh.

a) Je-li m kongruence na R, potom je I := (0], idedl okruhu R a plati: R/m = {x + I |
r € R}='R/I.

b) Je-li I idedl okruhu R a w bindrni relace na R definovand vztahem xmy <=y —x € 1,
x,y € R, potom je m kongruence na R a [0], = I.

c) m — (0], definuje bijektioni zobrazeni mnoziny vSech kongruenci na R na mnoZinu
vsech idedli okruhu R. Inverzni zobrazent je ddno vztahem I — m, kde m je kongruence
definovand v b).

Diukaz. a) i € I N7 € R = in0 Arnr = irmOr = 0 a podobné rinr0 = 0, takze ir,ri € I.
Zbytek tvrzeni plyne z véty 2.57 (jelikoz 7 je kongruence na grupé (R, +,0,—)).

b) Bud’te T1,Y1,L2,Y2 € R, T17TY1 A ToTY2. Pak Yy = 21 —+ ’il N Y2 = T2 -+ iz, il,ig el Tedy
Y1+ Y2 = 21 + T + i1 +dg, kde iy + iy € I, takZe (21 + x2)7(y1 + y2). Déle, y1yo = z122 + 4,
kde i = zyis + 4129 + 0132 € I (I je idedl) = x1x9my yo. Zbytek tvrzeni plyne z Véty 2.62.
c)m— [0], =1~ m, [ — 7 [0]; =1 (analogicky k odpovidajicimu dukazu pro normalni
podgrupy). O
Je-li I idedl okruhu R, potom je faktorova algebra (R/I,+,I,—,-) okruhem a nazyva se
faktorovy okruh nebo okruh zbytkovijch trid okruhu R modulo I. Operace v R/I jsou: (z +
I+ (y+1I) = (x+y)+ I (je identickd se souctem A+ B ={a+b|a € A, b€ B}),
(x+1)(y+1)=xy+ I (neniidenticka se souc¢inem AB = {ab|a € A, b€ B}), —(x+1) =
(—x)+ I, 0+ I = I je nulovy prvek.

Priklad(y) 2.74. Necht Z,, =Z/I, I ={kn |k € Z}. Paky—az € [ &3k e N:y—xz =kn
< o =y mod n. Tedy zadany ideél I odpovida relaci = mod n, coz zapiseme jako I =: (n).

Poznamka 2.75. Okruh R je prosty < R ma pouze trividlni kongruence < R ma pouze
trividlni idedly {0} =: (0) a R.

Z Dusledku 2.72 ihned plyne:

Véta 2.76. Komutativnd okruh R # {0} s jednotkovym prvkem je prosty prdvé tehdy, kdyz
je pole.

Priklad(y) 2.77. Lze snadno ukdzat, ze kazdy okruh matic M, (K) nad polem K je prosty.

28



2.6 Primé souciny algeber

Definice 2.78. Budte A, = (Ak,(wfk))iel), k € K, algebry téhoz typu (n;)icr a A =
[Ticr Ak = {(ar)rex | ar € Ar} kartézsky soucin vsech mnozin Ag. Pro véechna i € I bud
operace w; na A definovana vztahem:

(n4)

w .y, ke pro n; > 0,

J/

€ Ay

(k))keK pro n; = 0.

w; = (w;

Algebra (A, (wi)ier) se nazyva primy soucin algeber Ay a znaci se [], . A

Priklad(y) 2.79. Necht K = {1,2}, A, = (A, e, 7Y, Ay = (Ay, +,0,—) jsou grupy.
Potom se v A; x Ay = (A; X Ay, 0, (e,0),) pocita nasledujicim zpusobem: (aq,as)o (b, by) =
(aybi, ag + by), (a1, a3) = (ay', —ay). Plati: A; x A; je grupa. Asociativni zakon: ((ay, ag) o
(b1,b2))o(c1,co) = (a1bycr, an+by+co) = (ar,az)o((by,ba)o(c1,¢2)); (e, 0) je neutralni prvek:
(e,0)0 (a1, as) = (ear, 0+ as) = (a1, a2) = (are,as +0) = (a1, as) o (e,0); (a1, as) je inverzni
prvek k (ay,as): (a1,a2) o (ar1,az) = (a1,a2) o (ay', —az) = (a1a;', a0 + (—as)) = (e,0),
analogicky (aq,as)" o (ay, az) = (e,0).

Véta 2.80. Pokud plati pri vhodnych termech ty,ts zdkon tvaru Nz, ..., x,  t1(T1,...,T,) =
to(z1, ..., 2n) ve vsech algebrach Ay, k € K, potom plati také v [ ], Ax.

Dukaz. Provede se indukei podle slozitosti termu ¢y, 5. O

Dusledek 2.81. Primé souciny pologrup (grup, vektorovijch prostoru, okruhu, Booleovych
algeber) jsou opét pologrupy (grupy, vektorové prostory, okruhy, Booleovy algebry).

Pozor! Piimy soucin (alesporn dvou) obort integrity neni nikdy obor integrity, nebot (0,1) -
(1,0) = (0,0) (kde 0 # 1), takze souc¢in oboru integrity ma nenulové délitele nuly.

Poznamka 2.82. Piimy soucin [], . A je az na izomorfizmus
a) komutativni, tj. nezavisly na poradi ¢initel, napt.: A; x Ay = Ay x Ay,

b) asociativni, tj. je mozno jej libovolné uzavorkovat, napt.: A; x As x Az = (A X Ay) X

A3 = Al X (AQ X Ag)
V nésledujicim textu symbolem C), ozna¢ime cyklickou grupu tddu n (n € N).
Véta 2.83. Grupa C,, x C,, je cyklickdi < NSD(m,n) = 1.

Diikaz. Bud C,, = (x), C,, = (y).

= (nepifmo): NSD(n,m) > 1 =k := NSN(n,m) < nm (nebot NSN(n, m) = nm/NSD(n,m))
a pro libovolnd ¢isla 4, j € Z mame (z%,y/)* = (2 y*7) = (e, e) (protoze n|ki a m|kj) =
o(z',y?)|k < nm = 4d kazdého prvku mnoziny C,, x C,, je mensi nez nm = |C, x C,,| =
C,, x C,, neni cyklicka.

«: Ukézeme, ze C, x C,, = ((z,y)). Pro libovolné ¢ € Z mdme (z,y)" = (e,e) = ' =
eNy' = e = n|tAm|t = NSN(n,m) = nmlt (jelikoz NSD(n,m) = 1). Tedy volbou t = o(z,y)
dostavame nm|o(x, y). Na druhé strané plati (z, y)™ = (™, y"™™) = ((z™)™, (y™)") = (e, €),
takze o(z,y)|mn. Proto o(x,y) = nm. O
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Dusledek 2.84. Je-li n = p{' - - - pi* rozklad na prvocinitele ¢isla n € N, potom plati C,, =
Cpil X X Cka

Véta 2.85. (Hlavni véta o konecné generovanych abelovskych grupach) Je-li G = (x4, ..., xy)
abelovska grupa generovand prvky x, ..., x,,, potom plati:

G=2C% xCp x--x O,
pricemz k >0 (C% :={e}), n; € N, r > 0. Pritom plati: G je koneénd < k = 0.

(Cs oznacuje nekonecnou cyklickou grupu.)

Dukaz této véty zde neuvadime. Lze jej nalézt v mnoha ucebnicich zamétenych na algebru
¢1 teorii grup.

Piiklad(y) 2.86. 1) Vsechny abelovské grupy s 12 prvky jsou — az na izomorfizmus — dény
grupami 012 (%J 03 X 04) a 02 X 06 (%J 02 X CQ X 03)

2) Vsechny abelovské grupy s 8 prvky jsou — az na izomorfizmus — dédny grupami Cs, Cy x Cy
a CQ X 02 X CQ.
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Kapitola 3
Polynomy

3.1 Konstrukce okruhu polynomi

Definice 3.1. Bud (R, +,0, —, -, 1) komutativn{ okruh s jednotkovym prvkem. Vyraz tvaru
> oo arx®, kde ap € R pro vSechna k € Ny a mnozina {k € Ny | a; # 0} je konecna, se
nazyva polynom neurcité © nad R a prvky a; (k € Ny) se nazyvaji jeho koeficienty. Mnozinu
vSech polynomu neurcité = nad R oznac¢ime symbolem R|x].

Uvazujme nyni algebru (R[z],+,0,—,-,1) typu (2,0,1,2,0), kde operace +,0,—,+,1 jsou
definovany nasledovneé:

Zakx + Zbkx Z (ap 4+ bp)ak, 0:= ZO 2k —(Zakxk) = Z(—ak)xk,

= k=0 k=0 k=0 k=0
o0 (e 9] o0 [e. 9]
E akxk . bkl‘ E E albk l k, 1:= 50kl‘k.
k=0 k=0 =0 k=0

Véta 3.2. (R[z],+,0,—,-,1) je komutativni okruh s jednotkoviim prokem.

Diikaz. Tvrzeni se snadno dokaze primo z definic operaci +, 0, —, -, 1. Napt. asociativni zdkon
pro nasobeni dokazeme takto:

o0 o0

g agpx” E bkx g cprt = E E arb_ l g cprt =
k=0 = k=0 k=0 1=0 k=0
00 k [eS)
k
= E a;b_; ck l = g ( g aibjcl)x =
k=0 l=0 j=0 k=0 0<i,j,k<k,
it+j+H=k

= Z ( Z bkxk Z ckxk)
k=0 k=0 k=0

0 € R[x] se nazyvéa nulovy polynom.

Polynomy neurcité x nad R, tedy prvky mmoziny R[x], budeme znacit f(z), p(x), ....
V dalsim textu budeme pii zdpisu polynomu p(z) = >3, arz” pouzivat pravidlo, ze ty ¢leny
ax®, pro které plati a; = 0, mohou byt vynechdny. Déle klademe 2° = 1, tedy agx’ = aq.
Polynom p(x) pak muzeme psat ve tvaru p(z) = > _, axz® = ag + a1 + a2 + ... + a,a™,
kde n € Ny. Bud dale g(x) = /", bpz®, m < n, polynom. Kdy plat{ p(z) = ¢(z)? Ziejmé
plati g(x) = Y _, bga®, pritemz by = 0 pro m < k < n. Mame tedy p(x) = q(z) < aj, = by
prok=0,...,n

S polynomy budeme pocitat podle zdkonu komutativniho okruhu R[x] s jednotkovym prv-
kem.
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Definice 3.3. Je-li p(z) = >_,_, axx®, kde a,, # 0, pak se n nazyva stuperi polynomu p(z)
(piseme n = grad p(x)).

Plati: grad (p(z)+¢(z)) < max(grad p(z), grad ¢(z)) a grad (p(z)q(z)) < grad p(z)+grad g(z),
jestlize p(x), q(x), p(x)+q(z) a p(x)q(x) # 0. Polynomu 0 se obecné neptirazuje zadny stupen.

Kazdy prvek a € R muzeme ztotoznit s polynomem p(z) = ag € R[z], kde ap = a. Mame
tedy R C R[z] a (R,+,0,—,-,1) je zfejmé podokruhem okruhu (R[z],+,0, —, -, 1).

Definice 3.4. Bud p(z) = >_,_,axz” € R[z], gradp(z) = n. Pak se a, nazyva vedouci
koeficient polynomu p(z) a v piipadé a,, = 1 se p(x) nazyva normovany polynom. Polynomy
a € R C R[z] (tj. polynomy stupné) se nazyvaji konstantni polynomy a polynomy tvaru
ax + b, kde a # 0 (tj. polynomy stupné 1), se nazyvaji linedrni polynomy.

Véta 3.5. Je-li R obor integrity, potom je také R[x] obor integrity, a pro p(z),q(x) € Rlz]\
{0} plati grad (p(x)q(x)) = grad p(x) + grad (z).

Diikaz. p(x) = Y _garz®, an # 0, q(x) = Y1 b, b # 0 = p(x)q(z) = Y010 cpa®, kde
Cp = Zj;:o a;by_j, specidlné tedy c¢,qm = anby, # 0. O

Poznamka 3.6. Neni-li R obor integrity, pak ani R[z] neni obor integrity, nebot R je
podokruh okruhu R[z].

Polynomy n neurcitych z4,...,z,
Indukei se definuje:
Rlz] := R[x], Rlxy, ... x| = (R[x1, ..., Tp1])[zn], n > 1.
Potom plati (dukaz tiplnou indukei podle n):
Rlxy,...,x,) =1 Z iy iy 23wt | m € Ny, a4, € R}
0<it yoonin <m0

Napi. prvek z R[zy, x5] mé obecny tvar: p(z1, 22) = ago + a1071 + ao1Ts + a023 + a1170179 +
o3 + - - + a8

3.2 Polynomy a funkce

Princip dosazovani. Bud (R,+,0,—,, 1) komutativni okruh s jednotkovym prvkem a
p(z) = apa"™ +-- -+ a1x + ag € R[z]. Pro a € R je potom p(a) := a,a” + - - -+ a1a + ay opét
prvkem z R, ktery se nazyva hodnota polynomu p(z) v a. Funkce

R—R
a p(a)
se nazyva polynomidlni funkce indukovand polynomem p(z) a Casto se také oznacuje p.

Véta 3.7. Zobrazeni
‘ { Rlz] = R
77\ pla) = pla)

je pro pevné dané a € R surjektivni homomorfizmus R[z| na R.
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Diikaz. Bud p(z) = > )_jaxz® a q(z) = >}, bya®. Potom plati

p(p(w) + q(x)) = Z (ax + by)a —Zaka +Zbka = o(p(2)) + plg(x)).

Analogicky je vidét, 7e ¢(p()q(x)) = p(p(x))p(q(x)). Zhytek dikaz je trividlni. O
Ptiklad(y) 3.8. Plati-li napi. f(2)*—g(z)h(z)+k(z) = f(2)'+k(z)? kde f(x), g(x), h(z), k(z) €
R[z], a je-li a € R, pak také plati f(a)? — g(a)h(a) + k(a) = f(a)* + k(a)?.

Definice 3.9. Bud p(z) € R[z] (R komutativni okruh s jednotkovym prvkem). Potom

se a € R nazyva koren polynomu p(z) < p(a) = 0. Polynom p(x) se nazyva délitelny
polynomem ¢(x) € R[z] (formélné: ¢(x)|p(z)) :< p(x) = q(x)r(z), kde r(z) € R[z].

Véta 3.10. Je-li a koren polynomu p(x), pak je p(x) délitelny linedrnim polynomem x — a

(a opacné).

Diikaz. Bud p(z) = -+ a1z + ag. Vytvoime
q(r) = p(x) — apa" Nz —a) = by 12" + - + by + by,
r(x) = q(2) = by12"(x —a) = ¢ P 4 T+ 0,
s(z) == r(x) — chox" 3z —a) = dp_32" 3 + - - + dix + dy, atd.
(x

Pak obdrzime p(z) = a,2" ' (x — a) + q(z) = a,2" Hx — a) + by_12" *(x — a) + r(z) =
an " Nz —a) + by 12" (1 — a) + ¢ 3 (x — a) + s(x ):...—anxnfl(:p—a)—i— -+
ki(x — a) + ko. Vzhledem k tomu, ze 0 = p(a) = a,a" (a—a)+- -+ ki(a—a) + ko = ko, je
ko=0ap(z)=(r—a)(a,z" '+ -+ k). Tedy x —a déli p(z). (Vlastné jsme p(x) podélili
polynomem z — a a obdrzeli jsme zbytek kg = 0.) O

Je-1i a kofenem polynomu p(x), pak se polynom x — a nazyva korenovym ¢initelem polynomu
p(z) (prislusnym kofenu a).

D4le necht je R obor integrity (napf. R = Z nebo R pole).

Je-li grad p(z) = n a plati (z — a)*|p(z), tj. p(z) = (x — a)*q(z), potom je k + grad q(x) =
grad p(x) = n, z ¢ehoz plyne k < n.

Definice 3.11. Bud p(x) € R[z] \ {0} a necht a € R je kofenem p(x). Potom nejvetsi
¢islo k€ N takové, ze (z — a)¥|p(z), se nazyva ndsobnost kofene a. (Podle pravé ucinéné
poznamky je k < gradp(x).)

Véta 3.12. Necht ay,...,a, jsou po dvou rizné koreny polynomu p(z) € R[x]\ {0} s
ndasobnostmi ky, ..., k.. Potom plati:

(z —a))" - (2 — )" |p(x).

Dukaz. Pro r = 1 neni co dokazovat. Pro r > 1 plati podle predpokladu p(x) = (z —
a)¥qi(x) = (zag)*q(x). Jelikoz p(az) = (as — a)"qi(az) = 0 a (ag — a1)** # 0, mus
platit Q1(a2) =0, a proto ¢i(z) = (v — az)gz(x). Tedy je p(r) = (v — a1)" (v — az)qa(x) =
(z—az)™q(z), tj. (r—a1)" qz(2) = (x—as)*1q(x). Pokud ks —1 > 0, dostaneme analogicky
p(2) = (2 — 1) (2 — a2)s() = (& — 1) q(2), . (& — i) 1gs(x) = (& — 1) (). Po
ko krocich tak obdrzime p(z) = (z — a1)* (z — a9)*2 g1 (), tj. (x — a1)™ (z — az)*|p(z). S
ostatnimi koteny as, ..., a, nalozime podobné a nakonec obdrzime tvrzeni. O
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Dusledek 3.13. Necht ay, ..., a, jsou po dvou rizné koreny polynomu p(z) € R[x] \ {0} s
ndsobnostmi ky, . .., k.. Potom plati: ky + - - - + k, < grad p(x).

Polynom stupné n nad oborem integrity ma tedy nejvyse n kofenu, ptricemz kazdy kofen se
pocita tolikrat, kolik je jeho nasobnost.

Véta 3.14. Bud'te p(z),q(z) € R[z]\ {0}, grad p(z), grad ¢(z) < n a p(b;) = q(b;) pron+1
po dvou rizniych proki by, ..., b, mnoziny R. Potom plati p(z) = q(x).

Dukaz. (p—q)(b;)) =0pro0<i<n=p—qgqman+1lkoteni=p—q=0=p=q. O
Polynom nemusi mit zadné koteny.

Piiklad(y) 3.15. 1) 22 — 2 € Q[z] nem4 koteny v Q, ale v R D Q ma4, totiz ++/2.

2) z? + 1 € R[z] nem4 kofeny v R, ale v C D R m4, totiz =i.

Definice 3.16. Pole K se nazyva algebraicky uzaviené , jestlize kazdy polynom p(z) €
K[z] \ K m& aspon jeden kofen.

Poznamka 3.17. Pokud ma nad oborem integrity kazdy linearni polynom koten, pak je
tento obor integrity pole (ax — 1 (a # 0) md kofen ¢ = ac =1 = c=a"').

Véta 3.18. (Gaussova zakladni véta algebry) Pole C je algebraicky uzaviené.

Véta 3.19. (Rozklad polynomu na kofenové ¢initele) Je-li K pole, potom jsou ndsledujici
turzeni ekvivalentni:

a) K je algebraicky uzavrené.

b) Pro vsechna p(z) € K|x], kde gradp(x) = n > 0, plati p(z) = c(x — b)) -+ (x — b,)kr,
kde by,...,bp,ce K aky+---+ k., =n.

Diikaz. b) = a): Trividlni.

a) = b): Bud p(x) € Klz], gradp(x) > 0. Potom existuje a; € K takové, ze p(a;) = 0,
tj. p(z) = (x — a1)p1(z). Je-li gradp;(x) > 0, obdrzime analogicky pi(x) = (x — a2)p2(2),
tedy p(x) = (x — a1)(x — ag)pe(x). Dalsi aplikaci této tvahy nakonec obdrzime p(x) =
(x—ay)(x—ay) - - - (r—a,)c. Pokud shrneme ¢leny (z—a;) se stejnymi mocninami dohromady,
obdrzime tvar obsazeny v tvrzeni véty. O

Vypocet koreni polynomiu nad poli.

1) grad p(x) = 1: Trividlni.

2) gradp(r) = 2: p(x) = ax? + bz + ¢ (a # 0) mé koreny —Evb-—tac V;f_‘mc (,2¢ resp. 4% zde
oznacuje 1 + 1 resp. 1 + 1+ 1+ 1; vyjddieni kofent musi existovat a musi byt 1 + 1 # 0).
3) grad p(z) = 3,4: Cardanovy vzorce (Cardano Tartaglia).

4) gradp(x) > 4: zde uz neexistuji obecné ”vzorce” (vyzadujici pouze zakladni pocetni po-
stupy a odmocnovani). Pokud se ndm podaii néjaky koren "uhadnout”, redukuje se problém
na vypocet kofenu polynomu stupné o 1 nizstho (ziskaného vydélenim daného polynomu
piislusnym kotenovym ¢initelem).
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Kapitola 4
Obory integrity a délitelnost

4.1 Jednoducha pravidla délitelnosti

Definice 4.1. Bud (I, +,0, —, -, 1) obor integrity. Jsou-li a, b € I, potom fikdme, ze prvek b je
deélitelny prvkem a a a se nazyva délitel prvku b (a ,,déli“ b, formélné: alb) <> Je € I : b = ac.

Elementarni pravidla délitelnosti:
1) Va € 1 : a0,
2) Ya e I:1|a,

3) Ya € I:ala,

)

)

)

4) Ya,b,c € I :albAblc= alc,
5) Ya,b,c € I :alb= albe,

6) Ya,b,c € I :albAalc= alb+c,
7) Ya,b,c € I,c¢#0: alb < aclbe,
8) Va,b,c,d € I:albA c|ld= ac|bd,
9) Ya,be€ I,n € N:alb= a"|b".

Definice 4.2. Bud (I,+,0, —,-, 1) obor integrity. Délitel prvku 1 se nazyvé jednotka oboru
integrity /. Bud E(I) mnozina vsech jednotek I. Prvky a,b € I se nazyvaji asociované
(formalneé: a ~ b) < Je € E(I) : a = be.

Priklad(y) 4.3. 1) I = Z: B(I) = {£1}, tedy a ~ b < a = +b.
2) I =K (K pole): E(I)=K\{0},tedya~b<sa,b#0Va=>b=0.

3) I = K[z] (K pole): E(I) = K \ {0} (jelikoz grad p(x)q(x) = grad p(z) + grad ¢(x)), plati
p(x) ~ q(z) & Ja € K\ {0} : p(x) = aq(x).

Véta 4.4. a) e € I je jednotka oboru integrity I < 3f € I :ef = 1.
b) (E(I),-) je abelovskd grupa, kterd se nazgvd grupa jednotek oboru integrity I.
c) ~ je relace kongruence na (1,-).

d) Ya,beI:a~b< albAbla.
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Diikaz. a) Plyne bezprostiedné z definice.

b) 1 € E(I), €1, €9 € E([) = Hfl,fg : €1f1 = €2f2 =1 = (€1€2>(f1f2) =1-1=1 =
erea € E(I);e € E(I) = 3f :ef =1= f € E(I)a f jeinverzni k e.

c)a~a,nebot a=a-l;a~b=a=be=b=ae ' (e,e' € E(I)) =b~a,a~b b~c
=a="be,b=cf = a=c(ef) = a~ c(protoze ef € E(I)). Tedy ~ je relace ekvivalence.
Déle plati: a ~ b, ¢ ~d = a =be, c =df = ac= (bd)(ef) = ac ~ bd.

d)=:a~b= a=be, b=ae ' = blaAalb.
<:blaNalb=a=bcANb=ad = a=adc. Pro a =0 je také b = 0. Pro a # 0 je 1 = dc,
tedy d,c € E(I), tj. a ~ b. O

Priklad(y) 4.5. Tiidy ekvivalence vzhledem k ~:
1) [ =2 {0}, {£1},{£2},... . {£n},...n e N.

2) I = K: {0}, K\ {o}.

3) I = K[z]: {0}, {ap(z) | a € K\ {0}, p(z) normovang}.

Definice 4.6. Bud (I,+,0,—,, 1) obor integrity, a € I.
Trividlni délitelé proku a jsou vsechna e € FE(I) a vSechna b takova, ze b ~ a.
Viastni délitelé prvku a jsou vSechna b takova, ze bla, b ¢ E(I) a b+ a.

Definice 4.7. Prvek a € I\ E(I), a # 0, se nazyva ireducibilni prvek :< a ma pouze trivialni
delitele.

Piiklad(y) 4.8. 1) I =Z: a € I je ireducibilni prvek < a = +p, p prvocislo.

2) I = KJz| (K pole): Ireducibilni prvky se nazyaji ireducibilni polynomy. Napf. linedrni
polynom ax + b, a # 0 je vzdy ireducibilni prvek. V algebraicky uzavieném poli je kazdy
ireducibilni polynom také linearni.

3) I = R[z]: Ireducibilni prvky jsou zde vSechny linedrni polynomy a polynomy az?+bx +c,
kde a # 0 a b* — 4ac < 0. (Ze zékladni véty algebry plyne, Ze Zddné jiné neexistuji.)

4) I = K[z], K konecné pole: Ke kazdému n € N existuje polynom p(z) € K|[z| takovy, ze
grad p(x) = n a p(x) je ireducibilni prvek (viz odstavec 5.4).

Definice 4.9. p € I\ E(I), p # 0, se nazyva prvocinitel :< plab = pla V plb.

Piiklad(y) 4.10. Pro I = Z, K|x] (K pole) plati: p je prvocinitel < p je ireducibilni prvek
(plyne z Prikladu 4.8).

Poznamka 4.11. 1) a je ireducibilni prvek s b ~ a = b je ireducibilni prvek.
2) p je prvocinitel a ¢ ~ p = ¢ je prvocinitel.

3) p je prvocinitel = p je ireducibilni prvek, nebot alp = b € I : p = ab = plab = plaV p|b
a alp A blp. Plati tedy p ~ aV p ~ b. V piipadé p ~ b je p = eb = ab pro nékterou
jednotku e. Vzhledem k tomu, ze p # 0, je b # 0, a proto a = e. Tedy v kazdém piipadé
je a trivialni délitel p.

Tvrzeni obracené k tvrzeni 3) obecné neplati, protoze napft. 3 je ireducibilnim prvkem, nikoliv

vsak prvocinitelem, v oboru integrity viech komplexnich éisel tvaru a + ibv/5, a,b € C.
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4.2 (Gaussovy okruhy

Definice 4.12. Obor integrity I se nazyva Gaussuv okruh < Ke kazdému prvku a € I\ E(I),
a # 0, existuji prvocinitelé py, ..., p, (nikoliv nutné po dvou ruzni) tak, ze plati a = py - - - p,..

Véta 4.13. (Jednoznacnost rozkladu na prvocinitele) Bud I Gaussiv okruh, a € I\ E(I),
LWL W @) @) @ o o
a#0,a=p; pri” = Dp DPro jsou prvocinitelé. Potom jery =1re =11 a

J
existuje permutace m mnoziny {1,...,r} takovd, Ze pgl) ~ pf()l.), i=1,...,r.

, kde piV p

Diikaz. Vzhledem k tomu, ze pgl)\p§2)~-~pg), existuje 7(1), 1 < w(1) < ry, takové, ze

f()l) je ireducibilni prvek, dostdavame pgl) ~ pf()l). Pro vhodnou jed-

notku e; proto plati pgl) = 61]9,(3()1), tedy po dosazeni a vykraceni méame elpél) = -pg) =

pgz) o 'p§2()1)—1p§r2()1)+1 e pg). Opakovanou aplikaci této ivahy nakonec obdrzime tvrzeni. O

pgl) | pf()l). Protoze p

Piiklad(y) 4.14. Z a K[z] (K pole) jsou Gaussovy okruhy.
Definice 4.15. Bud I obor integrity, a,...,a, € I.

1) d € I se nazyvé nejuétsi spolecny délitel (NSD) prvku ay,...,a, € I = (i) d|a;,
i=1,...,na(ii)Vtel: tla,i=1,...,n = t|d.

2) v € I se nazyva nejmensi spolecny ndsobek (NSN) prvku ay,...,a, € I & (i) a;|v,
i=1,...,na (i) Vwel:aqlw i=1,...,n= vw.

Poznamka 4.16. Bud d NSD prvki ay,...,a, a d; € I. Potom plati: d; je NSD prvku
ay,...,a, < di ~ d. Podobné tvrzeni plati i pro NSN.

Veéta 4.17. V Gaussove okruhu I je kazdy ireducibilni prvek prvocinitelem.

Dikaz. a € I, aireducibilni prvek = a ¢ E(I),a # 0= a = p; - - - p,,, kde p; jsou prvocinitelé
= pila, p1 ¢ E(I), tj. p1 ~ a = a je prvocinitel. O

Uvazujme faktorovou mnozinu I/ ~= {[a]~ | a € I} a necht z kazdé tridy rozkladu [a]. =
{b€I]b~ a}jevybran pevny prvek n([a].) (to je mozné dle tzv. axiomu vybéru, ktery
uzivame), tj.
. { I/ ~— 1
"\ [d~ = n(lal~) € [d]-.
Prvky mnoziny n(I/ ~) se nazyvaji normované proky (vzhledem k n).

Kazda tiida [a]~, kde a je prvocinitel, se skladd pouze z prvocinitelu. Prvky n([a].), kde a
je prvocinitel, se nazyvaji normovani prvocinitelé .

Piiklad(y) 4.18. 1) I =Z, n([a]~) = n({£a}) = |a].

2) I = Klz], n({0}) =0, n([p(x)]~) = ¢q(x), pficemz p(x) = a,z" + -+ - + a1z + ag, a, # 0,
q(z) = (1/an)p().

Veéta 4.19. Je-li I Gaussuv okruh, a € 1\ E(I), a # 0, potom plati a = ep{* ---pSr, kde
e€ E(I), p1,...,pr jsou normovani navzdjem ruzni prvocinitelé, e; € N.
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Lemma 4.20. Bud I Gaussiv okruh, a,b € I\ {0}, a = fp{*---plr, b = gp{" - -p? (p,
normovani navzdjem ruzni proocinitelé, f;, g; € Ny, f,g € E(I)). Potom plati: alb < f; < g,
proj=1,...,7.

Diikaz. alb=3c€1:b=ac= c=hp{*---p', hj € Ny, h € E(I) (protoze I je Gaussiiv
okruh) = fj+h;j=g;,j=1,....r= f;<g;,7=1,...,r.

Obrécene: Je-li f; < g;, j =1,...,r, pak plati pro h; := g; — f; € Ny, ¢ := fflgpi“ coephr
ac = b, tj. alb. O

Véta 4.21. Bud I Gaussiv okruh, ai,...,a, € I, a; # 0, a; = e;p{** -+ -p&ri, e; € E(I), p,
navzdjem rizni normovani prvocinitelé, ej; € No. Potom plati:

NSD(al, o an) _ pflnlnlgign(eu) . .p;‘nlnlgign(e'ri)

NSN(ay, ..., a,) = pyisisnlan) L praxisisn(ers),

Jsou-li nékterd a; = 0, potom je NSD(ay, ..., a,) = NSD(a; | a; # 0); jsou-li vsechna a; = 0,
potom je NSD(aq, . .., a,) = 0. Jsou-li nékterd a; =0, pak je NSN(ay, ..., a,) = 0.

Diikaz. Bud d := prlmnlgign(e”) - -p?mlgig"(e”).

(i) min;(ej;) < eji pro véechna k € {1,...,n} = dlay, k=1,...,n.

(ii) t|ax pro véechna k € {1,...,n} = t = fp{'---plr, kde f € E(I), f; < e, k=1,...,n,
j=1,...,r= f; <min(ej), j=1,...,r = t|d.

Zvlastni piipady (nékterd nebo vsechna a; = 0) jsou trividlni.

Tvrzeni o NSN se dokazi pododbné jako pro NSD. O

Véta 4.22. Bud I Gausstiv okruh a1, bindrni operace na I ~= {[a]~ | a € I} definované
vztahy
[a]. bl := [NSD(a,b)]~,  [a]~ U[b]~ := [NSN(a,b)]~.

Potom jsou M a U korektné definovdny (tj. nezdvisle na volbé reprezentantu) a (I/ ~,M, L)
je svaz s nulovgm prvkem (1] = E(I) a jednotkovgm prvkem [0]. = {0} (,svaz déliteli®).
Prislusné usporadani < je ddno vztahem: [a]. < [b]. < alb.

Dukaz. Dukaz této véty plyne snadno z definic. !
Priklad(y) 4.23. (Z/ ~,MN,U) = (Ny, NSD, NSN).

4.3 Okruhy hlavnich ideala

Véta 4.24. Bud' R komutationi okruh s jednotkovym prvkem, a € R, (a) := {ar | r € R}.
Potom je (a) nejmenst idedl okruhu R, ktery obsahuje a.

Diikaz. (a) je podokruh okruhu R: 0 = a0 € (a); ary,ary € (a) implikuje ary + ary =
a(ry +13) € (a) a také ary - ary = a - (rarz) € (a); —ary = a(—ry) € (a). (a) je idedl: pro
libovolné r € R je r(ar1) = a(rry) € (a). Déle je a = a -1 € (a). Vzhledem k tomu, ze
kazdy idedl, ktery obsahuje a, musi obsahovat vSechna ar, r € R, je (a) nejmensi ideal, ktery
obsahuje a. O
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Definice 4.25. (a) se nazyvé hlavnd idedl okruhu R generovany prvkem a.

Definice 4.26. Obor integrity I se nazyva okruh hlavnich idedlu :< kazdy ideal oboru
integrity I je hlavni ideal.

Piiklad(y) 4.27. (1) Kazdé pole je okruh hlavnich idedlu: {0} = (0) a K = (1) jsou jediné
idealy, protoze K je prosty.

2) Z, Klz] (K pole) jsou okruhy hlavnich idedlu.
Lemma 4.28. Bud I obor integrity. Potom plati:
1) alb < (a) 2 (b).
2) a~b<s (a)=(b).
Dukaz. Plyne z definic. O

Definice 4.29. Bud R komutativni okruh s jednotkovym prvkem, J <1 R (tj. J je idedl
okruhu R), J # R. Potom se J nazyva

1) mazimdlni idedl = (K < R,J C K = K=JV K =R),
2) prvoidedl = (abe J=aec JVbeJ).
Véta 4.30. Bud R komutativni okruh s jednotkovym prvkem a J <1 R. Potom plati:
a) R/J je pole < J je mazimdlni idedl,
b) R/J je obor integrity < J je prvoidedl.
Diikaz. Cviceni. O
Dusledek 4.31. Kazdy maximalni idedl je prvoidedl.
Véta 4.32. Bud I obor integrity, p € I, p#0, p & E(I). Potom plati:
a) (p) je mazximdlni v mnoziné viech hlavnich idedli # I < p je ireducibilni prvek,
b) (p) je prvoidedl < p je prvocinitel.

Dikaz. a) =: alp = (a) 2 (p) = (o) = (p)V(a) =1 =(1)=a~pVa~1l=pije
ireducibilni prvek.
<« analogicky.

b) =:plab=abe (p) = a < (p)Vbe (p) = plaVplb.
«: analogicky. O

Dusledek 4.33. Bud I okruh hlavnich idedli, p € I, p#0, p ¢ E(I). Potom plati:
a) p je ireducibilni prvek < p je prvocinitel,
b) I/(p) je pole < p je ireducibilni prvek.

Priklad(y) 4.34. Z,, = Z/(n) je pole < n = +p, p prvocislo.
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Véta 4.35. Bud' I okruh hlavnich idedli, ay, . .., a, € I. Potom existuje NSD(ay, ..., a,) =:
d a existuji proky xq, ..., x, € I takové, Ze d = a1xy + - - - + apx,.

Diikaz. Bud M := {ayr1 + -+ a,r, | r; € I'}. Potom plati M < I (podobné jako pro hlavni
idedl (a)). Existuje tedy prvek d € I takovy, ze M = (d). Dokdzeme, ze d = NSD(ay, . .., a,):
vzhledem k tomu, Ze aq, . .., a, € M = (d), plati d|ay, . . ., d|a,; z toho, ze t|ay, . . ., t|a,, plyne
tlayry + -+ apry, Vry, ... 1 € I, a odtud t|d (nebot d € M). O

Lemma 4.36. (Podminka klesajicich fetézcu) Bud I okruh hlavnich idedli. Potom kazda
posloupnost (a,)nen proku z I takovd, ze pro vSechnan € N je prvek a, 1 vlastnim délitelem
prvku a,, je konecnd.

Dukaz. Predpokladejme, Ze existuje takova posloupnost (a,)nen, kterd je nekoneéna. Potom

musi platit (a;) C (az2) C ... C (an) C (@p+1) C ..., piicemz vSechny inkluze jsou vlastni.
Pro J := |, (a,) pak plati J < I nebot: 0 € J; a,b € J = 3In,m € N (bez Gjmy na

obecnosti n > m): a € (ay,), b € (a,) = a,b € (a,) = a+b,—a,ra € (a,), r € I, =
a+b,—a,ra € J. Tedy existuje prvek d € I takovy, ze J = (d). Vzhledem k tomu, ze d € J,
je d € (ay) pro néjaké n € N, a proto (d) C (a,) C (d), z ¢ehoz plyne (a,) = (ap1) = .. ..
To je spor s predpokladem! O

Veéta 4.37. Kazdy okruh hlavnich idedli I je Gausstuv okruh.

Diikaz. Bud a € I, a # 0, a ¢ E(I). Mame dokdzat, ze a se d4 rozlozit na prvocinitele
prvky. Dukaz provedeme sporem: Necht neexistuje rozklad prvku a na prvocinitele. Potom
a neni prvocinitel, a tedy neni ireducibilni prvek. Proto existuje netrivialni délitel a; prvku
a, tj. a = a1by, piicemz ay, by jsou oba vlastni délitelé (nebot by ~ a = by = ae, e € E(I)
= a=aae = 1=ae= a; € E(I), spor!) Jeden z téchto délitelu (bez ijmy na obecnosti
necht je to a;) nelze rozlozit na prvocinitele (jinak by bylo mozno rozlozit i a). Proto existuje
vlastni délitel as prvku aq, ktery rovnéz nelze rozlozit na prvocinitele. Takovymto zptusobem
by bylo mozné zkonstruovat nekonecnou posloupnost délitelta a, aq, as, ..., coz je ve sporu s
vyse uvedenym lemmatem. O

4.4 FEukleidovy okruhy

Definice 4.38. Obor integrity [ se nazyva FEukleiduv okruh :< existuje zobrazeni H :
I'\ {0} — Ny (eukleidovské ohodnoceni) s nasledujici vlastnosti: pro vsechna a € I\ {0},
b e I existuji q,r € I tak, ze b=aq+r, kde r =0V H(r) < H(a) (déleni se zbytkem) .

Piiklad(y) 4.39. 1) Z je Eukleiduv okruh, kde H(a) := |a| (viz Lemma 1.82).
2) Kazdé pole je Eukleiduv okruh (¢ = a='b, r = 0).

Véta 4.40. K[z] (K pole) je Eukleidiv okruh, kde H(p(x)) := grad p(x) pro kazdé p(x) €
K[z] — {0}, tj. pro libovolné p(x),p1(x) € Klz|, p(x) # 0, existuji q(z),r(z) € K[z| tak, Ze
pi(z) = p(x)g(x) +r(z), kde r(x) = 0 nebo gradr(z) < grad p(x).

Diikaz. Bud p(z) = ap,x™+- - +aix+ag, a, # 0, m = gradp(z), p1(x) = bya"+- - -+byx+by,
n = gradq(x). Je-li m = 0, tj. p(x) = ao, pak ¢(x) = ay'p1(z) a r(z) = 0. Pro n < m lze
zvolit q(x) = 0 a r(x) = pi(x). Pro n > m necht py(z) = pi(z) — bya, e ™p(x). Plati
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pa(z) = cpa® 4+ -+ crxr+ ¢y, kde k < n—1. Pro k < m lze zvolit ¢(z) = bya 2™ ™ ar(z) =
pa(z). Pro k > m necht ps(x) = pa(x) — cpa ta*™p(z). Platf ps3(z) = dizt + - - - + dyx + do,
kde | < k — 1. Pro I < m lze zvolit q(x) = bya,'a™™ ™ + cpa,!a*™™ a r(x) = ps3(z). Pro
[ > m v postupu pokracujeme a po koneéném poctu kroku obdrzime polynom p;(x) takovy,

ze py(x) = 0 nebo grad p;(z) < m. O

Dusledek 4.41. Pro libovolny polynom p(z) € K[z| a libovolny prvek a € K existuje q(x) €
Klz| tak, zZe p(x) = (z — a)q(x) + p(a).

Diikaz. Bud p(z) € K[z] a a € K. Podle predchozi véty existuje ¢(x) € K[z] ar € K tak,
ze p(z) = (x — a)q(x) + r. Ztejmé plati p(a) = r. O

Poznamka 4.42. Ukazeme zptsob, jak urcit ¢(z) a p(a) z predchoziho dusledku. Je-li p(z) =
p € K, pak q(x) = 0 a p(a) = p. Necht tedy gradp(z) = n > 0, p(z) = Y _, axz". Potom
ziejmé grad q(x) = n—1. Necht ¢(z) = ZZ;(l) bpz*. Pak mame a,, = b,_1, ay—1 = by_o—ab,_1,

oy @ = by —ab;, ..., ag = p(a) — aby. Odtud b,_1 = ay, byo = a1 + abp_1, ...,
bi_1 = a; +ab;, ..., by = a; + aby, p(a) = ag + aby. Koeficienty polynomu ¢(x) a prvek p(a)
lze tedy urcit pomoi tzv. Hornerova schématu

Ay, Ap—1 Ap—9 e aq Qg
0 abn_l abn_g ce ab1 abo
bn—1  bn bnz ... b P(a)

Ve schématu se nejprve napisi do prvniho fadku koeficienty a,,, a,_1, ..., ap polynomu p(z).
Pak se postupuje zleva po sloupcich tak, ze v prvnim sloupci se pod a, napise do druhého
fadku prvek 0 a do tretiho fadku soucet obou prvku lezicich nad nim, tedy a,. V kazdém
dalsim sloupci se do druhého radku napise soucin prvku a a prvku ze tfetiho fadku predchéaze-
jiciho sloupce, do tretiho fadku se pak napise prvek, ktery je sou¢tem obou prvku lezicich nad
nim (tedy prvku z prvniho a druhého fadku uvazovaného sloupce). Po skonéeni algoritmu jsou
ve tretim radku schématu koeficienty b,,_1, b, 2, ..., by ndsledované prvkem p(a) na poslednim
misté. Je-li tedy tento posledni prvek ve tretim fadku tabulky 0, pak je a kofenem polynomu

p(z).
Priklad(y) 4.43. Bud p(z) = 42* — 2? + 22 + 5, a = —3. Pomoci Hornerova schématu
uréime polynom ¢(z) a p(a) € Z s vlastnosti p(x) = (x — a)q(z) + p(a):

-3/4 0 -1 2 5
|4 —-12 35 -103 314

Tedy q(x) = 423 — 1222 + 35z — 103, p(a) = 314, ;.
4ot — 2? + 22+ 5 = (x + 3) (42 — 122 + 352 — 103) + 314.
Veéta 4.44. Kazdy Fukleiduv okruh je okruhem hlavnich idedli.

Diikaz. Bud I Eukleiduv okruh a J <11, J # (0) = {0}. Mdme dokézat, ze Ja € I : J =
(a) = {aq | ¢ € I}. Bud a € J\ {0} prvek takovy, ze H(a) = min{H(z) | x € J \ {0}}.
Ukézeme, ze potom J = (a). Ziejmé plati (a) C J. Bud naopak b € J. Vzhledem k tomu,
ze a # 0, existuji ¢, € I tak, ze b=aq+rar =0V H(r) < H(a). Platir =b—aq € J
(protoze J <1 I), z ¢ehoz (vzhledem k minimalité H(a)) plyne r = 0, a proto b = aq € (a).
Plati tedy také J C (a), takze J = (a). O
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Disledek 4.45. Kazdy Eukleidiv okruh je Gaussuv okruh.

Eukleidav algoritmus pro vypocet NSD v Eukleidovych okruzich.

Bud I Eukleiduv okruh a a,b € I. Pro a = b = 0 je NSD(a,b) = 0. Necht bez tjmy na
obecnosti a # 0.

Pak 3¢, €l:b=aq +ry, m =0V H(r) < H(a),
pror; #0 = dg, e €l:a=r1ge+ 12, 1o =0V H(re) < H(ry),
prorys #0 = dgs,r3 €111 =19q3+ 713, 73 =0V H(r3) < H(ry),

obecné:
pror; #0 = g1, 741 €1 11 = 1iGiv1 +1riv1, Tign =0V H(rip) < H(ry).
(Pfitom je tieba dosadit a =19 a b=r_;.)

Po koneéném poctu kroku (vzhledem k tomu, ze H(a) = H(rg) > H(ry) > H(rq) > ...)
obdrzime k takové, ze r, = 0 a 1,1 # 0. Nyni dokdzeme, ze ryp_; = NSD(a, b). Plati

Theo = Tk_1qr + 0 = Tp_1|Tk—2,
The3 = Thk—2Qk—1 + Thk—1 = Tk—1|Tk—3,
Thea = Tk—3Qk—2 + T2 = Tk—1|Tk—4,

T = Troqs + T3 = Tp_1|r1,
a=riq+ry = rp_1la,
b=aq +r1 = ri_1lb,

tedy plati r_1|a A r_1|b. Pokud pro néjaké ¢ plati t|a A t|b, plyne z toho analogicky, ze t|rq,
tlre, tlrs, ..., t|rg—1. Tedy rr_1 = NSD(a,b).

Pro okruhy hlavnich ideélu (a tedy i pro Eukleidovy okruhy - viz Vétu 4.44) podle Véty 4.35
plati, ze NSD(a,b) = ax + by, kde x,y € I (tzv. Bezoutova véta). V Eukleidovych okruzich
muzeme x,y vypocitat nasledovneé:

NSD(a,b) = rp—1 =rk—3 + 1k—2(—qr—1) = T6—3 + (Th—a — "e—3qk—2)(—qr—1) =

= rp_a (—qr—1) +76—3 (1 + qu—2qr—1) = ... = az + by.
H?—/ _?_/
c c

Piiklad(y) 4.46. Pomoci Eukleidova algoritmu nalezneme NSD(84,245) v Z (misto b =
aq + r piseme b : a = q(r)):

1) 245 : 84 = 2(77);

2) 84:77 = 1(7);

3) 77:7 = 11(0).
Tedy NSD(84,245) = 7.

Postupnym dosazovanim za 15 a r; dostaneme 7 = 84 +77-(—1) = 84+ (245—-84-2)-(—1) =
843+ 245 (—1).
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Kapitola 5
Teorie poli

5.1 Podilova pole oboru integrity

Budeme pottebovat nasledujici tvrzeni, jehoz dikaz je snadnym cvicenim:

Princip izomorfniho vnofeni. Budte A; = (Ay, (@ )icr), Ay = (Ag, (w)icr) algebry
téhoz typu (n;)icr a necht Ay N Ay = (. Bud f monomorfizmus algebry A; do algebry A, a
A= (Ay\ f(A1)) UA,. Zobrazeni g : Ay — A definované vztahem

fJa—x proxe A\ f(4)
"l =2 prox € f(A) ax= f(x;), 11 € Ay

je potom korektné definované a bijektivni. Pro i € I a n; > 0 bud w; n;-arni operace na A
definovand predpisem w;zy . .. 2y, = g(w Vg (z1) ... .9 (xn,)), 21, .., 20, € Aaproi €I
an; = 0 bud w; nuldrni operace na A definovana piedpisem w; := wi(l).

Potom je g izomorfizmus algebry A, na algebru A := (A, (w;)ier) a A; je podalgebra algebry
A.

Priklad(y) 5.1. Bud (R, +,) pole redlnych ¢isel a operace + a - na R x R necht jsou
definovany takto:

(a1,a2) + (b1, b2) :== (a1 + b1, a2 + b2), (a1,a2) - (b1,b2) := (a1b1 — agba, ar1by + asby).

Potom je také (R xR, +, -) pole a zobrazeni f : R — R xR definované vztahem f(x) := (z,0)
pro vSechna x € R je monomorfizmus. Kdyz aplikujeme na tuto situaci princip izomorfniho
vnofeni, obdrzime pole (C, +, -) komplexnich ¢isel, které je izomorfni s (RxR, +, -) a obsahuje
(R, +, ) jako podpole. Podle konstrukce mame C := ((R x R) \ f(R)) UR a pro i := (0,1)
plati C = {a + bi | a,b € R}.

Definice 5.2. Bud M = (M,-, 1) komutativn{ monoid. Potom se prvek a € M nazyva
requldrni (nebo kratitelny) = Vr,y € M :ax = ay = x = y.

Symbolem R(M) se oznacuje mnozina vSech reguldrnich prvka monoidu M. Vzhledem k
tomu, ze 1 € R(M), plati R(M) # 0.

V mnoha dulezitych pifpadech plati R(M) = M:

Priklad(y) 5.3. 1) M = (Ng, +,0).
2) M= (Z\ {0}, 1).
3) M = (I\{0},-,1), I obor integrity.

43



Necht S := M x R(M) = {(a,b) | a € M, b € R(M)} anecht ~ je na S definovdno vztahem
(a,b) ~ (¢,d) = ad =be, a,c€ M, b,d € R(M).

Potom je ~ relace ekvivalence na S (reflexivni, symetrickd: zfejmé; tranzitivni: (a,b) ~

(c,d) ~ (e, f) = ad=bcAcf =ed= adf =bcf =bed = af =be = (a,b) ~ (e, f)).

Polozme S/~ =: S, [(a,b)]~ =: ¢, a € M, b€ R(M), a definujme

c ac a c
AT ydsr

Operace - je na Sy korektné definovdna, nebot: 1) bd € R(M), protoze b,d € R(M), 2)
(a, b) ~ (al,bl) N (C, d) ~ (Cl,d1> = ab; = ba; N cd; = dey = acbidy = abjedy = bajde; =
bdaicy = (ac,bd) ~ (ajcy, bidy). Dale polozme 1 := % Pak (51, -, 1) je komutativni monoid.

a
b

a
b

Zobrazeni

M — Sl
{oms
je injektivni homomorfizmus (tj. monomorfizmus) monoidu M do (S, -, 1). Podle principu
izomorfniho vnoteni tak obdrzime komutativni monoid 7 = (7,-,1) = (51, , 1) takovy, ze
M je podalgebra algebry T. T se nazyva podilovd pologrupa monoidu M a ma nésledujici
vlastnosti:

Véta 5.4.
11

a) Kazdé a € R(M) je v T invertibilni a md inverzni proek a=' = .

b) E(T) = R(T) = {} | a,b € R(M)} a pro a,b € R(M) plati (%)_1 = b Pritom se
podobné jako v odstavci 4.1 E(T) definuje jako mnozina invertibilnich prvki monoidu T
(grupa jednotek pologrupy T ).

Pro a € M piitom klademe a =: § =: %, kde e € R(M) je libovolné. Podle a) plati

T={ab"'|ae M, be R(M)}.

Bud (R,+,0,—,-,1) komutativn{ okruh s jednotkovym prvkem 1 # 0. Prvek a € R se
nazyva délitel nuly okruhu R < 3b € R\ {0} : ab = 0. Potom v komutativnim monoidu
M = (R, -, 1) plati

R(M) ={a € R | a neni délitel nuly okruhu R}.

Diukaz této rovnosti je snadny: Je-li @ € R(M), pak a neni délitel nuly, nebot v opacném
piipadé by existoval prvek b € R, b # 0, tak, ze ab = 0 = a0, coz implikuje b = 0, tedy
bychom dostali spor. Naopak, jestlize a € R neni délitelem nuly, pak pro libovolné prvky
a,b€ Rmameab=ac=alb—c)=0=b—c=0=b=c

Pii vyse uvedeném oznaceni tedy plati S; = {§ | a,b € R, b neni délitel nuly} a na S
muzeme definovat dalsi operace:

44 L= adl;:l”c a,b,c,d € R, b,d nejsou délitelé nuly,

= =2 a,b € R, bneni délitel nuly.
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D4 se snadno ukéazat, ze také tyto operace jsou korektné definovany.

Zobrazeni
R — Sl
a— %

je monomorfizmus okruhu (R, +,0,—, -, 1) do (51, +,0, —, -, 1), a Sy je opét komutativni okruh
s jednotkovym prvkem. Podle principu izomorfniho vnoteni tak obdrzime komutativni okruh
s jednotkovym prvkem (7', +,0,—,-, 1) = (S1,+,0, —, -, 1) s nasledujicimi vlastnostmi:

Véta 5.5.
a) (R,+,0,—,-,1) je podalgebra algebry (T, +,0,—,-,1).
b) Kazdé a € R, které neni délitelem nuly, je v T invertibilni a md inverzni prvek a=* = %

¢c) T={ab™' | a,b € R,b neni délitel nuly}.

d) V(T,-,1) jsou invertibilni prdave takové §, kde ani jeden z proki a,b neni délitelem nuly,

a pak plati (%)_1 =5

Specialni piipad: Je-li R obor integrity, potom je (7, 4,0, —, -, 1) pole a nazyvéa se podilové
pole oboru integrity R.

Piiklad(y) 5.6. 1) Podilova pologrupa monoidu (N, +,0) je izomorfni s (Z, +,0).

2) Podilové pole oboru integrity (Z,+,0, —, -, 1) je izomorfni s (Q, 4,0, —, -, 1).

3) Je-li K pole, potom se podilové pole pole K rovnd poli K.

4) Podilové pole okruhu Klzy,...,x,] (kde K je pole) se nazyva pole raciondlnich funkci
promeénych xq, . .., x, nad K a oznacuje se K(z1,...,x,). Plati

Ti1y.0.,Tp
K(xla"'axn):{u |p>qEK[x1>"'axn]7 q#o}a

q(zy,...,xy,)
specialné
p(z)
K(z)={—=|p,q € Klz|], g # 0}.
(@) = {55 | pa e Klal. g £0)
5.2 Minimalni pole
Definice 5.7. Pole (K, +,0,—,-, 1) se nazyva minimdlni , pokud nem4 zadnd jind podpole

nez sebe sama.
Veéta 5.8. Kazdé pole ma vzdy jediné podpole, které je minimadlny.

Diikaz. Bud L libovolné pole a K := (\{M C L | M je podpole pole L}, tj. K je nejmens{
podpole pole L. Ziejmé je K jediné minimalni podpole pole K. O

Jak plyne z pfedchozi véty, minimdlni podpole je nejmensi podpole vzhledem k inkluzi. Bud

(R,+,0,—,+,1) okruh s jednotkovym prvkem a pro libovolné n € Z polozme
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( n—Krat
——N—
L+1+---+1 pokud n > 0,
n-1:=< 0, pokud n =0,
(=) +(=1)+---+ (1), pokud n < 0.
( \nljlgl"ét

Potom {n-1|n € Z} je (cyklickd) podgrupa grupy (R, +,0, —) generované prvkem 1 (nebot
pro libovolné m,n € Z mame n-1+m -1 = (n+ m) -1 - srovnej s poc¢itdnim mocnin v
grupach, Véta 1.76). Plati dokonce:

Lemma 5.9. Bud (R,+,0,—,-,1) okruh s jednotkovym prvkem. Pak {n -1 | n € Z} je
komutativni podokruh okruhu R s timtéz jednotkovym prvkem 1, totiZ podokruh generovany
prokem 1.

Diikaz. Pro libovolné n,m € Z, n,m > 0,je (n-1)(m-1) = (1+---+1)(1+---+1) =

kit ookt
l-1+---4+1-1=1+---+1 = (nm) - 1. Samoziejmé plati 1 € {n -1 | n € Z} a také je
nm—Krat nm—Krat
ziejmé, ze operace - je na {n-1|n € Z} komutativni. O

Definice 5.10. Bud (R, +,0, —,-) okruh. Pak symbolem char R oznac¢ime charakteristiku
okruhu R, tj. nejmensi ¢islo n € N takové, ze pro kazdé a € R platin-a =0 (kde n-a :=
a+a+---+a). Pokud takové ¢islo neexistuje, pak klademe char R = 0.

nfkl"édt

Je-li (R,+,0,—,-,1) okruh s jednotkovym prvkem a n € N, pak pro kazdé a € R plati

n-a = 0, pravé kdyz plati n -1 = 0 (plati-li n- 1 = 0 a je-li @ € R libovolny prvek, pak

mémen-a=a+a+---+a=1+1+---+1)-a=(n-1)-a=0-a = 0; opacnd implikace
okt okt

je ztejmad.) Je-li tedy R okruh s jednotkovym prvkem 1, pak char R je nejmensi ¢islo n € N,

pro néz plati n - 1 = 0, ptipadné char R = 0, pokud takové ¢islo neexistuje. Odtud ihned

plyne, Ze plati

o(1), pokud o(1) € N,

char ft = { 0, pokud o(1) = co.

Piipomenme, ze o(1) znac¢i fad prvku 1 v abelovské grupé (R, +) (viz odstavec 1.3), tedy
o(l) = {n- 1| n € Z}| pokud je tato kardinalita konec¢nd, jinak o(1) = co. Dostavame tedy
nasledujici tvrzeni:

Dusledek 5.11. Bud (R,+,0,—,-,1) okruh s jednotkovym prvkem. Potom plati

{n-1|ne€Z}, pokud se jednd o konecnou kardinalitu,

char Kt = { 0 Jinak.

Piiklad(y) 5.12. 1) Pro okruh zbytkovych tiid (Z,,+,0,—,-, 1) plati charZ, = n (n €
Np).

2) charZ = char Q = char R = char C = 0.

46



Nasledujici dvé lemmata uvadime bez dukazu:

Lemma 5.13. Bud (R, +,0,—,-, 1) okruh s jednotkoviim prokem a necht m = char R. Potom
{n-1|\neZ}=7,.

Lemma 5.14. 1) Je-li R obor integrity a m = char R, potom také {n-1|n € Z}, a tedy i
Lo, je obor integrity, takze plati m = 0 nebo m € P (P znaci mmnoZinu vsech prvocisel).

2) Je-li R obor integrity a char R € P, potom {n-1|n € Z} je pole.

Véta 5.15. Bud (K,+,0,—,-,1) pole takové, Ze char K € P. Potom {n-1 | n € Z} je
manimdlni podpole pole K. V tomto pripadé tedy plati: minimadlni podpole pole K je izomorfni
S€ Lo, kde m = char K.

Diukaz. Plyne bezprostiedné z predchozich dvou lemmat. O

Véta 5.16. Bud (K,+,0,—,-,1) pole, kde char K = 0. Potom je ;;—11 | n e Z, m e
Z\A{0}} nejmensim podpolem a tudiz minimdlnim podpolem pole K. Toto minimdlni podpole
je izomorfni s Q. Pritom jsme poloZili % := (n-1)(m-1)~",

Diikaz. Bud L podpole pole K. Potom plati: 1 € L =Vn € Z:n-1€ L=YYn,m¢eZ, m#
0: 2L elL=P:={2|neZ meZ\{0}}CL.

Ukazeme nyni, ze zobrazeni ¢ : Q — P, = :1—'_11, je korektné definovano a je izomorfizmus.
¢ je korektné definovdno a je bijektivni: 24 = Z% Sh-Dm-D)L=0(p g 1)'e
(n-1)(q-1)=(m-1)(p-1) & (ng) - 1= (mp) -1 & ng=mp < ==L

. n n np)-1 n-1)(p-1 n-1 -1 n .
¢ jo homomorfizmus: ¢(2 - 2) — p(22) — LB _ (D el Gl pin)oe)
analogicky se dokéze, ze plati o(: +2) = ¢(;) 4+ (). Rovnosti ¢(0) = 0 a (1) =1 jsou
ziejmé. 0

Disledek 5.17. Kazdé minimalni pole je izomorfni se Z, (p € P) nebo Q.

Véta 5.18. Bud (K,+,0,—,-,1) pole takové, Ze char K = p € P. Potom plati pro viechna
a,be K:
(a+b)P =d’ +b°.

Dukaz. Plati

P p—1
(a+b)F = (f) a'bPTt =P+ Z (f) a't’" + aP.
i=1

=0

Proi =1,...,p—1 plati p|(?) (vzhledem k tomu, ze (*) = %@;Hl) € Z). Proto je

(PP =0prol <i<p-—1. O
Disledek 5.19. Pro kazdé a,b € K a k € N plati

(a+ b)pk — o
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5.3 RozsSiteni pole

Definice 5.20. Bud'te K, L pole a K podpole pole L. Potom se L nazyvé nadpole nebo
rozsireni pole K.

Problém: Je déno pole K, f(z) € K[z], f(z) # 0, grad f(z) = n. Je tfeba najit rozsiteni L
pole K, ve kterém ma f(z) pravé n kotenu (vCetné nasobnosti), tj. ve kterém plati f(x) =
clx —aq) - (r — ap), kde ay,...,a, € L. Jinymi slovy, f(z) lze rozlozit v L na linedrni
¢initele. Takové pole L se nazyva korenové pole polynomu f(x) vzhledem ke K.

Bud L kofenové pole polynomu f(z) vzhledem ke K. Potom je
K(aq,...,ap) = ﬂ{M C L | M podpole pole L, K C M, ay,...,a, € M}

nejmensi podpole pole L, které obsahuje pole K a prvky oy, ..., a,. K(ag, ..., ) se nazyva
rozkladové pole polynomu f(x) vzhledem ke K. Tedy rozkladové pole polynomu f(z) je
miniméalni kofenové pole tohoto polynomu.

Véta 5.21. (Kroneckerova véta) Ke kazdému f(x) € K[z], f(x) # 0, existuje korenové pole
a tedy také rozkladové pole polynomu f(x) vzhledem ke K.

Dukaz této véty je ponékud zdlouhavy, proto jej neuvadime.
Je-li L nadpole pole K, potom je L také vektorovym prostorem nad K s operacemi

a+b...soucet v L (a,be L),
Aa ...souCinv L (a € L\ € K).

Existuje proto baze vektorového prostoru L nad K. Vztahem dimgL =: [L : K] definujeme
tzv. stupen rozsireni L pole K . Je-li [L : K] < oo, pak se L nazyva konecné rozsireni pole
K.

Poznamka 5.22. 1) [L: K]=1< L=K.

2) Je-li p(z) € K[x] ireducibilni polynom stupné k, pak existuje rozsiteni L pole K a prvek
a € L tak, ze p(a) =0 a {l,a,...,a" '} je bdze L nad K. Tedy plati [L : K] = k.

Definice 5.23. Bud L nadpole pole K a a € L. o se nazyva algebraickiy prvek nad K
= 3f(x) € Klz] \ {0} : f(a) = 0. a se nazyva transcendentni prvek nad K & Af(x) €

K]\ {0} : f(a) = 0.

Piiklad(y) 5.24. 1) v/2 je algebraicky prvek nad Q (f(z) = 2> — 2, L = R).
2) /3 je algebraicky prvek nad Q (f(z) = 2* — 3, L = R).

3) i je algebraicky prvek nad R (f(z) =2? + 1, L = C).

4) e, jsou transcendentni prvky nad Q (bez dikazu).

48



Definice 5.25. Je-li L nadpole pole K a S C L podmnozina, pak definujeme rozsirend K (5)
pole K takto:

K(9) := ﬂ{E C L | E je podpole pole L, které obsahuje K U S}.

Je-li S = {uy,...,u,} koneénd mnozina, pak piseme K(S) =: K(uy,...,u,). Je-li specidlné
S = {a} jednoprvkové, pak piseme K(S) =: K(«a) (,jednoduché rozsiteni“ pole K) .

Jednoducha rozsifeni K (o), a € L D K.

1. piipad: Je-li a transcendentni prvek nad K, pak K(a) = K(x), kde K(x) je tzv. pole
raciondlnich funkci nad K, tj. pole

K() = {29 | p(). qe) € Klal, q(z) # 0}

s obvyklymi operacemi s¢itani a nasobeni zlomkt. Izomorfizmus je dan vztahem % > %.

Protoze mocniny o jsou linedrné nezavislé, plati [K(«) : K] = oc.

2. pifpad: Je-li v algebraicky prvek nad K, pak K(a) = {ag + aja+ - + ap_10" 1 | a; €
K}, kde k je stupen tzv. minimdlniho polynomu kotene « vzhledem ke K, tedy polynomu
f(x) nejmensiho stupné nad K, ktery ma koten « (takze je ireducibilni). Pfitom se obecné
predpokladd, ze f(z) je normovany (a pak je jednozna¢né urcen). Plati [K(a) : K] = k a
baze vektorového prostoru K (a) je mnozina {1,c,...,a* 1} - viz pozndmku 5.22 2).

Priklad(y) 5.26. 1) Pro a € K je x — @ minimélni polynom kotene o vzhledem ke K.
2) 2% — 2 je minimalni polynom kofene v/2 vzhledem ke Q.
3) 2 — 3 je minimaln{ polynom kofene /3 vzhledem ke Q.

4) x? + 1 je minimalni polynom koifene i vzhledem ke R.

5.4 Konecna (Galoisova) pole

Bud K konecné pole. Potom podle Lemmatu 5.14 a Dusledku 5.11 plati char K = p € P
a minimalni podpole P pole K je izomorfni se Z, (viz Vétu 5.15). Protoze K je vektorovy
prostor nad podpolem P, existuje baze {ai,...,a,} vektorového prostoru K nad P ([K :
P] = n € N). Proto plati K = {M\a; + -+ M\a, | \i € P} a |[K| = p™, nebot kazdy
koeficient \; lze zvolit |P| = p zpusoby.

Otazka: Existuje pii daném p € P a n € N pole K takové, ze |K| = p™?

Odpovéd na tuto otdzku dava nasledujici véta, kterou uvddime bez dikazu.

Véta 5.27. Rdd kazdého konecného pole je mocnina prvocisla p™ (p € P, n € N). Obrdceng,

ke kazdé mocniné prvocisla p™ existuje az na izomorfizmus jediné pole K takové, ze |K| = p™.

Zpusob zéapisu pro K, kde |K| = p™: K = GF(p") (Galoisovo pole) .

Véta 5.28. Je-li K konecné pole, pak je grupa (K \ {0},-) cyklickd.
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Diikaz. Bud a € K\ {0} prvek maximdlniho fddu r. Musime dokézat, ze r = p™ —1 (pficemz
|K| =p"). Bud b € K \ {0} libovolné, o(b) = s. Uvazujme rozklady na prvociselné ¢initele
ras r=p--pF s =pi pg’“ Méme

NSN(r, s) H max(enfs) = pit- pfpjff‘ Yo 1<j<k.
N — — ——
=7 =:5

Pritom plat{ NSD(7, 5) = 1 a NSN(7, 5) = 75 = NSN(r, s). Bud a:=a"/" a b := b*/°. Potom
o(a) =7 (nebot a" =a" =1 ao(a) =r) a o(b) = 5 (analogicky).

Ukdzeme nyni, zZe o(ab) = 75 = o(a ) (b). Vzhledem k tomu, ze (ab)™ = (a™)*(b°)" = 1

plati o(ab)|73. Dale plati: (@)™ = 1 prom € N= a™ =b" = 1 = a™ = b
o(b) = 5| — mi = §|m. Analogicky: #|m. Z NSD(7, 5) = 1 tedy plyne 75|m.

Plati tedy o(ab) = 75 = NSN(r, s) = NS S 7 protoze r je maximélni. Odtud obdrzime
s < NSD(r,s) = s = NSD(r,s) = s|r. Protoze b bylo libovolné, plati " = 1 pro vsechna
b e K\ {0}. Proto polynom f(z) =2" —1 € KJz| ma p" — 1 kofenu, takze plati p* — 1 < r.
Zrejme plati r|p" — 1, tedy r < p™ — 1. Odtud plyne r = p™ — 1. U

Nyni se budeme zabyvat problémem zkonstruovani kone¢ného pole K, kde |K| = p" pro
dand cisla p € P an € N, tedy Galoisova pole K=GF(p").

Kazdy generator cyklické grupy (K \ {0}, -) se nazyva primitivni prvek K. Je-li o primitivni
prvek K, pak K = {0,1,a,a?, ..., a/X172}. Bud Z,, ¢ € P, minimalni podpole pole K (tedy
q = char K). Pak pro libovolny primitivni prvek o z K plati K = Z,(a) a « je algebraicky
prvek nad Z, (nebot je kotenem polynomu z'51=1 —1 € Z[z]). Bud' f(z) miniméln{ polynom
kofene o vzhledem k Z,. Potom je f(z) ireducibilni a plati

Zy(a) = {ag + a1+ - + 1™ | a; € Zy},
kde m = grad f(x). Odtud stavame |Z,(a)| = ¢ a z podminky |Z,(«)| = |K| = p" nyni
vyplyva g =p am =n.
Pii urcovani konecného pole K=GF(p™), tj. pii sestavovani tabulek jeho operaci, 1ze proto
postupovat nasledujicim zpusobem:

1) Za minimdlni podpole pole K se vezme Z,.

2) Zvolime normovany ireducibiln{ polynom ¢(z) € Z,[z] stupné n. Necht napf. ¢(z) =
" — a2 — - — a1 — ag, kde a; € Z,.

3) Polozime g(a) = 0 a uvazujeme bazi {1,q,...,a" '} vektorového prostoru GF(p")
nad Z, (vime, ze [GF(p") : Z,] = n). Spocitdme pouzitim g(a) = 0 (tj. o™ = ag +
aja+ -+ a, 1a"') mocniny . Plati-li o?" ' =1laal/ #1prol <j<p"—1,jea
primitivni prvek GF(p™). Jinak ué¢inime dalsi pokus s novym polynomem ¢(z).

Priklad(y) 5.29. Urceni GF(9) = GF(3?): Vezmeme Z3 = {0, 1,2} jako minimdlni podpole
pole GF(3?). Polynom 22 — x — 1 € Zgs[z] je ireducibilni, protoze nemd v Zs zadny koien.
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Polozime a? — a — 1 = 0, tedy mame o® = « + 1, a uvazujeme bdzi {1, a} vektorového
prostoru GF(3?) nad Zs. Spocitdme nyni prvky GF(9) i s jejich souradnicemi v bdzi {1, a}:

Prvky Vyjadreni v souradnicich
0 (0,0)
a’=1 (1,0)
al =« (0,1)
a’=1+a (1,1)
ad =1+ 2a (1,2)
at =2 (2,0)
a® =2 (0,2)
ab =2+ 2a (2,2)
a’=2+a (2,1)
a®=1 (1,0)

Mocniny o/, 0 < j < 8, jsou navzdjem ruzné, tedy je a primitivni prvek GF(9). Muzeme
proto sestavit tabulku operaci pole GF(9), jehoz prvky jsou 0,1, a, o2, ...a”.
Scitéani: prvky chapeme jako vektory (vzhledem k bdzi {1,a} a s¢itdme po soufadnicich,
napr.
a2 + ot = «
3 ! T
(1,1) + (2,0) = (0,1).

Nésobeni: 0-af = 0 a, protoze a generuje cyklickou grupu ({1, o, a?, ..., a7}, ), mame a‘ad =
a(i+j) mod 8

Poznamka 5.30. Konecnd pole maji moho dulezitych aplikaci. Napr. v kryptografii jsou
pouzivana pii symetrickém Sifrovani, kdy vysilajici i pfijimajici osoby znaji spole¢ny Sifrovaci
kli¢c. Zde se totiz ¢asto uplatinuje blokova §ifra zvana Advanced Encryption Standard (AES),
kterd je zaloZena na tom, ze kédovany bindrni text rozdélime na slova (bloky) o napi. 8
bitech. Ty pak zasifrujeme pomoci klice tak, ze desifrovani lze snadno provést pouze se zna-
losti toho samého klice. Pritom operaces s 8-mi bitovymi slovy chapeme jako aritmetické
operace v konecném poli GF(2%) (pole GF(2"), n € N, nazyvdme bindrnimi poli). Dalsim
velmi rozsitenym druhem Sifrovani zalozenym na vyuziti konecnych polich je Sifrovani po-
moci eliptickych kfivek, které jsou uvazovany pravé nad konecnymi poli. Podrobnéji se nyni
zminime o znamé aplikaci koneénych poli v kombinatorice.

Definice 5.31. Latinskym ctvercem A tadun (n € N) rozumime ¢tvercovou matici A = (a;;)
fadu n tvorenou n-prvkovou mnozinou symbolu tak, ze kazdy tadek a kazdy sloupec této
matice obsahuje vSechny symboly (pravé jednou).

Napiiklad tabulka binarni operace libovolné grupy konec¢ného tadu n je latinskym ctvercem
- viz Poznamku 1.23.

Definice 5.32. Dva latinské ¢tverce A = (a;;) a B = (b;;) fadu n se nazyvaji ortogondin,
jestlize pro libovolna ¢, j, k,l € N, 1 < 4,7, k, 1 < n, zrovnosti a;; = ay a bj; = by plyne i = k
a j = [ (to znamend, ze zadné dva symboly a a b, které se vyskytuji na stejnych pozicich v
maticich Aa B (a v A abv B), se nemohou vyskytovat na jinych stejnych pozicich v téchto
maticich).
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Véta 5.33. Pro libovolné ¢islo q, které je mocninou prvocisla (s prirozengm exponentem)
existuje ¢ — 1 ortogondlnich latinskych ctvercu rddu q.

Diukaz. Protoze ¢ = p”, kde p je prvocislo an € N, podle Véty 5.27 vime, ze existuje konecné
pole K = GF(q) o q prvcich. Ozna¢me prvky pole K jako 0,1, ...,q — 1. Pro kazdy nenulovy
prvek x € K definujme ¢tvercovou matici M® = (my;) fddu q vztahem mj; = zi+j (pocitdme
v K). Pocet téchto matic je ¢ — 1 a lze snadno ovérit, ze kazda z nich je latinskym ¢tvercem.
Ukazeme, Ze pro libovolnd z,y € K — {0}, x # vy, jsou M* a MY ortogonalni. Necht proto
i,j,k, 1 € N, 1 < i,5,k,1 < g, anecht mi; = mi; ami;, = mj,. Pak xi +j = 2k +1 a
yi + j = yk + 1. Odectenim druhé rovnice od prvni dostaneme (z — y)i = (z — y)k, takze
mame ¢ = k. Odtud dosazenim do jedné z obou rovnic dostavame také 7 = k. Tim je dukaz
hotov. 0J

Tvrzeni Véty 5.33 neplati, pokud ¢ neni mocnina prvocisla. V tomto pripadé problém urceni
poctu ortogonélnich latinskych ¢tvercu fadu ¢ neni pro ¢ > 10 dosud vyfesen (vi se pouze, ze
existuji nejméné dva ortogondlni latinské ¢tverce tadu 10). Je dobfe zndmo, ze neexistuji dva
ortogonalni latinské ¢tverce fddu 6, coz dava negativni odpovéd na znamy Eulertiv problém:
Kazdy z 6 pluki ma 6 dustojnikt o 6 ruznych hodnostech. Muze byt vSech 36 dustojniku
rozestavéno do Ctverce 6 krat 6 dustojniku tak, aby v kazdé tadé i v kazdém sloupci se
vyskytl dustojnik z kazdého pluku s kazdou z riuznych hodnosti?
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Cviceni

1.

Bud (A, o) algebra typu (2) takovd, ze plati:

a) o je asociativni,

b) existuje levy jednotkovy prvek e,

c) ke kazdému x € A existuje y € A takové, ze yox = e.

Dokazte, ze potom je e jednotkovym prvkem a kazdé z € A je invertibilni.

Bud M libovolnd mnozina, o bindrni operace sklddani funkci definovand na MM a
f € MM, Dokazte:

a) o je asociativni.

b) idys je jednotkovy prvek vzhledem k o.

c) f jeinjektivni < f mé levy inverzni prvek.
d) f je surjektivni < f md pravy inverzni prvek.
e) f je bijektivni < f je invertibilni.

Urcete vSechny dvojice (a, b) redlnych ¢isel, pro kterd je operace dand vztahem
xoy=ar+by (zr,y€R)
asociativni na R.

Bud A mnozina vSech ¢tvercovych matic fadu 2 tvaru

a b
(O 0)’ kde a,b € Z.

Dokazte, ze A tvori vzhledem k nasobeni matic pologrupu, ve které existuje nekonecné
mnoho levych jednotkovych prvki, ale ani jeden pravy jednotkovy prvek.

Uved'te viechny bindrnf operace na A = {a, b} a zjistéte, zda jsou komutativni, asoci-
ativni, invertibilni a zda pro né existuje pravy (levy) jednotkovy prvek.

Uved'te vSechny bindrni operace o na A = {a, b, c} takové, Ze o je komutativni a a je
jednotkovy prvek, a prozkoumejte, zda jsou asociativni a regularni.

Je mozno nésledujici tabulku operaci doplnit tak, Ze o se stane asociativni binarni
operaci na A = {a,b,c,d}?

ola b ¢ d
ala b ¢ d
blb a ¢ d
cle d ¢ d
d

Dokazte, ze symetrickd diference A A B := (AU B) \ (AN B) povazovana za binarni
operaci na potenéni mnoziné P (M) je asociativni, komutativni a invertibilni.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Bud A mnozina se dvéma bindrnimi operacemi + a -. Bud pfitom - distributivni nad
+ a necht existuje jednotkovy prvek pro -. Necht je + asociativni operace s kracenim.
Dokazte, ze z toho plyne komutativita operace +.

Sestavte pro mnozinu Dj vSech pokryvajicich zobrazeni rovnostranného trojihelnika,
ktera se sklada ze tii otoceni o 0°, 120° resp. 240° a tii symetrii podle os trojihelnika,
tabulku pro operaci o sklddani zobrazeni. Existuje jednotkovy prvek vzhledem k o?
Pokud ano, které prvky jsou invertibilni?

Dokazte: Je-li (H,-) pologrupa, potom plati pro ay,...,a, € H,n > 3,ars € Ny,
0<r<s<n
al...an :al...ar(a/TJrl...as)aerl...a/n.

Dokazte sestavenim tabulky operace, Zze vSechny grupy s nejvyse ¢tyfmi prvky jsou
komutativni.

Bud (H, o) kone¢ny grupoid. Dokazte: o je operace s krdcenim < kazdy prvek » € H
je invertibilni.

Dokazte, ze (Q \ {—1},0), kde
aob:=a+b+ ab,

tvofi abelovskou grupu.

Bud M mnozina a Sy, := {f € MM | f bijektivni}. Dokazte, ze (S, o) tvoif grupu,
a vytvorte pro M = {1, 2,3} tabulku operace Sy;.

Definujme na {e, a, b, ¢, d, f} grupovou operaci - tak, ze e se stane jednotkovym prvkem
a platf vztahy a® = b3 = e a ab = b*a. Kterou zndmou grupu tak dostaneme (aZ na
oznaceni prvku)?

Bud A :={r+s/p|rseQ, r*+s*# 0} pro pevné prvocislo p. Dokazte, ze A spolu
s obvyklym nasobenim tvoii grupu.

Bud (H,-,e) monoid a G := {x € H | x invertibiln{}. Dokazte, ze zizeni - na G x G
je binarni operace na G a (G, ) je grupa.

Bud m pevné prirozené ¢islo a Z,, :={0,1,...,m—1}. V Z,, bud definovdna bindrn{
operace &b:
Ja+d pro a+b<m,
eBbi= { a+b—m proa-+b>m.

Dokazte: (Zy,, ®) je abelovska grupa.

Dokazte: Grupa G s operaci o a jednotkovym prvkem e je abelovska, je-li splnéna
(alespon) jedna z néasledujicich podminek:

a) aoa=e pro viechna a € G.
b) (aob)? =a?ob® pro viechna a,b € G.

c) bloa loboa=e pro viechna a,b € G.
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21.

22.

23.
24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Plati také obracend tvrzeni?

Dokazte, Ze pro prvocislo p tvoii mnozina {a+ b,/p | a,b € Z} s obvyklymi operacemi
scitani a nésobeni redlnych ¢isel obor integrity.

Bud n € NaT, :={k € N|kdeli n}. Dokazte, ze T, s operacemi
anb:=NSD(a,b), aUb:= NSN(a,b) (a,beT,)

tvori distributivni svaz s nulou a jednickou. Pro kterd n je tento svaz Booleuv?

Urcete tad vsech prvkua symetrické grupy Sy.

Dokazte: Okruh (R, +,-), ve kterém je kazdy prvek idempotentni | tj. ve kterém pro
vsechna a € R plati a? = a, je nutné komutativni.

Bud (R, +,-) okruh s pravé jednim pravym neutralnim prvkem e vzhledem k ndsobeni.
Dokazte, ze e je pak jednotkovym prvkem tohoto okruhu.

Dokazte: Komutativni okruh (R, +,-), kde |R| > 1, je pole, pravé kdyz pro kazdé
a € R\ {0} mé rovnice aza = a v R préavé jedno feseni.

Dokazte: S := {a + bv/3 + /9 | a,b,c € Q} je podpole pole (R,+,-) (s obvyklymi
operacemi + a -).

Necht (B,N,U,0,1,") je Booleova algebra a +, —, - necht jsou definovény vztahy
r+y:=(xny)U (@ Ny), —x =z, rz-y:=zNy (z,y € B).
Dokazte, ze potom (B, +,0,—,-, 1) je komutativni okruh s jednotkovym prvkem, ve

kterém plati 22 = x pro vSechna x € B (takovyto okruh se nazyva Booletiv okruh).
Bud (B, +,0, —, -, 1) komutativni okruh s jednotkovym prvkem, ve kterém plati 2% = x

pro viechna x € B (tj. Booletuv okruh), a necht jsou na B definovany operace N, U, ’
pomoci vztahu

rNy:=x-v, rUy:=x+y+x-v, =z +1 (x,y € B).
Dokazte, ze potom (B,N,U,0,1,") je Booleova algebra.

Dokazte, ze ptitazeni mezi Booleovymi algebrami a Boleovymi okruhy (tj. komuta-
tivnimi okruhy s jednotkovym prvkem a vlastnost{ 2> = x pro kazdy prvek z) z
piikladu 28 a 29 definuji navzajem inverzni zobrazeni.

Urcete vSechny podgrupy symetrické grupy Ss.

Dokazte: Je-li (G,-) grupa, potom je kazdd koneéna neprazdnd podpologrupa grupy
(G, ) podgrupa.

Dokazte: {(12),(13),...,(1n)} je systém generdtoru symetrické grupy S,, n > 2.
Navod: pouzijte fakt, ze mnozina vsech transpozic je systémem generatoru grupy S,.
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34.

35.

36.

37.
38.

39.

40.

Dokazte, ze

a) {(12),(23),...,(n—1n)} a

b) {(12),(12...n)}

jsou systémy generatoru grupy S,, n > 2.
Névod pro a): Vyuzijte priklad 33.

Bud (G, ) grupa a a € G. Dokazte, ze N(a) := {x € G | za = ax} je podgrupa grupy
G. (Tato podgrupa se nazyva normalizator prvku a.)

Dokazte: Je-li H podgrupa grupy G a a € G, potom je také a 'Ha := {a 'xa | x € H}
podgrupa grupy G.

Dokazte: Q je nejmensi podpole pole R.

Dokazte: Je-li 7 relace ekvivalence na mnoziné M a pro a € M
la]z :=={be M | bra},
pak je M /7 := {[a], | a € M} rozklad mnoziny M na tiidy ekvivalence.

Dokazte: a) Je-li P rozklad mnoziny M a je-li relace m na M definovana vztahem
arh < 3C € P :a,b € C, potom je 7 relace ekvivalence a M /7 = P.

b) m+— M/m definuje bijektivni zobrazeni mnoziny vsech relaci ekvivalence na M na
mnozinu v8ech rozkladu mnoziny M.

Dokazte: Necht M, N jsou mnoziny, f : M — N zobrazeni a relace m; necht je
definovana nasledujicim zpusobem:

ampy & f(z) = f(y), z,y€ M.

Potom plati: a) 7y je relace ekvivalence na M.
b) [z}, = f(x) definuje bijektivni zobrazeni mnoziny M /7y na f(M).

V prikladech 41-44 znaci G cyklickou grupu G = (x).

41.

42.
43.
44.

45.

46.

Dokazte: a) Jestlize o(x) = m € N, pak je G izomorfui s (Z,,, ®) (srovnej s pi. 19).
b) Je-li o(x) = oo, pak je G izomorfni s (Z,+).

Dokazte: Kazd4 podgrupa H grupy G je rovnéz cyklicka.
Dokazte: Jestlize o(x) = m € N, pak plat{ pro viechna k € Z: o(z*) = m/NSD(k, m).

okazte: Jestlize o(x) = m € N, pak existuje ke kazdému déliteli ¢ prvku m pravé jedna
podgrupa H grupy G takova, ze |H| = t.

Urcete vSechny podgrupy symetrické grupy Ss. Névod: Je jich 30.

Budte A, A*, A** algebry stejného typu. Dokazte:

a) Je-li f homomorfizmus A do A* a g homomorfizmus A* do A*™* pak je go f
homomorfizmus A do A**. Jsou-li f, g izomorfizmy, pak je také g o f izomorfizmus.
b) Je-li f izomorfizmus A do A*, pak je f~! izomorfizmus A* do A.
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47.

48.

49.

50.

o1.

52.

53.
o4.

55.

56.
o7.

58.
59.

60.

Dokazte: a) Endomorfizmy algebry A tvoii vzhledem k operaci skladéni o pologrupu.
b) Automorfizmy A tvoii vzhledem k operaci o grupu. Tuto grupu urcete pro A4 = Ss.

Necht A, A* jsou algebry stejného typu a f necht je homomorfizmus A do A*. Dokazte:
a) Je-li U podalgebra algebry A, potom je f(U) podalgebra algebry A*.
b) Je-li U* podalgebra algebry A*, potom je f~'(U*) podalgebra algebry A.

Bud (G, ) grupa. Dokazte, ze vztah

h~gie3recG:h=agr !

definuje relaci ekvivalence na G a urcete pro G = S3 prislusny rozklad na tiidy ekvi-
valence. Jaky vysledek je mozno z tohoto faktu pro G = S, (obecné pro G = S,,)
odvodit?

Necht (G, -) je grupa a pro x € G necht je zobrazeni ¢, : G — G definovdno vzta-
hem ¢,(g) := xzgz™', g € G. Dokazte: ¢, je automorfizmus grupy G (tzv. vnitini
automorfizmus) a {p, | * € G} je podgrupa grupy automorfizmu grupy G.

Urcete vSechny normalni podgrupy grupy Ss. Navod: Pouzijte pt. 49.

Dokazte: Abelovskd grupa G takovd, ze |G| > 1, je pravé tehdy prostd, kdyz ma
prvociselny rad.

Dokazte: Okruh matic M, (K) nad polem K je vzdy prosty.

Necht G, H jsou grupy s jednotkovymi prvky e,e* a f : G — H necht je homomorfi-
zmus. Dokazte:

a) Ker f:={a € G| f(a) = e*} je normalni podgrupa grupy G.

b) f je monomorfizmus < Ker f = {e}.

Centrum grupy G definujeme takto: Z(G) :={z € G| Vg € G : zg = gz}.
a) Dokazte, ze Z((G) je normalni podgrupa grupy G.
b) Urcete centrum grupy S,.

Urcete az na izomorfizmus vSechny ctyfprvkové okruhy s cyklickou aditivni grupou.

Bud G grupa a pro a,b € G definujme komutdtor K (a,b) grupy G takto: K(a,b) :=
aba='b~1. Déle necht K := ({K(a,b) | a,b € G}) je podgrupa grupy G generovand
mnozinou vsech komutatoru. Dokazte:

a) K je normalni podgrupa grupy G.

b) Je-li N normalni podgrupa grupy G, potom plati: G/N je abelovska grupa <
N D K.

Dokazte: Jsou-li A, B idedly okruhu R, pak také A+ B a AN B jsou idealy R.

Dokazte s vyuzitim alternujici grupy A4, ze nemusi ke kazdému kladnému déliteli fadu
grupy existovat podgrupa, jejiz fad je roven tomuto déliteli.

Bud G konetna grupa, N normdln{ podgrupa grupy G a m := [G : N]. Dokazte, ze
a™ € N pro vSechna a € G.
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61.

62.

63.

64.

65.
66.

67.

68.
69.

70.

71.
72.

73.

74.

Bud (R, +, ) komutativni okruh. Prvek a € R se nazyvé nilpotentni | jestlize existuje
n € N takové, ze a” = 0. Dokazte, ze mnozina I vSech nilpotentnich prvku okruhu R
je idedl okruhu R a faktorovy okruh R/I kromé nulového prvku neobsahuje zadné jiné
nilpotentni prvky.

Bud f(z) = ap + ayx + -+ + a,2" € Z[z], f(x) # 0 polynom a p/q raciondlni kofen
f(z) takovy, ze p,q € Z, NSD(p, q) = 1.
a) Dokazte: plag a qlay,.
b) Najdéte vsechny kofeny polynomu 12z* — 3123 + 2722 — 9z + 1.
)

a) Urcete koteny polynomu z™ — 1 v C (n-té odmocniny z jednotky) .
b) Dokazte, ze n-té odmocniny z jednotky tvoii v C vzhledem k nasobeni cyklickou
grupu radu n.

Je-li R komutativni okruh s jednotkovym prvkem a f(z) = ag+az+- - -+a,z" € R[z],
potom necht f'(x) := aj 4+ 2asx + - - - + na,z" ' (derivace f). Dokazte, ze pro vSechna
f,9 € R[x], a € R plati:

(f+9)=f+d, (f-9=Ffg+df  (af) =af.

Dokazte: Je-li f(x) € R[z], z € C a f(z) = 0, pak je také f(z) = 0.

Dokazte: a) Je-li a € I k-nasobny kofen (k > 1) polynomu p(z) € I[z], pak je a
alespon (k — 1)-ndsobny kofen polynomu p'(x) (I obor integrity).

b) Jsou-li polynomy p(x) a p/(z) nesoudélné, pak ma p(x) pouze prosté koreny. Plati
také obracené tvrzeni?

Bud I =Z[v-5]:={a+by=5|a,b e Z} C C. Dokazte, ze I s obvyklymi operacemi
souctu a soucinu v C tvoii obor integrity, ve kterém je prvek 3 sice ireducibilni, ale
neni prvoicinitelem. Je I Gaussuv okruh?

Urcete v Zs|z| vSechny ireducibilni polynomy az do fadu 3.

Bud D # 1 celé ¢islo bez kvadratickych délitelt.

a) Urcete pro D < 0 jednotky v Z[v/D] := {a+bvVD | a,b € Z} C C. Névod: Uvazujte
,normu® N(a + bV D) := a*> — v*D.

b) Dokazte, ze pro D = 2 existuje v Z[v/D] C R nekonecéné mnoho jednotek.

Bud I obor integrity a a, b, c € I, pricemz ¢ # 0. Dokazte: existuje-li NSD(ac, bc), pak
také existuje NSD(a,b) a plati ¢ - NSD(a, b) ~ NSD(ac, be).

Dokazte: Jestlize K je pole a grupa (K \ {0},-) je cyklickd, pak je K kone¢né.

Dokazte, ze Z[i] := {a + bi | a,b € Z} s obvyklymi operacemi v C je Eukleiduv okruh
(nazyvany okruh celijch Gaussovijch éisel ). Navod: Polozte H(z) := |z|*.

Urcete v Z[i] NSD prvku a =3 —i a b= 1+ 3i a vyjddiete jej ve tvaru ax + by, kde
x,y € L[]

Najdéte v Z[i] rozklady prvku 27 4+ 6i a —3 + 4i na prvocinitele.
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75.

76.

e

a) Urcete v Z NSD ¢isel 6188 a 4709 a vyjadrete jej jako celo¢iselnou linearni kombinaci
¢isel 6188 a 4709.
b) Analogicky pro ¢isla 525 a 231.

a) Urcete v Q[z] vSechny NSD polynomu 4z* — 22% — 162% + 52+ 9 a 22° — br +4 a
vyjadiete normovany NSD jako linearni kombinaci obou polynomu.
b) Analogicky pro 22% + 32° — 4x? — 523 — 20 — 2 a 2% — 223 — 1.

Dokazte, ze faktorovy okruh Zs[z]/(z* + x + 1) je pole a demonstrujte na piikladu
vypocet multiplikativniho inverzniho prvku (Eukleidovym algoritmem).

S pouzitim oznaceni z odstavce 5.1 dokazte nasledujici tvrzeni (ptiklady 78-80):

78.

79.

80.

Vztahem

a ¢ _ac

b d = bd
je na S definovéna operace - a (S, -, %) je komutativni monoid.
Vztahem

a c ad + be

b T3 T
je na Sp definovéna operace + a (S, +, -) je komutativni okruh s jednotkovym prvkem.

E(T) = R(T) = {¢ | ab € RM)} a pro & € R(T) plati (2)” =

b

a’

Déle bud K pole.

81.

82.

83.

84.

85.

86.
87.
38.
89.

Necht L je rozsifen{ pole K a F rozsiteni pole L takové, ze [E : K] < oo. Dokazte, ze
plati [E: K| =[F : L] - [L : K] (véta o stupni).

Dokazte: Je-li o transcendentni prvek nad K, pak je K(a) = K(x).

Dokazte: Je-li char K = 0, pak m4 kazdy iredicibilni polynom f(x) € Klz] v kazdém
rozsiteni pole K pouze prosté kofeny.

Necht char K = 0 a necht uy,...,u, € L jsou algebraické prvky nad K, pficemz L je
rozsiteni pole K. Dokazte: Existuje o € L takové, ze K(uy,...,u,) = K(a).

Najdéte minimélni polynom pro

a) V2 +/3,
b) V3 +1i
nad Q.

Bud o € C takové, ze o® = 1, ale o # 1. Najdéte minimalni polynom pro a nad Q.
Urcete a € C tak, aby Q(i,v3) = Q(a).
Urcete stupen Q(\/é, V10, \/ﬁ) nad Q.

Pro a, 3,7 € C kofeny polynomu 3 — 2 urcete stupen Q(c, 3,7) nad Q.

99



90.

91.

92.

93.

94.

95.
96.

Zkonstruujte tabulky operaci koneé¢ného pole s 8 prvky.

Dokazte: Je-li K koneéné pole charakteristiky p, potom a — a” (a € K) definuje
automorfizmus na K.

Urcete pocet normovanych ireducibilnich polynomu stupné 2 nad GF(q).

Dokazte: Je-li ¢ automorfizmus pole K a P minimalni podpole pole K, pak plati
v(a) = a pro vsechna a € P.

Bud K pole charakteristiky p > 0. Dokazte: ¥ + a € K[z]| je budto ireducibilni
polynom nebo p-td4 mocnina linearnitho polynomu.

Dokazte, ze v Zy[z] plati: (27" — z)|(z"" — z) < k|n.

Dokazte: V GF(p") existuje ke kazdému kladnému deéliteli k ¢isla n prave jedno podpole
GF(p").
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