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2.6 Př́ımé součiny algeber . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3 Polynomy 31
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Cvičeńı 53

Seznam literatury 61

2



Kapitola 1

Algebraické struktury

1.1 Operace a zákony

Definice 1.1. Bud’ A množina, n ∈ N0. Potom zobrazeńı ω : An → A se nazývá n-árńı
operace na A . Tedy pro n ∈ N:

ω :

{
An → A
(x1, . . . , xn) 7→ ωx1 . . . xn,

pro n = 0:

ω :

{
A0 = {∅} → A
∅ 7→ ω∅ =: ω.

Nejd̊uležitěǰśı př́ıpad: n = 2. 2-árńı neboli binárńı operace je zobrazeńı

ω :

{
A2 → A
(x, y) 7→ ωxy =: xωy.

Většinou označujeme binárńı operace nějakým grafickým symbolem, např. ◦, namı́sto sym-

bolu ω, tedy

◦ :

{
A2 → A
(x, y) 7→ x ◦ y.

Užijeme-li k označeńı binárńı operace symbolu ·, mluv́ıme o multiplikativńım značeńı (a

ṕı̌seme xy mı́sto x · y). Užijeme-li symbolu +, mluv́ıme o aditivńım značeńı.

Př́ıklad(y) 1.2. 1) Jak je zvykem, symboly N, N0, Z, Q, Q+, R, R+ a C budou po řadě
označovat množiny všech kladných celých (tj. přirozený), nezáporných celých, celých, ra-
cionálńıch, kladných racionálńıch, reálných, kladných reálných a komplexńıch č́ısel. Ob-
vyklé sč́ıtáńı + a obvyklé násobeńı · jsou binárńı operace na N, N0, Z, Q, Q+, R, R+ a
C, obvyklé odč́ıtáńı − je binárńı operace na Z, Q, R a C, obvyklé děleńı ÷ je binárńı
operace na Q+, R+, Q \ {0}, R \ {0}, C \ {0}.

2) Operace + a · (v běžném smyslu) jsou binárńı operace na množiněMn(C) všech čtvercových
matic řádu n nad C (podobně pro Z, Q, R mı́sto C).

3) Necht’ M,N jsou množiny. Pak symbolem NM označujeme množinu NM := {f | f : M →
N}. Pro M = N je binárńı operace ◦ na MM definována takto: (f ◦ g)(x) := f(g(x)) pro
všechna x ∈ M (jde o známou operaci skládáńı zobrazeńı). Obdrž́ıme tedy:

◦ :

{
(MM)2 → MM

(f, g) 7→ f ◦ g.
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4) Bud’ M množina. Pak symbolem P(M) označujeme množinu všech podmnožin množiny
M , tj. P(M) := {T | T ⊆ M}. Operace ∩,∪ jsou binárńı operace na P(M).

Daľśı d̊uležitý př́ıklad: n = 1. 1-árńı neboli unárńı operace na množině A je zobrazeńı

ω :

{
A → A
x 7→ ωx.

Př́ıklad(y) 1.3. 1) − :

{
C → C

x 7→ −x
je unárńı operace na C.

2) − je unárńı operace na Z, Q, R,Mn(C).

3) x 7→ 1/x je unárńı operace na Q \ {0}, Q+, R \ {0}, R+, C \ {0}.

4) T 7→ M \ T =: T ′ je unárńı operace na množině všech podmnožin P(M) množiny M .

Definice 1.4. Bud’ A množina, n ∈ N0, D ⊆ An. Potom zobrazeńı ω : D → A se nazývá
n-árńı parciálńı operace na A.

Př́ıklad(y) 1.5. 1) − je binárńı parciálńı operace na N, kde D = {(m,n) ∈ N2| m > n}.

2) x 7→ 1/x je unárńı parciálńı operace na Q, R, C, kde D = Q \ {0}, . . ..
Bud’ A = {a1, . . . , an} konečná množina a ◦ binárńı operace na A. Pak ◦ lze zadat pomoćı
tzv. Cayleyovy tabulky . Tabulka má v pr̊useč́ıku i-tého řádku s j-tým sloupcem prvek ai ◦aj.
Definice 1.6. Bud’ A 6= ∅ množina, I množina (index̊u). Pro i ∈ I bud’ ωi ni-árńı operace
na A, ni ∈ N0. Potom A := (A, (ωi)i∈I) označuje (univerzálńı) algebru s nosnou množinou
A a souborem operaćı (ωi)i∈I =: Ω.

Často bývá I konečná, např. I = {1, . . . , n}. V takovémto př́ıpadě ṕı̌seme

(A,Ω) = (A, (ωi)i∈{1,...,n}) =: (A, ω1, . . . , ωn).

Soubor (ni)i∈I se nazývá typ algebry (A,Ω).

Př́ıklad(y) 1.7. (Z,+,−, 0) je algebra typu (2, 1, 0), (Z,+,−, 0, ·, 1) je algebra typu (2, 1, 0, 2, 0).

Definice 1.8. Bud’ A množina, ◦ binárńı operace na A. Prvek e ∈ A se nazývá a) levý
neutrálńı prvek vzhledem k ◦ :⇔ ∀x ∈ A : e ◦ x = x, b) pravý neutrálńı prvek vzhledem k ◦
:⇔ ∀x ∈ A : x ◦ e = x, c) neutrálńı prvek vzhledem k ◦ :⇔ ∀x ∈ A : e ◦ x = x ◦ e = x.

Poznámka 1.9. Rovnice, které maj́ı tvar t1(x, y, z, . . .) = t2(x, y, z, . . .) s vhodnými termy
t1, t2 a musej́ı být splněny pro všechny prvky nosné množiny uvažované algebry (např.

”
∀x ∈

A : e ◦ x = x“), se nazývaj́ı zákony .

Př́ıklad(y) 1.10. 1) A = C, ◦ = +, 0 je neutrálńı prvek; A = C, ◦ = ·, 1 je neutrálńı
prvek.

2) A = Mn(C), ◦ = +,





0 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0




 je neutrálńı prvek; A = Mn(C), ◦ = ·,








1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1








je neutrálńı

prvek.
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3) A = MM , ◦ = skládáńı zobrazeńı, idM (identické zobrazeńı) je neutrálńı prvek.

4) A = P(M), ◦ = ∩, M je neutrálńı prvek; A = P(M), ◦ = ∪, ∅ je neutrálńı prvek.

Věta 1.11. Bud’ ◦ binárńı operace na A, e1 levý neutrálńı prvek a e2 pravý neutrálńı prvek.
Potom plat́ı: e1 = e2 a e1(= e2) je neutrálńı prvek.

D̊ukaz. Plat́ı e1e2 = e1, nebot’ e2 je pravý neutrálńı prvek, a e1e2 = e2, nebot’ e1 je levý
neutrálńı prvek. Tedy e1 = e1e2 = e2.

Důsledek 1.12. Existuje nejvýše jeden neutrálńı prvek.

Neutrálńı prvek se v př́ıpadě multiplikativńıho značeńı obvykle nazývá jednotkovým prvkem
a znač́ı se symbolem 1. V př́ıpadě aditivńıho značeńı se neutrálńı prvek obvykle nazývá
nulovým prvkem a znač́ı se symbolem 0.

Definice 1.13. Bud’ A množina, ◦ binárńı operace, e neutrálńı prvek, x ∈ A. Potom
nazýváme prvek y ∈ A a) levým inverzńım prvkem k x :⇔ y ◦ x = e, b) pravým inverzńım
prvkem k x :⇔ x ◦ y = e, c) inverzńım prvkem k x :⇔ x ◦ y = y ◦ x = e.

Př́ıklad(y) 1.14. Množina Operace Prvek Inverzńı prvek
C + x −x
C · x 6= 0 1/x

Mn(C) + (aij) (−aij)
Mn(C) · (aij) s det(aij) 6= 0 (aij)

−1

MM ◦ bijektivńı f f−1

P(M) ∩ M M
P(M) ∪ ∅ ∅
Z · ±1 ±1

Definice 1.15. Prvek x se nazývá invertibilńı :⇔ existuje inverzńı prvek k x.

Definice 1.16. Bud’ A množina, ◦ binárńı operace na A. ◦ se nazývá asociativńı :⇔
∀x, y, z ∈ A : (x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z) (asociativńı zákon).

Př́ıklad(y) 1.17. Operace +, · na C a Mn(C) jsou asociativńı, stejně tak ◦ na MM a ∩,∪
na P(M). Naproti tomu operace −,÷ obecně nejsou asociativńı!

Věta 1.18. Bud’ ◦ asociativńı binárńı operace na A, x ∈ A, y1 levý inverzńı prvek k x, y2
pravý inverzńı prvek k x. Potom plat́ı y1 = y2 a y1(= y2) je inverzńı prvek k x.

D̊ukaz. y2 = e ◦ y2 = (y1 ◦ x) ◦ y2 = y1 ◦ (x ◦ y2) = y1 ◦ e = y1.

Důsledek 1.19. Je-li binárńı operace asociativńı, existuje ke každému prvku nejvýše jeden
inverzńı prvek.

Inverzńı prvek k x se při multiplikativńım značeńı znač́ı symbolem x−1, při aditivńım značeńı
pak obvykle symbolem −x (při aditivńım značeńı se mı́sto pojmu inverzńı prvek většinou
už́ıvá pojem opačný prvek).

Definice 1.20. Binárńı operace ◦ na množině A se nazývá operaćı s děleńım :⇔ ∀(a, b) ∈
A2 ∃(x, y) ∈ A2 : a ◦ x = b (levý zákon o děleńı) ∧ y ◦ a = b (pravý zákon o děleńı).
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Věta 1.21. Bud’ A 6= ∅ a ◦ asociativńı binárńı operace na A. Potom jsou následuj́ıćı tvrzeńı
ekvivalentńı:

a) ◦ je operace s děleńım.

b) Existuje neutrálńı prvek e (vzhledem k ◦) a každý prvek x ∈ A je invertibilńı, tzn.
∃y ∈ A : x ◦ y = y ◦ x = e.

D̊ukaz. b) ⇒ a): Pro x ∈ A necht’ x−1 znač́ı prvek inverzńı k prvku x a necht’ a, b ∈ A.
Potom plat́ı a ◦ (a−1 ◦ b) = (a ◦ a−1) ◦ b = e ◦ b = b a (b ◦ a−1) ◦ a = b ◦ (a−1 ◦ a) = b ◦ e = b.

a) ⇒ b): Necht’ a ∈ A je libovolné, ale pevné. Potom plat́ı: ∃e1, e2 ∈ A : e1 ◦ a = a = a ◦ e2
(položme b = a, y = e1, x = e2). Pro libovolné b ∈ A pak plat́ı:

∃x ∈ A : b = a ◦ x ⇒ e1 ◦ b = e1 ◦ (a ◦ x) = (e1 ◦ a) ◦ x = a ◦ x = b,
∃y ∈ A : b = y ◦ a ⇒ b ◦ e2 = (y ◦ a) ◦ e2 = y ◦ (a ◦ e2) = y ◦ a = b.

Tedy je e1 levý neutrálńı prvek, e2 pravý neutrálńı prvek, a proto e1 = e2 =: e neutrálńı
prvek.

Nyńı ještě muśıme ukázat, že ke kažému x ∈ A existuje inverzńı prvek y. Jelikož je ◦ operace
s děleńım, plat́ı:

∃y1, y2 ∈ A : x ◦ y1 = e ∧ y2 ◦ x = e.

Tedy je y1 pravý inverzńı prvek a y2 levý inverzńı prvek k x, odkud plyne y1 = y2 =: y.
Proto je y inverzńı prvek k x.

Definice 1.22. Binárńı operace ◦ na A se nazývá operaćı s kráceńım :⇔ ∀a, x1, x2, y1, y2 ∈
A : (a ◦ x1 = a ◦ x2 ⇒ x1 = x2) (levý zákon o kráceńı) ∧(y1 ◦ a = y2 ◦ a ⇒ y1 = y2) (pravý
zákon o kráceńı).

Poznámka 1.23. a) Je-li ◦ asociativńı binárńı operace s děleńım na neprázdné množině,
pak podle předchoźı věty maj́ı rovnice a◦x = b a y ◦a = b právě jedno řešeńı x, y. Ze vztahu
a ◦ x1 = b = a ◦ x2 totiž plyne a−1 ◦ (a ◦ x1) = a−1 ◦ (a ◦ x2) a odtud pomoćı asociativńıho
zákona x1 = x2 (analogicky pro druhou rovnici). Je zřejmé, že binárńı operace na konečné
množině A je operaćı s děleńım, právě když každý řádek i sloupec jej́ı Cayleyovy tabulky
obsahuje každý prvek množiny A nejméně jednou, a tedy právě jednou, tj. právě když je
tato tabulka tzv. Latinským čtvercem.

b) Rovnice a ◦ x = b a y ◦ a = b maj́ı při operaci ◦ s kráceńım nejvýše jedno řešeńı, nebot’ ze
vztahu a◦x1 = b = a◦x2 ihned plyne x1 = x2 (analogicky pro druhou rovnici). Je zřejmé, že
binárńı operace na konečné množině je operaćı s kráceńım, právě když každý řádek i sloupec
jej́ı Cayleyovy tabulky obsahuje každý prvek množiny A nejvýše jednou, a tedy právě jednou,
tj. právě když je tato tabulka Latinským čtvercem.

c) Z předchoźıch úvah vyplývá, že každá asociativńı operace s děleńım je operaćı s kráceńım.
Na libovolné konečné množině jsou pojmy operace s kráceńım a operace s děleńım ekviva-
lentńı.

Př́ıklad(y) 1.24. Operace +, · na N jsou s kráceńım, ale nikoliv s děleńım.

Definice 1.25. Binárńı operace ◦ na A se nazývá komutativńı :⇔ ∀x, y ∈ A : x ◦ y = y ◦ x
(komutativńı zákon).
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Př́ıklad(y) 1.26. Následuj́ıćı operace nejsou komutativńı: − na C, ÷ na C\{0}, · na Mn(C)
pro n ≥ 2, ◦ na MM pro |M | ≥ 2.

Definice 1.27. Pokud jsou +, · binárńı operace na A, potom se · nazývá distributivńı nad
+ :⇔ ∀x, y, z ∈ A : x · (y+z) = x ·y+x ·z (levý distributivńı zákon) ∧ (y+z) ·x = y ·x+z ·x
(pravý distributivńı zákon).

Poznámka 1.28. Kv̊uli úspoře závorek se ř́ıd́ıme konvenćı, při které se operace · provede
před operaćı +.

Př́ıklad(y) 1.29. Operace · je distributivńı nad + v C i vMn(C). V P(M) je ∪ distributivńı
nad ∩ a ∩ je distributivńı nad ∪.

1.2 Některé d̊uležité typy algeber

Definice 1.30. a) Je-li A množina a · binárńı operace na A, pak se dvojice (A, ·) nazývá
grupoid.

b) Algebra (A, ·) typu (2) se nazývá grupoid.

Definice 1.31. Grupoid (H, ·) se nazývá pologrupa :⇔ · je asociativńı.

Př́ıklad(y) 1.32. (MM , ◦) je pologrupa, tzv. symetrická pologrupa nad M .

Definice 1.33. a) Pologrupa (H, ·) se nazývá monoid :⇔ existuje neutrálńı prvek e (vzhle-
dem k ·).
b) Algebra (H, ·, e) typu (2, 0) se nazývá monoid :⇔ ∀ x, y, z ∈ H plat́ı:

1) x(yz) = (xy)z,

2) ex = x, xe = x.

Definice 1.34. a) Monoid (G, ·) s neutrálńım prvkem e se nazývá grupa :⇔ každý prvek
x ∈ G je invertibilńı, tj., ∀x ∈ G ∃x−1 ∈ G : xx−1 = x−1x = e.

b) Algebra (G, ·, e, −1) typu (2, 0, 1) se nazývá grupa :⇔ ∀ x, y, z ∈ G plat́ı:

1) x(yz) = (xy)z,

2) ex = x, xe = x,

3) xx−1 = e, x−1x = e.

c) Grupa (G, ·), resp. (G, ·, e, −1) se nazývá komutativńı nebo abelovská :⇔ ∀x, y ∈ G : xy =
yx.

Poznámka 1.35. Podle Věty 1.21 je (G, ·) grupa ⇔ G 6= ∅ a · je asociativńı operace s
děleńım.

Definice 1.36. a) Algebra (R,+, ·) typu (2, 2) se nazývá okruh :⇔

1) (R,+) je abelovská grupa,

2) (R, ·) je pologrupa,
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3) · je distributivńı nad +.

b) Algebra (R,+, 0,−, ·) typu (2, 0, 1, 2) se nazývá okruh :⇔

1) (R,+, 0,−) je abelovská grupa,

2) (R, ·) je pologrupa,

3) · je distributivńı nad +.

Prvek 0 se nazývá
”
nulový prvek“ okruhu. Budeme psát x− y := x+ (−y).

Lemma 1.37. Bud’ (R,+, 0,−, ·) okruh. Potom plat́ı pro všechna x, y, z ∈ R:

a) x0 = 0 = 0x,

b) x(−y) = (−x)y = −(xy),

c) (−x)(−y) = xy,

d) x(y − z) = xy − xz, (x− y)z = xz − yz.

D̊ukaz. a) 0 = 0 + 0 ⇒ x0 = x(0 + 0) = x0 + x0 ⇒ x0 − x0 = x0 + x0 − x0 ⇒ 0 = x0.
Analogicky pro 0 = 0x.

b) y+(−y) = 0 ⇒ xy+x(−y) = x(y+(−y)) = x0 = 0⇒ xy+(−(xy))+x(−y) = 0+(−(xy))
⇒ x(−y) = −(xy). Analogicky pro (−x)y = −(xy).

c) Plyne z b) a ze vztahu −(−x) = x.

d) x(y − z) = x(y + (−z)) = xy + x(−z) = xy + (−(xz)) = xy − xz podle b). Analogicky
pro (x− y)z = xz − yz.

Př́ıklad(y) 1.38. (Z,+, 0,−, ·) a (Mn(C),+, 0,−, ·) jsou okruhy.

Definice 1.39. a) Okruh (R,+, 0,−, ·) se nazývá okruh s jednotkovým prvkem, jestliže exis-
tuje neutrálńı prvek vzhledem k operaci ·, tj. prvek 1 s vlastnost́ı ∀x ∈ R : 1 ·x = x ·1 = x
(1 se nazývá jednotkový prvek okruhu).

Tedy okruh s jednotkovým prvkem je algebra (R,+, 0,−, ·, 1) typu (2, 0, 1, 2, 0).

b) Okruh (R,+, 0,−, ·) (resp. (R,+, ·)) se nazývá komutativńı, jestliže operace · ke komuta-
tivńı, tj. ∀x, y ∈ R : xy = yx.

c) Algebra (R,+, 0,−, ·, 1) se nazývá komutativńı okruh s jednotkovým prvkem :⇔

1) (R,+, 0,−, ·) je komutativńı okruh,

2) 1 je neutrálńı prvek vzhledem k ·.

Př́ıklad(y) 1.40. (Z,+, 0,−, ·, 1) je komutativńı okruh s jednotkovým prvkem; stejně tak
každé pole (viz ńıže).

Definice 1.41. Komutativńı okruh s jednotkovým prvkem (R,+, 0,−, ·, 1) se nazývá obor
integrity :⇔

1) R \ {0} 6= ∅ (tj. 0 6= 1),
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2) ∀x, y ∈ R : x 6= 0 ∧ y 6= 0 ⇒ xy 6= 0 (tj. neexistuj́ı nenulov́ı dělitelé nuly).

Lemma 1.42. Je-li (R,+, 0,−, ·, 1) obor integrity, potom je · operace s kráceńım na R\{0}.

D̊ukaz. Bud’te x, y, z 6= 0. Potom plat́ı: xy = xz ⇒ xy−xz = 0 ⇒ x(y− z) = 0 ⇒ y− z = 0
⇒ y = z.

Důsledek 1.43. V oboru integrity je (R \ {0}, ·, 1) komutativńı monoid.

Př́ıklad(y) 1.44. (Z,+, 0,−, ·, 1) je obor integrity.

Definice 1.45. a) Okruh s jednotkovým prvkem (R,+, 0,−, ·, 1) se nazývá těleso :⇔

1) 0 6= 1,

2) (R \ {0}, ·) je grupa.

b) Komutativńı těleso se nazývá pole .

Tedy komutativńı okruh s jednotkovým prvkem (R,+, 0,−, ·, 1) je pole ⇔

1) 0 6= 1,

2) (R \ {0}, ·) je abelovská grupa.

Př́ıklad(y) 1.46. 1) (Q,+, 0,−, ·, 1), (R,+, 0,−, ·, 1), (C,+, 0,−, ·, 1) jsou pole.

2) Je známo, že každé konečné těleso je pole (věta Wedderburnova).

Poznámka 1.47. Pro libovolné n ∈ N plat́ı: Okruhu zbytkových tř́ıd (Zn,+, 0,−, ·, 1) mo-
dulo n je pole ⇔ n je prvoč́ıslo ⇔ (Zn,+, 0,−, ·, 1) je obor integrity (definice okruhu zbyt-
kových tř́ıd (Zn,+, 0,−, ·, 1) modulo n je uvedena v odstavci 2.4.).

Věta 1.48. Každé pole je obor integrity. Každý konečný obor integrity je pole.

D̊ukaz. Necht’ x 6= 0, y 6= 0 a xy = 0. Pak x−1(xy)y−1 = 1 = 0, což je spor.

Bud’ nyńı R = {a1, . . . , an} konečný obor integrity. Pak · je asociativńı operace s kráceńım
na konečné množině R \ {0}. Proto je · operace s děleńım, tedy (R \ {0}, ·) je abelovská
grupa.

Definice 1.49. Bud’ (K,+, 0,−, ·, 1) pole, I = {a, b, c} ∪K, kde a, b, c /∈ K, a, b, c po dvou
r̊uzné. Algebra (V, (ωi)i∈I) typu (2, 0, 1, (1)λ∈K) se nazývá vektorový prostor nad K :⇔

1) (V, ωa, ωb, ωc) =: (V,+, 0,−) je abelovská grupa,

2) ∀x, y ∈ V, λ, µ ∈ K :
ωλ(x+ y) = ωλ(x) + ωλ(y),
ωλ+µ(x) = ωλ(x) + ωµ(x),
ωλµ(x) = ωλ(ωµ(x)),
ω1(x) = x.

V daľśım textu polž́ıme ωλ =: λ a budeme zapisovat vektorový prostor jako (V,+, 0,−, K).
Zákony uvedené v bodě 2) pak maj́ı tvar: λ(x + y) = λx + λy, (λ + µ)x = λx + µx,
(λµ)x = λ(µx), 1x = x.
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Definice 1.50. Algebra (V,⊓,⊔) typu (2, 2) se nazývá svaz :⇔ pro všechna a, b, c ∈ V plat́ı:

1) a ⊓ b = b ⊓ a, a ⊔ b = b ⊔ a,

2) a ⊓ (b ⊓ c) = (a ⊓ b) ⊓ c, a ⊔ (b ⊔ c) = (a ⊔ b) ⊔ c,

3) a ⊓ (a ⊔ b) = a, a ⊔ (a ⊓ b) = a.

Operace ⊓ se nazývá pr̊usek a operace ⊔ spojeńı. Podle 1) a 2) jsou obě operace kommutativńı
a asociativńı, tj. (V,⊓) a (V,⊔) jsou komutativńı pologrupy. Zákony uvedené v bodě 3) se
nazývaj́ı absorpčńı zákony.

Př́ıklad(y) 1.51. (P(M),∩,∪) je svaz.

Poznámka 1.52. a) (V,⊓,⊔) je svaz ⇔ (V,⊔,⊓) je svaz. Zákony jsou symetrické v ⊓ a ⊔
– tzv. princip duality pro svazy .

b) V každém svazu (V,⊓,⊔) plat́ı také tzv. idempotentńı zákony, tj. ∀ a ∈ V :
a ⊓ a = a, a ⊔ a = a,

které plynou z 3), nebot’ a⊓a = a⊓ (a⊔ (a⊓a)) = a a druhý zákon plat́ı v d̊usledku principu
duality.

Definice 1.53. Svaz (V,⊓,⊔) se nazývá distributivńı :⇔ pro všechna a, b, c ∈ V plat́ı:
a ⊓ (b ⊔ c) = (a ⊓ b) ⊔ (a ⊓ c), a ⊔ (b ⊓ c) = (a ⊔ b) ⊓ (a ⊔ c)
(tj. ⊓ je distributivńı nad ⊔ a ⊔ je distributivńı nad ⊓).
Poznámka 1.54. (V,⊓,⊔) je distributivńı svaz ⇔ (V,⊔,⊓) je distributivńı svaz (princip
duality). Dokonce plat́ı, že ⊓ je distributivńı nad ⊔, právě když ⊔ je distributivńı nad ⊓.
Př́ıklad(y) 1.55. (P(M),∩,∪) je distributivńı svaz.

Definice 1.56. Bud’ (V,⊓,⊔) svaz. Prvek 0 ∈ V se nazývá nulový prvek svazu V :⇔ ∀a ∈
V : a ⊔ 0 = a (tj. 0 je neutrálńı prvek vzhledem k ⊔). Prvek 1 ∈ V se nazývá jednotkový
prvek svazu V :⇔ ∀a ∈ V : 1 ⊓ a = a (tj. 1 je neutrálńı prvek vzhledem k ⊓).
Poznámka 1.57. Bud’te b, c ∈ V libovolné prvky. Pak plat́ı ∀a ∈ V : a ⊔ b = a ⇔ ∀a ∈ V :
a ⊓ b = b ⇔ b = 0, ∀a ∈ V : c ⊓ a = a ⇔ ∀a ∈ V : c ⊔ a = c ⇔ c = 1.

Definice 1.58. Svaz (V,⊓,⊔) se nazývá ohraničený, jestliže má nulový prvek 0 i jednotkový
prvek 1. Tedy ohraničený svaz je algebra (V,⊓,⊔, 0, 1) typu (2, 2, 0, 0).

Př́ıklad(y) 1.59. (P(M),∩,∪, ∅,M) je ohraničený svaz.

Definice 1.60. Ohraničený svaz (V,⊓,⊔, 0, 1) se nazývá komplementárńı :⇔ ∀a ∈ V ∃a′ ∈
V : a ⊓ a′ = 0 ∧ a ⊔ a′ = 1. Prvek a′ se nazývá komplement prvku a.

Př́ıklad(y) 1.61. (P(M),∩,∪, ∅,M) je komplementárńı svaz, přičemž pro A ⊆ M je kom-
plement dán vztahem A′ = M \ A.

Definice 1.62. Distributivńı a komplementárńı svaz (V,⊓,⊔, 0, 1) se nazývá Boole̊uv svaz .

Př́ıklad(y) 1.63. (P(M),∩,∪, ∅,M) je Boole̊uv svaz.

Věta 1.64. Je-li (V,⊓,⊔, 0, 1) Boole̊uv svaz, pak existuje ke každému a ∈ V přesně jeden
komplement a′.
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D̊ukaz. Bud’te a′ a a∗ komplementy prvku a. Pak plat́ı a⊔a′ = 1 = a⊔a∗, a⊓a′ = 0 = a⊓a∗,
a tud́ıž a′ = a′ ⊔ 0 = a′ ⊔ (a ⊓ a∗) = (a′ ⊔ a) ⊓ (a′ ⊔ a∗) = 1 ⊓ (a′ ⊔ a∗) = a′ ⊔ a∗ = a∗ ⊔ a′ =
. . . = a∗.

Definice 1.65. Algebra (B,⊓,⊔, 0, 1,′ ) typu (2, 2, 0, 0, 1) se nazývá Booleova algebra :⇔

1) (B,⊓,⊔, 0, 1) je ohraničený distributivńı svaz,

2) ∀a ∈ B : a ⊓ a′ = 0 ∧ a ⊔ a′ = 1.

Poznámka 1.66. (B,⊓,⊔, 0, 1,′ ) je Booleova algebra ⇒ (B,⊓,⊔, 0, 1) je Boole̊uv svaz. Po-
kud naopak (B,⊓,⊔, 0, 1) je Boole̊uv svaz a a′ (jednoznačně určený) komplement prvku a,
pak je (B,⊓,⊔, 0, 1,′ ) Booleova algebra.

Př́ıklad(y) 1.67. (P(M),∩,∪, ∅,M,′ ) je Booleova algebra.

Poznámka 1.68. V teorii uspořádaných množin je svaz definován jako uspořádaná množina
(V,≤), v ńıž má každá dvojice prvk̊u infimum (tj. největgš́ı dolńı závoru) i supremum (tj.
nejmenš́ı horńı závoru). Označ́ıme-li pro prvky x, y ∈ V jejich infimum x ⊓ y a supremum
x ⊔ y, jsou ⊓ a ⊔ binárńı operace na V takové, že (V,⊓,⊔) je svaz ve smyslu Definice 1.50.
Naopak, je-li dán svaz (V,⊓,⊔) ve smyslu této definice, můžeme na množině V definovat
uspořádáńı ≤ vztahem x ≤ y ⇔ x ⊓ y = x (nebo ekvivalentně x ≤ y ⇔ x ⊔ y = y) a
dostaneme tak svaz ve smyslu teorie uspořádaných množin (v němž infimum prvk̊u x a y
je x ⊓ y a jejich supremum je x ⊔ y). T́ımto zp̊usobem je definována bijekce mezi svazy
chápanými jako uspořádané množiny a svazy chápanými jako algebry typu (2, 2) (Definice
1.50). Mezi t́ımto dvoj́ım chápáńım svaz̊u obvykle nerozlǐsujeme.

1.3 Základńı pojmy teorie grup

Definice 1.69. Bud’ (G, ·) grupoid, a1, . . . , an ∈ G (n ∈ N). Potom je součin a1 · · · an
definován indukćı vztahem a1 · · · an := (a1 · · ·an−1)an.

Př́ıklad(y) 1.70. a1a2a3a4 = (a1a2a3)a4 = ((a1a2)a3)a4.

Definice 1.71. Bud’ (G, ·) grupoid, a ∈ G. Potom jsou mocniny prvku a definovány takto:
a1 := a, an+1 := (an)a (n ∈ N).

Poznámka 1.72. 1) Při poč́ıtáńı se součiny v pologrupě je možno libovolně závorkovat.

2) V komutativńı pologrupě plat́ı: a1 · · ·an = aπ(1) · · · aπ(n), přičemž π je libovolná permutace
množiny M = {1, . . . , n}.

Věta 1.73. Bud’ (G, ·, e, −1) grupa, a, b ∈ G. Potom plat́ı (ab)−1 = b−1a−1.

D̊ukaz. (ab)(b−1a−1) = a(bb−1)a−1 = aea−1 = a(ea−1) = aa−1 = e.

Důsledek 1.74. (a1 · · · an)−1 = a−1
n · · · a−1

1 .

D̊ukaz. Důkaz se snadno provede indukćı podle n.

Definice 1.75. Bud’ (G, ·, e, −1) grupa, a ∈ G. Pro n ∈ N bud’ an jak je definováno výše.
Dále klademe a0 := e a a−n := (a−1)n, n ∈ N.
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Věta 1.76. (Pravidla pro poč́ıtáńı s mocninami v grupách) Pro všechna a, b ∈ G, n,m ∈ Z

plat́ı:

(i) anam = an+m,

(ii) (am)n = amn,

(iii) (ab)n = anbn, pokud je · komutativńı.

D̊ukaz. Důkaz je ponechán jako cvičeńı.

Poznámka 1.77. Tato pravidla plat́ı pro m,n ∈ N také v pologrupách.

Definice 1.78. Bud’ (G, ·, e, −1) grupa, a ∈ G. Potom se kardinálńı č́ıslo

o(a) := |{a0 = e, a1, a−1, a2, a−2, . . .}| = |{ak | k ∈ Z}|

nazývá řád prvku a.

Poznámka 1.79. o(a) ∈ N nebo o(a) = |N| = ℵ0(= ∞).

Př́ıklad(y) 1.80. 1) V (Z,+, 0,−) ṕı̌seme (stejně tak ve všech grupách s aditivńım značeńım)
na mı́sto an. Pravidla ve Větě 1.76 pak maj́ı následuj́ıćı tvar: (i) ma+na = (m+n)a, (ii)
n(ma) = (mn)a, (iii) n(a + b) = na + nb. Plat́ı o(0) = 1, o(k) = ∞ pro všechna k ∈ Z,
k 6= 0. (V každé grupě plat́ı o(e) = 1.)

2) V grupě (C \ {0}, ·, 1, −1) plat́ı: o(1) = 1, o(−1) = 2, o(i) = o(−i) = 4.

Definice 1.81. Bud’ (G, ·, e, −1) grupa. Potom se |G| (mohutnost množiny G) nazývá řád
této grupy (takž pro všechna a ∈ G plat́ı: o(a) ≤ |G|). Obecně se pro algebru (A, (ωi)i∈I)
mohutnost |A| nazývá řád této algebry.

Lemma 1.82. (Děleńı se zbytkem v Z) Pro libovolná č́ısla k, l ∈ Z, l 6= 0, existuj́ı q, r ∈
Z, 0 ≤ r < |l|, tak, že plat́ı k = lq + r.

D̊ukaz. Př́ıpad 1: k ≥ 0. Zřejmě |l|n ≤ k pro n = 0 a existuje n0 ∈ N tak, že |l|n0 > k
(Archimed̊uv axiom pro R). Tedy |l|n > k pro všechna n ∈ N, n ≥ n0. Položme q∗ :=
max{n ∈ N0 | |l|n ≤ k} a q := q∗ pro l > 0, q := −q∗ pro l < 0. Potom je k = lq + r, kde
0 ≤ r < |l|.
Př́ıpad 2: k < 0. Zřejmě |l|n ≤ k pro n = k, ovšem |l|n > k pro všechna n ∈ N0. Necht’ Z

−

znač́ı množinu záporných celých č́ısel. Položme q∗ := max{n ∈ Z− | |l|n ≤ k} a q := q∗ pro
l > 0, q := −q∗ pro l < 0. Potom je k = lq + r, kde 0 ≤ r < |l|.
Poznámka 1.83. Lze snadno ukázat, že č́ısla q a r z Lemmatu 1.82 jsou dána jednoznačně.
Někdy namı́sto k = lq + r ṕı̌sme k : l = q, zb. r (č́ısla k, l, q a r se nazývaj́ı po řadě dělenec,
dělitel, pod́ıl a zbytek ). Pak např. plat́ı 7 : 3 = 2, zb. 1, ale (−7) : 3 = −3, zb. 2 (nikoliv
(−7) : 3 = −2, zb −1, protože zbytek muśı být nezáporný).

Definice 1.84. Pro n ∈ N, r, s ∈ Z je r ≡ s mod n (
”
r je kongruentńı s s modulo n“) :⇔

n|(r − s) (n děĺı (r − s)).

Zřejmě plat́ı r ≡ s mod n ⇔ r = s + kn, k ∈ Z ⇔ r, s maj́ı stejný zbytek při děleńı č́ıslem
n. Relace ≡ mod n je ekvivalence na Z(viz později).
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Věta 1.85. Bud’ (G, ·, e, −1) grupa, a ∈ G.

a) Je-li o(a) = ∞, pak jsou mocniny prvku a navzájem r̊uzné.

b) Je-li o(a) = n ∈ N, potom plat́ı n = min{m ∈ N | am = e} a {ak | k ∈ Z} =
{a0 = e, a1, . . . , an−1}. Dále je ar = as ⇔ r ≡ s mod n.

D̊ukaz. a) Bud’ o(a) = ∞ a předpokládejme, že exisuj́ı r, s ∈ Z tak, že r > s a ar = as.
Pro m := r − s ∈ N pak plat́ı am = ar−s = ara−s = ar(ar)−1 = e. Bud’ k ∈ Z. Potom je
k = mq + l, q ∈ Z, l ∈ N0 a 0 ≤ l < m. Odtud plyne ak = amq+l = (am)qal = eqal = al, tedy
{ak | k ∈ Z} = {e, a, . . . , am−1}. To je spor, nebot’ o(a) = ∞.

b) Je-li o(a) = n ∈ N, pak zřejmě exisuj́ı r, s ∈ Z tak, že r > s a ar = as. Tedy podle d̊ukazu
tvrzeńı a) existuje m ∈ N takové, že am = e, což dává {ak | k ∈ Z} = {e, a, . . . , am−1}. Bud’
n0 = min{m ∈ N | am = e}. Potom je an0 = e a prvky e, a, . . . , an0−1 jsou po dvou r̊uzné.
Pokud by totiž tomu tak nebylo, potom by platilo ar = as pro 0 ≤ s < r < n0. Tedy bychom
měli ar−s = e pro 0 < r − s < n0, což je spor s minimalitou č́ısla n0. Proto plat́ı n = n0.
Takže máme {ak | k ∈ Z} = {e, a, . . . , an−1}.
Pro a = e zřejmě plat́ı ar = as ⇔ r ≡ s mod n. Dokážeme, že ar = as ⇔ r ≡ s mod n plat́ı
i pro a 6= e.

⇒: ar = as ⇒ ar−s = e, r− s = nq + l, 0 ≤ l < n ⇒ e = ar−s = (an)qal = eqal = al ⇒ l = 0
⇒ r − s = nq ⇒ r ≡ s mod n.
⇐: r ≡ s mod n ⇒ r − s = nq ⇒ ar−s = anq = (an)q = e ⇒ ar = as.

Př́ıklad(y) 1.86. Bud’ M množina a SM := {f : M → M | f bijektivńı}. (SM , ◦, idM , −1)
je grupa, která se nazývá symetrická grupa na M . Prvky množiny SM se nazývaj́ı permutace
množiny M . Je-li M = {1, 2, . . . , n}, ṕı̌seme Sn mı́sto SM . Plat́ı: |Sn| = n !. Je tedy např.

S3 =

{(
1 2 3
1 2 3

)

,

(
1 2 3
2 3 1

)

,

(
1 2 3
3 1 2

)

,

(
1 2 3
1 3 2

)

,

(
1 2 3
3 2 1

)

,

(
1 2 3
2 1 3

)}

.

Cyklem délky k rozumı́me permutaci f : M → M tvaru f(x1) = x2, f(x2) = x3, ..., f(xk−1) =
xk, f(xk) = x1, kde x1, x2, ..., x3 ∈ M jsou po dvou r̊uzné prvky a f(x) = x pro každé x ∈
M \ {x1, x2, ..., xk}. Cyklus pak zapisujeme ve tvaru (x1x2...xk). Tedy při použit́ı cyklického
zápisu máme:

S3 = {(1), (123), (132), (23), (13), (12)}.
Snadno se nahlédne, že řád libovolného cyklu je roven délce tohoto cyklu.
Připomeňme, že permutace f : M → M je sudá (lichá), má-li sudý (lichý) počet inverźı, tj.
dvojic prvk̊u x, y ∈ M takových, že x < y a f(x) > f(y).
Transpozićı rozumı́me cyklus délky 2. Tedy je každá transpozice lichou permutaćı. Libovolná
permutace je zřejmě složeńım konečného počtu transpozic, přičemž sudá (lichá) permutace
je složeńım sudého (lichého) počtu transpozic. Sudé permutace tvoř́ı tzv. alternuj́ıćı grupu
An. V našem př́ıpadě je množina sudých permutaćı

A3 = {(1), (123), (132)}.
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Řády prvk̊u grupy S3:
π o(π)
(1) 1
(123) 3
(132) 3
(23) 2
(13) 2
(12) 2

Plat́ı: Každý prvek grupy Sn je možno vyjádřit jako složeńı cykl̊u s r̊uznými prvky, a to
jednoznačně až na pořad́ı cykl̊u. Lze snadno ukázat, že parita permutace je rovna paritě
počtu cykl̊u sudé délky v tomto vyjádřeńı. Např. permutace

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
6 9 8 5 4 1 3 2 7

)

z grupy S9 má následuj́ıćı cyklické vyjádřeńı, tj. vyjádřeńı pomoćı složeńı cykl̊u: (16)(29738)(45).
Je dobře známo, že řád složeńı cykl̊u s r̊uznými prvky je nejmenš́ı společný násobek délek
(tedy řád̊u) všech těchto cykl̊u. Takže v našem př́ıpadě plat́ı o(π) = 2 · 5 = NSN(2, 5, 2).
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Kapitola 2

Základńı algebraické metody

2.1 Podalgebry

Definice 2.1. Bud’ A množina, ω : An → A n-árńı operace na A (n ∈ N0), T ⊆ A. Potom se
množina T nazývá uzavřená vzhledem k ω :⇔ ω(T n) ⊆ T (tj. t1, . . . , tn ∈ T ⇒ ωt1 . . . tn ∈ T ;
v př́ıpadě n = 0: ω ∈ T ).

Definice 2.2. Bud’ A = (A, (ωi)i∈I) algebra typu (ni)i∈I , T ⊆ A. Potom se množina T
nazývá uzavřená vzhledem k (ωi)i∈I :⇔ T je uzavřená vzhledem k ωi pro všechna i ∈ I. V
tomto př́ıpadě se pomoćı vztahu ω∗

i x1 . . . xni
:= ωix1 . . . xni

, (x1, . . . , xni
) ∈ T ni, definuje ni-

árńı operace ω∗
i na T , tj. ω∗

i = ωi|Tni . Algebra (T, (ω∗
i )i∈I) se pak nazývá podalgebra algebry

A. Většinou ṕı̌seme: ω∗
i =: ωi.

Poznámka 2.3. Často také nazýváme podalgebrou algebry A pouze množinu T .

Podalgebry speciálńıch algebraických struktur

1) Bud’ (H, ·) grupoid. T ⊆ H je podalgebrou algebry (H, ·) ⇔ (x, y ∈ T ⇒ xy ∈ T ).
Pak je · = ·|T×T binárńı operace na T a (T, ·) je grupoid, který se nazývá podgrupoid
grupoidu (H, ·).

2) Je-li (H, ·) pologrupa a T ⊆ H jej́ı podgrupoid, pak je (T, ·) je pologrupa, nebot’

asociativńı zákon plat́ı v H , a tedy i v T . (Obecně: Je-li v algebře definovaná vlastnost
nějaké operace pomoćı nějakého zákona, pak má tato operace zúžená na některou
podalgebru tuto vlastnost přirozeně také.) (T, ·) se nazývá podpologrupa pologrupy
(H, ·).

3) Je-li (G, ·) grupa a (T, ·) jej́ı podpologrupa, potom (T, ·) nemuśı být grupou, jak je
zřejmé z př́ıkladu (G, ·) = (Z,+), (T, ·) = (N,+).

4) Bud’ (G, ·, e, −1) grupa chápaná jako algebra typu (2, 0, 1). T ⊆ G je jej́ı podalgebra

⇔







x, y ∈ T ⇒ xy ∈ T
e ∈ T
x ∈ T ⇒ x−1 ∈ T






⇔

{
T 6= ∅
x, y ∈ T ⇒ xy−1 ∈ T

}

.

Protože zákony grupy plat́ı v G, a tedy také v T , je podalgebra (T, ·, e, −1) opět grupou
a nazývá se podgrupa grupy (G, ·, e, −1).

5) Je-li (R,+, 0,−, ·) okruh chápaný jako algebra typu (2, 0, 1, 2), potom je jeho každá
jeho podalgebra také okruhem a nazývá se podokruh okruhu (R,+, 0,−, ·). To neplat́ı
pro okruh chápaný jako algebra typu (2, 2), nebot’ např. (N,+, ·) je podalgebrou okruhu
(Z,+, ·), ale nikoliv jeho podokruhem (ovšem (Z,+, ·) je podokruhem okruhu (R,+, ·)).
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6) Bud’ (K,+, 0,−, ·, 1) těleso (pole) chápané jako algebra typu (2, 0, 1, 2, 0). Pak T ⊆ K
je jeho podalgebra (tedy podokruh se stejným jednotkovým prvkem)

⇔







x, y ∈ T ⇒ x+ y ∈ T
0 ∈ T
x ∈ T ⇒ −x ∈ T
x, y ∈ T ⇒ xy ∈ T
1 ∈ T
x ∈ T, x 6= 0 ⇒ x−1 ∈ T.

Je-li T tělesem (polem), pak se nazývá podtěleso(podpole) tělesa (pole) (K,+, 0,−, ·, 1).
Např́ıklad (R,+, 0,−, ·, 1) je podpolem pole (C,+, 0,−, ·, 1), zat́ımco (Z,+, 0,−, ·, 1)
neńı.

7) Bud’ (V,+, 0,−, K) vektorový prostor nad K a (T,+, 0,−, K) jeho podalgebra, tj.

x, y ∈ T ⇒ x+ y ∈ T
0 ∈ T
x ∈ T ⇒ −x ∈ T
λ ∈ K, x ∈ T ⇒ λx ∈ T.

Potom je také (T,+, 0,−, K) vektorový prostor nadK a nazývá se vektorový podprostor
prostoru (V,+, 0,−, K).

Věta 2.4. Bud’ (A,Ω) algebra a (Tj)j∈J soubor podalgeber. Potom je
⋂

j∈J Tj rovněž podal-
gebra.

D̊ukaz. Bud’ Ω = (ωi)i∈I , ωi ni-árńı operace, a T :=
⋂

j∈J Tj. Bud’ i ∈ I, přičemž ni > 0, a

bud’te x1, . . . , xni
∈ T . Potom plat́ı ∀j ∈ J : x1, . . . , xni

∈ Tj , tedy ∀j ∈ J : ωix1 . . . xni
∈ Tj .

Proto ωix1 . . . xni
∈ T . Pro ni = 0 plat́ı ∀j ∈ J : ωi ∈ Tj, takže ωi ∈ T .

Poznámka 2.5. Předchoźı věta plat́ı i pro prázdný soubor algeber, tj. pro př́ıpad J = ∅.
Pak totiž máme

⋂

j∈J Tj = A.

Věta 2.6. Bud’ (A,Ω) algebra a S ⊆ A podmnožina. Potom je

〈S〉 :=
⋂

{T | T ⊇ S, T je podalgebra algebry (A,Ω)}

nejmenš́ı podalgebra algebry (A,Ω), která S obsahuje.

Definice 2.7. 〈S〉 se nazývá podalgebra algebry (A,Ω) generovaná množinou S . Množina
S se nazývá systém generátor̊u podalgebry 〈S〉.

Věta 2.8. Bud’ (G, ·, e, −1) grupa, x ∈ G, S = {x}. Potom plat́ı:

〈x〉 := 〈S〉 = {xk | k ∈ Z}.
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D̊ukaz. Máme dokázat, že {xk | k ∈ Z} =: T je nejmenš́ı podgrupa grupy (G, ·, e, −1)
obsahuj́ıćı prvek x.
T je podgrupa grupy (G, ·, e, −1), nebot’ pro xk, xl ∈ T (k, l ∈ Z) plat́ı xkxl = xk+l ∈ T
(jelikož k + l ∈ Z), x0 ∈ T (protože 0 ∈ Z) a (xk)−1 = x−k ∈ T (nebot’ −k ∈ Z). Dále plat́ı
x = x1 ∈ T .
Bud’ U podgrupa grupy (G, ·, e, −1) taková, že x ∈ U . Potom plat́ı xn ∈ U (n ∈ N), e =
x0 ∈ U , x−n = (xn)−1 ∈ U , takže T ⊆ U . Tedy je T nejmenš́ı podgrupa grupy (G, ·, e, −1)
obsahuj́ıćı prvek x.

Definice 2.9. 〈x〉 se nazývá podgrupa grupy (G, ·, e, −1) generovaná prvkem x.

Poznámka 2.10. 1) Pro vektorové prostory máme:

〈{x1, . . . , xn}〉 = {
∑

1≤i≤n

λixi | λi ∈ K}.

2) Je-li (G, ·, e, −1) abelovská grupa, potom plat́ı:

〈{x1, . . . , xn}〉 = {xk1
1 xk2

2 · · ·xkn
n | ki ∈ Z}.

Vyjádř́ıme-li abelovskou grupu ve tvaru (G,+, 0,−), potom plat́ı:

〈{x1, . . . , xn}〉 = {k1x1 + k2x2 + · · ·+ knxn | ki ∈ Z}.

3) Pro neabelovské grupy plat́ı např.:

〈{x1, x2}〉 = {xk11
1 xk12

2 xk21
1 xk22

2 · · ·xkn1

1 xkn2

2 | n ∈ N, kij ∈ Z}.

4) Obecně plat́ı:

〈{x1, . . . , xn}〉 = {t(x1, . . . , xn) | t je libovolný n-árńı term
v algebře (A,Ω)}.

Definice 2.11. Grupa (G, ·, e, −1) se nazývá cyklická :⇔ ∃x ∈ G : G = 〈x〉. Prvek x se pak
nazývá generátor cyklické grupy G.

Z Věty 1.85 a Věty 2.8 plyne

Důsledek 2.12. Bud’ (G, ·, e, −1) cyklická grupa a necht’ 〈x〉 = G. Potom m̊užeme rozlǐsit
dva př́ıpady:

a) Je-li o(x) = ∞, potom je také G nekonečná a plat́ı G = {e, x, x−1, x2, x−2, . . .}.

b) Je-li o(x) = n ∈ N, potom máme |G| = n, a plat́ı G = {e, x, x2, . . . , xn−1}.

V obou př́ıpadech jsou uvedené mocniny v dané množině navzájem r̊uzné.

Př́ıklad(y) 2.13. a) pro (Z,+, 0,−) plat́ı Z = 〈1〉 = 〈−1〉.
b) pro (Zm,+, 0,−) (operace modulo m, viz odstavec 2.4) plat́ı Zm = 〈1〉 = 〈k〉, kde
NSD(m, k) = 1.
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2.2 Relace ekvivalence a rozklad na tř́ıdy ekvivalence

Definice 2.14. Je-li M množina, potom se podmnožina R množiny M ×M nazývá binárńı
relace na M . Mı́sto (x, y) ∈ R ṕı̌seme většinou xRy. Speciálńı relace: αM := M × M se
nazývá univerzálńı relace , ιM := {(x, x) | x ∈ M} se nazývá identická relace nebo relace
rovnosti .

Definice 2.15. Relace R ⊆ M ×M se nazývá:

1) reflexivńı :⇔ ιM ⊆ R, tj., ∀x ∈ M : xRx.

2) symetrická :⇔ ∀x, y ∈ M : xRy ⇒ yRx.

3) antisymetrická :⇔ ∀x, y ∈ M : xRy ∧ yRx ⇒ x = y.

4) transitivńı :⇔ ∀x, y, z ∈ M : xRy ∧ yRz ⇒ xRz.

Relace splňuj́ıćı 1), 2) a 4) se nazývá ekvivalence, relace splňuj́ıćı 1), 3) a 4) se nazývá
(částečné) uspořádáńı.

Př́ıklad(y) 2.16. αM a ιM jsou vždy relace ekvivalence. Relace ≤ na množině R, ⊆ na
množině P(M) a | (děĺı) na množině N jsou relace uspořádáńı.

Definice 2.17. Bud’ M množina. P ⊆ P(M) se nazývá rozklad množiny M :⇔

1)
⋃

C∈P C = M ,

2) ∅ /∈ P,

3) A,B ∈ P ⇒ A = B ∨ A ∩ B = ∅ (tj. množiny v P jsou po dvou disjunktńı).

Prvky rozkladu P se nazývaj́ı jeho tř́ıdy.

Věta 2.18. Bud’ π ekvivalence na množině M , a ∈ M , [a]π := {b ∈ M | bπa} tzv. tř́ıda
ekvivalence prvku a a M/π := {[a]π | a ∈ M} tzv. faktorová množina množiny M podle
ekvivalence π. Potom je M/π rozklad množiny M .

Je-li naopak P rozklad množiny M a π je definováno vztahem aπb :⇔ ∃C ∈ P : a, b ∈ C,
potom je π ekvivalence na množině M a plat́ı M/π = P.

π 7→ M/π je bijektivńı zobrazeńı množiny všech ekvivalenćı na množině M na množinu všech
rozklad̊u množiny M . Inverzńı zobrazeńı je dáno výše uvedeným předpisem P 7→ π.

D̊ukaz. Úloha k procvičeńı.

Věta 2.19. Bud’te M,N množiny, f : M → N zobrazeńı a xπfy :⇔ f(x) = f(y). Potom
plat́ı:

a) πf je ekvivalence na M , která se nazývá jádro zobrazeńı f .

b) Zobrazeńı

g :

{
M/πf → f(M) := {f(x) | x ∈ M} ⊆ N
[x]πf

7→ f(x)

je korektně definováno a bijektivńı.
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D̊ukaz. Úloha k procvičeńı.

Poznámka 2.20. Význam zobrazeńı g definovaného v předchoźı větě je možno znázornit
následuj́ıćım komutativńım diagramem :

❄

M ✲ f(M) ⊆ N

M/πf

✒

f

ν g

Zde je

ν :

{
M → M/πf

x 7→ [x]πf

tzv. kanonické neboli faktorové zobrazeńı. Plat́ı: f = g ◦ ν.

Rozklad grupy na tř́ıdy podle podgrupy

Označeńı: Pokud nebude moci doj́ıt k nedorozuměńı, budeme dále klást G := (G, ·, e, −1),
resp. G := (G, ·), tj. označ́ıme grupu t́ımtéž symbolem jako jej́ı nosnou množinu. Podobně
pro okruhy.

Věta 2.21. Bud’ (G, ·, e, −1) grupa a (H, ·, e, −1) podgrupa grupy G. Bud’ dále π ⊆ G × G
relace definovaná pomoćı vztahu xπy :⇔ x−1y ∈ H (x, y ∈ G). Potom je π ekvivalence na
G.

D̊ukaz. 1) π je reflexivńı: ∀x : xπx, nebot’ x−1x = e ∈ H .
2) π je symetrická: xπy ⇒ x−1y ∈ H ⇒ (x−1y)−1 = y−1x ∈ H ⇒ yπx.
3) π je tranzitivńı: xπy, yπz ⇒ x−1y ∈ H , y−1z ∈ H ⇒ (x−1y)(y−1z) = x−1z ∈ H ⇒
xπz.

Poznámka 2.22. Analogicky plat́ı: pomoćı vztahu x̺y :⇔ xy−1 ∈ H je na G rovněž
definována relace ekvivalence.

Definice 2.23. Bud’ (G, ·, e, −1) grupa, A,B ⊆ G. Potom se nazývá AB := {ab | a ∈ A, b ∈
B} složený součin A a B. Speciálńı př́ıpady: A = {a}: AB =: aB = {ab | b ∈ B}, B = {b}:
AB =: Ab = {ab | a ∈ A}. Pro podgrupu H grupy G a libovolný prvek a ∈ G se množina aH
nazývá levá tř́ıda rozkladu grupy G podle H a množina Ha se nazývá pravá tř́ıda rozkladu
grupy G podle H .

Věta 2.24. Bud’te π, ̺ výše definované relace ekvivalence na grupě G. Potom plat́ı pro
všechna a ∈ G: [a]π = aH, [a]̺ = Ha.

D̊ukaz. Plat́ı {y | a−1y ∈ H} = aH (⊆: a−1y = x ∈ H ⇒ y = ax ∈ aH ; ⊇: y = ax ∈ aH ⇒
a−1y = x ∈ H). Odtud plyne [a]π = {y | aπy} = {y | a−1y ∈ H} = aH .

Důkaz vztahu [a]̺ = Ha se provede analogicky.
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Důsledek 2.25. {aH | a ∈ G} je rozklad grupy G, který se nazývá levý rozklad grupy G
podle H. Podobně se nazývá {Ha | a ∈ G} pravý rozklad grupy G podle H.

Př́ıklad(y) 2.26. G = S3 = {(1), (123), (132), (12), (23), (13)}, H = {(1), (23)}.

(1)H=H
(123)H={(123), (12)}
(132)H={(132), (13)}

H(1)=H
H(123)={(123), (13)}
H(132)={(132), (12)}

Obecně tedy plat́ı Ha 6= aH ! Pro a = e však plat́ı vždy He = eH = H . V abelovských
grupách plat́ı Ha = aH pro všechna a ∈ G.

Věta 2.27. Bud’ (G, ·, e, −1) grupa, H podgrupa grupy G, a, b ∈ G. Potom je vztahem

i :

{
aH → bH
ax 7→ bx

definováno bijektivńı zobrazeńı.

D̊ukaz. 1) i je korektně definováno: ax1 = ax2 ⇒ x1 = x2 ⇒ bx1 = bx2.
2) i je injektivńı: i(ax1) = i(ax2) ⇒ bx1 = bx2 ⇒ x1 = x2.
3) i je surjektivńı: každé bx ∈ bH je obrazem ax ∈ aH .

Důsledek 2.28. ∀a, b ∈ G : |aH| = |bH| = |H|. (Analogicky: ∀a ∈ G : |Ha| = |H|.)

Věta 2.29. Vztahem aH 7→ Ha−1, a ∈ G, je definováno bijektivńı zobrazeńı ϕ levého
rozkladu na pravý rozklad grupy G podle H.

D̊ukaz. 1) ϕ je korektně definováno: aH = bH ⇒ aπb ⇒ a−1b ∈ H ⇒ a−1(b−1)−1 ∈ H ⇒
a−1̺b−1 ⇒ Ha−1 = Hb−1.
2) ϕ je surjektivńı: ∀a ∈ G : ϕ(a−1H) = H(a−1)−1 = Ha.
3) ϕ je injektivńı: ϕ(aH) = ϕ(bH) ⇒ Ha−1 = Hb−1 ⇒ a−1̺b−1 ⇒ a−1b ∈ H ⇒ aπb ⇒
aH = bH .

Definice 2.30. Počet všech r̊uzných tř́ıd levého rozkladu (pravého rozkladu) grupy G podle
H se nazývá index podgrupy H v G , formálně: [G : H ] := |{aH | a ∈ G}| = |{Ha | a ∈ G}|.

Věta 2.31. (Lagrangeova) Bud’ (G, ·, e, −1) konečná grupa, H podgrupa G. Potom plat́ı:

[G : H ] · |H| = |G|.

Poznámka 2.32. Lagrangeova věta plat́ı také pro nekonečné grupy.

Důsledek 2.33. a) Je-li H podgrupa G, pak |H| děĺı |G|.

b) x ∈ G ⇒ o(x) = |{xn | n ∈ Z}| = |〈x〉| děĺı |G|.

c) |G| = p prvoč́ıslo, H podgrupa G ⇒ H = {e} nebo H = G. Pro x ∈ G, x 6= e,
dostáváme 〈x〉 = G, tedy G je cyklická.
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2.3 Izomorfizmy a homomorfizmy

Definice 2.34. Bud’te A = (A, (ωi)i∈I) a A∗ = (A∗, (ω∗
i )i∈I) algebry téhož typu (ni)i∈I .

Zobrazeńı f : A → A∗ se nazývá homomorfizmus algebry A do algebry A∗ :⇔

1) Pro i ∈ I, kde ni > 0, plat́ı ∀x1, . . . , xni
∈ A : f(ωix1 . . . xni

) = ω∗
i f(x1) . . . f(xni

),

2) pro i ∈ I, kde ni = 0, plat́ı f(ωi) = ω∗
i .

Lemma 2.35. Bud’te (G, ·, e, −1) a (H, ·, e, −1) grupy, f : G → H. Potom plat́ı: f je homo-
morfizmus grupy (G, ·, e, −1) do grupy (H, ·, e, −1) ⇔ f je homomorfizmus grupoidu (G, ·) do
grupoidu (H, ·).

D̊ukaz. ⇒: Triviálńı.
⇐: Necht’ f(xy) = f(x)f(y). Máme ukázat, že f(e) = e, f(x−1) = (f(x))−1. Plat́ı ee = e ⇒
f(e)f(e) = f(e) ⇒ f(e) = e. Dále, xx−1 = e ⇒ f(x)f(x−1) = f(e) = e = f(x)(f(x))−1 ⇒
f(x−1) = (f(x))−1.

Důsledek 2.36. 1) Bud’te V = (V,+, 0,−, K) a W = (W,+, 0,−, K) vektorové prostory
nad t́ımtéž polem K a f : V → W . Potom plat́ı: f je homomorfizmus vektorového prostoru
V do vektorového prostoru W ⇔ f je lineárńı zobrazeńı, tj. ∀x, y ∈ V : f(x + y) =
f(x) + f(y), ∀λ ∈ K, x ∈ V : f(λx) = λf(x).

2) Bud’te (R,+, 0,−, ·) a (S,+, 0,−, ·) okruhy, f : R → S. Potom plat́ı: f je homomorfizmus
okruhu (R,+, 0,−, ·) do okruhu (S,+, 0,−, ·) ⇔ f je homomorfizmus algebry (R,+, ·) do
algebry (S,+, ·).

Definice 2.37. Bud’te A = (A, (ωi)i∈I) a A∗ = (A∗, (ω∗
i )i∈I) algebry téhož typu (ni)i∈I a

f : A → A∗ homomorfizmus algebry A do algebry A∗. f se nazývá

1) izomorfizmus , pokud je f bijektivńı (v tomto př́ıpadě ř́ıkáme, že A je izomorfńı obraz
A∗, a ṕı̌seme A ∼= A∗),

2) endomorfizmus , pokud A = A∗,

3) automorfizmus , pokud A = A∗ a f izomorfizmus,

4) epimorfizmus , pokud je f surjektivńı (v tomto př́ıpadě se nazývá A∗ homomorfńı obraz
A),

5) monomorfizmus, pokud je f injektivńı (v tomto př́ıpadě se nazývá A izomorfně vnořená
v A∗).

Lemma 2.38. a) Bud’te A, A∗, A∗∗ algebry téhož typu, f homomorfizmus algebry A do
algebry A∗, g homomorfizmus algebry A∗ do algebry A∗∗. Potom je g◦f homomorfizmus
algebry A do algebry A∗∗. Jsou-li f, g izomorfizmy, pak je také g ◦ f izomorfizmus.

b) Je-li f izomorfizmus A do A∗, pak je f−1 izomorfizmus A∗ do A.

Obrazy a (úplné) vzory podalgeber při homomorfizmech jsou opět podalgebry. (Je-li f : A →
A∗ zobrazeńı, U∗ ⊆ A∗, pak se f−1(U∗) := {x ∈ A | f(x) ∈ U∗} nazývá úplný vzor množiny
U∗.)
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Homomorfizmy a zákony

Věta 2.39. Bud’te (H, ·), (H∗, ·) grupoidy a f : H → H∗ homomorfizmus. Je-li (H, ·)
pologrupa, potom je podalgebra (f(H), ·) grupoidu (H∗, ·) také pologrupa.

D̊ukaz. Bud’ (H, ·) pologrupa a necht’ x, y, z ∈ f(H). Potom existuje a, b, c ∈ H , kde f(a) =
x, f(b) = y a f(c) = z. Protože plat́ı a(bc) = (ab)c, máme f(a)(f(b)f(c)) = (f(a)f(b))f(c),
takže x(yz) = (xy)z. Tedy je (f(H), ·) pologrupa.
Poznámka 2.40. Bud’te (A, (ωi)i∈I) a (A∗, (ω∗

i )i∈I) algebry téhož typu, f : A → A∗ epimor-
fizmus (tj. A∗ je homomorfńı obraz A). Plat́ı-li pro vhodné termy t1, t2 v A rovnice (zákon)
∀a, b, c, . . . : t1(a, b, c, . . .) = t2(a, b, c, . . .), pak plyne ze vztahu t1(f(a), f(b), f(c), . . .) =
f(t1(a, b, c, . . .)) = f(t2(a, b, c, . . .)) = t2(f(a), f(b), f(c), . . .), že zákon plat́ı též v A∗. Termy
jsou přitom vytvořeny z konečného počtu proměnných a symbol̊u operaćı (pro A, resp. A∗).
Je-li (A, (ωi)i∈I) algebra, pak se (ωi)i∈I nazývaj́ı fundamentálńı operace, př́ıslušné termy se
naproti tomu nazývj́ı odvozené operace.

Poznámka 2.41. Interpretace Věty 2.39: každý homomorfńı obraz pologrupy je pologrupa.
Podle Poznámky 2.40 je také každý homomorfńı obraz
1) (abelovské) grupy je (abelovská) grupa,
2) (komutativńıho) okruhu je (komutativńı) okruh,
3) okruhu s jednotkovým prvkem je okruh s jednotkovým prvkem,
4) svazu je svaz,
5) Booleovy algebry je Booleova algebra,
6) vektorového prostoru nad K je vektorový prostor nad K.

Bud’ (A, ·) grupoid, kde A = {a1, . . . , an}, a (A∗, ◦) daľśı grupoid, kde A∗ = {a∗1, . . . , a∗n}
Bud’ f : A → A∗ izomorfizmus, kde a∗i = f(ai), 1 ≤ i ≤ n. Tabulky operaćı obou algeber
pak vypadaj́ı následovně:

· a1 . . . an
a1 a1a1 . . . a1an
...

...
. . .

...
an ana1 . . . anan

◦ a∗1 . . . a∗n
a∗1 a∗1 ◦ a∗1 . . . a∗1 ◦ a∗n
...

...
. . .

...
a∗n a∗n ◦ a∗1 . . . a∗n ◦ a∗n

Je-li v levé tabulce aiaj = ak, pak je v pravé tabulce a∗i ◦ a∗j = a∗k. Z algebraického hlediska
je proto izomorfizmus pouhé

”
přeznačeńı“. Na izomorfńı algebry je nutno

”
pohĺıžet jako na

stejné“.

Algebraické vlastnosti jsou takové vlastnosti, které z̊ustávaj́ı zachovány při izomorfizmech.
Např́ıklad všechny zákony jsou algebraickými vlastnostmi, protože podle výše uvedené poznámky
z̊ustávaj́ı zachovány dokonce už při epimorfizmech.

Často je možné charakterizovat algebraické struktury
”
až na izomorfizmus“. Tak jsou např.

všechny konečnědimenzionálńı vektorové prostory nad polem K až na izomorfizmus dány
vektorovým prostorem Kn, n ∈ N0 (s obvyklými operacemi). Analogická tvrzeńı plat́ı pro
konečná pole a konečné Booleovy algebry. Daľśım výsledkem tohoto charakteru je následuj́ıćı
věta:

Věta 2.42. (Cayleyova věta o reprezentaci) Bud’ (G, ·, e, −1) grupa. Potom je G izomorfńı
s podgrupou symetrické grupy (SG, ◦, idG, −1). Krátce: Každá grupa je izomorfńı s nějakou
grupou permutaćı.
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D̊ukaz. Zkonstruujeme vnořeńı (monomorfizmus) π : G → SG, a 7→ πa, následuj́ıćım zp̊usobem:

∀g ∈ G : πa(g) := ag.

1) πa ∈ SG, tj., πa je injektivńı a surjektivńı (injektivńı: πa(g1) = πa(g2) ⇒ ag1 = ag2 ⇒
g1 = g2; surjektivńı: h ∈ G ⇒ h = πa(a

−1h)).
2) π je injektivńı: πa1 = πa2 ⇒ πa1(e) = πa2(e) ⇒ a1e = a2e ⇒ a1 = a2.
3) πab = πa ◦ πb: πab(g) = (ab)g = a(bg) = πa(bg) = πa(πb(g)) = (πa ◦ πb)(g).

Poznámka 2.43. Analogická věta plat́ı také pro monoidy.

2.4 Relace kongruence a faktorové algebry

Definice 2.44. Bud’ A = (A, (ωi)i∈I) algebra typu (ni)i∈I a π ekvivalence na A. π se nazývá
(relace) kongruence na A :⇔ pro všechna i ∈ I, kde ni > 0, a1, . . . , ani

, b1, . . . , bni
∈ A, plat́ı

a1πb1 ∧ . . . ∧ ani
πbni

⇒ ωia1 . . . ani
πωib1 . . . bni

.

Př́ıklad(y) 2.45. Bud’ A = (Z,+, 0,−, ·, 1) obor integrity celých č́ısel a n ∈ N0 pevné (n
se nazývá modul). Necht’ binárńı relace π na Z je definována pomoćı vztahu:

aπb :⇔ ∃c ∈ Z : a− b = cn, a, b ∈ Z.

Dále budeme psát, podobně jako v odstavci 1.3, a ≡ b mod n mı́sto aπb. Plat́ı: ≡ mod n je
kongruence, nebot’:
1) ≡ mod n je ekvivalence: a ≡ a mod n protože a−a = 0 = 0n; a ≡ b mod n ⇒ a− b = cn
⇒ b− a = (−c)n ⇒ b ≡ a mod n; a ≡ b mod n ∧ b ≡ c mod n ⇒ a− b = d1n ∧ b− c = d2n
⇒ a− c = (d1 + d2)n ⇒ a ≡ c mod n.
2) Operace +: a1 ≡ b1 mod n ∧ a2 ≡ b2 mod n ⇒ a1 − b1 = c1n ∧ a2 − b2 = c2n ⇒
(a1 + a2)− (b1 + b2) = (c1 + c2)n ⇒ (a1 + a2) ≡ (b1 + b2) mod n.
3) Operace −: a ≡ b mod n ⇒ a− b = cn ⇒ (−a)− (−b) = (−c)n ⇒ (−a) ≡ (−b) mod n.
4) Operace ·: a1 ≡ b1 mod n ∧ a2 ≡ b2 mod n ⇒ a1 = b1 + c1n ∧ a2 = b2 + c2n ⇒ a1a2 =
b1b2 + (b1c2 + b2c1 + c1c2n)n ⇒ a1a2 ≡ b1b2 mod n.

Př́ıslušný rozklad na tř́ıdy: Plat́ı [a] = {a + kn | k ∈ Z}. Pro n = 0 máme [a] = {a} pro
všechna a ∈ Z (≡ mod n je potom relace rovnosti). Pro n > 0 plat́ı: Zn := Z/ ≡ mod n =
{[a] | a ∈ Z} = {[0], . . . , [n− 1]}.
Věta 2.46. Bud’ A = (A, (ωi)i∈I) algebra a π kongruence na A. Potom jsou vztahy

ω∗
i [a1]π . . . [ani

]π := [ωia1 . . . ani
]π, ni > 0, a1, . . . , ani

∈ A,
ω∗
i := [ωi]π, ni = 0,

definovány operace (ω∗
i )i∈I na faktorové množině A/π.

D̊ukaz. Operace jsou korektně definovány:

[a1]π = [b1]π
...

[ani
]π = [bni

]π







⇒







a1πb1
...

ani
πbni







⇒ ωia1 . . . ani
πωib1 . . . bni

.

Proto je [ωia1 . . . ani
]π = [ωib1 . . . bni

]π.
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Definice 2.47. Algebra A/π := (A/π, (ω∗
i )i∈I) se nazývá faktorová algebra algebry A podle

kongruence π. Často klademe ωi := ω∗
i .

Př́ıklad(y) 2.48. A = (Z,+, 0,−, ·, 1), π = ≡ mod n. Faktorová algebra A/π je potom
algebra (Zn,+

∗, 0∗,−∗, ·∗, 1∗), kde [a] +∗ [b] = [a + b], 0∗ = [0], −∗[a] = [−a], [a] ·∗ [b] = [ab],
1∗ = [1] (tj. poč́ıtáme s

”
reprezentanty“ tř́ıd). Dále budeme symbol ∗ u operaćı na faktorové

množině vynechávat (viz druhou větu Definice 2.47). Plat́ı: (Zn,+, 0,−, ·, 1) je komutativńı
okruh s jednotkovým prvkem, který se nazývá okruh zbytkových tř́ıd modulo n .

Věta 2.49. Bud’ A = (A, (ωi)i∈I) algebra, π kongruence na A. Potom je faktorové zobrazeńı

ν :

{
A → A/π
a 7→ [a]π

surjektivńı homomorfizmus algebry A na A/π, který se nazývá přirozený homomorfizmus .

D̊ukaz.

ν(ωia1 . . . ani
) = [ωia1 . . . ani

]π = ωi[a1]π . . . [ani
]π = ωiν(a1) . . . ν(ani

), ni > 0,
ν(ωi) = [ωi]π = ωi, ni = 0.

Důsledek 2.50. A/π je homomorfńı obraz A, tedy každý zákon, který plat́ı v A, plat́ı také
v A/π - viz poznámku 2.40. Speciálně tedy máme (viz poznámku 2.41):

i) každá faktorová algebra pologrupy je pologrupou,

ii) každá faktorová algebra (abelovské) grupy je (abelovskou) grupou,

iii) každá faktorová algebra vektorového prostoru je vektorovým prostorem,

iv každá faktorová algebra (komutativńıho) okruhu je (komutativńım) okruhem,

v) každá faktorová algebra okruhu s jednotkovým prvkem je okruhem s jednotkovým prv-
kem,

vi) každá faktorová algebra svazu (resp. Booleovy algebry) je svazem (resp. Booleovou al-
gebrou).

Poznámka 2.51. Faktorová algebra oboru integrity nemuśı být oborem integrity, jak je
vidět na př́ıkladu (Zn,+, 0,−, ·, 1), kde n ∈ N neńı prvoč́ıslo.

Věta 2.52. (O homomorfizmu) Bud’te A = (A, (ωi)i∈I) a A∗ = (A∗, (ω∗
i )i∈I) algebry téhož

typu (ni)i∈I a f : A → A∗ homomorfizmus. Potom je jádro πf kongruenćı na A a existuje
přesně jeden injektivńı homomorfizmus g z A/πf do A∗ takový, že f = g ◦ ν (ν je přirozený
homomorfismus).

D̊ukaz. 1) πf je relace ekvivalence a existuje injektivńı zobrazeńı g : A/πf → A∗, kde f = g◦ν
(viz odstavec 2.2).
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2) πf je kongruence: Bud’ i ∈ I, ni > 0. Máme:

a1πfb1
...

ani
πfbni







⇒







f(a1) = f(b1)
...

f(ani
) = f(bni

)







⇒ ω∗
i f(a1) . . . f(ani

) = ω∗
i f(b1) . . . f(bni

)

⇒ f(ωia1 . . . ani
) = f(ωib1 . . . bni

) ⇒ ωia1 . . . ani
πfωib1 . . . bni

. Jednoznačnost g je triviálńı:
g([a]πf

) = g(ν(a)) = (g ◦ ν)(a) = f(a).

3) g je homomorfizmus: Bud’ i ∈ I, ni > 0, potom plat́ı:

g(ωi[a1]πf
. . . [ani

]πf
) = g([ωia1 . . . ani

]πf
) = g(ν(ωia1 . . . ani

)) = f(ωia1 . . . ani
)

= ω∗
i f(a1) . . . f(ani

) = ω∗
i g(ν(a1)) . . . g(ν(ani

)) = ω∗
i g([a1]πf

) . . . g([ani
]πf

).

Analogicky pro ni = 0: g(ωi) = g([ωi]πf
) = f(ωi) = ω∗

i .

Důsledek 2.53. Pro podalgebru (f(A), (ω∗
i )i∈I) algebry A∗ plat́ı (f(A), (ω∗

i )i∈I)
∼= A/πf ,

tedy je každý homomorfńı obraz algebry izomorfńı s nějakou faktorovou algebrou.

Poznámka 2.54. Relace rovnosti ι = {(x, x) | x ∈ A} a univerzálńı relace α = A × A
jsou vždy kongruencemi na A a nazývaj́ı se triviálńı kongruence na A. Plat́ı: A/ι ∼= A a
|A/α| = 1. A/ι a A/α jsou triviálńı faktorové algebry .

Definice 2.55. Algebra A se nazývá prostá , má-li pouze triviálńı kongruence.

Poznámka 2.56. Algebra A je prostá tehdy a jen tehdy, když má pouze triviálńı homo-
morfńı obrazy (tj. pouze obrazy izomorfńı s A, resp. jednoprvkové homomorfńı obrazy).

2.5 Relace kongruence na grupách a okruźıch

Věta 2.57. Bud’ (G, ·, e, −1) grupa a π relace ekvivalence na G. Potom plat́ı:

a) π je kongruence na (G, ·, e, −1) ⇔ π je kongruence na (G, ·).

b) Je-li π kongruence na (G, ·) a [e]π =: N , potom plat́ı:

i) N je podgrupa (G, ·, e, −1).

ii) xNx−1 = {xyx−1 | y ∈ N} ⊆ N pro všechna x ∈ G.

iii) xπy ⇔ x−1y ∈ N pro všechna x, y ∈ G (tj., [x]π = xN pro všechna x ∈ G).

D̊ukaz. a) ⇒: Triviálńı.
⇐:

xπy
x−1πx−1

}

⇒
{

e = xx−1πyx−1

y−1πy−1

}

⇒ y−1πy−1yx−1 = x−1.

b) i) e ∈ N protože eπe. x, y ∈ N ⇒ xπe ∧ yπe ⇒ xyπee = e ⇒ xy ∈ N .
x ∈ N ⇒ xπe ⇒ x−1πe−1 = e ⇒ x−1 ∈ N .

ii) y ∈ N ⇒ yπe ⇒ xyx−1πxex−1 = e ⇒ xyx−1 ∈ N .
iii) ⇒: xπy ⇒ e = x−1xπx−1y ⇒ x−1y ∈ N .

⇐: x−1y ∈ N ⇒ x−1yπe ⇒ y = xx−1yπxe = x.
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Poznámka 2.58. Bud’ (G, ·, e, −1) grupa a x ∈ G. Potom je zobrazeńı

ϕx :

{
G → G
g 7→ xgx−1

automorfizmus (G, ·, e, −1), který se nazývá vnitřńı automorfizmus grupy G. Vlastnost ii) v
předchoźı větě je tedy ekvivalentńı s vlastnost́ı: ϕx(N) ⊆ N pro všechna x ∈ G.

Definice 2.59. Podgrupa N grupy (G, ·, e, −1) se nazývá normálńı podgrupa grupy G, sym-
bolicky N ⊳G, jestliže xNx−1 ⊆ N pro všechna x ∈ G.

Poznámka 2.60. V abelovské grupě je každá podgrupa normálńı podgrupou. Pro neabe-
lovské grupy tomu tak neńı. Např. existuj́ı podgrupy grupy S3, které nejsou normálńımi
podgrupami, totiž: {(1), (12)}, {(1), (13)} a {(1), (23)}.

Lemma 2.61. Pro podgrupu N grupy G jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı:

a) N je normálńı podgrupa grupy G.

b) ∀x ∈ G : xNx−1 = N .

c) ∀x ∈ G : Nx = xN , tj. pravá tř́ıda rozkladu = levá tř́ıda rozkladu.

D̊ukaz. a) ⇒ b): N normálńı podgrupa ⇒ ∀x ∈ G : xNx−1 ⊆ N ⇒ ∀x ∈ G : x−1Nx ⊆ N
⇒ ∀x ∈ G : N = xx−1Nxx−1 ⊆ xNx−1 ⇒ ∀x ∈ G : xNx−1 = N .

b) ⇒ a) je triviálńı.

b) ⇔ c): xNx−1 = N ⇒ xN = xNx−1x = Nx; xN = Nx ⇒ xNx−1 = Nxx−1 = N pro
všechna x ∈ G.

Věta 2.62. Bud’ (G, ·, e, −1) grupa, N ⊳G a π bud’ binárńı relace na G definovaná vztahem
xπy :⇔ x−1y ∈ N , x, y ∈ G. Potom je π kongruence na G, kde [e]π = N .

D̊ukaz. π je relace ekvivalence a [x]π = xN = Nx podle Věty 2.21 a Lemmatu 2.61. π je
kongruence:

x1πy1
x2πy2

}

⇒
{

x1 = y1n1, kde n1 ∈ N (nebot’ x1 ∈ y1N)
x2 = n2y2, kde n2 ∈ N (nebot’ x2 ∈ Ny2)

}

⇒
⇒ x1x2 = y1n1n2y2 ∈ y1Ny2 = y1y2N ⇒ x1x2πy1y2.

Dále plat́ı [e]π = eN = N .

Věta 2.63. Vztahem π 7→ [e]π je definováno bijektivńı zobrazeńı množiny všech kongruenćı
na grupě G na množinu všech normálńıch podgrup grupy G. Inverzńı zobrazeńı je dáno
pomoćı vztahu N 7→ π, kde xπy :⇔ x−1y ∈ N .

D̊ukaz. Obě přǐrazeńı jsou navzájem inverzńı: π 7→ [e]π =: N 7→ π1, kde xπ1y :⇔ x−1y ∈
N ⇔ eπx−1y ⇔ xπy, tj. π = π1. Obráceně: N 7→ π (kde xπy ⇔ x−1y ∈ N) 7→ [e]π = {y ∈
G; eπy} = {y ∈ G; y ∈ N} = N .
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Chceme-li naj́ıt všechny homomorfńı obrazy – až na izomorfizmus – nějaké grupy G, můžeme
tedy určit všechny normálńı podgrupy N grupy G a vytvořit faktorové algebry G/π pomoćı
odpov́ıdaj́ıćıch kongruenćı. Pokud normálńı podgrupě N odpov́ıdá kongruence π, ṕı̌seme
G/N := G/π = {xN | x ∈ G}. Takováto faktorová algebra se nazývá faktorgrupa grupy G.

Ve faktorgrupě G/N se poč́ıtá následuj́ıćım zp̊usobem: (xN)(yN) = (xy)N , eN = N je
jednotkový prvek, (xN)−1 = x−1N .

Triviálńım kongruenćım ι = {(x, x) | x ∈ G} a α = G×G odpov́ıdaj́ı tzv. triviálńı normálńı
podgrupy {e} a G. Odtud plyne: G je prostá ⇔ G má pouze triviálńı normálńı podgrupy.

Př́ıklad(y) 2.64. 1) Každá cyklická grupa G = 〈x〉 taková, že o(x) = p (p prvoč́ıslo), je
prostá (věta Lagrangeova). Je známo, že plat́ı také obráceně: Každá prostá abelovská
grupa G, kde |G| > 1, je cyklická a má prvoč́ıselný řád.

2) Alternuj́ıćı grupa An (viz Př́ıklad 1.86) je prostá pro n 6= 4.

3) Symetrická grupa Sn neńı pro n ≥ 3 prostá, nebot’ plat́ı An ⊳ Sn. Levý (pravý) rozklad
Sn na tř́ıdy podle An je roven {An, Sn \An}, tedy plat́ı [Sn : An] = 2 (index An v Sn).

Věta 2.65. Bud’ G grupa, U podgrupa, kde [G : U ] = 2. Potom plat́ı U ⊳G.

D̊ukaz. x ∈ U ⇒ xU = Ux = U . x /∈ U ⇒ xU = Ux = G \ U .

Poznámka 2.66. Také pro vektorové prostory plat́ı podobný výsledek jako pro grupy: Vzta-
hem π 7→ [0]π je definováno bijektivńı zobrazeńı množiny všech relaćı kongruence vektorového
prostoru (V,+, 0,−, K) na množinu všech podprostor̊u prostoru V (d̊ukaz je podobný jako
u grup).

Je-li U podprostor prostoru V , pak je V/U = {x+U | x ∈ V } faktorový prostor s operacemi
(x + U) + (y + U) = (x + y) + U , 0 + U = U (neutrálńı prvek), −(x + U) = (−x) + U ,
λ(x+ U) = (λx) + U , x, y ∈ V , λ ∈ K.

Definice 2.67. Bud’ (R,+, 0,−, ·) okruh a I podokruh okruhu R. Potom se I nazývá

- levý ideál okruhu R :⇔ ∀r ∈ R : rI := {ri | i ∈ I} ⊆ I,

- pravý ideál okruhu R :⇔ ∀r ∈ R : Ir := {ir | i ∈ I} ⊆ I,

- ideál okruhu R (formálně: I ⊳ R) :⇔ ∀r ∈ R : rI ⊆ I ∧ Ir ⊆ I.

Př́ıklad(y) 2.68. 1) {0} a R jsou vždy ideály okruhu R, tak zvané triviálńı ideály .

2) V (Z,+, 0,−, ·) je {nk | k ∈ Z}, n ∈ N0, ideálem. T́ım jsou vyčerpány všechny ideály v
Z.

Lemma 2.69. Bud’ (R,+, 0,−, ·, 1) okruh s jednotkovým prvkem a I ideál okruhu R. Potom
plat́ı: 1 ∈ I ⇔ I = R.

D̊ukaz. Jestliže 1 ∈ I, pak pro každé r ∈ R plat́ı r = r1 ∈ rI ⊆ I. Proto R ⊆ I, takže
R = I. Opačná implikace je zřejmá.

Věta 2.70. Každé těleso má pouze triviálńı ideály.
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D̊ukaz. Bud’ I ideál tělesa (K,+, 0,−, ·, 1) a I 6= {0}. Potom existuje x ∈ I, x 6= 0. Protože
1 = x−1x ∈ x−1I ⊆ I, plat́ı I = K podle předchoźıho lemmatu..

Věta 2.71. Bud’ (R,+, 0,−, ·, 1) komutativńı okruh s jednotkovým prvkem, který má pouze
triviálńı ideály. Potom je R pole nebo R = {0}.
D̊ukaz. Necht’ R 6= {0}, x ∈ R, x 6= 0. Pak xR = {xr | r ∈ R} je ideál okruhu R (analogicky
k Z), takže x = x1 ∈ xR ⇒ xR 6= {0} ⇒ xR = R ⇒ ∃r ∈ R : 1 = xr ⇒ x má inverzńı
prvek.

Z předchoźıch dvou vět vyplývá:

Důsledek 2.72. Komutativńı okruh R 6= {0} s jednotkovým prvkem je pole ⇔ R má pouze
triviálńı ideály.

Věta 2.73. Bud’ (R,+, 0,−, ·) okruh.
a) Je-li π kongruence na R, potom je I := [0]π ideál okruhu R a plat́ı: R/π = {x + I |

x ∈ R} =: R/I.

b) Je-li I ideál okruhu R a π binárńı relace na R definovaná vztahem xπy :⇔ y − x ∈ I,
x, y ∈ R, potom je π kongruence na R a [0]π = I.

c) π 7→ [0]π definuje bijektivńı zobrazeńı množiny všech kongruenćı na R na množinu
všech ideál̊u okruhu R. Inverzńı zobrazeńı je dáno vztahem I 7→ π, kde π je kongruence
definovaná v b).

D̊ukaz. a) i ∈ I ∧ r ∈ R ⇒ iπ0 ∧ rπr ⇒ irπ0r = 0 a podobně riπr0 = 0, takže ir, ri ∈ I.
Zbytek tvrzeńı plyne z věty 2.57 (jelikož π je kongruence na grupě (R,+, 0,−)).

b) Bud’te x1, y1, x2, y2 ∈ R, x1πy1 ∧ x2πy2. Pak y1 = x1 + i1 ∧ y2 = x2 + i2, i1, i2 ∈ I. Tedy
y1 + y2 = x1 + x2 + i1 + i2, kde i1 + i2 ∈ I, takže (x1 + x2)π(y1 + y2). Dále, y1y2 = x1x2 + i,
kde i = x1i2 + i1x2 + i1i2 ∈ I (I je ideál) ⇒ x1x2πy1y2. Zbytek tvrzeńı plyne z Věty 2.62.

c) π 7→ [0]π = I 7→ π, I 7→ π 7→ [0]π = I (analogicky k odpov́ıdaj́ıćımu d̊ukazu pro normálńı
podgrupy).

Je-li I ideál okruhu R, potom je faktorová algebra (R/I,+, I,−, ·) okruhem a nazývá se
faktorový okruh nebo okruh zbytkových tř́ıd okruhu R modulo I. Operace v R/I jsou: (x+
I) + (y + I) = (x + y) + I (je identická se součtem A + B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}),
(x+ I)(y+ I) = xy+ I (neńı identická se součinem AB = {ab | a ∈ A, b ∈ B}), −(x+ I) =
(−x) + I, 0 + I = I je nulový prvek.

Př́ıklad(y) 2.74. Necht’ Zn = Z/I, I = {kn | k ∈ Z}. Pak y−x ∈ I ⇔ ∃k ∈ N : y−x = kn
⇔ x ≡ y mod n. Tedy zadaný ideál I odpov́ıdá relaci ≡ mod n, což zaṕı̌seme jako I =: (n).

Poznámka 2.75. Okruh R je prostý ⇔ R má pouze triviálńı kongruence ⇔ R má pouze
triviálńı ideály {0} =: (0) a R.

Z Důsledku 2.72 ihned plyne:

Věta 2.76. Komutativńı okruh R 6= {0} s jednotkovým prvkem je prostý právě tehdy, když
je pole.

Př́ıklad(y) 2.77. Lze snadno ukázat, že každý okruh matic Mn(K) nad polem K je prostý.
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2.6 Př́ımé součiny algeber

Definice 2.78. Bud’te Ak = (Ak, (ω
(k)
i )i∈I), k ∈ K, algebry téhož typu (ni)i∈I a A :=

∏

k∈K Ak = {(ak)k∈K | ak ∈ Ak} kartézský součin všech množin Ak. Pro všechna i ∈ I bud’

operace ωi na A definována vztahem:

ωi(a
(1)
k )k∈K . . . (a

(ni)
k )k∈K := (ω

(k)
i a

(1)
k . . . a

(ni)
k

︸ ︷︷ ︸

∈ Ak

)k∈K pro ni > 0,

ωi := (ω
(k)
i )k∈K pro ni = 0.

Algebra (A, (ωi)i∈I) se nazývá př́ımý součin algeber Ak a znač́ı se
∏

k∈K Ak.

Př́ıklad(y) 2.79. Necht’ K = {1, 2}, A1 = (A1, ·, e, −1), A2 = (A2,+, 0,−) jsou grupy.
Potom se v A1×A2 = (A1×A2, ◦, (e, 0),′ ) poč́ıtá následuj́ıćım zp̊usobem: (a1, a2)◦ (b1, b2) =
(a1b1, a2 + b2), (a1, a2)

′ = (a−1
1 ,−a2). Plat́ı: A1 ×A2 je grupa. Asociativńı zákon: ((a1, a2) ◦

(b1, b2))◦(c1, c2) = (a1b1c1, a2+b2+c2) = (a1, a2)◦((b1, b2)◦(c1, c2)); (e, 0) je neutrálńı prvek:
(e, 0) ◦ (a1, a2) = (ea1, 0+ a2) = (a1, a2) = (a1e, a2 + 0) = (a1, a2) ◦ (e, 0); (a1, a2)′ je inverzńı
prvek k (a1, a2): (a1, a2) ◦ (a1, a2)

′ = (a1, a2) ◦ (a−1
1 ,−a2) = (a1a

−1
1 , a2 + (−a2)) = (e, 0),

analogicky (a1, a2)
′ ◦ (a1, a2) = (e, 0).

Věta 2.80. Pokud plat́ı při vhodných termech t1, t2 zákon tvaru ∀x1, . . . , xn : t1(x1, . . . , xn) =
t2(x1, . . . , xn) ve všech algebrách Ak, k ∈ K, potom plat́ı také v

∏

k∈K Ak.

D̊ukaz. Provede se indukćı podle složitosti termů t1, t2.

Důsledek 2.81. Př́ımé součiny pologrup (grup, vektorových prostor̊u, okruh̊u, Booleových
algeber) jsou opět pologrupy (grupy, vektorové prostory, okruhy, Booleovy algebry).

Pozor! Př́ımý součin (alespoň dvou) obor̊u integrity neńı nikdy obor integrity, nebot’ (0, 1) ·
(1, 0) = (0, 0) (kde 0 6= 1), takže součin obor̊u integrity má nenulové dělitele nuly.

Poznámka 2.82. Př́ımý součin
∏

k∈K Ak je až na izomorfizmus

a) komutativńı, tj. nezávislý na pořad́ı činitel̊u, např.: A1 ×A2
∼= A2 ×A1,

b) asociativńı, tj. je možno jej libovolně uzávorkovat, např.: A1×A2×A3
∼= (A1×A2)×

A3
∼= A1 × (A2 ×A3).

V následuj́ıćım textu symbolem Cn označ́ıme cyklickou grupu řádu n (n ∈ N).

Věta 2.83. Grupa Cn × Cm je cyklická ⇔ NSD(m,n) = 1.

D̊ukaz. Bud’ Cn = 〈x〉, Cm = 〈y〉.
⇒ (nepř́ımo): NSD(n,m) > 1⇒ k := NSN(n,m) < nm (nebot’ NSN(n,m) = nm/NSD(n,m))
a pro libovolná č́ısla i, j ∈ Z máme (xi, yj)k = (xki, ykj) = (e, e) (protože n|ki a m|kj) ⇒
o(xi, yj)|k < nm ⇒ řád každého prvku množiny Cn × Cm je menš́ı než nm = |Cn × Cm| ⇒
Cn × Cm neńı cyklická.
⇐: Ukážeme, že Cn × Cm = 〈(x, y)〉. Pro libovolné t ∈ Z máme (x, y)t = (e, e) ⇒ xt =
e∧yt = e⇒ n|t∧m|t⇒ NSN(n,m) = nm|t (jelikož NSD(n,m) = 1). Tedy volbou t = o(x, y)
dostáváme nm|o(x, y). Na druhé straně plat́ı (x, y)nm = (xnm, ynm) = ((xn)m, (ym)n) = (e, e),
takže o(x, y)|mn. Proto o(x, y) = nm.
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Důsledek 2.84. Je-li n = pe11 · · · pekk rozklad na prvočinitele č́ısla n ∈ N, potom plat́ı Cn
∼=

Cp
e1
1
× · · · × Cp

ek
k
.

Věta 2.85. (Hlavńı věta o konečně generovaných abelovských grupách) Je-li G = 〈x1, . . . , xm〉
abelovská grupa generovaná prvky x1, . . . , xm, potom plat́ı:

G ∼= Ck
∞ × Cn1

× · · · × Cnr
,

přičemž k ≥ 0 (C0
∞ := {e}), ni ∈ N, r ≥ 0. Přitom plat́ı: G je konečná ⇔ k = 0.

(C∞ označuje nekonečnou cyklickou grupu.)

Důkaz této věty zde neuvád́ıme. Lze jej nalézt v mnoha učebnićıch zaměřených na algebru
či teorii grup.

Př́ıklad(y) 2.86. 1) Všechny abelovské grupy s 12 prvky jsou – až na izomorfizmus – dány
grupami C12 (∼= C3 × C4) a C2 × C6 (∼= C2 × C2 × C3).

2) Všechny abelovské grupy s 8 prvky jsou – až na izomorfizmus – dány grupami C8, C2×C4

a C2 × C2 × C2.
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Kapitola 3

Polynomy

3.1 Konstrukce okruh̊u polynomů

Definice 3.1. Bud’ (R,+, 0,−, ·, 1) komutativńı okruh s jednotkovým prvkem. Výraz tvaru
∑∞

k=0 akx
k, kde ak ∈ R pro všechna k ∈ N0 a množina {k ∈ N0 | ak 6= 0} je konečná, se

nazývá polynom neurčité x nad R a prvky ak (k ∈ N0) se nazývaj́ı jeho koeficienty. Množinu
všech polynomů neurčité x nad R označ́ıme symbolem R[x].

Uvažujme nyńı algebru (R[x],+, 0,−, ·, 1) typu (2, 0, 1, 2, 0), kde operace +, 0,−, ·, 1 jsou
definovány následovně:

∞∑

k=0

akx
k +

∞∑

k=0

bkx
k :=

∞∑

k=0

(ak + bk)x
k, 0 :=

∞∑

k=0

0 · xk, −
(

∞∑

k=0

akx
k
)
:=

∞∑

k=0

(−ak)x
k,

∞∑

k=0

akx
k ·

∞∑

k=0

bkx
k :=

∞∑

k=0

(
k∑

l=0

albk−l

)
xk, 1 :=

∞∑

k=0

δ0kx
k.

Věta 3.2. (R[x],+, 0,−, ·, 1) je komutativńı okruh s jednotkovým prvkem.

D̊ukaz. Tvrzeńı se snadno dokáže př́ımo z definic operaćı +, 0,−, ·, 1. Např. asociativńı zákon
pro násobeńı dokážeme takto:

(
∞∑

k=0

akx
k

∞∑

k=0

bkx
k
)

∞∑

k=0

ckx
k =

∞∑

k=0

(
k∑

l=0

albk−l

)
xk

∞∑

k=0

ckx
k =

=

∞∑

k=0

(
k∑

l=0

(
l∑

j=0

ajbl−j

)
ck−l

)
xk =

∞∑

k=0

( ∑

0≤i,j,k≤k,
i+j+l=k

aibjcl
)
xk =

= . . . =
∞∑

k=0

akx
k
(

∞∑

k=0

bkx
k

∞∑

k=0

ckx
k
)
.

0 ∈ R[x] se nazývá nulový polynom.

Polynomy neurčité x nad R, tedy prvky množiny R[x], budeme značit f(x), p(x), . . . .
V daľśım textu budeme při zápisu polynomu p(x) =

∑∞
k=0 akx

k použ́ıvat pravidlo, že ty členy
akx

k, pro které plat́ı ak = 0, mohou být vynechány. Dále klademe x0 = 1, tedy a0x
0 = a0.

Polynom p(x) pak můžeme psát ve tvaru p(x) =
∑n

k=0 akx
k = a0 + a1x+ a2x

2 + . . .+ anx
n,

kde n ∈ N0. Bud’ dále q(x) =
∑m

k=0 bkx
k, m ≤ n, polynom. Kdy plat́ı p(x) = q(x)? Zřejmě

plat́ı q(x) =
∑n

k=0 bkx
k, přičemž bk = 0 pro m < k ≤ n. Máme tedy p(x) = q(x) ⇔ ak = bk

pro k = 0, . . . , n.

S polynomy budeme poč́ıtat podle zákon̊u komutativńıho okruhu R[x] s jednotkovým prv-
kem.
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Definice 3.3. Je-li p(x) =
∑n

k=0 akx
k, kde an 6= 0, pak se n nazývá stupeň polynomu p(x)

(ṕı̌seme n = grad p(x)).

Plat́ı: grad (p(x)+q(x)) ≤ max(grad p(x), grad q(x)) a grad (p(x)q(x)) ≤ grad p(x)+grad q(x),
jestliže p(x), q(x), p(x)+q(x) a p(x)q(x) 6= 0. Polynomu 0 se obecně nepřǐrazuje žádný stupeň.

Každý prvek a ∈ R můžeme ztotožnit s polynomem p(x) = a0 ∈ R[x], kde a0 = a. Máme
tedy R ⊆ R[x] a (R,+, 0,−, ·, 1) je zřejmě podokruhem okruhu (R[x],+, 0,−, ·, 1).
Definice 3.4. Bud’ p(x) =

∑n
k=0 akx

k ∈ R[x], grad p(x) = n. Pak se an nazývá vedoućı
koeficient polynomu p(x) a v př́ıpadě an = 1 se p(x) nazývá normovaný polynom. Polynomy
a ∈ R ⊆ R[x] (tj. polynomy stupně) se nazývaj́ı konstantńı polynomy a polynomy tvaru
ax+ b, kde a 6= 0 (tj. polynomy stupně 1), se nazývaj́ı lineárńı polynomy.

Věta 3.5. Je-li R obor integrity, potom je také R[x] obor integrity, a pro p(x), q(x) ∈ R[x] \
{0} plat́ı grad (p(x)q(x)) = grad p(x) + grad q(x).

D̊ukaz. p(x) =
∑n

k=0 akx
k, an 6= 0, q(x) =

∑m
k=0 bkx

k, bm 6= 0 ⇒ p(x)q(x) =
∑n+m

k=0 ckx
k, kde

ck =
∑k

j=0 ajbk−j, speciálně tedy cn+m = anbm 6= 0.

Poznámka 3.6. Neńı-li R obor integrity, pak ani R[x] neńı obor integrity, nebot’ R je
podokruh okruhu R[x].

Polynomy n neurčitých x1, . . . , xn

Indukćı se definuje:

R[x1] := R[x], R[x1, . . . , xn] := (R[x1, . . . , xn−1])[xn], n > 1.

Potom plat́ı (d̊ukaz úplnou indukćı podle n):

R[x1, . . . , xn] = {
∑

0≤i1,...,in≤m

ai1...inx
i1
1 · · ·xin

n | m ∈ N0, ai1...in ∈ R}.

Např. prvek z R[x1, x2] má obecný tvar: p(x1, x2) = a00 + a10x1 + a01x2 + a20x
2
1 + a11x1x2 +

a02x
2
2 + · · ·+ ajkx

j
1x

k
2.

3.2 Polynomy a funkce

Princip dosazováńı. Bud’ (R,+, 0,−, ·, 1) komutativńı okruh s jednotkovým prvkem a
p(x) = anx

n + · · ·+ a1x+ a0 ∈ R[x]. Pro a ∈ R je potom p(a) := ana
n + · · ·+ a1a+ a0 opět

prvkem z R, který se nazývá hodnota polynomu p(x) v a. Funkce
{

R → R
a 7→ p(a)

se nazývá polynomiálńı funkce indukovaná polynomem p(x) a často se také označuje p.

Věta 3.7. Zobrazeńı

ϕ :

{
R[x] → R
p(x) 7→ p(a)

je pro pevně dané a ∈ R surjektivńı homomorfizmus R[x] na R.
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D̊ukaz. Bud’ p(x) =
∑n

k=0 akx
k a q(x) =

∑n
k=0 bkx

k. Potom plat́ı

ϕ(p(x) + q(x)) =

n∑

k=0

(ak + bk)a
k =

n∑

k=0

aka
k +

n∑

k=0

bka
k = ϕ(p(x)) + ϕ(q(x)).

Analogicky je vidět, že ϕ(p(x)q(x)) = ϕ(p(x))ϕ(q(x)). Zbytek d̊ukazu je triviálńı.

Př́ıklad(y) 3.8. Plat́ı-li např. f(x)2−g(x)h(x)+k(x) = f(x)4+k(x)2, kde f(x), g(x), h(x), k(x) ∈
R[x], a je-li a ∈ R, pak také plat́ı f(a)2 − g(a)h(a) + k(a) = f(a)4 + k(a)2.

Definice 3.9. Bud’ p(x) ∈ R[x] (R komutativńı okruh s jednotkovým prvkem). Potom
se a ∈ R nazývá kořen polynomu p(x) :⇔ p(a) = 0. Polynom p(x) se nazývá dělitelný
polynomem q(x) ∈ R[x] (formálně: q(x)|p(x)) :⇔ p(x) = q(x)r(x), kde r(x) ∈ R[x].

Věta 3.10. Je-li a kořen polynomu p(x), pak je p(x) dělitelný lineárńım polynomem x − a
(a opačně).

D̊ukaz. Bud’ p(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0. Vytvořme

q(x) := p(x)− anx
n−1(x− a) = bn−1x

n−1 + · · ·+ b1x+ b0,
r(x) := q(x)− bn−1x

n−2(x− a) = cn−2x
n−2 + · · ·+ c1x+ c0,

s(x) := r(x)− cn−2x
n−3(x− a) = dn−3x

n−3 + · · ·+ d1x+ d0, atd.

Pak obdrž́ıme p(x) = anx
n−1(x − a) + q(x) = anx

n−1(x − a) + bn−1x
n−2(x − a) + r(x) =

anx
n−1(x − a) + bn−1x

n−2(x − a) + cn−2x
n−3(x − a) + s(x) = . . . = anx

n−1(x − a) + · · · +
k1(x− a) + k0. Vzhledem k tomu, že 0 = p(a) = ana

n−1(a− a) + · · ·+ k1(a− a) + k0 = k0, je
k0 = 0 a p(x) = (x− a)(anx

n−1 + · · ·+ k1). Tedy x− a děĺı p(x). (Vlastně jsme p(x) podělili
polynomem x− a a obdrželi jsme zbytek k0 = 0.)

Je-li a kořenem polynomu p(x), pak se polynom x−a nazývá kořenovým činitelem polynomu
p(x) (př́ıslušným kořenu a).

Dále necht’ je R obor integrity (např. R = Z nebo R pole).

Je-li grad p(x) = n a plat́ı (x − a)k|p(x), tj. p(x) = (x − a)kq(x), potom je k + grad q(x) =
grad p(x) = n, z čehož plyne k ≤ n.

Definice 3.11. Bud’ p(x) ∈ R[x] \ {0} a necht’ a ∈ R je kořenem p(x). Potom největš́ı
č́ıslo k ∈ N takové, že (x − a)k|p(x), se nazývá násobnost kořene a. (Podle právě učiněné
poznámky je k ≤ grad p(x).)

Věta 3.12. Necht’ a1, . . . , ar jsou po dvou r̊uzné kořeny polynomu p(x) ∈ R[x] \ {0} s
násobnostmi k1, . . . , kr. Potom plat́ı:

(x− a1)
k1 · · · (x− ar)

kr |p(x).

D̊ukaz. Pro r = 1 neńı co dokazovat. Pro r > 1 plat́ı podle předpokladu p(x) = (x −
a1)

k1q1(x) = (xa2)
k2q(x). Jelikož p(a2) = (a2 − a1)

k1q1(a2) = 0 a (a2 − a1)
k1 6= 0, muśı

platit q1(a2) = 0, a proto q1(x) = (x − a2)q2(x). Tedy je p(x) = (x − a1)
k1(x − a2)q2(x) =

(x−a2)
k2q(x), tj. (x−a1)

k1q2(x) = (x−a2)
k2−1q(x). Pokud k2−1 > 0, dostaneme analogicky

p(x) = (x − a1)
k1(x − a2)

2q3(x) = (x − a2)
k2q(x), tj. (x − a1)

k1q3(x) = (x − a2)
k2−2q(x). Po

k2 kroćıch tak obdrž́ıme p(x) = (x− a1)
k1(x− a2)

k2qk2+1(x), tj. (x− a1)
k1(x− a2)

k2|p(x). S
ostatńımi kořeny a3, . . . , ar nalož́ıme podobně a nakonec obdrž́ıme tvrzeńı.

33



Důsledek 3.13. Necht’ a1, . . . , ar jsou po dvou r̊uzné kořeny polynomu p(x) ∈ R[x] \ {0} s
násobnostmi k1, . . . , kr. Potom plat́ı: k1 + · · ·+ kr ≤ grad p(x).

Polynom stupně n nad oborem integrity má tedy nejvýše n kořen̊u, přičemž každý kořen se
poč́ıtá tolikrát, kolik je jeho násobnost.

Věta 3.14. Bud’te p(x), q(x) ∈ R[x] \ {0}, grad p(x), grad q(x) ≤ n a p(bi) = q(bi) pro n+1
po dvou r̊uzných prvk̊u b0, . . . , bn množiny R. Potom plat́ı p(x) = q(x).

D̊ukaz. (p− q)(bi) = 0 pro 0 ≤ i ≤ n ⇒ p− q má n+ 1 kořen̊u ⇒ p− q = 0 ⇒ p = q.

Polynom nemuśı mı́t žádné kořeny.

Př́ıklad(y) 3.15. 1) x2 − 2 ∈ Q[x] nemá kořeny v Q, ale v R ⊃ Q má, totiž ±
√
2.

2) x2 + 1 ∈ R[x] nemá kořeny v R, ale v C ⊃ R má, totiž ±i.

Definice 3.16. Pole K se nazývá algebraicky uzavřené , jestliže každý polynom p(x) ∈
K[x] \K má aspoň jeden kořen.

Poznámka 3.17. Pokud má nad oborem integrity každý lineárńı polynom kořen, pak je
tento obor integrity pole (ax− 1 (a 6= 0) má kořen c ⇒ ac = 1 ⇒ c = a−1).

Věta 3.18. (Gaussova základńı věta algebry) Pole C je algebraicky uzavřené.

Věta 3.19. (Rozklad polynomu na kořenové činitele) Je-li K pole, potom jsou následuj́ıćı
tvrzeńı ekvivalentńı:

a) K je algebraicky uzavřené.

b) Pro všechna p(x) ∈ K[x], kde grad p(x) = n > 0, plat́ı p(x) = c(x− b1)
k1 · · · (x− br)

kr ,
kde b1, . . . , br, c ∈ K a k1 + · · ·+ kr = n.

D̊ukaz. b) ⇒ a): Triviálńı.
a) ⇒ b): Bud’ p(x) ∈ K[x], grad p(x) > 0. Potom existuje a1 ∈ K takové, že p(a1) = 0,
tj. p(x) = (x − a1)p1(x). Je-li grad p1(x) > 0, obdrž́ıme analogicky p1(x) = (x − a2)p2(x),
tedy p(x) = (x − a1)(x − a2)p2(x). Daľśı aplikaćı této úvahy nakonec obdrž́ıme p(x) =
(x−a1)(x−a2) · · · (x−an)c. Pokud shrneme členy (x−ai) se stejnými mocninami dohromady,
obdrž́ıme tvar obsažený v tvrzeńı věty.

Výpočet kořen̊u polynomů nad poli.
1) grad p(x) = 1: Triviálńı.

2) grad p(x) = 2: p(x) = ax2 + bx + c (a 6= 0) má kořeny −b±
√
b2−4ac
2a

(
”
2“ resp.

”
4“ zde

označuje 1 + 1 resp. 1 + 1 + 1 + 1; vyjádřeńı kořen̊u muśı existovat a muśı být 1 + 1 6= 0).
3) grad p(x) = 3, 4: Cardanovy vzorce (Cardano Tartaglia).
4) grad p(x) > 4: zde už neexistuj́ı obecné ”vzorce”(vyžaduj́ıćı pouze základńı početńı po-
stupy a odmocňováńı). Pokud se nám podař́ı nějaký kořen ”uhádnout”, redukuje se problém
na výpočet kořen̊u polynomu stupně o 1 nižš́ıho (źıskaného vyděleńım daného polynomu
př́ıslušným kořenovým činitelem).
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Kapitola 4

Obory integrity a dělitelnost

4.1 Jednoduchá pravidla dělitelnosti

Definice 4.1. Bud’ (I,+, 0,−, ·, 1) obor integrity. Jsou-li a, b ∈ I, potom ř́ıkáme, že prvek b je
dělitelný prvkem a a a se nazývá dělitel prvku b (a

”
děĺı“ b, formálně: a|b) :⇔ ∃c ∈ I : b = ac.

Elementárńı pravidla dělitelnosti:

1) ∀a ∈ I : a|0,

2) ∀a ∈ I : 1|a,

3) ∀a ∈ I : a|a,

4) ∀a, b, c ∈ I : a|b ∧ b|c ⇒ a|c,

5) ∀a, b, c ∈ I : a|b ⇒ a|bc,

6) ∀a, b, c ∈ I : a|b ∧ a|c ⇒ a|b+ c,

7) ∀a, b, c ∈ I, c 6= 0 : a|b ⇔ ac|bc,

8) ∀a, b, c, d ∈ I : a|b ∧ c|d ⇒ ac|bd,

9) ∀a, b ∈ I, n ∈ N : a|b ⇒ an|bn.

Definice 4.2. Bud’ (I,+, 0,−, ·, 1) obor integrity. Dělitel prvku 1 se nazývá jednotka oboru
integrity I. Bud’ E(I) množina všech jednotek I. Prvky a, b ∈ I se nazývaj́ı asociované
(formálně: a ∼ b) :⇔ ∃e ∈ E(I) : a = be.

Př́ıklad(y) 4.3. 1) I = Z: E(I) = {±1}, tedy a ∼ b ⇔ a = ±b.

2) I = K (K pole): E(I) = K \ {0}, tedy a ∼ b ⇔ a, b 6= 0 ∨ a = b = 0.

3) I = K[x] (K pole): E(I) = K \ {0} (jelikož grad p(x)q(x) = grad p(x) + grad q(x)), plat́ı
p(x) ∼ q(x) ⇔ ∃a ∈ K \ {0} : p(x) = aq(x).

Věta 4.4. a) e ∈ I je jednotka oboru integrity I ⇔ ∃f ∈ I : ef = 1.

b) (E(I), ·) je abelovská grupa, která se nazývá grupa jednotek oboru integrity I.

c) ∼ je relace kongruence na (I, ·).

d) ∀a, b ∈ I : a ∼ b ⇔ a|b ∧ b|a.
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D̊ukaz. a) Plyne bezprostředně z definice.

b) 1 ∈ E(I); e1, e2 ∈ E(I) ⇒ ∃f1, f2 : e1f1 = e2f2 = 1 ⇒ (e1e2)(f1f2) = 1 · 1 = 1 ⇒
e1e2 ∈ E(I); e ∈ E(I) ⇒ ∃f : ef = 1 ⇒ f ∈ E(I) a f je inverzńı k e.

c) a ∼ a, nebot’ a = a · 1; a ∼ b ⇒ a = be ⇒ b = ae−1 (e, e−1 ∈ E(I)) ⇒ b ∼ a; a ∼ b, b ∼ c
⇒ a = be, b = cf ⇒ a = c(ef) ⇒ a ∼ c (protože ef ∈ E(I)). Tedy ∼ je relace ekvivalence.
Dále plat́ı: a ∼ b, c ∼ d ⇒ a = be, c = df ⇒ ac = (bd)(ef) ⇒ ac ∼ bd.

d) ⇒: a ∼ b ⇒ a = be, b = ae−1 ⇒ b|a ∧ a|b.
⇐: b|a ∧ a|b ⇒ a = bc ∧ b = ad ⇒ a = adc. Pro a = 0 je také b = 0. Pro a 6= 0 je 1 = dc,
tedy d, c ∈ E(I), tj. a ∼ b.

Př́ıklad(y) 4.5. Tř́ıdy ekvivalence vzhledem k ∼:

1) I = Z: {0}, {±1}, {±2}, . . . , {±n}, . . ., n ∈ N.

2) I = K: {0}, K \ {0}.

3) I = K[x]: {0}, {ap(x) | a ∈ K \ {0}, p(x) normovaný}.
Definice 4.6. Bud’ (I,+, 0,−, ·, 1) obor integrity, a ∈ I.
Triviálńı dělitelé prvku a jsou všechna e ∈ E(I) a všechna b taková, že b ∼ a.
Vlastńı dělitelé prvku a jsou všechna b taková, že b|a, b /∈ E(I) a b 6∼ a.

Definice 4.7. Prvek a ∈ I\E(I), a 6= 0, se nazývá ireducibilńı prvek :⇔ a má pouze triviálńı
dělitele.

Př́ıklad(y) 4.8. 1) I = Z: a ∈ I je ireducibilńı prvek ⇔ a = ±p, p prvoč́ıslo.

2) I = K[x] (K pole): Ireducibilńı prvky se nazýaj́ı ireducibilńı polynomy. Např. lineárńı
polynom ax+ b, a 6= 0 je vždy ireducibilńı prvek. V algebraicky uzavřeném poli je každý
ireducibilńı polynom také lineárńı.

3) I = R[x]: Ireducibilńı prvky jsou zde všechny lineárńı polynomy a polynomy ax2+ bx+ c,
kde a 6= 0 a b2 − 4ac < 0. (Ze základńı věty algebry plyne, že žádné jiné neexistuj́ı.)

4) I = K[x], K konečné pole: Ke každému n ∈ N existuje polynom p(x) ∈ K[x] takový, že
grad p(x) = n a p(x) je ireducibilńı prvek (viz odstavec 5.4).

Definice 4.9. p ∈ I \ E(I), p 6= 0, se nazývá prvočinitel :⇔ p|ab ⇒ p|a ∨ p|b.
Př́ıklad(y) 4.10. Pro I = Z, K[x] (K pole) plat́ı: p je prvočinitel ⇔ p je ireducibilńı prvek
(plyne z Př́ıklad̊u 4.8).

Poznámka 4.11. 1) a je ireducibilńı prvek s b ∼ a ⇒ b je ireducibilńı prvek.

2) p je prvočinitel a q ∼ p ⇒ q je prvočinitel.

3) p je prvočinitel ⇒ p je ireducibilńı prvek, nebot’ a|p ⇒ ∃b ∈ I : p = ab ⇒ p|ab ⇒ p|a∨p|b
a a|p ∧ b|p. Plat́ı tedy p ∼ a ∨ p ∼ b. V př́ıpadě p ∼ b je p = eb = ab pro některou
jednotku e. Vzhledem k tomu, že p 6= 0, je b 6= 0, a proto a = e. Tedy v každém př́ıpadě
je a triviálńı dělitel p.

Tvrzeńı obrácené k tvrzeńı 3) obecně neplat́ı, protože např. 3 je ireducibilńım prvkem, nikoliv
však prvočinitelem, v oboru integrity všech komplexńıch č́ısel tvaru a+ ib

√
5, a, b ∈ C.
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4.2 Gaussovy okruhy

Definice 4.12. Obor integrity I se nazýváGauss̊uv okruh :⇔Ke každému prvku a ∈ I\E(I),
a 6= 0, existuj́ı prvočinitelé p1, . . . , pr (nikoliv nutně po dvou r̊uzńı) tak, že plat́ı a = p1 · · · pr.

Věta 4.13. (Jednoznačnost rozkladu na prvočinitele) Bud’ I Gauss̊uv okruh, a ∈ I \ E(I),

a 6= 0, a = p
(1)
1 · · ·p(1)r1 = p

(2)
1 · · · p(2)r2 , kde p

(1)
i , p

(2)
j jsou prvočinitelé. Potom je r1 = r2 =: r a

existuje permutace π množiny {1, . . . , r} taková, že p
(1)
i ∼ p

(2)
π(i), i = 1, . . . , r.

D̊ukaz. Vzhledem k tomu, že p
(1)
1 |p(2)1 · · · p(2)r2 , existuje π(1), 1 ≤ π(1) ≤ r2, takové, že

p
(1)
1 |p(2)π(1). Protože p

(2)
π(1) je ireducibilńı prvek, dostáváme p

(1)
1 ∼ p

(2)
π(1). Pro vhodnou jed-

notku e1 proto plat́ı p
(1)
1 = e1p

(2)
π(1), tedy po dosazeńı a vykráceńı máme e1p

(1)
2 · · ·p(1)r1 =

p
(2)
1 · · · p(2)π(1)−1p

(2)
π(1)+1 · · ·p

(2)
r2 . Opakovanou aplikaćı této úvahy nakonec obdrž́ıme tvrzeńı.

Př́ıklad(y) 4.14. Z a K[x] (K pole) jsou Gaussovy okruhy.

Definice 4.15. Bud’ I obor integrity, a1, . . . , an ∈ I.

1) d ∈ I se nazývá nejvěťśı společný dělitel (NSD) prvk̊u a1, . . . , an ∈ I :⇔ (i) d|ai,
i = 1, . . . , n a (ii) ∀t ∈ I : t|ai, i = 1, . . . , n ⇒ t|d.

2) v ∈ I se nazývá nejmenš́ı společný násobek (NSN) prvk̊u a1, . . . , an ∈ I :⇔ (i) ai|v,
i = 1, . . . , n a (ii) ∀w ∈ I : ai|w, i = 1, . . . , n ⇒ v|w.

Poznámka 4.16. Bud’ d NSD prvk̊u a1, . . . , an a d1 ∈ I. Potom plat́ı: d1 je NSD prvk̊u
a1, . . . , an ⇔ d1 ∼ d. Podobné tvrzeńı plat́ı i pro NSN.

Věta 4.17. V Gaussově okruhu I je každý ireducibilńı prvek prvočinitelem.

D̊ukaz. a ∈ I, a ireducibilńı prvek ⇒ a /∈ E(I), a 6= 0⇒ a = p1 · · · pr, kde pi jsou prvočinitelé
⇒ p1|a, p1 /∈ E(I), tj. p1 ∼ a ⇒ a je prvočinitel.

Uvažujme faktorovou množinu I/ ∼= {[a]∼ | a ∈ I} a necht’ z každé tř́ıdy rozkladu [a]∼ =
{b ∈ I | b ∼ a} je vybrán pevný prvek n([a]∼) (to je možné dle tzv. axiomu výběru, který
už́ıváme), tj.

n :

{
I/ ∼→ I
[a]∼ 7→ n([a]∼) ∈ [a]∼.

Prvky množiny n(I/ ∼) se nazývaj́ı normované prvky (vzhledem k n).

Každá tř́ıda [a]∼, kde a je prvočinitel, se skládá pouze z prvočinitel̊u. Prvky n([a]∼), kde a
je prvočinitel, se nazývaj́ı normovańı prvočinitelé .

Př́ıklad(y) 4.18. 1) I = Z, n([a]∼) = n({±a}) = |a|.

2) I = K[x], n({0}) = 0, n([p(x)]∼) = q(x), přičemž p(x) = anx
n + · · ·+ a1x + a0, an 6= 0,

q(x) = (1/an)p(x).

Věta 4.19. Je-li I Gauss̊uv okruh, a ∈ I \ E(I), a 6= 0, potom plat́ı a = epe11 · · · perr , kde
e ∈ E(I), p1, . . . , pr jsou normovańı navzájem r̊uzńı prvočinitelé, ei ∈ N.
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Lemma 4.20. Bud’ I Gauss̊uv okruh, a, b ∈ I \ {0}, a = fpf11 · · · pfrr , b = gpg11 · · · pgrr (pj
normovańı navzájem r̊uzńı prvočinitelé, fj , gj ∈ N0, f, g ∈ E(I)). Potom plat́ı: a|b ⇔ fj ≤ gj
pro j = 1, . . . , r.

D̊ukaz. a|b ⇒ ∃c ∈ I : b = ac ⇒ c = hph1

1 · · · phr
r , hj ∈ N0, h ∈ E(I) (protože I je Gauss̊uv

okruh) ⇒ fj + hj = gj , j = 1, . . . , r ⇒ fj ≤ gj , j = 1, . . . , r.
Obráceně: Je-li fj ≤ gj, j = 1, . . . , r, pak plat́ı pro hj := gj − fj ∈ N0, c := f−1gph1

1 · · · phr
r :

ac = b, tj. a|b.

Věta 4.21. Bud’ I Gauss̊uv okruh, a1, . . . , an ∈ I, ai 6= 0, ai = eip
e1i
1 · · ·perir , ei ∈ E(I), pj

navzájem r̊uzńı normovańı prvočinitelé, eji ∈ N0. Potom plat́ı:

NSD(a1, . . . , an) = p
min1≤i≤n(e1i)
1 · · · pmin1≤i≤n(eri)

r

a
NSN(a1, . . . , an) = p

max1≤i≤n(e1i)
1 · · · pmax1≤i≤n(eri)

r .

Jsou-li některá ai = 0, potom je NSD(a1, . . . , an) = NSD(ai | ai 6= 0); jsou-li všechna ai = 0,
potom je NSD(a1, . . . , an) = 0. Jsou-li některá ai = 0, pak je NSN(a1, . . . , an) = 0.

D̊ukaz. Bud’ d := p
min1≤i≤n(e1i)
1 · · · pmin1≤i≤n(eri)

r .
(i) mini(eji) ≤ ejk pro všechna k ∈ {1, . . . , n} ⇒ d|ak, k = 1, . . . , n.

(ii) t|ak pro všechna k ∈ {1, . . . , n} ⇒ t = fpf11 · · · pfrr , kde f ∈ E(I), fj ≤ ejk, k = 1, . . . , n,
j = 1, . . . , r ⇒ fj ≤ mini(eji), j = 1, . . . , r ⇒ t|d.
Zvláštńı př́ıpady (některá nebo všechna ai = 0) jsou triviálńı.
Tvrzeńı o NSN se dokáž́ı pododbně jako pro NSD.

Věta 4.22. Bud’ I Gauss̊uv okruh a ⊓,⊔ binárńı operace na I/ ∼= {[a]∼ | a ∈ I} definované
vztahy

[a]∼ ⊓ [b]∼ := [NSD(a, b)]∼, [a]∼ ⊔ [b]∼ := [NSN(a, b)]∼.

Potom jsou ⊓ a ⊔ korektně definovány (tj. nezávisle na volbě reprezentant̊u) a (I/ ∼,⊓,⊔)
je svaz s nulovým prvkem [1]∼ = E(I) a jednotkovým prvkem [0]∼ = {0} (

”
svaz dělitel̊u“).

Př́ıslušné uspořádáńı ≤ je dáno vztahem: [a]∼ ≤ [b]∼ :⇔ a|b.

D̊ukaz. Důkaz této věty plyne snadno z definic.

Př́ıklad(y) 4.23. (Z/ ∼,⊓,⊔) ∼= (N0,NSD,NSN).

4.3 Okruhy hlavńıch ideál̊u

Věta 4.24. Bud’ R komutativńı okruh s jednotkovým prvkem, a ∈ R, (a) := {ar | r ∈ R}.
Potom je (a) nejmenš́ı ideál okruhu R, který obsahuje a.

D̊ukaz. (a) je podokruh okruhu R: 0 = a0 ∈ (a); ar1, ar2 ∈ (a) implikuje ar1 + ar2 =
a(r1 + r2) ∈ (a) a také ar1 · ar2 = a · (r1ar2) ∈ (a); −ar1 = a(−r1) ∈ (a). (a) je ideál: pro
libovolné r ∈ R je r(ar1) = a(rr1) ∈ (a). Dále je a = a · 1 ∈ (a). Vzhledem k tomu, že
každý ideál, který obsahuje a, muśı obsahovat všechna ar, r ∈ R, je (a) nejmenš́ı ideál, který
obsahuje a.
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Definice 4.25. (a) se nazývá hlavńı ideál okruhu R generovaný prvkem a.

Definice 4.26. Obor integrity I se nazývá okruh hlavńıch ideál̊u :⇔ každý ideál oboru
integrity I je hlavńı ideál.

Př́ıklad(y) 4.27. (1) Každé pole je okruh hlavńıch ideál̊u: {0} = (0) a K = (1) jsou jediné
ideály, protože K je prostý.

2) Z, K[x] (K pole) jsou okruhy hlavńıch ideál̊u.

Lemma 4.28. Bud’ I obor integrity. Potom plat́ı:

1) a|b ⇔ (a) ⊇ (b).

2) a ∼ b ⇔ (a) = (b).

D̊ukaz. Plyne z definic.

Definice 4.29. Bud’ R komutativńı okruh s jednotkovým prvkem, J ⊳ R (tj. J je ideál
okruhu R), J 6= R. Potom se J nazývá

1) maximálńı ideál :⇔ (K ⊳ R, J ⊆ K ⇒ K = J ∨K = R),

2) prvoideál :⇔ (ab ∈ J ⇒ a ∈ J ∨ b ∈ J).

Věta 4.30. Bud’ R komutativńı okruh s jednotkovým prvkem a J ⊳R. Potom plat́ı:

a) R/J je pole ⇔ J je maximálńı ideál,

b) R/J je obor integrity ⇔ J je prvoideál.

D̊ukaz. Cvičeńı.

Důsledek 4.31. Každý maximálńı ideál je prvoideál.

Věta 4.32. Bud’ I obor integrity, p ∈ I, p 6= 0, p /∈ E(I). Potom plat́ı:

a) (p) je maximálńı v množině všech hlavńıch ideál̊u 6= I ⇔ p je ireducibilńı prvek,

b) (p) je prvoideál ⇔ p je prvočinitel.

D̊ukaz. a) ⇒: a|p ⇒ (a) ⊇ (p) ⇒ (a) = (p) ∨ (a) = I = (1) ⇒ a ∼ p ∨ a ∼ 1 ⇒ p je
ireducibilńı prvek.
⇐: analogicky.

b) ⇒: p|ab ⇒ ab ∈ (p) ⇒ a ∈ (p) ∨ b ∈ (p) ⇒ p|a ∨ p|b.
⇐: analogicky.

Důsledek 4.33. Bud’ I okruh hlavńıch ideál̊u, p ∈ I, p 6= 0, p /∈ E(I). Potom plat́ı:

a) p je ireducibilńı prvek ⇔ p je prvočinitel,

b) I/(p) je pole ⇔ p je ireducibilńı prvek.

Př́ıklad(y) 4.34. Zn = Z/(n) je pole ⇔ n = ±p, p prvoč́ıslo.
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Věta 4.35. Bud’ I okruh hlavńıch ideál̊u, a1, . . . , an ∈ I. Potom existuje NSD(a1, . . . , an) =:
d a existuj́ı prvky x1, . . . , xn ∈ I takové, že d = a1x1 + · · ·+ anxn.

D̊ukaz. Bud’ M := {a1r1+ · · ·+ anrn | ri ∈ I}. Potom plat́ı M ⊳ I (podobně jako pro hlavńı
ideál (a)). Existuje tedy prvek d ∈ I takový, žeM = (d). Dokážeme, že d = NSD(a1, . . . , an):
vzhledem k tomu, že a1, . . . , an ∈ M = (d), plat́ı d|a1, . . . , d|an; z toho, že t|a1, . . . , t|an, plyne
t|a1r1 + · · ·+ anrn, ∀r1, . . . , rn ∈ I, a odtud t|d (nebot’ d ∈ M).

Lemma 4.36. (Podmı́nka klesaj́ıćıch řetězc̊u) Bud’ I okruh hlavńıch ideál̊u. Potom každá
posloupnost (an)n∈N prvk̊u z I taková, ze pro všechna n ∈ N je prvek an+1 vlastńım dělitelem
prvku an, je konečná.

D̊ukaz. Předpokládejme, že existuje taková posloupnost (an)n∈N, která je nekonečná. Potom
muśı platit (a1) ⊂ (a2) ⊂ . . . ⊂ (an) ⊂ (an+1) ⊂ . . ., přičemž všechny inkluze jsou vlastńı.
Pro J :=

⋃∞
n=1(an) pak plat́ı J ⊳ I nebot’: 0 ∈ J ; a, b ∈ J ⇒ ∃n,m ∈ N (bez újmy na

obecnosti n ≥ m): a ∈ (an), b ∈ (am) ⇒ a, b ∈ (an) ⇒ a + b,−a, ra ∈ (an), r ∈ I, ⇒
a+ b,−a, ra ∈ J . Tedy existuje prvek d ∈ I takový, že J = (d). Vzhledem k tomu, že d ∈ J ,
je d ∈ (an) pro nějaké n ∈ N, a proto (d) ⊆ (an) ⊆ (d), z čehož plyne (an) = (an+1) = . . ..
To je spor s předpokladem!

Věta 4.37. Každý okruh hlavńıch ideál̊u I je Gauss̊uv okruh.

D̊ukaz. Bud’ a ∈ I, a 6= 0, a /∈ E(I). Máme dokázat, že a se dá rozložit na prvočinitele
prvky. Důkaz provedeme sporem: Necht’ neexistuje rozklad prvku a na prvočinitele. Potom
a neńı prvočinitel, a tedy neńı ireducibilńı prvek. Proto existuje netriviálńı dělitel a1 prvku
a, tj. a = a1b1, přičemž a1, b1 jsou oba vlastńı dělitelé (nebot’ b1 ∼ a ⇒ b1 = ae, e ∈ E(I)
⇒ a = a1ae ⇒ 1 = a1e ⇒ a1 ∈ E(I), spor!) Jeden z těchto dělitel̊u (bez újmy na obecnosti
necht’ je to a1) nelze rozložit na prvočinitele (jinak by bylo možno rozložit i a). Proto existuje
vlastńı dělitel a2 prvku a1, který rovněž nelze rozložit na prvočinitele. Takovýmto zp̊usobem
by bylo možné zkonstruovat nekonečnou posloupnost dělitel̊u a, a1, a2, . . ., což je ve sporu s
výše uvedeným lemmatem.

4.4 Eukleidovy okruhy

Definice 4.38. Obor integrity I se nazývá Eukleid̊uv okruh :⇔ existuje zobrazeńı H :
I \ {0} → N0 (eukleidovské ohodnoceńı) s následuj́ıćı vlastnost́ı: pro všechna a ∈ I \ {0},
b ∈ I existuj́ı q, r ∈ I tak, že b = aq + r, kde r = 0 ∨H(r) < H(a) (děleńı se zbytkem) .

Př́ıklad(y) 4.39. 1) Z je Eukleid̊uv okruh, kde H(a) := |a| (viz Lemma 1.82).

2) Každé pole je Eukleid̊uv okruh (q = a−1b, r = 0).

Věta 4.40. K[x] (K pole) je Eukleid̊uv okruh, kde H(p(x)) := grad p(x) pro každé p(x) ∈
K[x] − {0}, tj. pro libovolné p(x), p1(x) ∈ K[x], p(x) 6= 0, existuj́ı q(x), r(x) ∈ K[x] tak, že
p1(x) = p(x)q(x) + r(x), kde r(x) = 0 nebo grad r(x) < grad p(x).

D̊ukaz. Bud’ p(x) = amx
m+· · ·+a1x+a0, am 6= 0,m = grad p(x), p1(x) = bnx

n+· · ·+b1x+b0,
n = grad q(x). Je-li m = 0, tj. p(x) = a0, pak q(x) = a−1

0 p1(x) a r(x) = 0. Pro n < m lze
zvolit q(x) = 0 a r(x) = p1(x). Pro n ≥ m necht’ p2(x) := p1(x) − bna

−1
m xn−mp(x). Plat́ı
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p2(x) = ckx
k+ · · ·+ c1x+ c0, kde k ≤ n−1. Pro k < m lze zvolit q(x) = bna

−1
m xn−m a r(x) =

p2(x). Pro k ≥ m necht’ p3(x) := p2(x)− cka
−1
m xk−mp(x). Plat́ı p3(x) = dlx

l + · · ·+ d1x+ d0,
kde l ≤ k − 1. Pro l < m lze zvolit q(x) = bna

−1
m xn−m + cka

−1
m xk−m a r(x) = p3(x). Pro

l ≥ m v postupu pokračujeme a po konečném počtu krok̊u obdrž́ıme polynom pt(x) takový,
že pt(x) = 0 nebo grad pt(x) < m.

Důsledek 4.41. Pro libovolný polynom p(x) ∈ K[x] a libovolný prvek a ∈ K existuje q(x) ∈
K[x] tak, že p(x) = (x− a)q(x) + p(a).

D̊ukaz. Bud’ p(x) ∈ K[x] a a ∈ K. Podle předchoźı věty existuje q(x) ∈ K[x] a r ∈ K tak,
že p(x) = (x− a)q(x) + r. Zřejmě plat́ı p(a) = r.

Poznámka 4.42. Ukážeme zp̊usob, jak určit q(x) a p(a) z předchoźıho d̊usledku. Je-li p(x) =
p ∈ K, pak q(x) = 0 a p(a) = p. Necht’ tedy grad p(x) = n > 0, p(x) =

∑n
k=0 akx

k. Potom
zřejmě grad q(x) = n−1. Necht’ q(x) =

∑n−1
k=0 bkx

k. Pak máme an = bn−1, an−1 = bn−2−abn−1,
. . ., ai = bi−1 − abi, . . ., a0 = p(a) − ab0. Odtud bn−1 = an, bn−2 = an−1 + abb−1, . . .,
bi−1 = ai + abi, . . ., b0 = a1 + ab1, p(a) = a0 + ab0. Koeficienty polynomu q(x) a prvek p(a)
lze tedy určit pomóı tzv. Hornerova schématu

an an−1 an−2 . . . a1 a0
0 abn−1 abn−2 . . . ab1 ab0

bn−1 bn−2 bn−3 . . . b0 p(a)

Ve schématu se nejprve naṕı̌śı do prvńıho řádku koeficienty an, an−1, ..., a0 polynomu p(x).
Pak se postupuje zleva po sloupćıch tak, že v prvńım sloupci se pod an naṕı̌se do druhého
řádku prvek 0 a do třet́ıho řádku součet obou prvk̊u lež́ıćıch nad ńım, tedy an. V každém
daľśım sloupci se do druhého řádku naṕı̌se součin prvku a a prvku ze třet́ıho řádku předcháze-
j́ıćıho sloupce, do třet́ıho řádku se pak naṕı̌se prvek, který je součtem obou prvk̊u lež́ıćıch nad
ńım (tedy prvk̊u z prvńıho a druhého řádku uvažovaného sloupce). Po skončeńı algoritmu jsou
ve třet́ım řádku schématu koeficienty bn−1, bn−2, ..., b0 následované prvkem p(a) na posledńım
mı́stě. Je-li tedy tento posledńı prvek ve třet́ım řádku tabulky 0, pak je a kořenem polynomu
p(x).

Př́ıklad(y) 4.43. Bud’ p(x) = 4x4 − x2 + 2x + 5, a = −3. Pomoćı Hornerova schématu
urč́ıme polynom q(x) a p(a) ∈ Z s vlastnost́ı p(x) = (x− a)q(x) + p(a):

−3 4 0 −1 2 5
4 −12 35 −103 314

Tedy q(x) = 4x3 − 12x2 + 35x− 103, p(a) = 314, tj.

4x4 − x2 + 2x+ 5 = (x+ 3)(4x3 − 12x2 + 35x− 103) + 314.

Věta 4.44. Každý Eukleid̊uv okruh je okruhem hlavńıch ideál̊u.

D̊ukaz. Bud’ I Eukleid̊uv okruh a J ⊳ I, J 6= (0) = {0}. Máme dokázat, že ∃a ∈ I : J =
(a) = {aq | q ∈ I}. Bud’ a ∈ J \ {0} prvek takový, že H(a) = min{H(x) | x ∈ J \ {0}}.
Ukéžeme, že potom J = (a). Zřejmě plat́ı (a) ⊆ J . Bud’ naopak b ∈ J . Vzhledem k tomu,
že a 6= 0, existuj́ı q, r ∈ I tak, že b = aq + r a r = 0 ∨H(r) < H(a). Plat́ı r = b − aq ∈ J
(protože J ⊳ I), z čehož (vzhledem k minimalitě H(a)) plyne r = 0, a proto b = aq ∈ (a).
Plat́ı tedy také J ⊆ (a), takže J = (a).
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Důsledek 4.45. Každý Eukleid̊uv okruh je Gauss̊uv okruh.

Eukleid̊uv algoritmus pro výpočet NSD v Eukleidových okruźıch.

Bud’ I Eukleid̊uv okruh a a, b ∈ I. Pro a = b = 0 je NSD(a, b) = 0. Necht’ bez újmy na
obecnosti a 6= 0.

Pak ∃q1, r1 ∈ I : b = aq1 + r1, r1 = 0 ∨H(r1) < H(a),
pro r1 6= 0 ⇒ ∃q2, r2 ∈ I : a = r1q2 + r2, r2 = 0 ∨H(r2) < H(r1),
pro r2 6= 0 ⇒ ∃q3, r3 ∈ I : r1 = r2q3 + r3, r3 = 0 ∨H(r3) < H(r2),

...
obecně:
pro ri 6= 0 ⇒ ∃qi+1, ri+1 ∈ I : ri−1 = riqi+1 + ri+1, ri+1 = 0 ∨H(ri+1) < H(ri).

(Přitom je třeba dosadit a = r0 a b = r−1.)

Po konečném počtu krok̊u (vzhledem k tomu, že H(a) = H(r0) > H(r1) > H(r2) > . . .)
obdrž́ıme k takové, že rk = 0 a rk−1 6= 0. Nyńı dokážeme, že rk−1 = NSD(a, b). Plat́ı

rk−2 = rk−1qk + 0 ⇒ rk−1|rk−2,
rk−3 = rk−2qk−1 + rk−1 ⇒ rk−1|rk−3,
rk−4 = rk−3qk−2 + rk−2 ⇒ rk−1|rk−4,

...
r1 = r2q3 + r3 ⇒ rk−1|r1,
a = r1q2 + r2 ⇒ rk−1|a,
b = aq1 + r1 ⇒ rk−1|b,

tedy plat́ı rk−1|a∧ rk−1|b. Pokud pro nějaké t plat́ı t|a∧ t|b, plyne z toho analogicky, že t|r1,
t|r2, t|r3, . . . , t|rk−1. Tedy rk−1 = NSD(a, b).

Pro okruhy hlavńıch ideál̊u (a tedy i pro Eukleidovy okruhy - viz Větu 4.44) podle Věty 4.35
plat́ı, že NSD(a, b) = ax + by, kde x, y ∈ I (tzv. Bezoutova věta). V Eukleidových okruźıch
můžeme x, y vypoč́ıtat následovně:

NSD(a, b) = rk−1 = rk−3 + rk−2(−qk−1) = rk−3 + (rk−4 − rk−3qk−2)(−qk−1) =
= rk−4 (−qk−1)

︸ ︷︷ ︸

∈I

+rk−3 (1 + qk−2qk−1)
︸ ︷︷ ︸

∈I

= . . . = ax+ by.

Př́ıklad(y) 4.46. Pomoćı Eukleidova algoritmu nalezneme NSD(84, 245) v Z (mı́sto b =
aq + r ṕı̌seme b : a = q(r)):

1) 245 : 84 = 2(77);

2) 84 : 77 = 1(7);

3) 77 : 7 = 11(0).

Tedy NSD(84, 245) = 7.

Postupným dosazováńım za r2 a r1 dostaneme 7 = 84+77 · (−1) = 84+(245−84 ·2) · (−1) =
84 · 3 + 245 · (−1).
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Kapitola 5

Teorie poĺı

5.1 Pod́ılová pole oboru integrity

Budeme potřebovat následuj́ıćı tvrzeńı, jehož d̊ukaz je snadným cvičeńım:

Princip izomorfńıho vnořeńı. Bud’te A1 = (A1, (ω
(1)
i )i∈I), A2 = (A2, (ω

(2)
i )i∈I) algebry

téhož typu (ni)i∈I a necht’ A1 ∩A2 = ∅. Bud’ f monomorfizmus algebry A1 do algebry A2 a
A := (A2 \ f(A1)) ∪A1. Zobrazeńı g : A2 → A definované vztahem

g :

{
x 7→ x pro x ∈ A2 \ f(A1)
x 7→ x1 pro x ∈ f(A1) a x = f(x1), x1 ∈ A1

je potom korektně definované a bijektivńı. Pro i ∈ I a ni > 0 bud’ ωi ni-árńı operace na A
definovaná předpisem ωix1 . . . xni

:= g(ω
(2)
i g−1(x1) . . . g

−1(xni
)), x1, . . . , xni

∈ A a pro i ∈ I

a ni = 0 bud’ ωi nulárńı operace na A definovaná předpisem ωi := ω
(1)
i .

Potom je g izomorfizmus algebry A2 na algebru A := (A, (ωi)i∈I) a A1 je podalgebra algebry
A.

Př́ıklad(y) 5.1. Bud’ (R,+, ·) pole reálných č́ısel a operace + a · na R × R necht’ jsou
definovány takto:

(a1, a2) + (b1, b2) := (a1 + b1, a2 + b2), (a1, a2) · (b1, b2) := (a1b1 − a2b2, a1b2 + a2b1).

Potom je také (R×R,+, ·) pole a zobrazeńı f : R → R×R definované vztahem f(x) := (x, 0)
pro všechna x ∈ R je monomorfizmus. Když aplikujeme na tuto situaci princip izomorfńıho
vnořeńı, obdrž́ıme pole (C,+, ·) komplexńıch č́ısel, které je izomorfńı s (R×R,+, ·) a obsahuje
(R,+, ·) jako podpole. Podle konstrukce máme C := ((R× R) \ f(R)) ∪ R a pro i := (0, 1)
plat́ı C = {a+ bi | a, b ∈ R}.

Definice 5.2. Bud’ M = (M, ·, 1) komutativńı monoid. Potom se prvek a ∈ M nazývá
regulárńı (nebo kratitelný) :⇔ ∀x, y ∈ M : ax = ay ⇒ x = y.

Symbolem R(M) se označuje množina všech regulárńıch prvk̊u monoidu M. Vzhledem k
tomu, že 1 ∈ R(M), plat́ı R(M) 6= ∅.

V mnoha d̊uležitých př́ıpadech plat́ı R(M) = M :

Př́ıklad(y) 5.3. 1) M = (N0,+, 0).

2) M = (Z \ {0}, ·, 1).
3) M = (I \ {0}, ·, 1), I obor integrity.
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Necht’ S := M×R(M) = {(a, b) | a ∈ M, b ∈ R(M)} a necht’ ∼ je na S definováno vztahem

(a, b) ∼ (c, d) :⇔ ad = bc, a, c ∈ M, b, d ∈ R(M).

Potom je ∼ relace ekvivalence na S (reflexivńı, symetrická: zřejmé; tranzitivńı: (a, b) ∼
(c, d) ∼ (e, f) ⇒ ad = bc ∧ cf = ed ⇒ adf = bcf = bed ⇒ af = be ⇒ (a, b) ∼ (e, f)).

Položme S/∼ =: S1, [(a, b)]∼ =: a
b
, a ∈ M , b ∈ R(M), a definujme

a

b
· c
d
:=

ac

bd
,

a

b
,
c

d
∈ S1.

Operace · je na S1 korektně definována, nebot’: 1) bd ∈ R(M), protože b, d ∈ R(M), 2)
(a, b) ∼ (a1, b1) ∧ (c, d) ∼ (c1, d1) ⇒ ab1 = ba1 ∧ cd1 = dc1 ⇒ acb1d1 = ab1cd1 = ba1dc1 =
bda1c1 ⇒ (ac, bd) ∼ (a1c1, b1d1). Dále položme 1 := 1

1
. Pak (S1, ·, 1) je komutativńı monoid.

Zobrazeńı {
M → S1

a 7→ a
1

je injektivńı homomorfizmus (tj. monomorfizmus) monoidu M do (S1, ·, 1). Podle principu
izomorfńıho vnořeńı tak obdrž́ıme komutativńı monoid T = (T, ·, 1) ∼= (S1, ·, 1) takový, že
M je podalgebra algebry T . T se nazývá pod́ılová pologrupa monoidu M a má následuj́ıćı
vlastnosti:

Věta 5.4.

a) Každé a ∈ R(M) je v T invertibilńı a má inverzńı prvek a−1 = 1
a
.

b) E(T ) = R(T ) = {a
b
| a, b ∈ R(M)} a pro a, b ∈ R(M) plat́ı

(
a
b

)−1
= b

a
. Přitom se

podobně jako v odstavci 4.1 E(T ) definuje jako množina invertibilńıch prvk̊u monoidu T
(grupa jednotek pologrupy T ).

Pro a ∈ M přitom klademe a =: a
1
=: ae

e
, kde e ∈ R(M) je libovolné. Podle a) plat́ı

T = {ab−1 | a ∈ M, b ∈ R(M)}.

Bud’ (R,+, 0,−, ·, 1) komutativńı okruh s jednotkovým prvkem 1 6= 0. Prvek a ∈ R se
nazývá dělitel nuly okruhu R :⇔ ∃b ∈ R \ {0} : ab = 0. Potom v komutativńım monoidu
M := (R, ·, 1) plat́ı

R(M) = {a ∈ R | a neńı dělitel nuly okruhu R}.

Důkaz této rovnosti je snadný: Je-li a ∈ R(M), pak a neńı dělitel nuly, nebot’ v opačném
př́ıpadě by existoval prvek b ∈ R, b 6= 0, tak, že ab = 0 = a0, což implikuje b = 0, tedy
bychom dostali spor. Naopak, jestliže a ∈ R neńı dělitelem nuly, pak pro libovolné prvky
a, b ∈ R máme ab = ac ⇒ a(b− c) = 0 ⇒ b− c = 0 ⇒ b = c.

Při výše uvedeném označeńı tedy plat́ı S1 = {a
b
| a, b ∈ R, b neńı dělitel nuly} a na S1

můžeme definovat daľśı operace:

a
b
+ c

d
:= ad+bc

bd
a, b, c, d ∈ R, b, d nejsou dělitelé nuly,

0 := 0
1
,

−a
b
:= −a

b
a, b ∈ R, b neńı dělitel nuly.
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Dá se snadno ukázat, že také tyto operace jsou korektně definovány.

Zobrazeńı {
R → S1

a 7→ a
1

je monomorfizmus okruhu (R,+, 0,−, ·, 1) do (S1,+, 0,−, ·, 1), a S1 je opět komutativńı okruh
s jednotkovým prvkem. Podle principu izomorfńıho vnořeńı tak obdrž́ıme komutativńı okruh
s jednotkovým prvkem (T,+, 0,−, ·, 1) ∼= (S1,+, 0,−, ·, 1) s následuj́ıćımi vlastnostmi:

Věta 5.5.

a) (R,+, 0,−, ·, 1) je podalgebra algebry (T,+, 0,−, ·, 1).
b) Každé a ∈ R, které neńı dělitelem nuly, je v T invertibilńı a má inverzńı prvek a−1 = 1

a
.

c) T = {ab−1 | a, b ∈ R, b neńı dělitel nuly}.
d) V (T, ·, 1) jsou invertibilńı právě takové a

b
, kde ani jeden z prvk̊u a, b neńı dělitelem nuly,

a pak plat́ı
(
a
b

)−1
= b

a
.

Speciálńı př́ıpad: Je-li R obor integrity, potom je (T,+, 0,−, ·, 1) pole a nazývá se pod́ılové
pole oboru integrity R.

Př́ıklad(y) 5.6. 1) Pod́ılová pologrupa monoidu (N0,+, 0) je izomorfńı s (Z,+, 0).

2) Pod́ılové pole oboru integrity (Z,+, 0,−, ·, 1) je izomorfńı s (Q,+, 0,−, ·, 1).
3) Je-li K pole, potom se pod́ılové pole pole K rovná poli K.

4) Pod́ılové pole okruhu K[x1, . . . , xn] (kde K je pole) se nazývá pole racionálńıch funkćı
proměných x1, . . . , xn nad K a označuje se K(x1, . . . , xn). Plat́ı

K(x1, . . . , xn) = {p(x1, . . . , xn)

q(x1, . . . , xn)
| p, q ∈ K[x1, . . . , xn], q 6= 0},

speciálně

K(x) = {p(x)
q(x)

| p, q ∈ K[x], q 6= 0}.

5.2 Minimálńı pole

Definice 5.7. Pole (K,+, 0,−, ·, 1) se nazývá minimálńı , pokud nemá žádná jiná podpole
než sebe sama.

Věta 5.8. Každé pole má vždy jediné podpole, které je minimálńı.

D̊ukaz. Bud’ L libovolné pole a K :=
⋂{M ⊆ L | M je podpole pole L}, tj. K je nejmenš́ı

podpole pole L. Zřejmě je K jediné minimálńı podpole pole K.

Jak plyne z předchoźı věty, minimálńı podpole je nejmenš́ı podpole vzhledem k inkluzi. Bud’

(R,+, 0,−, ·, 1) okruh s jednotkovým prvkem a pro libovolné n ∈ Z položme
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n · 1 :=







n−krát
︷ ︸︸ ︷

1 + 1 + · · ·+ 1, pokud n > 0,
0, pokud n = 0,
(−1) + (−1) + · · ·+ (−1)
︸ ︷︷ ︸

|n|−krát

, pokud n < 0.

Potom {n ·1 | n ∈ Z} je (cyklická) podgrupa grupy (R,+, 0,−) generovaná prvkem 1 (nebot’

pro libovolné m,n ∈ Z máme n · 1 + m · 1 = (n + m) · 1 - srovnej s poč́ıtáńım mocnin v
grupách, Věta 1.76). Plat́ı dokonce:

Lemma 5.9. Bud’ (R,+, 0,−, ·, 1) okruh s jednotkovým prvkem. Pak {n · 1 | n ∈ Z} je
komutativńı podokruh okruhu R s t́ımtéž jednotkovým prvkem 1, totǐz podokruh generovaný
prvkem 1.

D̊ukaz. Pro libovolné n,m ∈ Z, n,m > 0, je (n · 1)(m · 1) = (1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

n−krát

)(1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

m−krát

) =

1 · 1 + · · ·+ 1 · 1
︸ ︷︷ ︸

nm−krát

= 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

nm−krát

= (nm) · 1. Samozřejmě plat́ı 1 ∈ {n · 1 | n ∈ Z} a také je

zřejmé, že operace · je na {n · 1 | n ∈ Z} komutativńı.

Definice 5.10. Bud’ (R,+, 0,−, ·) okruh. Pak symbolem charR označ́ıme charakteristiku
okruhu R, tj. nejmenš́ı č́ıslo n ∈ N takové, že pro každé a ∈ R plat́ı n · a = 0 (kde n · a :=
a+ a+ · · ·+ a
︸ ︷︷ ︸

n−krát

). Pokud takové č́ıslo neexistuje, pak klademe charR = 0.

Je-li (R,+, 0,−, ·, 1) okruh s jednotkovým prvkem a n ∈ N, pak pro každé a ∈ R plat́ı
n · a = 0, právě když plat́ı n · 1 = 0 (plat́ı-li n · 1 = 0 a je-li a ∈ R libovolný prvek, pak
máme n · a = a+ a + · · ·+ a

︸ ︷︷ ︸

n−krát

= (1 + 1 + · · ·+ 1
︸ ︷︷ ︸

n−krát

) · a = (n · 1) · a = 0 · a = 0; opačná implikace

je zřejmá.) Je-li tedy R okruh s jednotkovým prvkem 1, pak charR je nejmenš́ı č́ıslo n ∈ N,
pro něž plat́ı n · 1 = 0, př́ıpadně charR = 0, pokud takové č́ıslo neexistuje. Odtud ihned
plyne, že plat́ı

charR =

{
o(1), pokud o(1) ∈ N,
0, pokud o(1) = ∞.

Připomeňme, že o(1) znač́ı řád prvku 1 v abelovské grupě (R,+) (viz odstavec 1.3), tedy
o(1) = |{n · 1 | n ∈ Z}| pokud je tato kardinalita konečná, jinak o(1) = ∞. Dostáváme tedy
následuj́ıćı tvrzeńı:

Důsledek 5.11. Bud’ (R,+, 0,−, ·, 1) okruh s jednotkovým prvkem. Potom plat́ı

charR =

{
|{n · 1 | n ∈ Z}|, pokud se jedná o konečnou kardinalitu,
0 jinak.

Př́ıklad(y) 5.12. 1) Pro okruh zbytkových tř́ıd (Zn,+, 0,−, ·, 1) plat́ı charZn = n (n ∈
N0).

2) charZ = charQ = charR = charC = 0.
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Následuj́ıćı dvě lemmata uvád́ıme bez d̊ukaz̊u:

Lemma 5.13. Bud’ (R,+, 0,−, ·, 1) okruh s jednotkovým prvkem a necht’ m = charR. Potom
{n · 1 | n ∈ Z} ∼= Zm.

Lemma 5.14. 1) Je-li R obor integrity a m = charR, potom také {n · 1 | n ∈ Z}, a tedy i
Zm, je obor integrity, takže plat́ı m = 0 nebo m ∈ P (P znač́ı mmnožinu všech prvoč́ısel).

2) Je-li R obor integrity a charR ∈ P, potom {n · 1 | n ∈ Z} je pole.

Věta 5.15. Bud’ (K,+, 0,−, ·, 1) pole takové, že charK ∈ P. Potom {n · 1 | n ∈ Z} je
minimálńı podpole pole K. V tomto př́ıpadě tedy plat́ı: minimálńı podpole pole K je izomorfńı
se Zm, kde m = charK.

D̊ukaz. Plyne bezprostředně z předchoźıch dvou lemmat.

Věta 5.16. Bud’ (K,+, 0,−, ·, 1) pole, kde charK = 0. Potom je { n·1
m·1 | n ∈ Z, m ∈

Z\{0}} nejmenš́ım podpolem a tud́ı̌z minimálńım podpolem pole K. Toto minimálńı podpole
je izomorfńı s Q. Přitom jsme položili n·1

m·1 := (n · 1)(m · 1)−1.

D̊ukaz. Bud’ L podpole pole K. Potom plat́ı: 1 ∈ L ⇒ ∀n ∈ Z : n ·1 ∈ L ⇒ ∀n,m ∈ Z, m 6=
0 : n·1

m·1 ∈ L ⇒ P := { n·1
m·1 | n ∈ Z, m ∈ Z \ {0}} ⊆ L.

Ukážeme nyńı, že zobrazeńı ϕ : Q → P , n
m

7→ n·1
m·1 , je korektně definováno a je izomorfizmus.

ϕ je korektně definováno a je bijektivńı: n·1
m·1 = p·1

q·1 ⇔ (n · 1)(m · 1)−1 = (p · 1)(q · 1)−1 ⇔
(n · 1)(q · 1) = (m · 1)(p · 1) ⇔ (nq) · 1 = (mp) · 1 ⇔ nq = mp ⇔ n

m
= p

q
.

ϕ je homomorfizmus: ϕ( n
m

· p
q
) = ϕ( np

mq
) = (np)·1

(mq)·1 = (n·1)(p·1)
(m·1)(q·1) = (n·1)

(m·1) ·
(p·1)
(q·1) = ϕ( n

m
)ϕ(p

q
);

analogicky se dokáže, že plat́ı ϕ( n
m
+ p

q
) = ϕ( n

m
) + ϕ(p

q
). Rovnosti ϕ(0) = 0 a ϕ(1) = 1 jsou

zřejmé.

Důsledek 5.17. Každé minimálńı pole je izomorfńı se Zp (p ∈ P) nebo Q.

Věta 5.18. Bud’ (K,+, 0,−, ·, 1) pole takové, že charK = p ∈ P. Potom plat́ı pro všechna
a, b ∈ K:

(a+ b)p = ap + bp.

D̊ukaz. Plat́ı

(a+ b)p =

p
∑

i=0

(
p

i

)

aibp−i = bp +

p−1
∑

i=1

(
p

i

)

aibp−i + ap.

Pro i = 1, . . . , p − 1 plat́ı p|
(
p
i

)
(vzhledem k tomu, že

(
p
i

)
= p(p−1)···(p−i+1)

1·2···i ∈ Z). Proto je
(
p
i

)
aibp−i = 0 pro 1 ≤ i ≤ p− 1.

Důsledek 5.19. Pro každé a, b ∈ K a k ∈ N plat́ı

(a+ b)p
k

= ap
k

+ bp
k

.
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5.3 Rozš́ı̌reńı pole

Definice 5.20. Bud’te K,L pole a K podpole pole L. Potom se L nazývá nadpole nebo
rozš́ıřeńı pole K.

Problém: Je dáno pole K, f(x) ∈ K[x], f(x) 6= 0, grad f(x) = n. Je třeba naj́ıt rozš́ı̌reńı L
pole K, ve kterém má f(x) právě n kořen̊u (včetně násobnost́ı), tj. ve kterém plat́ı f(x) =
c(x − α1) · · · (x − αn), kde α1, ..., αn ∈ L. Jinými slovy, f(x) lze rozložit v L na lineárńı
činitele. Takové pole L se nazývá kořenové pole polynomu f(x) vzhledem ke K.

Bud’ L kořenové pole polynomu f(x) vzhledem ke K. Potom je

K(α1, . . . , αn) :=
⋂

{M ⊆ L | M podpole pole L, K ⊆ M, α1, . . . , αn ∈ M}

nejmenš́ı podpole pole L, které obsahuje pole K a prvky α1, . . . , αn. K(α1, . . . , αn) se nazývá
rozkladové pole polynomu f(x) vzhledem ke K. Tedy rozkladové pole polynomu f(x) je
minimálńı kořenové pole tohoto polynomu.

Věta 5.21. (Kroneckerova věta) Ke každému f(x) ∈ K[x], f(x) 6= 0, existuje kořenové pole
a tedy také rozkladové pole polynomu f(x) vzhledem ke K.

Důkaz této věty je poněkud zdlouhavý, proto jej neuvád́ıme.

Je-li L nadpole pole K, potom je L také vektorovým prostorem nad K s operacemi

a+ b . . . součet v L (a, b ∈ L),
λa . . . součin v L (a ∈ L, λ ∈ K).

Existuje proto báze vektorového prostoru L nad K. Vztahem dimKL =: [L : K] definujeme
tzv. stupeň rozš́ıřeńı L pole K . Je-li [L : K] < ∞, pak se L nazývá konečné rozš́ıřeńı pole
K.

Poznámka 5.22. 1) [L : K] = 1 ⇔ L = K.

2) Je-li p(x) ∈ K[x] ireducibilńı polynom stupně k, pak existuje rozš́ı̌reńı L pole K a prvek
α ∈ L tak, že p(α) = 0 a {1, α, . . . , αk−1} je báze L nad K. Tedy plat́ı [L : K] = k.

Definice 5.23. Bud’ L nadpole pole K a α ∈ L. α se nazývá algebraický prvek nad K
:⇔ ∃f(x) ∈ K[x] \ {0} : f(α) = 0. α se nazývá transcendentńı prvek nad K :⇔ 6 ∃f(x) ∈
K[x] \ {0} : f(α) = 0.

Př́ıklad(y) 5.24. 1)
√
2 je algebraický prvek nad Q (f(x) = x2 − 2, L = R).

2) 3
√
3 je algebraický prvek nad Q (f(x) = x3 − 3, L = R).

3) i je algebraický prvek nad R (f(x) = x2 + 1, L = C).

4) e, π jsou transcendentńı prvky nad Q (bez d̊ukazu).
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Definice 5.25. Je-li L nadpole pole K a S ⊆ L podmnožina, pak definujeme rozš́ıřeńıK(S)
pole K takto:

K(S) :=
⋂

{E ⊆ L | E je podpole pole L, které obsahuje K ∪ S}.

Je-li S = {u1, . . . , ur} konečná množina, pak ṕı̌seme K(S) =: K(u1, . . . , ur). Je-li speciálně
S = {α} jednoprvkové, pak ṕı̌seme K(S) =: K(α) (

”
jednoduché rozš́ı̌reńı“ pole K) .

Jednoduchá rozš́ı̌reńı K(α), α ∈ L ⊇ K.

1. př́ıpad: Je-li α transcendentńı prvek nad K, pak K(α) ∼= K(x), kde K(x) je tzv. pole
racionálńıch funkćı nad K, tj. pole

K(x) = {p(x)
q(x)

| p(x), q(x) ∈ K[x], q(x) 6= 0}

s obvyklými operacemi sč́ıtáńı a násobeńı zlomk̊u. Izomorfizmus je dán vztahem p(α)
q(α)

↔ p(x)
q(x)

.

Protože mocniny αn jsou lineárně nezávislé, plat́ı [K(α) : K] = ∞.

2. př́ıpad: Je-li α algebraický prvek nad K, pak K(α) = {a0 + a1α + · · · + ak−1α
k−1 | ai ∈

K}, kde k je stupeň tzv. minimálńıho polynomu kořene α vzhledem ke K, tedy polynomu
f(x) nejmenš́ıho stupně nad K, který má kořen α (takže je ireducibilńı). Přitom se obecně
předpokládá, že f(x) je normovaný (a pak je jednoznačně určen). Plat́ı [K(α) : K] = k a
báze vektorového prostoru K(α) je množina {1, α, . . . , αk−1} - viz poznámku 5.22 2).

Př́ıklad(y) 5.26. 1) Pro α ∈ K je x− α minimálńı polynom kořene α vzhledem ke K.

2) x2 − 2 je minimálńı polynom kořene
√
2 vzhledem ke Q.

3) x3 − 3 je minimálńı polynom kořene 3
√
3 vzhledem ke Q.

4) x2 + 1 je minimálńı polynom kořene i vzhledem ke R.

5.4 Konečná (Galoisova) pole

Bud’ K konečné pole. Potom podle Lemmatu 5.14 a Důsledku 5.11 plat́ı charK = p ∈ P

a minimálńı podpole P pole K je izomorfńı se Zp (viz Větu 5.15). Protože K je vektorový
prostor nad podpolem P , existuje báze {a1, . . . , an} vektorového prostoru K nad P ([K :
P ] = n ∈ N). Proto plat́ı K = {λ1a1 + · · · + λnan | λi ∈ P} a |K| = pn, nebot’ každý
koeficient λi lze zvolit |P | = p zp̊usoby.

Otázka: Existuje při daném p ∈ P a n ∈ N pole K takové, že |K| = pn?

Odpověd’ na tuto otázku dává následuj́ıćı věta, kterou uvád́ıme bez d̊ukazu.

Věta 5.27. Řád každého konečného pole je mocnina prvoč́ısla pn (p ∈ P, n ∈ N). Obráceně,
ke každé mocnině prvoč́ısla pn existuje až na izomorfizmus jediné pole K takové, že |K| = pn.

Zp̊usob zápisu pro K, kde |K| = pn: K = GF(pn) (Galoisovo pole) .

Věta 5.28. Je-li K konečné pole, pak je grupa (K \ {0}, ·) cyklická.
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D̊ukaz. Bud’ a ∈ K \{0} prvek maximálńıho řádu r. Muśıme dokázat, že r = pn−1 (přičemž
|K| = pn). Bud’ b ∈ K \ {0} libovolné, o(b) = s. Uvažujme rozklady na prvoč́ıselné činitele
r a s: r = pe11 · · · pekk , s = pf11 · · · pfkk . Máme

NSN(r, s) =
k∏

i=1

p
max(ei,fi)
i = pe11 · · · pejj

︸ ︷︷ ︸

=: r̃

p
fj+1

j+1 · · · pfkk
︸ ︷︷ ︸

=: s̃

, 1 ≤ j ≤ k.

Přitom plat́ı NSD(r̃, s̃) = 1 a NSN(r̃, s̃) = r̃s̃ = NSN(r, s). Bud’ ã := ar/r̃ a b̃ := bs/s̃. Potom
o(ã) = r̃ (nebot’ ãr̃ = ar = 1 a o(a) = r) a o(b̃) = s̃ (analogicky).

Ukážeme nyńı, že o(ãb̃) = r̃s̃ = o(ã)o(b̃). Vzhledem k tomu, že (ãb̃)r̃s̃ = (ãr̃)s̃(b̃s̃)r̃ = 1 · 1 = 1
plat́ı o(ãb̃)|r̃s̃. Dále plat́ı: (ãb̃)m = 1 pro m ∈ N ⇒ ãm = b̃−m ⇒ 1 = ãmr̃ = b̃−mr̃ ⇒
o(b̃) = s̃| −mr̃ ⇒ s̃|m. Analogicky: r̃|m. Z NSD(r̃, s̃) = 1 tedy plyne r̃s̃|m.

Plat́ı tedy o(ãb̃) = r̃s̃ = NSN(r, s) = rs
NSD(r,s)

≤ r, protože r je maximálńı. Odtud obdrž́ıme

s ≤ NSD(r, s) ⇒ s = NSD(r, s) ⇒ s|r. Protože b bylo libovolné, plat́ı br = 1 pro všechna
b ∈ K \ {0}. Proto polynom f(x) = xr − 1 ∈ K[x] má pn − 1 kořen̊u, takže plat́ı pn − 1 ≤ r.
Zřejmě plat́ı r|pn − 1, tedy r ≤ pn − 1. Odtud plyne r = pn − 1.

Nyńı se budeme zabývat problémem zkonstruováńı konečného pole K, kde |K| = pn pro
daná č́ısla p ∈ P a n ∈ N, tedy Galoisova pole K=GF(pn).

Každý generátor cyklické grupy (K \ {0}, ·) se nazývá primitivńı prvek K. Je-li α primitivńı
prvek K, pak K = {0, 1, α, α2, . . . , α|K|−2}. Bud’ Zq, q ∈ P, minimálńı podpole pole K (tedy
q = char K). Pak pro libovolný primitivńı prvek α z K plat́ı K = Zq(α) a α je algebraický
prvek nad Zq (nebot’ je kořenem polynomu x|K|−1−1 ∈ Zq[x]). Bud’ f(x) minimálńı polynom
kořene α vzhledem k Zq. Potom je f(x) ireducibilńı a plat́ı

Zq(α) = {a0 + a1α + · · ·+ am−1α
m−1 | ai ∈ Zq},

kde m = grad f(x). Odtud stáváme |Zq(α)| = qm a z podmı́nky |Zq(α)| = |K| = pn nyńı
vyplývá q = p a m = n.

Při určováńı konečného pole K=GF(pn), tj. při sestavováńı tabulek jeho operaćı, lze proto
postupovat následuj́ıćım zp̊usobem:

1) Za minimálńı podpole pole K se vezme Zp.

2) Zvoĺıme normovaný ireducibilńı polynom q(x) ∈ Zp[x] stupně n. Necht’ např. q(x) =
xn − an−1x

n−1 − · · · − a1x− a0, kde ai ∈ Zp.

3) Polož́ıme q(α) = 0 a uvažujeme bázi {1, α, . . . , αn−1} vektorového prostoru GF(pn)
nad Zp (v́ıme, že [GF(pn) : Zp] = n). Spoč́ıtáme použit́ım q(α) = 0 (tj. αn = a0 +
a1α+ · · ·+ an−1α

n−1) mocniny α. Plat́ı-li αpn−1 = 1 a αj 6= 1 pro 1 ≤ j < pn − 1, je α
primitivńı prvek GF(pn). Jinak učińıme daľśı pokus s novým polynomem q(x).

Př́ıklad(y) 5.29. Určeńı GF(9) = GF(32): Vezmeme Z3 = {0, 1, 2} jako minimálńı podpole
pole GF(32). Polynom x2 − x − 1 ∈ Z3[x] je ireducibilńı, protože nemá v Z3 žádný kořen.
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Polož́ıme α2 − α − 1 = 0, tedy máme α2 = α + 1, a uvažujeme bázi {1, α} vektorového
prostoru GF(32) nad Z3. Spoč́ıtáme nyńı prvky GF(9) i s jejich souřadnicemi v bázi {1, α}:

Prvky Vyjádřeńı v souřadnićıch
0 (0, 0)
α0 = 1 (1, 0)
α1 = α (0, 1)
α2 = 1 + α (1, 1)
α3 = 1 + 2α (1, 2)
α4 = 2 (2, 0)
α5 = 2α (0, 2)
α6 = 2 + 2α (2, 2)
α7 = 2 + α (2, 1)
α8 = 1 (1, 0)

Mocniny αj, 0 ≤ j < 8, jsou navzájem r̊uzné, tedy je α primitivńı prvek GF(9). Můžeme
proto sestavit tabulku operaćı pole GF(9), jehož prvky jsou 0, 1, α, α2, ...α7.
Sč́ıtáńı: prvky chápeme jako vektory (vzhledem k bázi {1, α} a sč́ıtáme po souřadnićıch,
např.

α2 + α4 = α
↓ ↓ ↑

(1, 1) + (2, 0) = (0, 1).

Násobeńı: 0 ·αi = 0 a, protože α generuje cyklickou grupu ({1, α, α2, ..., α7}, ·), máme αiαj =
α(i+j) mod 8.

Poznámka 5.30. Konečná pole maj́ı moho d̊uležitých aplikaćı. Např. v kryptografii jsou
použ́ıvána při symetrickém šifrováńı, kdy vyśılaj́ıćı i přij́ımaj́ıćı osoby znaj́ı společný šifrovaćı
kĺıč. Zde se totiž často uplatňuje bloková šifra zvaná Advanced Encryption Standard (AES),
která je založena na tom, že kódovaný binárńı text rozděĺıme na slova (bloky) o např. 8
bitech. Ty pak zašifrujeme pomoćı kĺıče tak, že dešifrováńı lze snadno provést pouze se zna-
lost́ı toho samého kĺıče. Přitom operaces s 8-mi bitovými slovy chápeme jako aritmetické
operace v konečném poli GF (28) (pole GF (2n), n ∈ N, nazýváme binárńımi poli). Daľśım
velmi rozš́ı̌reným druhem šifrováńı založeným na využit́ı konečných poĺıch je šifrováńı po-
moćı eliptických křivek, které jsou uvažovány právě nad konečnými poli. Podrobněji se nyńı
zmı́ńıme o známé aplikaci konečných poĺı v kombinatorice.

Definice 5.31. Latinským čtvercem A řádu n (n ∈ N) rozumı́me čtvercovou matici A = (aij)
řádu n tvořenou n-prvkovou množinou symbol̊u tak, že každý řádek a každý sloupec této
matice obsahuje všechny symboly (právě jednou).

Např́ıklad tabulka binárńı operace libovolné grupy konečného řádu n je latinským čtvercem
- viz Poznámku 1.23.

Definice 5.32. Dva latinské čtverce A = (aij) a B = (bij) řádu n se nazývaj́ı ortogonálńı,
jestliže pro libovolná i, j, k, l ∈ N, 1 ≤ i, j, k, l ≤ n, z rovnost́ı aij = akl a bij = bkl plyne i = k
a j = l (to znamená, že žádné dva symboly a a b, které se vyskytuj́ı na stejných pozićıch v
matićıch A a B (a v A a b v B), se nemohou vyskytovat na jiných stejných pozićıch v těchto
matićıch).
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Věta 5.33. Pro libovolné č́ıslo q, které je mocninou prvoč́ısla (s přirozeným exponentem)
existuje q − 1 ortogonálńıch latinských čtverc̊u řádu q.

D̊ukaz. Protože q = pn, kde p je prvoč́ıslo a n ∈ N, podle Věty 5.27 v́ıme, že existuje konečné
pole K = GF (q) o q prvćıch. Označme prvky pole K jako 0, 1, ..., q− 1. Pro každý nenulový
prvek x ∈ K definujme čtvercovou matici Mx = (mx

ij) řádu q vztahemmx
ij = xi+j (poč́ıtáme

v K). Počet těchto matic je q− 1 a lze snadno ověřit, že každá z nich je latinským čtvercem.
Ukážeme, že pro libovolná x, y ∈ K − {0}, x 6= y, jsou Mx a My ortogonálńı. Necht’ proto
i, j, k, l ∈ N, 1 ≤ i, j, k, l ≤ q, a necht’ mx

ij = mx
kl a my

ij = my
kl. Pak xi + j = xk + l a

yi + j = yk + l. Odečteńım druhé rovnice od prvńı dostaneme (x − y)i = (x − y)k, takže
máme i = k. Odtud dosazeńım do jedné z obou rovnic dostáváme také j = k. T́ım je d̊ukaz
hotov.

Tvrzeńı Věty 5.33 neplat́ı, pokud q neńı mocnina prvoč́ısla. V tomto př́ıpadě problém určeńı
počtu ortogonálńıch latinských čtverc̊u řádu q neńı pro q ≥ 10 dosud vyřešen (v́ı se pouze, že
existuj́ı nejméně dva ortogonálńı latinské čtverce řádu 10). Je dobře známo, že neexistuj́ı dva
ortogonálńı latinské čtverce řádu 6, což dává negativńı odpověd’ na známý Euler̊uv problém:
Každý z 6 pluk̊u má 6 d̊ustojńık̊u o 6 r̊uzných hodnostech. Může být všech 36 d̊ustojńık̊u
rozestavěno do čtverce 6 krát 6 d̊ustojńık̊u tak, aby v každé řadě i v každém sloupci se
vyskytl d̊ustojńık z každého pluku s každou z r̊uzných hodnost́ı?
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Cvičeńı

1. Bud’ (A, ◦) algebra typu (2) taková, že plat́ı:

a) ◦ je asociativńı,

b) existuje levý jednotkový prvek e,

c) ke každému x ∈ A existuje y ∈ A takové, že y ◦ x = e.

Dokažte, že potom je e jednotkovým prvkem a každé x ∈ A je invertibilńı.

2. Bud’ M libovolná množina, ◦ binárńı operace skládáńı funkćı definovaná na MM a
f ∈ MM . Dokažte:

a) ◦ je asociativńı.

b) idM je jednotkový prvek vzhledem k ◦.
c) f je injektivńı ⇔ f má levý inverzńı prvek.

d) f je surjektivńı ⇔ f má pravý inverzńı prvek.

e) f je bijektivńı ⇔ f je invertibilńı.

3. Určete všechny dvojice (a, b) reálných č́ısel, pro která je operace daná vztahem

x ◦ y = ax+ by (x, y ∈ R)

asociativńı na R.

4. Bud’ A množina všech čtvercových matic řádu 2 tvaru
(

a b
0 0

)

, kde a, b ∈ Z.

Dokažte, že A tvoř́ı vzhledem k násobeńı matic pologrupu, ve které existuje nekonečně
mnoho levých jednotkových prvk̊u, ale ani jeden pravý jednotkový prvek.

5. Uved’te všechny binárńı operace na A = {a, b} a zjistěte, zda jsou komutativńı, asoci-
ativńı, invertibilńı a zda pro ně existuje pravý (levý) jednotkový prvek.

6. Uved’te všechny binárńı operace ◦ na A = {a, b, c} takové, že ◦ je komutativńı a a je
jednotkový prvek, a prozkoumejte, zda jsou asociativńı a regulárńı.

7. Je možno následuj́ıćı tabulku operaćı doplnit tak, že ◦ se stane asociativńı binárńı
operaćı na A = {a, b, c, d}?

◦ a b c d
a a b c d
b b a c d
c c d c d
d

8. Dokažte, že symetrická diference A△ B := (A ∪ B) \ (A ∩ B) považovaná za binárńı
operaci na potenčńı množině P(M) je asociativńı, komutativńı a invertibilńı.
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9. Bud’ A množina se dvěma binárńımi operacemi + a ·. Bud’ přitom · distributivńı nad
+ a necht’ existuje jednotkový prvek pro ·. Necht’ je + asociativńı operace s kráceńım.
Dokažte, že z toho plyne komutativita operace +.

10. Sestavte pro množinu D3 všech pokrývaj́ıćıch zobrazeńı rovnostranného trojúhelńıka,
která se skládá ze tř́ı otočeńı o 0◦, 120◦ resp. 240◦ a tř́ı symetríı podle os trojúhelńıka,
tabulku pro operaci ◦ skládáńı zobrazeńı. Existuje jednotkový prvek vzhledem k ◦?
Pokud ano, které prvky jsou invertibilńı?

11. Dokažte: Je-li (H, ·) pologrupa, potom plat́ı pro a1, . . . , an ∈ H , n ≥ 3, a r, s ∈ N0,
0 ≤ r < s ≤ n:

a1 · · ·an = a1 · · · ar(ar+1 · · · as)as+1 · · · an.

12. Dokažte sestaveńım tabulky operace, že všechny grupy s nejvýše čtyřmi prvky jsou
komutativńı.

13. Bud’ (H, ◦) konečný grupoid. Dokažte: ◦ je operace s kráceńım ⇔ každý prvek x ∈ H
je invertibilńı.

14. Dokažte, že (Q \ {−1}, ◦), kde

a ◦ b := a+ b+ ab,

tvoř́ı abelovskou grupu.

15. Bud’ M množina a SM := {f ∈ MM | f bijektivńı}. Dokažte, že (SM , ◦) tvoř́ı grupu,
a vytvořte pro M = {1, 2, 3} tabulku operace SM .

16. Definujme na {e, a, b, c, d, f} grupovou operaci · tak, že e se stane jednotkovým prvkem
a plat́ı vztahy a2 = b3 = e a ab = b2a. Kterou známou grupu tak dostaneme (až na
označeńı prvk̊u)?

17. Bud’ A := {r+s
√
p | r, s ∈ Q, r2+s2 6= 0} pro pevné prvoč́ıslo p. Dokažte, že A spolu

s obvyklým násobeńım tvoř́ı grupu.

18. Bud’ (H, ·, e) monoid a G := {x ∈ H | x invertibilńı}. Dokažte, že zúžeńı · na G × G
je binárńı operace na G a (G, ·) je grupa.

19. Bud’ m pevné přirozené č́ıslo a Zm := {0, 1, . . . , m− 1}. V Zm bud’ definována binárńı
operace ⊕:

a⊕ b :=

{
a+ b pro a + b < m,
a+ b−m pro a + b ≥ m.

Dokažte: (Zm,⊕) je abelovská grupa.

20. Dokažte: Grupa G s operaćı ◦ a jednotkovým prvkem e je abelovská, je-li splněna
(alespoň) jedna z následuj́ıćıch podmı́nek:

a) a ◦ a = e pro všechna a ∈ G.

b) (a ◦ b)2 = a2 ◦ b2 pro všechna a, b ∈ G.

c) b−1 ◦ a−1 ◦ b ◦ a = e pro všechna a, b ∈ G.
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Plat́ı také obrácená tvrzeńı?

21. Dokažte, že pro prvoč́ıslo p tvoř́ı množina {a+ b
√
p | a, b ∈ Z} s obvyklými operacemi

sč́ıtáńı a násobeńı reálných č́ısel obor integrity.

22. Bud’ n ∈ N a Tn := {k ∈ N | k děĺı n}. Dokažte, že Tn s operacemi

a ∩ b := NSD(a, b), a ∪ b := NSN(a, b) (a, b ∈ Tn)

tvoř́ı distributivńı svaz s nulou a jedničkou. Pro která n je tento svaz Boole̊uv?

23. Určete řád všech prvk̊u symetrické grupy S4.

24. Dokažte: Okruh (R,+, ·), ve kterém je každý prvek idempotentńı , tj. ve kterém pro
všechna a ∈ R plat́ı a2 = a, je nutně komutativńı.

25. Bud’ (R,+, ·) okruh s právě jedńım pravým neutrálńım prvkem e vzhledem k násobeńı.
Dokažte, že e je pak jednotkovým prvkem tohoto okruhu.

26. Dokažte: Komutativńı okruh (R,+, ·), kde |R| > 1, je pole, právě když pro každé
a ∈ R \ {0} má rovnice axa = a v R právě jedno řešeńı.

27. Dokažte: S := {a + b 3
√
3 + c 3

√
9 | a, b, c ∈ Q} je podpole pole (R,+, ·) (s obvyklými

operacemi + a ·).

28. Necht’ (B,∩,∪, 0, 1,′ ) je Booleova algebra a +, −, · necht’ jsou definovány vztahy

x+ y := (x ∩ y′) ∪ (x′ ∩ y), −x := x, x · y := x ∩ y (x, y ∈ B).

Dokažte, že potom (B,+, 0,−, ·, 1) je komutativńı okruh s jednotkovým prvkem, ve
kterém plat́ı x2 = x pro všechna x ∈ B (takovýto okruh se nazývá Boole̊uv okruh).

29. Bud’ (B,+, 0,−, ·, 1) komutativńı okruh s jednotkovým prvkem, ve kterém plat́ı x2 = x
pro všechna x ∈ B (tj. Boole̊uv okruh), a necht’ jsou na B definovány operace ∩, ∪, ′

pomoćı vztah̊u

x ∩ y := x · y, x ∪ y := x+ y + x · y, x′ := x+ 1 (x, y ∈ B).

Dokažte, že potom (B,∩,∪, 0, 1,′ ) je Booleova algebra.

30. Dokažte, že přǐrazeńı mezi Booleovými algebrami a Boleovými okruhy (tj. komuta-
tivńımi okruhy s jednotkovým prvkem a vlastnost́ı x2 = x pro každý prvek x) z
př́ıklad̊u 28 a 29 definuj́ı navzájem inverzńı zobrazeńı.

31. Určete všechny podgrupy symetrické grupy S3.

32. Dokažte: Je-li (G, ·) grupa, potom je každá konečná neprázdná podpologrupa grupy
(G, ·) podgrupa.

33. Dokažte: {(12), (13), . . . , (1n)} je systém generátor̊u symetrické grupy Sn, n ≥ 2.
Návod: použijte fakt, že množina všech transpozic je systémem generátor̊u grupy Sn.
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34. Dokažte, že
a) {(12), (23), . . . , (n− 1n)} a
b) {(12), (12 . . . n)}
jsou systémy generátor̊u grupy Sn, n ≥ 2.
Návod pro a): Využijte př́ıklad 33.

35. Bud’ (G, ·) grupa a a ∈ G. Dokažte, že N(a) := {x ∈ G | xa = ax} je podgrupa grupy
G. (Tato podgrupa se nazývá normalizátor prvku a.)

36. Dokažte: Je-li H podgrupa grupy G a a ∈ G, potom je také a−1Ha := {a−1xa | x ∈ H}
podgrupa grupy G.

37. Dokažte: Q je nejmenš́ı podpole pole R.

38. Dokažte: Je-li π relace ekvivalence na množině M a pro a ∈ M

[a]π := {b ∈ M | bπa},

pak je M/π := {[a]π | a ∈ M} rozklad množiny M na tř́ıdy ekvivalence.

39. Dokažte: a) Je-li P rozklad množiny M a je-li relace π na M definovaná vztahem
aπb :⇔ ∃C ∈ P : a, b ∈ C, potom je π relace ekvivalence a M/π = P.
b) π 7→ M/π definuje bijektivńı zobrazeńı množiny všech relaćı ekvivalence na M na
množinu všech rozklad̊u množiny M .

40. Dokažte: Necht’ M,N jsou množiny, f : M → N zobrazeńı a relace πf necht’ je
definována následuj́ıćım zp̊usobem:

xπfy :⇔ f(x) = f(y), x, y ∈ M.

Potom plat́ı: a) πf je relace ekvivalence na M .
b) [x]πf

7→ f(x) definuje bijektivńı zobrazeńı množiny M/πf na f(M).

V př́ıkladech 41–44 znač́ı G cyklickou grupu G = 〈x〉.

41. Dokažte: a) Jestliže o(x) = m ∈ N, pak je G izomorfńı s (Zm,⊕) (srovnej s př. 19).
b) Je-li o(x) = ∞, pak je G izomorfńı s (Z,+).

42. Dokažte: Každá podgrupa H grupy G je rovněž cyklická.

43. Dokažte: Jestliže o(x) = m ∈ N, pak plat́ı pro všechna k ∈ Z: o(xk) = m/NSD(k,m).

44. okažte: Jestliže o(x) = m ∈ N, pak existuje ke každému děliteli t prvku m právě jedna
podgrupa H grupy G taková, že |H| = t.

45. Určete všechny podgrupy symetrické grupy S4. Návod: Je jich 30.

46. Bud’te A,A∗,A∗∗ algebry stejného typu. Dokažte:
a) Je-li f homomorfizmus A do A∗ a g homomorfizmus A∗ do A∗∗, pak je g ◦ f
homomorfizmus A do A∗∗. Jsou-li f, g izomorfizmy, pak je také g ◦ f izomorfizmus.
b) Je-li f izomorfizmus A do A∗, pak je f−1 izomorfizmus A∗ do A.
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47. Dokažte: a) Endomorfizmy algebry A tvoř́ı vzhledem k operaci skládáńı ◦ pologrupu.
b) Automorfizmy A tvoř́ı vzhledem k operaci ◦ grupu. Tuto grupu určete pro A = S3.

48. Necht’ A,A∗ jsou algebry stejného typu a f necht’ je homomorfizmus A do A∗. Dokažte:
a) Je-li U podalgebra algebry A, potom je f(U) podalgebra algebry A∗.
b) Je-li U∗ podalgebra algebry A∗, potom je f−1(U∗) podalgebra algebry A.

49. Bud’ (G, ·) grupa. Dokažte, že vztah

h ∼ g :⇔ ∃x ∈ G : h = xgx−1

definuje relaci ekvivalence na G a určete pro G = S3 př́ıslušný rozklad na tř́ıdy ekvi-
valence. Jaký výsledek je možno z tohoto faktu pro G = S4 (obecně pro G = Sn)
odvodit?

50. Necht’ (G, ·) je grupa a pro x ∈ G necht’ je zobrazeńı ϕx : G → G definováno vzta-
hem ϕx(g) := xgx−1, g ∈ G. Dokažte: ϕx je automorfizmus grupy G (tzv. vnitřńı
automorfizmus) a {ϕx | x ∈ G} je podgrupa grupy automorfizmů grupy G.

51. Určete všechny normálńı podgrupy grupy S4. Návod: Použijte př. 49.

52. Dokažte: Abelovská grupa G taková, že |G| > 1, je právě tehdy prostá, když má
prvoč́ıselný řád.

53. Dokažte: Okruh matic Mn(K) nad polem K je vždy prostý.

54. Necht’ G,H jsou grupy s jednotkovými prvky e, e∗ a f : G → H necht’ je homomorfi-
zmus. Dokažte:
a) Ker f := {a ∈ G | f(a) = e∗} je normálńı podgrupa grupy G.
b) f je monomorfizmus ⇔ Ker f = {e}.

55. Centrum grupy G definujeme takto: Z(G) := {x ∈ G | ∀g ∈ G : xg = gx}.
a) Dokažte, že Z(G) je normálńı podgrupa grupy G.
b) Určete centrum grupy Sn.

56. Určete až na izomorfizmus všechny čtyřprvkové okruhy s cyklickou aditivńı grupou.

57. Bud’ G grupa a pro a, b ∈ G definujme komutátor K(a, b) grupy G takto: K(a, b) :=
aba−1b−1. Dále necht’ K := 〈{K(a, b) | a, b ∈ G}〉 je podgrupa grupy G generovaná
množinou všech komutátor̊u. Dokažte:
a) K je normálńı podgrupa grupy G.
b) Je-li N normálńı podgrupa grupy G, potom plat́ı: G/N je abelovská grupa ⇔
N ⊇ K.

58. Dokažte: Jsou-li A,B ideály okruhu R, pak také A+B a A ∩B jsou ideály R.

59. Dokažte s využit́ım alternuj́ıćı grupy A4, že nemuśı ke každému kladnému děliteli řádu
grupy existovat podgrupa, jej́ıž řád je roven tomuto děliteli.

60. Bud’ G konečná grupa, N normálńı podgrupa grupy G a m := [G : N ]. Dokažte, že
am ∈ N pro všechna a ∈ G.
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61. Bud’ (R,+, ·) komutativńı okruh. Prvek a ∈ R se nazývá nilpotentńı , jestliže existuje
n ∈ N takové, že an = 0. Dokažte, že množina I všech nilpotentńıch prvk̊u okruhu R
je ideál okruhu R a faktorový okruh R/I kromě nulového prvku neobsahuje žádné jiné
nilpotentńı prvky.

62. Bud’ f(x) = a0 + a1x + · · ·+ anx
n ∈ Z[x], f(x) 6= 0 polynom a p/q racionálńı kořen

f(x) takový, že p, q ∈ Z, NSD(p, q) = 1.
a) Dokažte: p|a0 a q|an.
b) Najděte všechny kořeny polynomu 12x4 − 31x3 + 27x2 − 9x+ 1.

63. a) Určete kořeny polynomu xn − 1 v C (n-té odmocniny z jednotky) .
b) Dokažte, že n-té odmocniny z jednotky tvoř́ı v C vzhledem k násobeńı cyklickou
grupu řádu n.

64. Je-li R komutativńı okruh s jednotkovým prvkem a f(x) = a0+a1x+· · ·+anx
n ∈ R[x],

potom necht’ f ′(x) := a1 +2a2x+ · · ·+ nanx
n−1 (derivace f). Dokažte, že pro všechna

f, g ∈ R[x], a ∈ R plat́ı:

(f + g)′ = f ′ + g′, (f · g)′ = f ′g + g′f, (af)′ = af ′.

65. Dokažte: Je-li f(x) ∈ R[x], z ∈ C a f(z) = 0, pak je také f(z̄) = 0.

66. Dokažte: a) Je-li a ∈ I k-násobný kořen (k > 1) polynomu p(x) ∈ I[x], pak je a
alespoň (k − 1)-násobný kořen polynomu p′(x) (I obor integrity).
b) Jsou-li polynomy p(x) a p′(x) nesoudělné, pak má p(x) pouze prosté kořeny. Plat́ı
také obrácené tvrzeńı?

67. Bud’ I = Z[
√
−5] := {a+ b

√
−5 | a, b ∈ Z} ⊆ C. Dokažte, že I s obvyklými operacemi

součtu a součinu v C tvoř́ı obor integrity, ve kterém je prvek 3 sice ireducibilńı, ale
neńı prvoičinitelem. Je I Gauss̊uv okruh?

68. Určete v Z2[x] všechny ireducibilńı polynomy až do řádu 3.

69. Bud’ D 6= 1 celé č́ıslo bez kvadratických dělitel̊u.
a) Určete pro D < 0 jednotky v Z[

√
D] := {a+b

√
D | a, b ∈ Z} ⊆ C. Návod: Uvažujte

”
normu“ N(a+ b

√
D) := a2 − b2D.

b) Dokažte, že pro D = 2 existuje v Z[
√
D] ⊆ R nekonečně mnoho jednotek.

70. Bud’ I obor integrity a a, b, c ∈ I, přičemž c 6= 0. Dokažte: existuje-li NSD(ac, bc), pak
také existuje NSD(a, b) a plat́ı c ·NSD(a, b) ∼ NSD(ac, bc).

71. Dokažte: Jestliže K je pole a grupa (K \ {0}, ·) je cyklická, pak je K konečné.

72. Dokažte, že Z[i] := {a+ bi | a, b ∈ Z} s obvyklými operacemi v C je Eukleid̊uv okruh
(nazývaný okruh celých Gaussových č́ısel ). Návod: Položte H(z) := |z|2.

73. Určete v Z[i] NSD prvk̊u a = 3− i a b = 1 + 3i a vyjádřete jej ve tvaru ax+ by, kde
x, y ∈ Z[i].

74. Najděte v Z[i] rozklady prvk̊u 27 + 6i a −3 + 4i na prvočinitele.
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75. a) Určete v Z NSD č́ısel 6188 a 4709 a vyjádřete jej jako celoč́ıselnou lineárńı kombinaci
č́ısel 6188 a 4709.
b) Analogicky pro č́ısla 525 a 231.

76. a) Určete v Q[x] všechny NSD polynomů 4x4 − 2x3 − 16x2 + 5x+ 9 a 2x3 − 5x+ 4 a
vyjádřete normovaný NSD jako lineárńı kombinaci obou polynomů.
b) Analogicky pro 2x6 + 3x5 − 4x4 − 5x3 − 2x− 2 a x5 − 2x3 − 1.

77. Dokažte, že faktorový okruh Z2[x]/(x
3 + x + 1) je pole a demonstrujte na př́ıkladu

výpočet multiplikativńıho inverzńıho prvku (Eukleidovým algoritmem).

S použit́ım označeńı z odstavce 5.1 dokažte následuj́ıćı tvrzeńı (př́ıklady 78–80):

78. Vztahem
a

b
· c
d
:=

ac

bd

je na S1 definována operace · a (S1, ·, 11) je komutativńı monoid.

79. Vztahem
a

b
+

c

d
:=

ad+ bc

bd

je na S1 definována operace + a (S1,+, ·) je komutativńı okruh s jednotkovým prvkem.

80. E(T ) = R(T ) = {a
b

| a, b ∈ R(M)} a pro a
b

∈ R(T ) plat́ı
(
a
b

)−1
=

= b
a
.

Dále bud’ K pole.

81. Necht’ L je rozš́ı̌reńı pole K a E rozš́ı̌reńı pole L takové, že [E : K] < ∞. Dokažte, že
plat́ı [E : K] = [E : L] · [L : K] (věta o stupni).

82. Dokažte: Je-li α transcendentńı prvek nad K, pak je K(α) ∼= K(x).

83. Dokažte: Je-li charK = 0, pak má každý iredicibilńı polynom f(x) ∈ K[x] v každém
rozš́ı̌reńı pole K pouze prosté kořeny.

84. Necht’ charK = 0 a necht’ u1, . . . , ur ∈ L jsou algebraické prvky nad K, přičemž L je
rozš́ı̌reńı pole K. Dokažte: Existuje α ∈ L takové, že K(u1, . . . , ur) = K(α).

85. Najděte minimálńı polynom pro
a)

√
2 +

√
3,

b)
√
3 + i

nad Q.

86. Bud’ α ∈ C takové, že α5 = 1, ale α 6= 1. Najděte minimálńı polynom pro α nad Q.

87. Určete α ∈ C tak, aby Q(i,
√
3) = Q(α).

88. Určete stupeň Q(
√
6,
√
10,

√
15) nad Q.

89. Pro α, β, γ ∈ C kořeny polynomu x3 − 2 určete stupeň Q(α, β, γ) nad Q.
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90. Zkonstruujte tabulky operaćı konečného pole s 8 prvky.

91. Dokažte: Je-li K konečné pole charakteristiky p, potom a 7→ ap (a ∈ K) definuje
automorfizmus na K.

92. Určete počet normovaných ireducibilńıch polynomů stupně 2 nad GF(q).

93. Dokažte: Je-li ϕ automorfizmus pole K a P minimálńı podpole pole K, pak plat́ı
ϕ(a) = a pro všechna a ∈ P .

94. Bud’ K pole charakteristiky p > 0. Dokažte: xp + a ∈ K[x] je bud’to ireducibilńı
polynom nebo p-tá mocnina lineárńıho polynomu.

95. Dokažte, že v Zp[x] plat́ı: (x
pk − x)|(xpn − x) ⇔ k|n.

96. Dokažte: V GF(pn) existuje ke každému kladnému děliteli k č́ısla n právě jedno podpole
GF(pk).
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