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Abstrakt: Nasledujici text pokryva jeden s cyklu prednések predmétu Aplikovand algebra
pro inzenyry (0AA) na FSI VUT. Text vznikl pfi druhém béhu tohoto predmétu ve skolnim
roce 2013/2014. Jeho cilem je motivace pro studium pokroéilych metod linedrni algebry. U
¢tendre se predpokladd znalost na turovni zakladniho kurzu matematiky obvyklého na tech-
nickych fakultach. Konkrétné se predpoklada znalost maticového poctu, definice a vlastnosti
determinantti a zaklady geometrie vektorového prostoru R®. Zéklad textu tvoif kapitoly 1, 2,
5, kapitola 4 je doplnkova a kapitola 3 slouzi jako uvod ke kapitolam 4, 5.
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1. GrRupPA SO(3)

Motivovéni inzenyrskymi aplikacemi pracujeme s vektorovym prostorem R®. Prvky vek-
torového prostoru R? budeme zapisovat jako trojice redlnych ¢isel (x,y, z). Operace s¢itani na
R? je pak definovana po slozkéch

(71,91, 21) + (22, Y2, 22) = (21 + 22, y1 + Y2, 21 + 22)
a operace nasobeni ¢islem k£ € R predpisem:
k-(x,y,z) = (kx, ky, kz).

V dalsf kapitole uvidime, ze takto zadefinované operace na R® spliiuji podminky obecné definice
vektorového prostoru nad polem skaldaru R, ale obecnéjsi avahy o vektorovych prostorech zatim
nepotiebujeme. Pro danou koneénou mnozinu M = {v;,...,v,} C R* definujeme linedrni
kombinace jako koneéné kombinace séitani vektoru z M vynésobenych redlnymi ¢isly, t;j.

a1 + - -+ anty,, a; € R.
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Vidime, ze kazdy prvek (z,y,z) € R® je mozné jednoznacné vyjadiit jako linedrni kombinaci
prvki (1,0,0), (0,1,0) a (0,0,1) takto:

(x,y,2z) =x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0, 1).
Pokud ma byt toto vyjadieni jednoznacné musi platit:

avy + -+ apv, = bvy + - -+ v, = a; = b

N

v+ -+ v, =0=¢; =0 (kde ¢; = b; — a;),
kterd v nasem piikladé trivialné plati:
(z,y,2z) = x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1) =0 =2z =y =2 = 0.

Mnoziné prvku pro které plati, Ze jejich linearni kombinaci lze jednoznacné vyjadrit kazdy
prvek vektorového prostoru se tika bdze a prislusnym koeficientum linearni kombinace pak
souradnice vektoru v dané bazi. Tento pojem bude hrat zasadni roli v nasich dalsich ivahach.
Prvky nédmi nalezené baze oznac¢ime

€1 = (1,0,0),62 = (0, 1,0),63 = (0,0, 1)

a béazi {e1, €2, €3} Fikdme kanonickd. Standardni notace ik, Ze vektory R® zapisujeme fadkové a
jeho soutadnice v ptislusné bazi sloupcové. Vektor (z,y, z) ma tedy v kanonické bazi soutradnice
(z,y,2)T. Jinou bézi prostoru R? je tfeba mnozina

{(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}
kde kazdy prvek (x,y, z) lze vyjadfit jako linedrni kombinaci
(l’,y, Z) = (.’L‘ - y)<17 07 O) + (y - Z)(l, 17 O) + Z(L 17 1)
a vektor (z,y,z) ma tedy v bazi {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} soufadnice (z — y,y — 2,2) a
podminka nezavislosti
01(1, O, 0) + CQ(L 1, O) + C3(1, 1, 1) =0
vede na soustavu
c1+ co + C3 — 0
Co +c3 = 0
C3 = 0
ktera ma jen trividlni feSeni ¢; = c¢o = c¢3 = 0. Poznamenejme, ze operace sc¢itani vektoru in-

dukuje operaci sc¢itani po slozkach na soutadnicich v libovolné bazi, stejné tak operace nasobeni
skalarem.

Definice. 1.1. Linedrn{ transformaci na R® rozumime zobrazeni T : R® — R® spliujici
ndsledugici vlastnosti:

T(v+w) =T(v)+ T(w), pro vsechna v,w € R?,
T(aw) = oT(w), pro viechna w € R*, a € R.

Piimocarym pouzitim vlastnosti linearni transformace vidime, ze linedrni transformace zavisi
jen na obrazech prvku baze jak ukazuje nasledujici vypocet:

(1) T(xe; + yea +yes) = xT(e1) + yT(e2) + 2T (e3).



Obraz kazdého prvku béze je opét prvek vektorového prostoru R?® a mizeme ho vyjadiit jako
linedrni kombinaci prvka baze.

T(el) =mji€e1 + myees + mi3es

T'(ez) = mare1 + Mmaogey + mazes

T(eg) = Mma31€1 + M32€9 —+ mg3zes

Pokud toto vyjddreni dosadime do vyrazu (1) dostdvame nésledujici vypocet

T(ze; + yes + zeg) = myjze; + migwes + misgxes + mojye; + maosyes + mogyes
+ mgi1ze; + mgszes + mazzes
= (m11x + ma1y + mg12)e; + (Mmyx + Moy + mssz)es

+ (Mmasx + magy + ma3z)es

Nahradime-li vektor ze; + yes + zes sloupcem jeho soufadnic (x,y, 2)T pak posledni vyraz nen{
nic jiného nez prepsané nasobeni matici:

mip M2 M31
T((z,y,2)") = | mia ma ma | (z,y,2)"
mi3 T3z 1MM33

Tahle tivaha ukazuje, ze kazdé linedrni transformaci v R* odpovida ve zvolené béazi matice 3x 3
ktera vznikne tak, ze ve sloupcich jsou soutadnice obrazu bazovych prvku. Neni tézké ovérit,
7e naopak nasobeni libovolnou matici 3 x 3 funguje na soufadnicich vektort R® jako linedrni
transformace. Matice dané linearni transformace je dana jednoznacné a kazdé odpovida prave
jedna (jednoznacnost je dana volbou béze). Linedrni transformace na R? jsou tedy v jedno
jednoznacné korespondenci s maticemi 3 x 3 pficemz tato korespondence je ddna volbou baze.

Jako daldf krok definujeme na vektorovém prostoru R® skaldrni soucin jako zobrazeni

(,V:R*xR* =R
nasledujicim predpisem
<('T17 y17 Zl), ('T27 y27 ZQ)) = I1T2 + y1y2 + Z1%2.

Na vektorovych prostorech se skalarnim souc¢inem jsou pojmy jako velikost vektoru (norma) a
thel mezi vektory zavedeny pravé pomoci skalarniho soucinu nasledovné:

lu| = v/ (u,u), cosp = {u, v)

Jullv]

Naés zajimaji linearni transformace, které zachovavaji délky a thly, takovym transformacim
se Tika transformace pevného télesa a jsou to prave ty transformace, které zachovavaji skalarni
soutin. Vsimnéme si, Ze maticové muzeme skaldrn{ soucin zapsat jako (u,v) = uv” jak vidime
s nasledujictho vypoctu.

L2
(1,91, 21), (T2, Y2, 22)) 1= (1, Y1, 21) (T2, Y2, ZQ)T = (v1,y1,21) | Y2 | = 2102 + Y1y + 2120
22

Nés zajimaji transformace reprezentované matici A zachovavajici skalarni soucin, ktery je na
soufadnicich kanonické baze indukovany predpisem

(u,v) = u'v



a muzeme z nasledujiciho vypoctu odvodit podminku na matici A. Z vyrazu
(Au)T (Av) = uT AT Av = v

dostavdime ATA = F, protoze predpokldddme (Au)?(Av) = uTv a (uv) je redlné ¢islo.
Dostavame tak mnozinu matic zachovavajich skaldrni soucin

O(3) = {A € Mat(3 x 3)| ATA=E}.

Na mnoziné O(3) muzeme nadefinovat operaci ndsobeni jako ndsobeni dvou matic A, B € O(n),
protoze vyslednd matice po vynésobeni nevypadne z O(3):

(AB)T(AB) = BT(ATA)B=B"B=E.
Uk4zeme, Ze prvky mnoziny O(3) maji inverzi, ktera lezi v O(3), protoze prvky A a AT komutuji
(AAT — ATA)A = (AAT —E)A=(A—A) =0= AAT — ATA=0
plati
(ATYTAT = AT(ATYT = ATA=FE
a tedy AT € O(3), kde jednicka je jednotkovd matice

1 00
E=(010
0 01

pro kterou identita ETE = E plat{ trividlné. MnoZina s jednou binarni operaci (M, -) kterd je
asociativni, tj.
a-(b-c)=(a-b)-cVa,bce M

(matice jsou obecné asociativni a tedy kazda jeji podmnozina musi byt asociativni také), ob-
sahuje jednicku a kazdy prvek mé inverzi iikdme grupa. Mnozina (O(3),-) tedy tvoii grupu,
kterou nazyvame ortogondlni grupa.

Dalsi zajimavou vlastnosti je, ze prvky mnoziny O(3) maji determinant +1, protoze deter-
minant souéinu je soucin determinanti a determinant transponované matice A” je stejny jako
determinant matice A dostaneme

1 = det(E) = det(ATA) = det(AT)det(A) = (det(A))?

a tedy det(A) = £1. Protoze det(A) = £1 grupa O(3) se rozpada na dvé podmnoziny, mnozinu
SO(3) matic s determinantem jedna a mnozinu O_(3) matic s determinantem minus jedna.
Soucin dvou matic s determinantem jedna je opét matice s determinantem jedna, mnozina
SO(3) je tedy uzaviena na ndsobeni. Protoze transpozice determinant neméni a jednotkova
matice mé& determinant jedna tvoii mnozina SO(3) opét grupu (asociativitu dokazovat ne-
musime protoze se jednd opét o ndsobeni matic). Mnozina O_(3) neobsahuje jednicku a neni
uzaviena na nasobeni.

Plati, ze nasobeni libovolnym prvkem z O_(3) urcuje jedno jednozna¢nou korespondenci mezi
O_(3) a SO(3), zvolime-li za takovy prvek tfeba matici

0 01
I=10 10
1 00

muzeme kazdy prvek z O_(3) chapat jako kompozici prvku z SO(3) a linedrni transformace
I. Geometricky vyznam transformace I je zrcadleni kolem roviny y = 0. V dalsim uvidime,
ze prvky SO(3) odpovidaji rotacim kolem zvolené osy v kladném sméru. Pokud tedy navic
pozadujeme zachovani orientace (coz je ptirozeny pozadavek pii transformaci pevného télesa)
dostdvame jako grupu transformaci grupu SO(3), které tikdme specidlni ortogondlni grupa
Dalsim pojmem ktery zavedeme je pojem vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru.



Definice. 1.2. Nechi T : R* — R? je linedrni transformace. Cislu \ € C rikdme vlastni ¢islo
transformace T pokud ezistuje v # 0, v € R? takové, ze T(v) = Av.

Pokud mame linearni transformaci zadanou matici A muzeme vlastni ¢isla a vlastni vektory
vypocitat jako kofeny polynomu
det(A — \F),
kterému tikame charakteristicky polynom matice A.
To plyne z nasledujici ivahy:

Av=Xv
Av—X v =0
Av—AEv =0
(A= XE)v =0

pricemz posledni vyraz ndam tika, ze v je v jddru zobrazeni (A — AE) a protoze v je nenulové,
musi platit, ze det(A — A\E) = 0.
Prvné podrobnéji prodiskutujeme piipad SO(2). Pokud ma matice

(Y

lezet v SO(2) musi spliiovat AT A = E a soucasné det(A) = 1. Z prvni podminky dostaneme:

a ¢\ (a b\ (a*+c ab+ed) (1 0
b d)\c d) \ab+cd V*+d*) \0 1)°

Protoze a? + ¢? = 1 mizeme v polarnich soufadnicich vyjadiit @ = cos ¢, ¢ = sin ¢ a dosazenim
do rovnice ab + cd = 0 dostaneme d = C cos p, b = —C'sin . Konecné z rovnice b* + d? = 1
mame C' = £1 a determinant det(A) = C' = 1. Celkem dostavame vyjadieni obecné matice
A € SO(2) jako matici rotace kolem stiedu o thel ¢:

cosp —sing
singp cosp )
V nésledujicim odstavci podrobnéji rozebereme piipad A € SO(3). Redlné vlastni ¢islo
matice z O(3) muze byt pouze +1, protoze

M (v, v) = (v, W) = (Av, Av) = (v, v).

Soucasné si vS§imneme, ze charakteristicky polynom pro libovolnou matici z grupy O(3) je
stupné 3 a jeho kofeny mohou tedy byt bud tfi redlné, nebo jeden redlny a dva komplexné
sdruzené. V obou piipadé, ale plati, ze matice z O(3) ma vzdy alespon jedno redlné vlastni
¢islo. Determinant matice se rovna soucinu vlastnich ¢isel véetné nasobnosti a pokud je matice
A € SO(3) jsou dvé moznosti (£1)(£1)(£1) = 1, nebo (£1)(a+bi)(a — bi). V prvnim piipadé
je bud jedno, nebo viechna t¥i éfsla rovna jedné, v druhém piipadé dostaneme +1(a*+0?) =1
a protoze (a?+0?) > 0 musi byt prvni vlastn{ ¢islo 1. Plati tedy, Ze pro matice z SO(3) existuje
alespon jeden vlastni vektor s vlastnim cislem 1. Predpokladejme, Zze v je vlastni vektor s
vlastnim ¢islem 1 pak muzeme zvolit podprostor

E = {w € R*{v,w) = 0}
Pro zobrazeni A pak plati A(v) = v a ukdzeme, Ze zobrazeni A zachovédva E. Necht w € E pak
0= (w,v) = (A(w), A(v)) = (A(w),v)

Muzeme tedy zuzit A na podprostor E a protoze A € SO(3), zuzeni A|g musi byt v SO(2).
Kazdé matice z SO(3) je tedy rotaci kolem osy v o zvoleny tihel. V kanonické bazi pak rotace



kolem os x,y a z o thel 6 odpovidaji maticim

1 0 0 cos(f) 0 —sin(0) cos(#) —sin(f) 0
0 cos(f) —sin(0) |, 0 1 0 a [ sin(d) cos(d) O
0 sin(f) cos(f) sin(f) 0 cos(f) 0 0 1
Poznamenejme bez dukazu, ze prislusny uhel vypoéteme podle vzorce:
Tr(A) — 1
oS =———,

kde Tr je soucet prvku na hlavni diagonédle, tzv. stopa matice.
Pokud bychom tedy analyzovali matici A € Matp (3 x 3) postupujeme podle nésledujiciho

algoritmu:
(1) Pokud AT A = F jedn4 se o matici rotace.
(2) Pokud det(A) =1 jednd se o rotaci v kladném sméru.
(3) Nalezneme osu rotace jako feseni systému (A — E|0).
(4) Tr(A)-1

4) Urcime thel rotace podle vzorce cosp = —5—.

2. METODA POHYBLIVEHO REPERU

V predeslé kapitole jsme pouzivali intuitivné pojem baze, ale pro nase dalsi uvahy je potieba
postupovat formalnéji. Poznamenejm, ze o mnoziné s jednou binarni operaci (M, -) ikdme, ze
je komutativni pokud plati

a-b=0b-a Va,b,e M.

Definice. 2.1. Vektorovy prostor (nad redlnymi ¢isly R) je mnozina V na které je definovina
operace +, takovd, Ze dvojice (V,+) tvori komutativni grupu a operace ndsobeni skaldrem R x
V — V takova, Ze plati

a(u+v) = au + av,

(a+b)u = au + bu,

lu = u,
kde a,b € R au,v €V.

Baze vektorového prostoru je pak nejmensi mozna mnozina generatoru jejiz linearni kombi-
nace generuji cely vektorovy prostor.

Piiklad. 2.2. Jako netrividlni priklad si uvedeme mnozinu Rylx], mnoZinu polynomi mazimdlné

druhého stupné, spolu s operaci sc¢itani polynomi a nasobeni redlnymi cisly. Tedy napriklad
(2% + 22 — 3) + 2(z + 12) = (2% + dx + 21)

Bdze prostoru Ry[z] mize byt napriklad mnoZina o = {1,z,2*}, nebo mnoZina B = {1,1 +

T, x + 2%}

Protoze jedna z vlastnosti baze je, ze kazdy vektor z vektorového prostoru je pak mozné
jednoznacné vyjadiit jako jeji linedrni kombinace, pro vektorovy prostor Ry[z] a béze o a 3 z
prikladu dostdavame

(2% + 4z +21) = 21(1) + 4(z) + 1(2?)
(2% + 42 +21) = 18(1) + 3(1 + z) + 1(x + 2?)

Pevné zvolena baze kazdému vektoru jednozna¢né prifazuje n-tici redlnych ¢isel, kterym
fikame souradnice vektoru v dané bdzi. Volba béze tedy urcuje izomorfismus mezi vektorovym
prostorem a R™ (v nasem pifpadé R*). Souiadnice vektoru v v bazi v se pak oznacuje [v], a
pro vektorovy prostor Rs[z] a bdze v a 8 z prikladu dostavame



[2° + 42 +21], = | 4

[ +4x+21]5= | 3

V piedeslé kapitole jsme pracovali s vektorovym prostorem R? a takzvanou kanonickou bézi
a={(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)}. Prislusna matice transformace 7" pak byla matici transformace
v bézi a a piseme [T],. Série dvah provedend v minulé kapitole, ale na této volbé nezavisi.
Volba baze jednoznaéné piifazuje kazdé linedrn{ transformaci 7' : R* — R® matici 3 x 3, kterd
pak funguje jako stejnd linearni transformace na soutadnicich v této bézi.

Definice. 2.3. Necht V je vektorovy prostor nad R, a necht T : V — V je linedrni trans-
formace. Pro pevné zvolenou bdzi B wvektorového prostoru R je matice [Tz matici linedrni
transformace v bdzi 8 pravé tehdy kdyz

[T'(0)ls = [T]s[v]s-

Nalezeni matice [T]z se pak provede tak, ze se obrazy bézovych prvku béze § vyjadii v
soufadnicich béze  a tvoii pak sloupce matice [T]z. Definici muzeme jesté zobecnit tak, ze na
vektorovém prostoru V zvolime dvé baze «, f a uvazujeme matici [T],-4 jako matici splaujic

[T(w)]s = [T]a-slvla-

Na vstupu tedy mame soutadnice vektoru v v bazi a a na vystupu obrazy vektoru v souradnicich
baze . Vlastni vypocet se pak provede analogicky tak, ze se obrazy bazovych vektoru baze «
vyjadii v soufadnicich baze 8 a tyto soufadnice pak tvoii sloupce matice [T, 4.

Piiklad. 2.4. Pokracujeme v Prikladu 2 a na vektorovém prostoru Rs[x] zavedeme operaci
derivace standardné takto
O(az® + bz + ¢) = 2ax + b.

Na Ry[x] zavedeme dvé baze a = {1,x,2%}, B = {1,1+ z,x + 2?} a vypocteme matici [9]o_p.
Vezmeme tedy vektory bdze o a zderivujeme je

01=0
or =1
or? = 2z

a souradnice viyslednych vektori v bdzi 5 jsou pak
[0]5 = 0(1) + 0(1 + z) + 0(z + 2*)
(15 =1(1) + 0(1 + z) + 0(x + z?)
[27]p = —2(1) + 2(1 + 2) + 0(z + 2%)

a tedy matice [0]o—p je v ndsledujicim tvaru

01 -2
00 2
00 O

Pokud vezmeme jako linedrni transformaci identitu bude piislusnd matice transformace
[id]a—p pPIepocitdvat soufadnice vektoru baze a do soufadnic vektoru baze 5.
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FIGURE 1. Robot se dvémi kinematickymi dvojicemi
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FiGURE 2. Metoda pohyblivého reperu

Definice. 2.5. Nechi a a 3 jsou dvé bdze vektorového prostoru V. a matice [P, _p spliuje

vls = [Plass[V]a,
kde P =1id. Pak matici [P]a—pg[V]a 7ikdme matice pfechodu od bdze a k bdzi [5.

Metoda pohyblivého reperu (béze) je zpusob jak sestavit kinematicky tetézec. Jako priklad
volime robota (Obrézek 1.) se dvéma kinematickymi dvojicemi, prvni sférickou a druhou cylin-
drickou. Celou kinematickou soustavu fesime metodu pohyblivé baze. Zavedeme si tii bazové
systémy. Prvni je spojeny s patou systému a dalsi dva odpovidaji prislusnym kinematickym
dvojicim. Cilem je vyjadfeni koncového bodu v souradnicich prvniho bazového systému v
zavislosti na parametrech kinematickych dvojic. Oznaé¢ime si piislusné bazové systémy jako

By = <P07x07y07f30)7 B, = (P1,56’17y1721), By = (P2,56’27y2722),

kde P, jsou bodu pocatku soutadného systému a mnoziny {z;, y:, 2} baze R?®. Piislusné délky
ramen jsou pak obecné ly,l; a ly. Sférickou kinematickou dvojici popiseme jako slozeni dvou
cylindrickych a to prvné v ose z; a pak v ose y; tedy

costly 0 —sinfy cosf; —sinf; 0
A = 0 1 0 sinf)y cosf; O
sinfs 0 cos0, 0 0 1
Cylindrickou dvojici pak realizujeme jako rotaci v ose zs, tedy
cosf; —sinf; 0
Ay = | sinfl3 cosfl3 0
0 0 1

Matice prechodu z baze By k bazi By je Ay, matice ptechodu z baze By k bazi B; je A; a matice
piechodu z baze B, k bazi By je pak A;A,. Necht @ je koncovy bod systému (chapadlo), jeho



poloha v souradném systému B; je urcend vektorem (P,Q)p,. Konkrétné v souradném systému
Bs je poloha urcena vektorem

(PQ)s, = [I2,0,0]".
Dalsim krokem je urceni polohy P;(Q) v souradném systému B; tedy
(PQ)s, = (PiP2)g, + (P2Q)s, = [0,0,14]" + As[l5,0,0]"
a konecné P;() v soutadném systému B
(Po@)sy, = (PoP1)g, + (P1Q)5, = [0,0, 1) + A1[0,0,11]" + Ay As[ls, 0,0]".

Rozepiseme si to maticove

0 cosfy —sinfy, 0 cosf; —sinb; 0 0
R=10]|+ 0 0 1 sinfy cosfy O).[O0 ]|+
lo sinfl, cosfy O 0 0 1 l
costly —sinfy, 0 cosf; —sinf; 0 cosfls —sinf; 0 Iy
+ 0 0 1 sinf; cosf; O] .|sinf3 cosfs3 O0].]0
sinfl, cosfy O 0 0 1 0 0 1 0

a dostaneme systém zdvisly na trech parametrech 6y, 05,05 € (0, 27), ktery odpovidd kinematice
zvoleného robota. Volbou parametru ¢; ménime natoceni v jednotlivych kloubech a ) pak
urcuje souradnice vektoru mezi patou systému a chapadlem v béazi paty systému, kterou jsme
zvolili jako referenc¢ni.

3. PROJEKTIVNI PROSTOR P'C

Pro nase dalsi ivahy budeme potiebovat definici komplexnich ¢isel a projektivniho prostoru.
Nejprve piipomenme, Ze komplexnimi ¢isly C rozumime dvojice redlnych éisel (a, b) € R? spolu
se dvéma binarnimi operacemi

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d),

(a,b) x (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).
Je lehké ovérit, ze takto zadefinovand komplexni ¢isla tvoii komutativni téleso. Komutativnim
télesem pfitom rozumime mnozinu vybavenou dvéma bindrnimi operacemi (M, +, ), takovou,
ze dvojice (M, +) tvoii komutativni grupu s nulovym prvkem 0, dvojice (M — {0}, -) tvoii také
komutativni grupu a operace + a - jsou navzijem distributivni. Poznamenejme, ze pro prvek
(a,b) € C dostaneme inverzi ve tvaru

1

a,b) ' = ——(a,—b
(@0)" = (0, D),
souvislost s klasickym zapisem a + bi := (a, b) se lehce ovéii vypoctem
> =(0,1) x (0,1) = (-1,0) = —1

a neni tézké néasledné dokézat, ze definice komplexnich ¢isel jako rozsiteni télesa realnych cisel
o prvek 7, kde i* = —1 (tj. C = R[i]) je nasi definici ekvivalentni.

Viimnéme si, ze divame-li se na R? jako na komplexni éfsla C tak pokud zobrazime vektor
(x,y) = = + iy na vektor e?(z,y), kde

e = cos® +isinf

dostaneme vektor (zcos — ysin,xsinf + ycosd) a matice piislusného linedrniho zobrazeni

na R? ve standardnf bézi je tedy
cosf) —sinf
Ry = (sin@ cosf ) ’



Divéame-li se tedy na R? jako na komplexnf ¢isla C pak rotace kolem pocatku o thel # miizeme
reprezentovat jako nésobeni komplexnim cislem

e = cosf +isinf
a z goniometrickych vzorcu lehce dokazeme, ze

St = {e"| € (0,2n7)}

tvoif grupu (tj. zejména plati e?e’ = ¢®+¢). Mnozina rotac je izomorfn{ préavé jednotkovym
komplexnim ¢islum

St={z:|z| = 1}.

Prvky grupy S! miZeme reprezentovat maticové

10 . 0 —1
Rg—COSQ(O 1)+sm6’(1 O)'

a oznaCime-li 1 := <(1) (1)), 1= ((1) _01) dostaneme opét piislusné identity

’=11i=i-1=4,:=-1

<Z _ab) =a+ b.

Poznamenejme, 7e v maticové reprezentaci je velikost komplexniho éfsla |a+ bi| = a? + b* rovna
determinantu piislusné matice. Daéle, z vlastnosti pro determinant |[AB| = |A||B| dostaneme
pro ¢tverice realnych ¢isel zajimavy vztah

(af +07) (a3 + b3) = (a1ag + biba)® + (a1by + aghy)*.
Historicky se problém nalezeni ¢isel x,y pro ay, by, as, by takovych, ze

(af +b7)(a3 + b3) = 2* + ¢,

a alternativn{ popis S! maticové

ktery je ekvivalentni nalezeni takového pravouhlého trojihelniku jehoz odvésna je soucin odvésen
dvou zvolenych pravoihlych trojihelniku objevuje uz pred 2000 lety v dile feckého matematika
Diophanta.

Relaci na mnoziné M rozumime podmnozinu usporadanych dvojic R C M x M. Jako ptiklad
muzeme na R definovat relaci

R ={(a,b)|a,b e R, a < b},

ktera je formédlnim ekvivalentem klasické relace ostfe mensi <. Relace muze byt reflexioni
pokud
Va € M : (a,a) € R
symetricka pokud
(a,b) € R= (b,a) € R
a tranzitivnd pokud
(a,b),(b,c) € R= (a,c) € R.
Relace ostie mensi neni reflexivni ani symetrickd a je pouze tranzitivni. Relace, ktera je
soucasné reflexivni, symetrickd a tranzitivni se nazyva relaci ekvivalence. Relaci ekvivalence
je treba relace rovnosti =. Pro dalsi ivahy budeme realizovat relaci R graficky. Body M

znazornime jako body v roviné. Pokud pro a,b € M plati (a,b) € R nakreslime Sipku z bodu
a do bodu b. Naptiklad na mnoziné M = {a,b,c,d,e, f,g,h,l,m} definujeme relaci

R = {(a’a b)v (a’a C)> (Ca d)v (f)g)’ (97 h)? (m’ 6)7 (l’ l)},



kterou muzeme graficky znézornit jako orientovany graf:

b f—g e

., o

Tato relace neni relaci ekvivalence, protoze neni reflexivni. Jediny prvek ktery je v relaci
sam se sebou je prvek [. Neni ani symetricka, protoze obsahuje jednostranné Sipky a neni ani
tranzitivni. Aby byla relace reflexivni musi byt smycka na kazdém prvku. Pro dalsi uvahy
budeme predpokladat, ze je relace reflexivni a tedy v kazdém prvku vede smycka a tyto smycky
nebudeme graficky znazornovat. Aby byla relace symetrickd musi platit, ze pokud vede Sipka
jednim smérem musi vést i opacné. Symetricka relace odpovida napiiklad obrazku:

a<—0> f=—g e
c<~—d h l m
Tato relace neni tranzitivni, protoze napiiklad (a,c),(c,d) € R ale (a,d) ¢ R. Relace

ekvivalence odpovida napiiklad nasledujicimu obrazku (pokud predpokladame smycky na vsech
uzlech)
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7 obrazku je vidét, ze relace ekvivalence urcuje na mnoziné M rozklad na podmnoziny,
kterym tikame tridy relace a které maji tu vlastnost, ze prvky tiidy jsou v relaci kazdy s
kazdym. Soucasné nejsou v relaci zadné dva prvky z ruzné tiidy.

Pomoci relace ekvivalence muzeme definovat napiiklad prostor vSech piimek v roviné takto.
Vezmeme mnozinu R? na které definujeme relaci

((1,y1), (x2,42)) € R C R*xR* < 3N € R, X #0: (21,y1) = (Az2, Aya).

Tiidy rozkladu jsou pak pifmky v R?. Pokud piedpokldddme, ze y # 0, mizeme najit v kazdé
ttidé prvek (%, 1) a existuje tedy jedno jednoznaéné korespondence mezi tiidami pro které plati

y # 0 a R. Zbyva jedna trida (x,0), kterou oznacujeme jako nekoneéno oco. Na obrazku
3. vidime geometricky vyznam projektivniho prostoru, kazdd piimka s nenulovou smérnici
prochézejici pocatkem ma prunik s primkou y = 1 pravé v jednom bodé a ptimka y = 0 hraje
roli bodu v nekoneénu.

Projektivni geometrii PC! definujeme stejnym zptisobem jen pro komplexni &fsla.

Definice. 3.1. Mé&jme na C? definovanou relaci
((z1, 1), (22,92)) € RC C* x C* & N € C, (21,41) = (w2, 1),

kde \ € C. Pak tridy relace
[(z,y)]~ ={A(z,y)|r € C}

tvord projektivni prostor PCL.

Prvky projektivniho prostor PC!, takové, ze y # 0 jsou izomorfni komplexnim éfslim C:

{(x.y)=#0} = C.

a ttidu pro y = 0 pak oznacujeme jako nekonecno:

o0 = {(z,y)|y = 0}.



FIGURE 3. Projektivn{ prostor R*

Geometricky mizeme C? realizovat jako R* a prvky PC! jsou pak roviny R? prochazejici
pocatkem zachovavajici linedrni transformace indukované komplexni strukturou.

4. TOPOLOGICKE VLASTNOSTI SO(3) A popIs SU(2)

Topologicky prostor je souvisly pokud umime libovolné dva body spojit cestou. Topologicky
prostor nazveme jednoduse souvisly pokud libovolna cesta zacinajici i konéici ve stejném bodé
jde souvislé transformovat do tohoto bodu. Na Obrazku 4. vidime, ze koule je jednoduse
souvisla kdezto torus neni.

FIGURE 4. Jednoducha souvislost na prikladech

Grupa SO(3) je grupou ortogonélnich matic s jednotkovym determinantem, kazda takova
matice je rotaci kolem osy n € R? o tihel ¢ € (0, 7) a tato identifikace uréuje izomorfismus mezi
dvojicemi (n, ), kde |n| = 1 a prvky SO(3). Dvojice (n,1) muzeme pak realizovat jako prvky
koule o poloméru m. Opaéné body na povrchu koule, tj. body (n,7) a (—n, 7) uréuji ale stejnou
rotaci a musime je tedy povazovat za totozné. Na Obrazku 5 vidime fez touto kouli (muzeme
tFeba predpoklddat, ze jde o fez rovinou z = 0 i kdyz to neni podstatné). Na prvnim obrazku
Obrazku 5 vidime, ze protilehlé body ztotoznujeme, to délame proto, Ze rotace odpovidajici
protilehlym bodum jsou stejné. Na druhém obréazku Obrazku 5 vidime, ze kiivka nedotykajici
se okraje je stazitelnd. Na tfetim obrazku Obrazku 5 vidime, Ze cesta jde z bodu X nahoru
k bodu @ a pak protoze horni bod ) spodni bod @ jsou totozné cesta pokracuje od spodniho
bodu @ k bodu X.

Pokud se budeme snazit tuto cestu transformovat neopustime hranici, protoze pohyb z horni
reprezentace bodu ) do vnitiku kruhu vynuti pohyb spodni reprezentace a pripadna transfor-
mace by pak nebyla dana jednoznacné.



] o ]

FIGURE 5. Jednoduchd souvislost grupy SO(3)

V dalsim si zkonstruujeme takzvané univerzdlni nakryti grupy SO(3), tedy takovou grupu
ktera je jednoduse souvisla a soucasné je lokalné izomorfni grupé SO(3). Budeme postupovat
tak, Ze si zadefinujeme kruhovou inverzi jako specidlni zobrazeni ze sféry S? do C. Prvek z SO(3)
reprezentuje rotaci v R?, zachovava tedy skaldrni soucin a tedy i normu. Musi tedy zachovavat
i sféru S2. Rotace kolem jednotlivych os pak po kruhové inverzi indukuji néjaké zobrazeni v
C. Toto zobrazeni nebude linearni ale mi si ho budeme reprezentovat linedarnim zobrazenim
PC! — PC! na projektivnim rozsifeni. VSechny pojmy postupné vysvétlime. Kruhové inverze
je zobrazeni zndzornéné na Obrazku 6. Bod [z,v,z] ze sféry S® se zobrazi na bod a + bi
z C tak, ze a + bi je prunikem piimky urcéené severnim pélem S a bodem [z,y, z] z rovinou
z = 0. Vidime, ze takové zobrazeni je dano jednoznac¢né a je definovano na vSech bodech kromé

FIGURE 6. Kruhova inverze

severniho pélu S. Rozepiseme ted postupné rotace. Nejjednodussi pripad je rotace kolem osy z,
v tomto ptripadé je indukovana rotace na C stfedovou rotaci a takova je realizovana ndsobenim
jednotkovym komplexnim cislem, t]

cosyp —sing 0 x A
sinp cosp 0 y | < (cosp +ising)(a+ bi) =e¥(a+ bi)
0 0 1 z



Body C odpovidaji bodim v projektivnim prostoru P!C, tak, ze bodu z € C odpovid4 tiida
ekvivalence [(z1, 29)] € C?/ ~, kde relace ekvivalence ~ je definovana takto

(21,22) ~ (23,21) & Tk € C, k # 0: (21, 22) = k(23, 24).

Hledana matice s jednotkovym determinantem je pak nésledujici

i% i% ) )
(602 802523) 5 det <802 eol_g) = 62%6_1% g ]_,
. . Ir< .
eis 0 21\ €' 2 jé 21 e i <1
o = Q ~ | e 22 ~ 2 ) ~e'?-
0 ez 22 e "2 2 1 1 2o

Rotaci kolem osy y o thel 8 muzeme realizovat pomoci ti{ rotaci. Rotaci kolem osy x o thel

s

7 rotact kolem osy z o thel beta a nakonec rotaci kolem osy x o uhel 7. Potrebujeme tedy

nalézt matici transformace kolem osy x o tihel 7. Takovéd rotace zobrazuje v R? nésledujici
prvky:

(0,0,—1) =~ (0,—1,0) = (0,0,1) = (1,0,0) — (0,0, —1)
coz po stereografické projekci indukuje zobrazeni na C
O—=i—ocor— —1—0
které muzeme realizovat pomoci Mobiova transformace

w(z) = —iZJrZ

Z—1

ktera neni linedrni, ale Mébiovu transformaci mizeme v P'C realizovat matici

L
Vo \i 1)°
Celkové tedy dostaneme

11 =i\ [(eF 0\ 1 (1 i\ _ [(cosf —sind
V2 \—i 1 0 e2) o \i 1) siné Cosg

Rotace kolem osy y o thel 7 indukuje na C transformaci

00+ 1+ 0 —1 > o0,
kterou mizeme na P'C realizovat matici

1/(1 -1
o\1 1

a vysledna matice rotace o tithel o kolem osy z je pak dana kompozici

L1 =1\ (et 0\ 1 (1 1\ _ [cosg —ising
V2 \-1 1 0 e?2) o\-1 1) \ising cos?

Dostéavame tedy matice jejiz slozenim dostaneme transformace P'C odpovidajici rotacim R?

patticim do SO(3)
el2 0 cos2 —sin g Cos % —isin %
0 e'2)" \cos 5 sin g " \cos$  ising

lezici v SL(2,C) majici tvar
a b
-b a

a protoze det(A) = 1 musi tedy a = a1 + ias, b = by + iby lezet na 3—dimenziondlni sfére

la]* + |b* = af + a3 + b; + b3 = 1.

oo



Tyto matice opét tvoii grupu, kterd se oznacuje SU(2) a nazyva specidlni unitdrni. Rotace U
a —U indukuji stejnou rotaci v SO(3).

5. KVATERNIONY
V této kapitole prodiskutujeme geometrické vlastnosti kvaternionu a jejich vyuziti pro popis
sférického pohybu. Budeme se prevazné opirat o knihy [4, 6] a ¢dstecné i o knihu [3]. Kniha [6] je
matematickym tvodem do Lieovy teorie, kniha [4] je monografie o sférickém pohybu motivovana
technickou praxi. Koneéné kniha [3] je dnes jiz klasickou literaturou déavajici do souvislosti
kinematiku a Lieovy grupy. Nejprve pripomenme, ze kvaterniony H rozumime ¢tvefice redlnych
cisel (a,b,c,d) € R* spolu se dvéma bindrnimi operacemi
(a17 b17 (1, dl) + (CLQ, b27 Ca, d2) :(al + a2, bl + b27 &1 + Ca, dl + d2)7
(a1, b1, c1,d1) X (ag, ba, ca, da) =(arag — bibs — c1cp — dida, ar1by + bras + c1ds — dacy,
a1Co + crag — bldz + dlbz, a1d2 + d1a2 + b102 — Clbz)
Je lehké ovérit, ze takto zadefinované kvaterniony tvoii opét komutativni téleso. Poznamenejme
jen, ze pro prvek (a,b,c,d) € H dostaneme inverzi ve tvaru
1
a? + b + 2 4 d?

souvislost s klasickym zépisem a + bi + ¢j + dk := (a, b, ¢, d) se lehce ovéii vypoctem

(a,b,ec, d)’1 = (a, —b, —c, —d),

i? =(0,1,0,0) x (0,1,0,0) = (=1,0,0,0) = —1
7% =1(0,0,1,0) x (0,0,1,0) = (—1,0,0,0) = —1
k? = (0,0,0,1) x (0,0,0,1) = (=1,0,0,0) = —1
ij = (0,1,0,0) x (0,0,1,0) = (0,0,0,1) = k

ji =(0,0,1,0) x (0,1,0,0) = (0,0,0, —1) = —k

a neni tézké nasledné dokazat, ze definice kvaternionu jako rozsiteni télesa redlnych cisel
o prvky i,5,k, kde i? = j = k = -1 aij = —ji = k (tj. H = R[4,5,k]) je s nasi definici
ekvivalentni.

Stejné jako komplexni ¢isla muzeme analogicky reprezentovat kvaterniony H komplexnimi

maticemi
_f(a+id —=b—ic\ _(a —f
1= \b—ic a—id) = \B a )

kde a = a+di a f = b+ ic. Pii tomto popisu je determinant ptislusné matice opét roven
velikosti kvaternionu, tj ¢islu a?+b*+c?+d?. Ve vhodné bazi muzeme opét libovolny kvaternion
vyjadrit jako ¢ = al 4+ bi + ¢j + dk

10\ . (0 -1\ . (0 —i i 0
ol G R V) R S ) R (RO

a dostat klasické vztahy
=2 =k=-1,ij =k

Pokud do komplexnich matic pro 1 a ¢ dosadime jejich maticové reprezentace dostaneme
reprezentaci kvaternionu pomoci redlnych matic 4 x 4:

1000 00 -1 0 0 0 0 1 0 -1 0 0
_lorool _foo o -1} _fo o -1ro], [t o0 00
“{oo 1o |10 0 o] o1 0 0" fo 0o o 1

0001 01 0 0 -1 0 0 0 0 0 —10



a opét z vlastnosti determinantu plyne vztah
(a2 4+ b2+ 2+ d¥) (a2 + b3+ ¢+ d2) = (ayay — biby — cico — dydy)*+
+ (a1bg + biag + c1dy — d102)2+
+ (a1cy — bydy + crag + diby)*+
+ (ardy — bicy — c1by + dyag)?.

Poznamenejme, ze ¢isté imaginarni kvaterniony Ri + Rj 4+ Rk tvoii ortogondlni komplement
k R1, Zze soucet dvou ryze imaginarnich kvaternionu je opét ryze imaginarni kvaternion, ale ze
soucin dvou ¢isté imaginarnich kvaternionti nemusi byt vzdy imaginarni. Pii rozepsani souc¢inu
pro libovolné dva imaginarni kvaterniony

uv = (ugvg + ugvs + ugvy) + (Ugvz — uzva)i + (ugvs — uzvy)j
+ (ugvg —ugvy)k = —u-v+u X v

je ziejmé, ze soucin uv je ryze imaginarni kvaternion pokud u a v jsou ortogonélni a ryze realny
pokud jsou rovnobézné.
Stejné jako u komplexnich ¢isel sféra jednotkovych kvaternionu

S*={zeMH:|z| =1}

reprezentuje rotace R* jak ukazuje nésledujici postup. Reprezentujeme R? jako ryze imaginarni
kvaterniony Ri + Rj + Rk. Abychom mohli pouzit kvaterniony pro popis rotace v R* musime
zavést operaci konjugace ¢~ 'tq. Pokud kvaternion ¢ absolutni hodnoty 1 napiSeme ve tvaru

t =cosf +usinb,

kde u je jednotkovy ryze imaginarni kvaternion tvaru Ri + Rj 4+ Rk pak konjugovani pomoci ¢
reprezentuje rotaci kolem osy u o thel 20. Na zavér poznamenejme, ze slozeni dvou takovych
rotaci je opét rotace a ze, celkové tyto rotace tvoii grupu.

Konkrétné poznamenejme, ze stéricky pohyb odpovida vzdy konjugovani prvkem ¢ = cos @ +
usinf, kde 0 € (0,27) a u € Ri + Rj + Rk. Grupa takto zadefinovanych zobrazeni je stejné
jako SU(2) univerzélnim nakrytim grupy SO(3).

Cylindricky pohyb, tedy pohyb podle uz pevné zvolené osy u, muzeme realizovat konju-
govanim prvky ¢ = cosf + usin@, kde 6 € (0,27) a klasické posunuti realizujeme jednoduse
jako pricteni prvku z Ri + Rj + Rk.
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