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Kapitola 1

Vztah méritelnych a spojitych
funkeci

1.1 Meéritelné funkce

Pro zavedeni pojmu méfitelnosti funkce budeme potfebovat rozumné oznaceni
nékterych vybranych mnozin. Proto pro méfitelnou mnozinu E C R, zobrazeni
f:E—Raa,be R zavedeme oznaceni

E(f>a)={x€E: f(x)>a}
B(f>a)={z€E: f(z) > a}
E(f<a)={xz€E: f(zx)<a}
E(f=a)={z € E: f(z) = a}
El@<f<b):={zecFE:a<f(z)<b}

a podobné.

DEFINICE 1.1.1 (MéFitelna funkce) Necht E je méritelnd mnoZina. Funkce f :
E — R se nazgvd méfitelnd funkce pokud pro kazdé a € R je mnozina E(f > a)
meritelnd.

Nésledujici véta je trivialnim dusledkem Definice 1.1.1.

VETA 1.1.2 Necht mes(E) = 0. Potom f : E — R je méritelnd funkce.
(Kazdd funkce f definovdna na mnoZiné miry nula je mévitelnd funkce).

DEFINICE 1.1.3 (Zuzeni funkce) Necht f : E — R. Necht A C E. Pak funkce
fla : A = R spliujici f = fla na A se nazgvd ziZenim funkce f na mnoZinu

A.

VETA 1.1.4 Necht E je méritelnd mnoZina a f : E — R je méTitelnd funkce.
Necht dile A C E je méritelnd mnoZina a f|a : A — R je ziZent funkce f na
A. Potom je f|a méritelnd funkce.

Diikaz. 7 Definice 1.1.1 vime, 7e E(f > a) je méfitelnd mnoZina. Z teorie Le-
besgueovy miry je zndmo, ze prinikem kone¢né mnoha méfitelnych mnozin je
opét méfitelnd mnozina. Tedy mnozina E(f|a > a) = AN E(f > a) je také
méfitelnou mnozinou pro libovolné a € R. O

3
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VETA 1.1.5 Necht E je méfitelnd mnoZina a E = |J Ey kde I je nejvic spocetnd
kel

mnozina a kaZdd z mnozZin Ejy je méritelnd. Necht ddle f : E — R a zuZeni

flE,. : Bx — R je méiitelnd funkce. Potom je f méritelnd.

Diikaz. Jelikoz plati, ze E(f > a) = |J Ex(f > a) pro libovolné a, funkce f je

kel
méFitelna funkce. O

V mnoha pfipadech muzeme pracovat s funkcemi f a g jako se stejnymi,
pokud plati, Ze jejich rozdil je nulova funkce. Proto zavadime nésledujici relaci:

DEFINICE 1.1.6 (Ekvivalence funkci v mife) Necht f,g : E — R. Rekneme, e
f a g jsou v relaci (f ~ g) pokud mes(E(f # g)) = 0.

VETA 1.1.7 Relace ~ je ekvivalence.
Diikaz. Dikaz je ponechén laskavému ¢tenafi jako cviceni. O

VETA 1.1.8 Necht f,g : E — R a f ~ g. Necht ddle f je méritelnd funkce.
Potom funkce g je také mévitelnd.

Diikaz. Polozme A = E(f # g) a B = E\ A. Ponévadz f ~ g, plati, Ze
mes(A) = 0. Tedy mnozina B je méfitelna. Vzhledem k Véte 1.1.4 f’B je také
méfitelna funkce. Avsak f|p = g|p a tedy g|p je mé&Fitelna.
Zbyva ukazat, Ze plati g} 4 Je méfitelna. Jelikoz plati, Ze mes(A) = 0, usuzujeme,
ze g|A je méfitelna.

Pouzitim Véty 1.1.5 dostavame, ze g : E — R je méfitelnd, nebot E =
AUB. O

VETA 1.1.9 Necht E je méFitelnd mnozina, f : E — R a f(z) = ¢ pro z € E.
Potom je f méritelnd funkce.

Diikaz. Necht a € R. Zfejmé plati
E(f >a)=F jelia<ce,
E(f>a)=0 jelia>c.
Tedy pro kazdé a € R je mnozina E(f > a) mé&fitelna. O

DEFINICE 1.1.10 (Charakteristicka funkce) Charakteristickd funkce mnoziny E
je funkce x : E — {0,1}.

DEFINICE 1.1.11 (Jednoduch4 funkce) Jednoduchd funkce na R je funkce ® :
R — R meéritelnd, nulovd mimo kompaktni mnoZinu, nabyvajici jenom konecné
mnoha hodnot z R. MnoZina jednoduchgch funkci na R se znaci S(R).

ULOHA 1.1.12 Ukazte, Ze kazdd jednoduchd funkce se dd zapsat jako soucet ko-
necné€ mnoha charakteristickych funkci.

DUSLEDEK 1.1.13 KaZdd jednoduchd funkce je méritelnd.

ULOHA 1.1.14 Dokaste Diisledek 1.1.13.
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VETA 1.1.15 Necht E je méFitelnd mnoZina a f : E — R je méritelnd funkce.
Potom pro kazZdé a € R kazZdd z mnozin

E(fza), E(f=a), E(f<a), E(f<a)

je meéritelnd.
Diikaz. D se ukdzat, ze E(f > a) = () E(f > a— 7). Tedy E(f > a) je
k=1
méfitelnd mnozina. MéFitelnost zbyvajicich mnozin plyne z nasledujicich vztahi:
E(f=a)=E(f=a)\E(f > a),

E(f<a)=E\E(f>a),
E(f <a)=E\E(f > a)

O

POZNAMKA 1.1.16 Ziejmé plati E(f > a) = | E(f > a+ ). Proto plati,
k=1

Ze je-li pro kaZdé a € R mnozina E(f > a) méritelnd, pak pro kaZdé a € R
je mnoZina E(f > a) méFitelnd. V Definici 1.1.1 misto E(f > a) miZeme
predpoklddat mévitelnost E(f > a). Analogicky lze zjistit, Ze v Definici 1.1.1
misto E(f > a) miZeme psdt E(f < a) resp. E(f < a).

V dusledku Véty 1.1.15 a 1.1.9 dostavame nasledujici vétu:

VETA 1.1.17 Necht f : E — R je méfitelnd funkce a ¢ € R. Potom kazZdd z
funkcei f +c,|f| a f2 je méritelnd. Je-li navic f(z) # 0 pro x € E pak je funkce
% také méritelnd.

Driikaz. Méfitelnost funkce f + ¢ plyne ze vztahu
E(f+c>a)=E(f>a—-c).

Meéfitelnost funkce cf pro ¢ = 0 plyne z Véty 1.1.9. Je-li ¢ # 0, pak

E(cf>a):E(f>%) pro ¢ > 0,
E(cf>a):E(f<%) pro ¢ < 0.

méfitelnost funkce cf plyne z Véty 1.1.15.
Méritelnost |f| plyne ze vztaht

E(|fl| >a)=FE pro a < 0,
E(|fl>a)=E(f >a)UE(f < —a) pro a > 0.

Méfitelnost funkce f2 plyne ze vztahi

E(f*>a)=E pro a < 0,
E(f*>a) = E(|f] > Va) pro a > 0.
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Méfitelnost funkce plyne ze vztahi

E(%>a):E(f>O) pro a =0,
E(%>a):E(f>O)ﬂE(f<%) pro a >0,
E(%>a):E(f>O)U<E(f<O)ﬂE(f<é)) pro a < 0,

VETA 1.1.18 Necht f : [, B] = R je spojitd funkce. Potom f je méFitelnd.

Diikaz. Necht a € R. Ponévadz funkce f je spojita, zobrazuje kompaktni mno-
ziny na kompaktni, mnozina E(f < a) = {x € [a,8] : f(z) < a} je kom-
paktni (a tedy uzavien4 a ohrani¢end v R). Méfitelnost f pak plyne z Poznamky
1.1.16. O

VETA 1.1.19 Necht M C [a, 8] a xm : [, 8] — {0,1} je charakteristickou
funkci mnoZiny M. Potom funkce xpr je méFitelnd prdaveé tehdy, kdyz je mévitelnd
mnozina M.

Diikaz. Necht xps je m&fitelna funkce. Potom méfitelnost mnoziny M plyne z
rovnosti

M = E(¢p > 0).

Necht nyni M je méfitelnad mnoZzina. Zfejmé plati

E(ppy >a)=10 proa > 1,
E(¢pp >a)=M pro a € [0, 1],
E(pm > a) = o, f] pro a < 0.
Tedy pro kazdé a € R je mnoZina E(¢y > a) méfitelna. O

PozNAMKA 1.1.20 Z Véty 1.1.19 plyne existence méritelnijch funkci.

UroHA 1.1.21 Zkonstruujte nespojitou mévitelnou funkci.
Pomiicka: PouZijte Vétu 1.1.19.

1.2 Vlastnosti méritelnych funkci

LEMMA 1.2.1 Necht f,g : E — R jsou méritelné funkce. Potom je mnoZina
E(f > g) méFitelnd.

Diikaz. Vime, ze Q = {r1,rs,...}. Jelikoz mnoziny E(f > r) a E(g < rg) jsou
méfitelné pro viechna k € N, méfitelnost spocetné mnoha jejich prinika

E(f>y9) =U (f>r) NE(g <rk)
k=1

je také méfitelna mnozina. O
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VETA 1.2.2 Necht f,g: E — R jsou konecné a méfitelné funkce. Potom funkce
f—g, f+gaf-gjsouméFitelné. Je-li navic g(x) # 0 pro x € E, pak je funkce
g také meritelnd.

Diikaz. Necht a € R. Vzhledem k V&t& 1.1.17 je funkce g + a méfitelna. Proto
plyne z Lemma 1.2.1, Ze mnoZina E(f > g + a) je méFitelna. Aviak E(f — g >
a) = E(f > g+ a). Tedy funkce f — g je také méfitelna funkce.

Jednoduchou tpravou dostavame, Ze také funkce f+¢g = f — (—g) je méfitelna.
Ponévadz jsme uz dokazali, Ze f 4+ g a f — g jsou méfitelné funkce, vzhledem k
Véte 1.1.17 také funkee (f + g)? a (f — g)? jsou méfitelné. Navic funkce

fo=1(U+97 - (f - 9?)

a tedy fg je méfitelna funkce.
Na zavér, je-li g(z) # 0 pro x € E, vzhledem k Véte 1.1.17 je méFitelna také
funkce 1. Tedy g = f -1 je méFitelna funkce. O

VETA 1.2.3 Necht fr, : E — R, k € N jsou méritelné funkce. Necht pro kazdé
t € E existuje konecnd limita

F(t) = lim fi(t). (L1)

k—o0
Potom funkce F : E — R je méritelnd.

Diikaz. Necht a € R. Necht dale pro m,n, k € N plati

1
Aﬁl =E(fy >a+ —),
m
= ﬁ AE
k=n

Z¥ejmé mnoziny A¥ | B" jsou méfFitelné pro viechna m,n,j € N.
Chceme ukazat, ze

E(F>a)= |J Bp. (1.2)

m,neEN

Necht tg € E(F > a), t.j. F(to) > a. Pak existuje mo € N takové, ze F(tg) <
a+ m%) Dale, vzhledem k (1.1) existuji ng € N takové, ze

1
fr(to) >a+ — pro k > ny.
mo
Tedy to € A%, pro k > ng. Proto tg € B2 a tedy tg € UeN B . Jinymi slovy
m,n
jsme dokazali, ze
E(f>a)c |J B (1.3)

m,neN



KAPITOLA 1. VZTAH MERITELNYCH A SPOJITYCH FUNKCI 8

Necht nyni to € |J BP,. Pak existuji mg,ng € N takové, Ze ty € B a tedy

mo
m,neN

ty € Aﬁm pro k > ng. Tudiz dostavame
1
fe(to) <a+ — prok > ng.
mo
Odtud, vzhledem k (1.1) obdrzime, ze F'(tp) > a + m%) a tedy to € E(f > a).
Dokazali jsme tedy, ze

U B cE(F>a)

m,neN

Vezmeme-li v tivahu také vztah (1.2), zjistujeme, Ze mnozina E(F > a) je sjed-
noceni spocetné mnoha méfitelnych mnozin a tedy je méritelné. O

VETA 1.2.4 Necht fi, : E — R, k € N jsou méritelné funkce. Necht ddle pro
skoro vSechna t € E plati

F(t) = lim fy(t).

k— o0
Potom je funkce F' méritelnd.

Diikaz. Oznatme Ey mnozinu téch ¢t € E pro které neplati (1.1). Zfejmé mes(Ep) =
0. Proto mnozina E\ Ey je méfitelna. Vzhledem k Véte 1.2.3 (pro E'\ Ey) funkce
F: E\ Ey — R je mé&fitelna a tedy také F: E — R je méfitelna. O

1.3 Konvergence podle miry

V této sekci je zaveden pojem konvergence podle miry a nésledné je studovan
jeho vztah s ostatnimi typy konvergence, zejména s konvergenci skoro vSude.

UMLUVA 1.3.1 V ndsledujicim odstavci se objevi mnoZiny E(|f — g| > a) a
E(|f—g| <a), kde f,g: E — R jsou méFitelné. Jestli pro néjaké tg € E nastane
situace, Ze f(to) a g(to) maji nekonecnou hodnotu stejného znaminka, pak rozdil
|f(to) — g(to)| neni definovdin. Budeme tedy pro jednoduchost piedpoklidat, Ze
to € E(|f — gl = a).

VETA 1.3.2 (Lebesgue) Necht funkce fr, : E — R, k € N jsou mé¥itelné a skoro
vSude konecné funkce. Necht ddle f : E — R je skoro vsude koneénd funkce a

fl@) = lim fi(z)
k—oco
pro skoro vSechna x € E. Potom pro kazdé § > 0 plati
lim mes (E(|fk(x) —fl=> 5)) = 0. (1.4)
k—o0

Véta 1.3.2 je dobrou motivaci pro nasledujici definici .

1 Definice konvergence podle miry mé obrovsky vyznam, zejména v teorii pravdépodobnosti.
V skutku, kone&na mira P vybaven4 vlastnosti, ze P(F) = 1 se nazyva pravdépodobnostni
mirou. Pak se konvergenci podle miry hovofi aj konvergenci v pravdépodobnosti.
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DEFINICE 1.3.3 (Konvergence podle miry, Riesz) Necht fy,: £ - R, k€ Na f:
E — R jsou méritelné a skoro vsude konecné funkce. Reknéme, Ze posloupnost
{fx}32, konverguje k funkci f podle miry jestlize pro kaZdé 6 € R plati 1.3.2,
t.j. Ze

lim mes (E(|fk(x) —fl> 5)) —0.

Prirozenou otézkou, co by nas mohla po uvedené definici zajimat je, zdali
konvergence podle miry implikuje konvergenci skoro vsude, nebo naopak. Na-
sledujicimi piiklady si ukdZeme, Ze ani jedna z téchto implikaci neplati.

PRIKLAD 1.3.4 (Konvergence skoro viude =% Konvergence podle miry) Necht
ot R = R je definovdna jako fn = Xn,o0)- Tedy fn — 0 bodové a tedy taky
skoro vsude, ale pro vSechna € € (0,1) plati

mes ({:17 ER: |fu(z) > e|}> = mes([n, 00)) = 0.

PRIKLAD 1.3.5 (Konvergence podle miry =% Konvergence skoro viude, The

Typewriter Sequence) Necht je posloupnost funkct fy, : [0,1] — [0, 1] definovina

ndsledovné. fi = X, fo = Xjo,ap f3 = Xpap fr = X1 f5 = X21p

fs =X,

| fr(x)] > 6}) = 0. Na druhé strané necht p =% a

n € N ezistuje m > n takové, Ze |fm(z)] = 1 > 3. Tedy lim fn(z) # 0 na
n—oo

mmnoziné miry 1.

p fr= X[%,l[)fS = X[, - Pro dané € > 0 je nhﬁn;o mes ({J: €[0,1] :

1
2

necht x € [0,1[. Pro vsechna

Na druhé strané je mozné ukéazat, Ze skoro stejnomérna konvergence je silnéjsi
nez konvergence v mire.

VETA 1.3.6 (Skoro stejnomérna konvergence =— Konvergence podle miry)
Necht f, : R — R je posloupnost funkci konvergugjicich témer stejnomérné k
meritelné funkci f : R — R. Potom f, — f podle miry.

Diikaz. Zvolime pevné € > 0 a libovolné v > 0. Zavedeme mnozinu E., = {z €
R :|fn(z) — f(z)| > €}. Pokusime se ukazat, ze existuje N € N takové, ze pro
n > N je mes(E.,) < v. Jelikoz f, — f téméf stejnomérné, existuje mnozina
X, C R takova, ze mes(R\ X)) < v a f, — [ stejnomérné v X,,. Tedy existuje
N € N takové, 7e |fn(x) — f(z)| < € pro vSechna n > N a pro vSechna z € X,,.
Tedy plati E., C R\ X,. Dostavame mes(E. ;) < mes(R\ X,) < v pro viechna
v>N. O

ULoHA 1.3.7 Naleznéte piiklad posloupnosti funkci f, : R — R, kterd konver-
guje podle miry a soucasné nekonverguje stejnomérné.

Vétu 1.3.2 miazeme pieformulovat néasledujicim zpiisobem:

VETA 1.3.8 Necht posloupnost fr, : E — R, k € N meéritelngjch a skoro vsude
spojitych funkci konverguje skoro vsude k funkci f : E — R. Pak posloupnost
{fx}32, konverguje k f podle miry.

ULoHA 1.3.9 Ukaste protipiikladem, Ze opacny smér implikace ve Vété 1.3.8
neplati.
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Nejblize k opa¢nému sméru implikace ve Véte 1.3.8 ma nésledujici Véta,
ktera odhaluje vzajemné propojeni konvergence podle miry a konvergence skoro
vsude.

VETA 1.3.10 (Riesz) Necht posloupnost { fr}32, koverguje podle miry k funkci
f:+ E = R. Potom existuje podposloupnost { fx, 15>, kterd konverguje k funkci
f skoro vsude.

Diikaz. Pro v8echna ¢ > 0, necht E., = {z € R : |f,(z) — f(z)| > €}. Z
predpokladt véty vyplyva, ze

lim mes(A.,) =0.

n—oo

Necht € = 1. Potom existuje ny € N takové, ze

mes(Aq ) <

N | =

Necht € = % Potom existuje ny > ny takové, Ze

mes(Ay ) < 2

Induktivné dostavame

1
mes(A1 ) < o

2k

(oo}
Necht £ = N Uy, As .- Necht z ¢ E. Potom existuje j € N takové, ze « ¢
j=1

oo
By, tedyx ¢ E1 , provSechna k > j (nebo ekvivalentné | fn, — f(z)| < 3

k=j

pro k > j. Tedy posloupnost { f,, (%) }ren konverguje k f(x) pro vSechna z ¢ E.

Na zaveér je potfeba ukazat, ze mes(FE) = 0. Pro v8echna j € N plati

oo (oo}
mes(F) < mes(U B1,,) < ZQ’j =277t
k=g k=g

Jelikoz j je libovolné, mes(E) = 0. O

VETA 1.3.11 Necht posloupnost {fr}3>1, (fr : E = R, k € N) koverguje podle
miry k funkci f : E — R. Necht ddle existuje funkce g : E — R, spliiujici g ~ f.
Potom posloupnost { fr}32, koverguje podle miry k funkei g.

VETA 1.3.12 Necht posloupnost {fr}52, koverguje podle miry jak k funkci f :
E — R tak k funkci g : E — R. Potom f ~ g.

ULonA 1.3.13 Protiprikladem ukazte, Ze opacnd implikace k k Véte 1.3.12 ne-
plati.

Zaveérecny vysledek této sekce - prace italského matematika (Carlo Sverini) a
ruského fyzika a geometra (Dmitri Egorov), odhaluje zajimavou vlastnost témé&r
v8ude konvergujicich posloupnosti na mnozinach kone¢né miry.
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VETA 1.3.14 (Severini-Egorov) Necht E je podmnozina R konecné miry. Necht
faiE—=R neNaf:FE— R jsouméfitelné a skoro vsude konecné funkce.
Necht ddle

lim /(1) = £(1) (1.5)

pro skoro vSechna t € E. Potom, ke kazdému 6 > 0 existuje méfitelnd mnozina
Es C E takovd, Ze mes(Es) > mes(E) — 6 a na mnoziné Es "konvergence"(1.5)
je stejnomernd.

Diikaz. Pro vSechna n € N zavedeme

= Nz E:1fi(2) - fa)| < %}.

j=n
Pozorujeme, Ze pro pevné zvolené k,n € N plati E¥ C EF, . Tedy dostavame
E\EfC E\EF,,.
Zavedeme mnozinu E¥ = U EF. Jelikoz plati (1.5), existuje N C E takové, Ze

n=1
m(N)=0a fo(z) — f(). Existuje tedy také p € N, Ze |f,(z) — f(z)| < & pro
vSechna n > p. Tedy plati, ze x € EZ’f C E*. To implikuje E \ E, C N. Jelikoz
mes(N) = 0, plati, ze E \ E¥ je méfitelna a mes(E \ E¥) = 0.
Z vlastnosti Lebesgueovy miry dostavame
lim mes(E \ E¥) = mes ( ﬂ (E\ Eﬁ)) =mes(E \ E¥) =0.

n—00
neN

Tedy pro dané § > 0 existuje n, € N takové, ze mes(E \ EF ) < 627" pro
libovolné k € N.

Zavedeme Es = () EF a ukézeme, Ze mes(E \ Es) < 6.
k=1

mes(A \ Es) = mes(E \ ﬂ Efu) = mes ( U E\E )
k=1 k=1

< imes(E\Eﬁk) < 522_’€ =4.
k=1

k=1

Ted ukazeme, Ze f,, — f stejnomérnd na Fs;. Necht o > 0 a necht k € N takové,
ze % < a. Necht z € E. Tedy « € Eﬁk pro vSechna k. Dostavame

3(2) = f@)] < 1 <a

pro v8echna j > ni = n(«). JelikoZ ny nezavisi na x, tvrzeni je dokdzano. [

1.4 Aproximace méritelnych funkci spojitymi funk-
cemi

VETA 1.4.1 Necht f : E — R je méfitelnd a skoro vSude konecénd funkce. Potom
ke kazdému e > 0 existuje ohranicend a mévitelnd funkce g : E — R takovd, Ze

mes (E(f * g)) <€
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Klasifikace bodi mnoziny F umoziuje nasledujici formulaci definice bodové
spojitosti funkce.

DEFINICE 1.4.2 (Spojita funkce) Necht f: E — R, to € E a f(ty) # Foco. Rek-
néme, Ze funkce f je spojitd v bodé ty, pokud plati alespori jedna z ndsledugjicich
moznosti

1. ty je izolovany bod mnoziny E,
2. to je hromadngm bodem mnoziny E a pro libovolnou posloupnost {t,}32, C

E takovou, Ze lim ty =tg plati lim f(tx) = f(to).
k—o0 k—o0

VETA 1.4.3 (Borel) Necht f : [a, 5] — R je méritelnd a skoro vsude konecnd
funkce. Potom pro kaZdé § > 0 a € > 0 existuje spojitd funkce ¥ : [a, f] — R
takovd, Ze

mes (E(\f -¥| > 5)) <e.
Jestlize navic plati |f(t)] < ¢ pro t € [a, B8], pak lze funkce U vybrat tak, aby
W) <k, keRprot € [a,p].

DUSLEDEK 1.4.4 Necht f : [a, 8] — R je méfitelnd a skoro vsude koneénd.
Potom existuje posloupnost spojitych funkci ¥, : [a, 8] = R, n € N konvergujict
k funkci f podle miry.

Z disledku 1.4.4 a Véty 1.3.10 plyne nasledujici véta

VETA 1.4.5 (Frechét) Necht f : [, 5] — R je méFitelnd a skoro vSude konecnd.
Pak existuje posloupnost spojitych funkci (na |, 8]) konvergujicich k f skoro
vSude.

VETA 1.4.6 (Lusin) Necht je f : [o, 5] — R mévitelnd a skoro vsude konecnd.
Potom pro kazdé 6 > 0 existuje ¢ € C(|e, B]) takovd, Ze

mes (E(f # qS)) < 4.

Je-li navic |f(t)] < c prot € E pak |(t)] < ¢ prot € [a, 5]

1.5 Trigonometrické mnohocleny

V pfedchozi kapitole jsme mluvily o aproximaci méritelné funkce spojitymi funk-
cemi. V této kapitole si ukdzeme vybrané mnohocleny.

DEFINICE 1.5.1 (Bernsteiniv mnoho¢len) Necht f : [0,1] — R je koneénd
funkce. Mnohoclen

B, (z) := Z f(%)cﬁxk(l —x)"% prox € 0,1]
k=0

se nazyvd Bernsteintv mnohoclen funkce f..
VETA 1.5.2 (Bernstein) Necht funkce f :[0,1] — R je spojitd. Potom

lim B,(z) = f(z) stejnomérné na [0,1].
n—oo
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Nésledujici véta tvoii mimoradné dulezitou soucast teorie aproximaci. Véta
dokazuje existenci mnoho¢lent potiebnych k aproximaci spojitych funkci. Du-
leZité zobecnéni této véty je mozno nalézt pod nazvem "Stone-Weierstrass ap-
proximation theorem".

VETA 1.5.3 (Weierstrass) Necht f : [a,b] — R je spojitd funkce. Potom ke
kazdému e > 0 existuje mnohoclen P : [a,b] — R takovy, Ze

|f(z) —plx)| <e Yz € [a, b].

S pouzitim Véty 1.5.3 lze Borelovu vétu 1.4.3 a Fréchetovu vétu 1.4.5 pie-
formulovat. Napiiklad vétu 1.4.5 mtuzeme naformulovat nésledovné

VETA 1.5.4 (Fréchet - Reformulace) Necht f : [a,b] — R je méritelnd a skoro
v$ude konecnd funkce. Potom existuje posloupnost mnohocleni P, : [a,b] — R
takovijch, Ze

lim P,(z) = f(z) skoro vsude na [a,b].

n—oQ

DEFINICE 1.5.5 (Trigonometricky mnohoélen) Funkce T : R — R ddna vztahem
T(x):=A+ Z (ak cos(kx) + by, sin(kx)) pro x € R
k=1

se nazyvd trigonometricky mnohoclen.

Je-li b; =0, i € N, pak trigonometricky mnohoclen T se nazgvd sudym.
Analogicky, je-li a; = 0, i € N, pak trigonometricky mnohoclen T se nazjvd
lichgm.

ULOHA 1.5.6 Owéite platnost ndsledujictho lemmatu.

LEMMA 1.5.7 1. Funkce cos™(z) lze vyjddrit jako sudy trigonometricky mno-
hoclen.

2. Je-li T trigonometricky mnohoclen pak T(x)sin(x) je taky trigonometric-
kym mnohoclenem.

3. Je-li T trigonometricky mnohoclen pak T (x 4+ ¢) je taky trigonometrickym
mnohoclenem.

VETA 1.5.8 Necht je funkce f : [0,7] — R spojitd. Potom ke kaZdému € > 0
existuje sudy trigonometricky mnohoclen T takovyj, Ze

|f(z) =T (x)] <e proxel0,mn].
Drikaz. Polozme
F(z) = f(arccos(y)) proy € [-1,1].

Ziejmé je funkce F' : [—1,1] — R spojita. Zvolime € > 0. Vzhledem k Vé&té 1.5.3

existuje mnohoélen P(y) = Y apy* takovy, ze
k=0

|[F'(y) —p(y)| <e ye[-1,1].
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Necht z € [0, 7]. Dosadime-li v pfedchozi nerovnosti y = cos(z), obdrzime

[f(2) =) axcos(x)| < e xe0,m].
k=0

k
Vzhledem k Lemma 1.5.7 a) je funkce > ay cos®(z) sudy trigonometricky mno-
n=0

ho¢len. O

DUSLEDEK 1.5.9 Necht je f : R — R 2w-periodickd, sudd a spojitd funkce.
Potom, ke kaZdému e > 0 existuje trigonometricky mnohoclen T takovy, Ze

|f(z) = T(z)|<e proxeR.

Nésledujici véta je konkrétnim specialnim piipadem Weierstrassovy Véty
1.5.3 pro trigonometrické mnohocleny.

VETA 1.5.10 (Weierstrass) Necht je funkce f : R — R spojitd a 2m-periodickd.
Potom ke kazZdému € > 0 existuje trigonometricky mnohoclen T takovy, Ze

|f(z) —T(z)|<e proxeR.

Diikaz. Vzhledem k Dusledku 1.5.9 pro (sudé funkee) f(x) + f(—z) a (f(z) —
f(—=x))sin(z) pro dané € > 0 existuji trigonometrické mnoho¢leny T a Ts ta-
kové, ze

f(@) + f(=z) = Ti(2) + aa (), (1.6)

(£@) = (=) sin(e) = To(2) + as(a) (1.7)

pro x € R, pfitemz oy a ay jsou spojita a |aq (z)] < §, |as(x)| < § pro kazdé
r eR.

Vynasobime-li vztah (1.6) funkci sin®(x) a vztah (1.7) funkci sin(x), s¢itanim
rovnic a podélenim dvéma obdrzime

f(z)sin®(z) = T3(z) + B(x) (1.8)

kde (vzhledem k Lemma 1.5.7) T3 je trigonometricky mnohoclen a |B(x)| < €
pro z € R.

Obdobné, (ponévad? f je libovolna funkce) existuji trigonometrické mnohocleny
Ty a v takové, ze

flz— g) sin?(2) = Ty(z) + v(z) pro z € R.
|[v(z)| <€ prozeR.
Odtud dostavame, ze

f(z)cos®(x) = Ty(x +7) +y(x +7) proz e R.
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Vzhledem k Lemma 1.5.7 Ty(x + 7) je trigonometricky mnohoé¢len a tedy

f(x)cos?(x) = Ts(z) + v1(z) prox € R (1.9)

kde T5(z) je trigonometricky mnoho¢len a |y;| < € pro z € R. Zavér Véty plyne
z (1.7) a (1.9). O



Kapitola 2

Lebesguetiv Integral

2.1 Zavedeni Lebesgueova Integralu

DEFINICE 2.1.1 (Lebesgueiv Integral ohranifené funkce) Necht f : E — R je
meritelnd a ohranicend funkce. Pak je funkce f integrovatelnd. Jeji integral pak

E/f(m) dz.

LEMMA 2.1.2 Necht f € M(E) a f(x) >0 pro x € E. Necht dilen € N a
[f(z)]neny = min{n, f(x)} prox € E.

Potom [f] je méFitelnd funkce.

Diikaz. Ztejmé plati, ze

E([fln >a)=E(f >a) proa<n,
fln>a)=0 proa>n.

&=

Také plati

F@h <[f@) <. .. [f(@)s<... proxeE.
O]

Kromé toho, kazda z [f]i je ohraniGena a méfitelnd (viz. Lemma 2.1.2) a
tedy integrovatelna. Déle

Ju@hde< [i@hde <. [(f@)hdo <.

E E E

Uvazujeme limitu

lim [ [f(2)],dx (2.1)

n— 00
E

ktera urcité existuje a nabyva koneénych a nebo nekoneénych hodnot.

16
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DEFINICE 2.1.3 (Lebesguetv integral nezaporné funkce) Limité (2.1) se fikd
Lebesguetiv integrdl funkce f na mnozZiné E a znaci se

/f(:c) dx

Pokud tato limita je konecnd, pak Fikdme, Ze funkce f (nezdpornd) je integro-
vatelnd.

VETA 2.1.4 Necht nezdpornd funkce f : E — R je integrovatelnd na E. Potom
je f skoro vsude konecnd.

Diikaz. Polozme A := E(f = 00). Zfejmé [f(z)], = n pro = € A. Proto

Ju@lads = [1#@), dr = nmes(a)

E A
Tedy pokud mes(A) > 0, pak limita (2.1) nabyva hodnoty oco. O

VETA 2.1.5 Necht f: E— Ry, f >0, mes(E) = 0. Potom je funkce f integro-
vatelnd na E a [ f(z)dx = 0.
E

VETA 2.1.6 Necht f,g: E — R, a f ~ g. Potom

/f(x) d:r:/g(ac) dz.

Diikaz. E(.f = g) = E([f]n = [g]n) [
VETA 2.1.7 Necht f : E = Ry a f € M(E). Necht dile Ey C E méfitelnd. Pak

/f dx</f

VETA 2.1.8 Necht f,g: E =Ry a f,g € M(E) a f(z) < g(z) pro x € E. Pak

[ t@as < [ gt@a.
E E

VETA 2.1.9 Necht f : E =Ry a [ f(z)dz = 0. Potom f ~ 0.
E

VETA 2.1.10 (Aditivita integralu) Necht f,g: E — Ry a f,g € M(E). Potom
Ju@+g@yas= [s@ o+ [ g
E E E

VETA 2.1.11 (Homogenita integralu) Necht f : E — Ry, k € Ry. Pak [ kf(z)dx
E
k[ f(x)dx
E
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Na zaveér sekce si ukdzeme alternativni zavedeni Lebesgueova integralu, po-
moci jednoduchych funkci. Toto zavedeni je ekvivalentné predchozimu avSak
umoziuje najit explicitni formule pro vypocet Lebesgueovo integralu. JelikoZ
ale tuto formuli nebudeme v ramci tohoto kurzu potfebovat toto zavedeni je jen
doplitkovou informaci.

DUSLEDEK 2.1.12 (Integral z jednoduché funkce) Necht je ¢ : E — R jednodu-
chd funkce (t.5. §(x) = > ¢;®p, (x), kde E; jsou disjunktni kompaktni mnoZiny).

J
Pak jeji Lebesquetiv integrdl je
/(b(w) dx = Z c;m(Ej).
B J

DUSLEDEK 2.1.13 (Integral z nezaporné funkce) Necht f : E — R je nezdpornd
meritelnd funkce. Pak jeji Lebesguetiv integrdl se rovnd

,! f)dz = supd E/ b(x) d}.

2.2 Konvergenc¢ni Vlastnosti Lebesgueova Inte-
gralu

VETA 2.2.1 (Beppo-Levi, Monotone Convergence Theorem) Necht f : R —
[0, 00] je posloupnost méFitelngch funkci s vlastnosti

fiu(@) < frr1(2) (2.2)

pro skoro vSechna x € E a pro vSechna n € N. Potom plati

/(;}E& fk(x)) d = klgrolo/fk(x) dz.
E

E
Diikaz. Zavedeme f(x) = sup f,(x). Jelikoz plati fi < f
neN

klgrgo/fk(x) dxzstép/fk(ac) dzx < /kli_>rrolo fr(z) de.
E B E

Aby jsme dokon¢ili dikaz, je nutno ukazat, ze

klglgo fr(x)de > /f(x) dx.
E B

N
Necht ¢(z) = Y ¢;®(z) je jednoducha funkee, takova, ze 0 < ¢(z) < f(z). Pro

t €]0, 1] zavedeme E(f(z) > t¢(x)). Vzhledem k (2.2) plati, ze Ey C Eiy1.
Ukazeme, %e | JEr = E. Necht @ € E. Plati t¢(x) < ¢(x) < f(z). Jelikoz

k
fe(x) = f(x), plati fx(x) > to(x) pro viechna k > K, K € N. Dostavame

N
/fk(x)dacz /fk(m)dx2t/gb(;v)dx:thjmes(EkﬂBj).
E E), o J=1
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Necht & — oo. Diky monotonnosti Lebesgueové miry dostavame

hm Jr(z d:r>t/¢) dx.

E

JelikoZ je ¢ libovolné jednoduché funkce, miZeme vzit supremum téchto funkci,
¢imz dostavame hledany vysledek. O

VETA 2.2.2 (Fatou) Necht fr, : E — Ry, k € N je posloupnost mévitelngch
funkci. Potom plati

/lim inf f,(x)de <lim 1nf/fn
E

n—oQ n— oo
Diikaz. Necht g,(x) = ]irgf{fk(:z:)} Plati

liminf{f, ()} = lim inf {fi(z )}:nh_{glogn(x)

n— o0 n—oo k>n

Jelikoz g,, je monotonni rostouci funkce, diky Vété 2.2.1 plati

/hnrglgf{fn(x)} dx = /nlglgo gn(x) dx = nl;rgo gn(z) dz.

E E

Pro vSechna k > n plati g, (x) < fr(z) a tedy

[ <t [ fuie)ds
E

E

Dostavame tedy

/liminf fn(x) dm:nlgn;o/ n(z)dr < lim inf /fk dm—hmlnf/fn(m) dx

n—o0 n—oo k>n
E E

O

PozNAMKA 2.2.3 Beppo-Leviho 2.2.1 i Fatouova Véta 2.2.2 se daji dokdzat ne-
zavisle na sobé.

VETA 2.2.4 (Tonelli) Necht uy : E — Ry, up € M(E), k € N. Necht ddle

Zuk(ac) =F(z) proxe€E.

/ dx—Z/uk

E k=1p

Potom plati

VETA 2.2.5 (Uplna aditivita integralu) Nechf E je méritelnd mnozina a E =
U Ex pricemZ E, N E; = 0 pro k # i, Ey je méFitelnd a indexovd mnoZina I
kel

nejvic spocetnd. Necht ddle f : E — Ry. Potom

/f o= [ fa)do

kel
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2.3 Lebesguetv integral (obecny pripad)

Necht f: E — R kde F je méfitelnd mnozina a f € M(E). Polozme

L Jf@ mes@zo L [0 pro f@)2 0
F@)s {0, pro f(x) <0 f@)]-: {—f(z), pro f(x) <0

(nebo alternativaé [f(2)+ = £ (1/@)| + /() a [f@)]- = §(If@)] - F(@))-
Ziejmé platt [ (x) = [f(2)]+ - [/(@)]-.

DEFINICE 2.3.1 Necht alespoti jedna z funkci [f]+ nebo [f]— je integrovatelnd.
Potom vyraz (pFipoustime i nekonecnou hodnotu)

Ju@ldo— [if@)-ds

E E

se nazyvd Lebesqueovym integrdlem funkce f a znaci se [ f(x)dx.
E

DEFINICE 2.3.2 (Lebesgueovsky integrovatelné funkce) Funkce f: E — R (me-
Fitelnd) se nazyjvd Lebesgueovsky integrovatelnd jestli integrdl [ f(x)dx existuje
E

a je konecny.
Mnozinu Lebesgueovsky integrovatelngjch funkci oznacime L(E).

POzNAMKA 2.3.3 Pro nezdporné funkce tato "novd" definice je témér shodnd
"starou". Ddle plati, Ze kaZdd ohranicend funkce je integrovatelnd.

VETA 2.34 f € L(E) prdvé tehdy kdyZ |f| € L(E). Pokud |f| € L(E) pak

Jir@lar=| [ sl

Diikaz. Plyne ze vzorce |f| = [f]+ + [f]-- O

Uvedeme nékolik vlastnosti:

—

Pokud f € L(FE), pak je f skoro viude kone¢na.
Je-li mes(E) = 0, pak libovolna f € L(E).
Necht f € L(E) a Ey € E je mé&fitelna. Pak f € L(Ep).

L

Necht f,g: E — R jsou méFitelné. Necht navic |f(z)| < g(x) pro z € E.
Pokud navic g € L(E) pak f € L(E).

VETA 2.3.5 Necht f,g : E — R a f ~ g. Pak f € L(E) prdvé tehdy kdyz
g€ L(E).

VETA 2.3.6 (Koneéna aditivita) Necht E = U Ey, kde ExNE; =0 prok #1
a By, jsou mé¥itelnd. Necht ddle f € L(Ey) pro k =1,.,n. Pakp€ L(E) a

n

/f(m)dx:Z/f(x)dx

o k=1p,



KAPITOLA 2. LEBESGUEUV INTEGRAL 21

PozNAMKA 2.3.7 Ve Véte 2.3.6 predpoklad o tom, Ze E je sjednocenim konec-
ného poctu Ey, je dileZitym a nelze ho vypustit. V skutku, necht f :]0,1] = R je
ddna vztahem

2n+1 1
n pro sy < X <=
f(z) = { ”(’” ) < ot pron € N.
-n pro n+1 < TS Gt

Potom f € L(]ﬁ_l,%]) VneNa

Avsak f ¢ L(]0,1]) nebot

/\f Idw—2/|f |dm— 11 .

Plati vsak ndsledugict tvrzeni:

VETA 2.3.8 Necht f € L(E) a E = |J Ek, kde ExNE; =0 po k # i a Ey jsou

k=1
meritelné mnoziny. Potom
/f(a:) dsz/f(m) dzx. (2.3)
E k=1p,

o0

VETA 2.3.9 Necht E je méfitelnd mnozina. E = |J Ey. Necht ddle f € L(Ey)
k=1

prok € N a

potom f € L(E) a plati (2.3).

Mezi nejdulezitejsi véty, které si uvedeme rozhodné musi patfit i nasledujici
véta, kterd poskytuje moznost zamény limit a integréalu v piipadé Lebesgueovho
integralu obecné funkce.

VETA 2.3.10 (Lebesgue Dominated Convergence Theorem) Necht{f}nen: E —
R je posloupnost méritelniyjch funkci a funkce f : E — R je také mévitelnd a
necht plati fn(x) — f pro s.ww. x € E. Ddle necht existuje funkce g : E — Ry,
g € L(E), méritelnd, a takovd, Ze

|fu(x)] < g(x)  prosw zekE.

Potom

n—00
E

/ f(x)dz = lim [ f,(z)dx
E
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2.4 Prostor L(E)

Uvazujme mnozinu L(E). Zapis f = g pro nas znamené f ~ g. Vzhledem k Vét&
2.3.4 muzeme zavést pro f € L(E) normu

I = [ 17@]da.

ULOHA 2.4.1 Dokazte, ze L(E) tvori linedrni prostor.

ULOHA 2.4.2 Dokaste, ze (L(E),|| - ||) tvori normovansy prostor.
VETA 2.4.3 (Riesz-Fisher ') Prostor (L(E), || -||1) je tiplni.
VETA 2.4.4 MnoZina spojitych funkei C(E) je hustd v L(E).

DEFINICE 2.4.5 (Nosi¢ funkce) Necht E € R je oteviend mnoZina. Necht f je
spojitd funkce na E. Nosi¢ funkce f na E je mnoZina

spt(f) ={z € E: f(z) # 0}.

Pokud je spt(f) kompaktni, nazgvdme f s kompaktnim nosicem. Prostor funkeni
s kompaktnim nosicem na E znacime Cc(E).

POzZNAMKA 2.4.6

Cc(E) C C(B).
VETA 2.4.7 Cc(E) je hustd v L(E).
DEFINICE 2.4.8 (Esencialni supremum)

VETA 2.4.9 Prostor L(E) je separabilni.

Diikaz. Necht E € R. Necht € = |J &), je spocetna mnoZina, kde & = | Jax, b]
k k=1
kde ay,br € Q. Necht ¢ je linearni prostor nad Q generovany funkcemi yg,.

Prostor ( tedy poziistava z koneénych linearnich kombinaci s racionalnimi koe-
ficienty indikatorovych funkei mnozin typu . UkaZeme, Ze £ je husta v L(E).
Necht f € L(FE), € > 0. Diky 2.4.7 vime, Ze existuje f1 € Cc(F) takova, 7e
llf — fill < e. Necht E; je libovolna mnozina obsahujici spt(fi). Pro dané
d > 0 konstruujeme funkci fo € € spliwjici || f1 — fo||r < 0, takovou, Ze fo =0
mimo F;. Dostavame

I[f1 — follo < Esssup{f1 — fa}m(E}).

Volbou ¢ > 0 dostavame ||f — fal|L < 2e. O

ITento vysledek je malou &asti teorému znamého jako Riesz-Fisherova Véta, ktery ukazuje
mimo jiné aplnost LP prostora.



Kapitola 3

Prostor L?([a, b])

3.1 Zavedeni prostoru

DEFINICE 3.1.1 (L? prostor) Necht f :[a,b] = R a

b

/ﬁ@ﬁ<m

a

Potom f € L*([a,b]).
TVvRZENI 3.1.2

L*([a,b]) € L([a,b])
Diikaz. Necht f € L%([a,b]). Jelikoz 1 € L?([a, b]), plati

/

(1+f%ﬂ)ﬁ<xn

[N

Vyuzitim nerovnosti

(1 + f2(t)> pro t € [a, b]

| —

IF ()] <

dokazujeme tvrzeni. O
ULoHA 3.1.3 Protipiikladem ukazte, Ze opacnd inkluze Tvrzeni 3.1.2 neplati.
TVRZENT 3.1.4 Necht f,g € L?([a,b]). Potom f-g € L([a,b]).

Diikaz. Necht f,g € L?([a,b]). Ditkaz plyne z nésledujici nerovnosti

a0 < 5 (£ +0°(0).

23
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3.2 Strukturni vlastnosti L2

DEFINICE 3.2.1 (Metrika L?) Viraz p : L?([a,b]) x L?([a,b]) — R definovdn
jako

b
p(f.g9) = / (f(:c) — g(:c))2 dx

nazgvdme metrikou L?([a,b]).
TVRZENI 3.2.2 (L?([a,b]), p(+,-)) tvoii metricky prostor.
ULOHA 3.2.3 Dokaste turzeni 3.2.2.

TVRZENI 3.2.4 MnoZina L?([a,b]) je linedrni prostor, tj. f,g € L*([a,b]) =
af + Bg € L?([a,b]) pro Va, 3 € R.

ULoHA 3.2.5 Dokazte Tuvrzeni 3.2.4.

TVRZENI 3.2.6 (Cauchy-Bunjakovského-Schwartzova nerovnost) Necht f,g €
L?([a,b]) potom plati

/b fg)dt | < /b fA(t)dt - /b g2 (t)dt.

PozNAMKA 3.2.7 Cauchy-Bunjakovského-Schwartzova nerovnost 3.2.6 je znd-
mym torzenim z kurzi linedrni algebry (tuto nerovnost je mozno dokdzat pro
libovolnyg unitdrni prostor).

ULOHA 3.2.8 Laskavy ctendr si zopakuje dikaz Tvrzeni 3.2.6.

DEFINICE 3.2.9 (Skaldrni sou¢in na L?) V prostoru L*([a,b]) je skaldrni soucin
(-,) : L?([a,b]) x L?([a,b]) — R definovdn ndsledovné

b
(f-9):= /f(t)g(t)dt.

TVRZENT 3.2.10 (L?([a, b)), (-,-)) je unitdrni prostor.
ULoHA 3.2.11 Dokazte Tvrzeni 3.2.10.

DEFINICE 3.2.12 (L?-norma) Necht f : [a,b] — R. Potom vyraz

b 3
1lls = / (bt

nazijvdme L?-normou funkce f.
TVRZENT 3.2.13 Prostor funkci (L?([a,b]), | - ||z2) je normovany prostor.

ULOHA 3.2.14 Dokaste Turzeni 3.2.13.
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POZNAMKA 3.2.15 Ziejmé norma prostoru L? je provdzdina s jeho metrikou a
skaldrnim soucinem ndsledovnymi vztahy

p(fag) = ||f 79||L27
V) =11l
VETA 3.2.16 Necht {fn}nen je posloupnost funkei z L?([a,b]). Necht ddle f €
L?([a,b]) a
lim ||fn, — fllzz = 0.
n—00
Potom

lim f,(t) = f(t) podle miry.

n—r oo

Diikaz. Necht o > 0. Zavedeme mnozinu A, (o) = E(|f, — f| > o). Potom
konvergence plyne nésledovné

b

/(fn(t)—f(t)>2dt2 / (fn(t)—f(t))zdt202mes{An(a)}.

a An(o')
O

ULOHA 3.2.17 Naleznéte posloupnost funkei splivujici predpoklady Véty 3.2.16,
pro kterou meplati, Ze

lim f,(t) = f(t) skoro vSude v [a,b)].

n—oo

DUSLEDEK 3.2.18 Necht {f,,}nen je posloupnost funkei z L?([a,b]). Necht ddle
feL*(ab]) a

Tim [fu — fllz2 = 0.
Potom existuje podposloupnost { fy, } takovd, Ze

kl;rr;o fu,(t) = f(t)  skoro vSude na [a,b].
Diikaz. Plyne z Véty 3.2.16 a Rieszovy véty 1.3.10. O
PozNAMKA 3.2.19 Pokud

lim f,(t) = f(t) pro kaZdét € [a,}b], (3.1)

n— oo

pak (obecné) nemiiZeme turdit, Ze plati
lim ||f, — fllzz = 0.
n—oo

Vskutku, necht

n  prote|0,1]

f”(t):{ 0 prote]t 1]

n

1
Potom plati 5.1, kde f = 0. Vsak [(f,(t))*dt =n — cc.
0
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VETA 3.2.20 Necht {fn}nen je posloupnost funkei z L?([a,b]). Necht ddle f €
L?([a,b]) a

lim £ — fllz> = 0.

n—oo
Potom_ Tim_|full 2 = £
Diikaz. Dikaz plyne z nerovnosti

[fnllez < fllez + 1 fn = Fllc2s
1fllze < [l fnllez + 1 fn = fllc2-

O

DEFINICE 3.2.21 (Cauchyovska posloupnost) Posloupnost {f,} C L? se nazjvd
Cauchyovskd, jestlize Ye > 0 dn, > 0 a pro Yn,m : n > ne,m > ne plati

an - me <E€.

DEFINICE 3.2.22 Metricky prostor (X, p) se nazyvd uplng, jestlize kaZdd Cau-
chyovskd posloupnost md limitu, kterd lezi v X .

VETA 3.2.23 (Riesz-Fischer) Prostor L*([a, b)) je tiplni.
VETA 3.2.24 KaZdd z ndsledujicich mnoZin je hustd v L*([a, b]):
1. M([a,b]) - mnoZina ohranicengch, méfitelngch funkct
C([a, ]

) - mnoZina spojitych funkci
3. P([a,b]) - mnoZina polynomi
) -

4. 8([a,b]) - Mnozina jednoduchych funkci

Je-li [a,b] = [—m, «], pak mnoZina trigonometrického mnohocélenu T je hustd v
L2

DEFINICE 3.2.25 Necht {f,} C L*([a,b]) a f € L*. Rekneme, e posloupnost
{fn} konverguje k f slabe, jestlize pro kazdou funkci g € L? plati

= 1 / 1)

VETA 3.2.26 Pokud {f,} konverguje k f (v klasickém smyslu), pak konverguje
1 slabé.

Diikaz. Pouzitim Tvrzeni 3.2.6 obdrzime

b b

b
[owio - rmat| < [@wa [ (1.0-rw) a

a
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3.3 Ortogonalni systémy

DEFINICE 3.3.1 Systém {wi}32, C L*([a,b]) se nazyvd ortonormdlni, jestlize
(wk . OJZ‘) = (5]“‘.

PRIKLAD 3.3.2 Trigonometricky systém i, ﬁcos(t), —=sin(t), % cos(2t),
ﬁ sin(2t), ... je ortonormding v L([—m, 7]).

DEFINICE 3.3.3 (Fourierova fada, Fourierovy koeficienty) Necht {wx}2, je or-
tonormdlni systém v L*([a,b]) a f € L?([a,b]). Cisla

b
o ::/f(t)wk(t)dt, keN

se nazgvagi Fourierovy koeficienty funkce f vzhledem k systému {wy}. Ddle fada
(formdlni)

ickwk(t) (32)
k=1

se nazgvd Fourierova fada funkce f vzhledem k systému {wy}.

Zavedenim nekoneéné fady 3.2 prirozené vzniké otézka, zdali fada konverguje
a k ¢emu. NeZ odpovime na tyto otazky je nutno lépe prostudovat ¢isla ci a
zavedenou fadu 3.2.

VETA 3.3.4 (Besselova nerovnost) Necht f € L?([a,b]) a ci jsou Fourierovy
koeficienty této funkce. Pak plati

oo
> <|Ifliz-.

k=1

Diikaz. Zavedeme Casteéné soudiny
n
Sp(t) == Z cpwi (t).
k=1

Jelikoz {wy}32  je ortonormalni systém, plati
b n b n
/S’g(t) dt = Z cick/wkwidt: Zci
2 i k= k=1

i,k=1 a

Dale, uzitim definice Fourierovych koeficientu 3.3.3 dostavame

b n b n
[twsiwa=Ya [ fea=3" .
o k=1 % k=1

Na zakladé téchto rovnosti obdrzime
b

19 = Sullze = [ (20 27 @S(0) + S20) de = 2 = Yo (33
k=1

a
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a tudiz

n
>k < Ifll7-
k=1

Odtud zfejmé plyne, Ze

o0
> <IfIIze.
k=1

O

DEFINICE 3.3.5 Rekneme, Ze ortonormdlni systém je uzavieny, jestlize pro kaz-
dou funkci f € L? plati tzv. Parsevalova rovnost

o0
> =171z
k=1

POZNAMKA 3.3.6 Smysl Parsevalovy rovnosti spocivd v tom, Ze lim || f—Sp||rz =
n—oo
0 neboli f je limitou {S,} v L2.

VETA 3.3.7 Necht ortonormdlni systém {wy} je uzavieny. Potom pro f,g € L?
plati

9) =Y arby,
k=1

kde ar, = (f - wi), b = (9 - wg)-

Diikaz. Z¥ejmé {ay + bg }ren jsou Fourierovymi koeficienty funkce f + g. Tedy
podle Parsevalovy rovnosti

If +9ll7 =D (ar +b1)* =D ak+ Y BE+2 " arby.
k=1

Na druhé strané vzhledem k Vété 3.3.7

\@
&‘
5
_|_
[\

S _
[y
A
Nt
K}
=
S~—
L
5
_l’_

\@
s}

N
=
S~—

L
5
I

b
17+ 9l = [ (50 + o

g: 2/bfg

a

1

O

DUSLEDEK 3.3.8 Necht {wy} je uzavieny systém. Potom pro kaZdou méFitelnou
mnoZinu E C [a,b] plati

/ £(1) dt:ick~ / wi(t) dt. (3.4)
B k=1

E
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Diikaz. Nechf g je charakteristickd funkce mnoziny E. Ziejmé g € L?([a,b]) a
pro Fourierovy koeficienty by funkce g plati

b = /wk(t)dt.

E

Nyni 3.4 plyne z Véty 3.3.7. O

POzZNAMKA 3.3.9 Vsimnéme si, Ze samotnd Tada Y cpwi(t) nemusi (obecné)
k=1

konvergovat k f wvibec.

VETA 3.3.10 (Steklov - Severini) Necht A C L?([a,b]) je hustd. Necht ddle {wy}
je ortonormdlni systém a pro kaZdou g € A plati Parsevalova rovnost vzhledem
k {wg}. Potom systém {wy} je uzavieny.

Diikaz. Necht f € L? a ¢, jsou Fourierovy koeficienty vzhledem k {wy, }. Polozme
n
Sulf) = 3 cxn(t)
k=1

Ziejmé
Sn(Af) = ASa(f) pro VA eR
Sn(fl + f2) = Sn(fl) + Sn(fQ)-

Dale vzhledem k Besselové nerovnosti plati

1Sn (A2 < [1f]lL2,

nebot
150 (FIIF2 = Dk < 111
k=1
PonévadZ A je husta pro e > 0 dg € A tak, Ze

1
—gll < ze
17 gl < 3¢
Potom ziejmé

1f = Su(HOI < I =gl +1lg = Su(@) | + [1Sn(g) = Sn(H)II-
Dale

I$u(9) = Su(A)ll = 1Sulg = Pl < llg ~ fIl < 5e.

Tedy

17 = Su(ll < e+ llg = Sulo)ll
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Ponévadz g € A a pro g plati Parsevalova rovnost dng tak, ze
€

lg = Snlg)l <5 pron>mno.
Tedy pro € > 0 dng tak, ze

If = Sn(f)ll <€ promn > ny.
Jinymi slovy, dokazali jsme, Ze

Jim {5, (f) = fI =0

Avsak odtud vzhledem k 3.3 plyne, Ze pro f plati Parsevalova rovnost. O

DUSLEDEK 3.3.11 Necht pro kaZdou funkci fi,(t) = t* plati Parsevalova rovnost.
Potom systém {wy} je uzavieny.

Diikaz. Vzhledem k Vétam 3.2.24 a 3.3.10 staéi ukazat, ze plati Parsevalova
rovnost pro libovolny mnoho¢len

p(t) =Ao+ A1(t) + ...+ Ant™.
Avsak je zfejmé, Ze
Sn(p) = AoSn(fo) + ArSn(f1) + ... + A Su(fm)-
Tedy

lp = Su(@)ll < Y 1Akl 1fx = Su(fi)l-
k=0

Ponévadz podle predpokladi pro fi plati Parsevalova rovnost, pak vzhledem k
3.3 mame, ze

7}5{.10 Ilfe — Sn(fe)ll =0,

a tudiz
Jim [p = S (p)ll =0,
coz opét na zaklad& 3.3 znamené, Ze pro p plati Parsevalova rovnost. O]

Mohla by nés zajimat otazka, zdali viibec existuje uzavieny systém {wg}?
Odpovéd na tuto otazku poskytuje Véta 3.3.10.

DUSLEDEK 3.3.12 Trigonometricky systém je uzavieny (v L([—m,7])).

Diikaz. Vzhledem k Vété 3.3.10 stac¢i ukazat, ze plati Parsevalova rovnost pro
trigonometricky mnohoclen

T(t)=A+ z": (UL;C cos(kt) + by sin(kt)),

k=1

nebot vzhledem k Vété 3.2.24 je systém T husty v L([—m,n]). Pro T je Parse-
valova rovnost trivialni. O
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o0

VETA 3.3.13 (Riesz-Fischer) Necht {wy} je ortonormdini systém a > ¢ < oo.
k=1

Potom existuje f € L?([a,b]) takovd, Ze

c=(f-w) a Y ct=IFfli (3.5)
k=1

Diikaz. Poloze Sy (t) = > crwi(t) a ukdzeme, Ze posloupnost {S,} je Cauchy-
=1

k=
ovska. Vskutku necht m > n,

b m m
1S — Snll? :/(chwk(t))2dt: Zcick/wiwkdt: Z ci.
ik

p n+1 k=n+1

Vzhledem k Vété 3.2.23 je prostor L? tplny a tedy 3f € L? tak, Ze

ISr. — fllLz = 0.

lim

n—oo
UkaZzeme nyni, %e pro f plati 3.5. Vzhledem k Vé&té 3.2.26 posloupnost {S,}
konverguje k f a i slabé, tj. pro kazdou funkci g € L?

b b

fim [ S, (H)g(t) dt = / F(t)g(t) dt.

n—oo
a a

Specialng, je-li g(t) = w;(t) obdrzime
b b

/ f®wi(t)dt = lim [ S, (t)w;(t)dt = ¢;.

n— 00
a a

Tedy ¢, = (f - wk). Vezmeme-li kromé toho v tvahu 3.3, ziskame i Parsevalovu
rovnost. O

PozNAMKA 3.3.14 Vsimnéme si, Ze existuje jedind funkce f v zdvéru Riesz-
Fischerovy véty 3.3.13. Vskutku, necht obé f a g vyhovuji zdvéru. Pak f a g
maji stejné Fourierovy koeficienty ci (dle proni vlastnosti) a dle druhé:
lim [|S, — f[l =0, lim [[S, — gl =0,
n—oo n—oo
n
kde S, (t) = > cpwi(t). Z jednoznacnosti limity plyne f = g.
k=1

DEFINICE 3.3.15 Systém {wy}$° se nazgvd dplnym, pokud prostor jim vytvoieny
je taktéz z L?([a,b]).

VETA 3.3.16 Systém {w }32, je tplny pravé tehdy, kdyz neexistuje g # 0 v L?
tak, Ze

(g-wk) =0 pro kazdé k € N.

VETA 3.3.17 Systém {wy}32, je uplny prdavé tehdy, kdyz je uzavieny.



KAPITOLA 3. PROSTOR L3(|A, B]) 32

Diikaz. Necht {wy} je uzavieny. Necht dale g L wy pro k € N. Potom ¢ = 0
pro k € N. Podle Parsevalovy rovnosti tedy [|g]|> = Y ¢ = 0 a tedy g = 0.
k=1

Nyni plyne z Véty 3.3.16, Ze je {wy} tplny.
Necht nyni je {wy} tplny. PoloZme, Ze neni uzavieny. Pak 3¢ € L? tak, Ze

o
cz < ||g||27 kde ¢ = (g - wg)-
k=1

Vzhledem k Riesz- Fischerové Véts (3.3.13) existuje funkce f € L? takova, 7e
=(f-wp)allfl*= Z c2. Uvazujeme h = f — g. Potom z¥ejmé h # 0. AvSak

h 1 wg, coz je ve sporu S Vetou 3.3.17. O

DUSLEDEK 3.3.18 V L2([—,7]) je trigonometricky systém tiplny.

Diikaz. Plyne z Véty 3.3.17 a Disledku 3.3.12. O
Shrnuti: Uvazujme prostor L?([—m, 71]) a trigonometricky systém

o 1 1
Vor' v VARV

Potom Fourierovy koeficienty funkce f € L?([—m,n]) jsou

aon 1 T

“o / J(t) dt

ap = % / f(t) cos(nt) dt
by = % / F(t) sin(nt) dt

cos(t), sin(t) cos(2t), ...

Fourierova fada méa tvar
(oo}
% Z: (an cos(nt) + by, bln(nt)) (3.6)
Uvazujme ¢astecnou sumu
= ?0 ; (ak cos(kt) + by, sm(k:t))

Potom plati to, Ze posloupnost {S,,}°° ; konverguje ve smyslu prostoru L?([—, 7])
k funkei f tj.
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Kromé toho plati
1/fg(vt)dtz a—%+§: (af +b7).
T 2 Pt k

Obracené, pokud fady Z a; a E b? konverguji, pak 3f € L? tak, 7e a), a by
k=1 k=
jsou jeji Fourierovy koeficienty. Otevrenou otazkou zustéava, zdali je fada 3.6

konvergentni bodové.

3.4 Linearni nezavislost

DEFINICE 3.4.1 Systém {wi}32, se nazyjvd linedrné nezdvisly, pokud Zddny z
prokid w; nemozno vyjddiit jako linedrni kombinaci ostatnich prvki.

TVRZENI 3.4.2 Necht je {wi}52, ortonormdlni. Potom je linedrné nezdvisly.

Dikaz. Necht

Z)\kwk(t) ~0, Card{l} < .
kel

Potom proi e [

= (Wi Y Apwr) =

kel
O

VETA 3.4.3 (Véta o ortogonalizaci) Necht {p}72 | je linedrné nezdvisly systém.
Potom existuje ortonormdlni systém {wy} takovy, Ze

1. pro libovolné n € N je w,, linedrni kombinace funkci 1,02, ..., on
2. pro libovolné n € N je p,, linedrni kombinace funkci wy,wa, ... ,wy
Uvazujme prostor L?([—1,1]). Lehce lze ovérit, Ze systém
Lt 62, ..t ...

tvori linedrné nezdvisly systém. Podle Véty 3.4.3 potom existuje ortonormdlni
systém

Wo, W1, -«

pricemZ wy je polynom n-tého stupné. Tyto polynomy se nazyvaji Legendrovy
polynomy.

VETA 3.4.4 Systém Legendrovych polynomi je uzavieny a tedy i uplny.
Diikaz. Vzhledem k Vété 3.4.3 (druha ¢ast)

= iakwk(t). (37)
k=0
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Tedy ay, jsou Fourierovy koeficienty funkce ¢ vzhledem k {wy}5°. Z 3.7 zfejmé

plyne
1
ag /t"wk(t) dt = Z a;.
Z1

1

/tzndtzzn:

1 k=0 k=0

Tedy pro kazdou z funkei t™ plati Parsevalova rovnost. Vzhledem k Dusledku

3.3.11 je proto systém {wy} uzavieny. Uplnost plyne z Véty 3.3.17. O
PozNAMKA 3.4.5 (Rodriguesiiv vzorec) Legendrovy polynomy se obuvykle znaci
pismeny Py, Py, . ... (P nejsou normované). Dd se ukdzat, Ze
1 dn n n
Palt) = i @ — 1™

Tento vzorec se nazyvd Rodriguesovym vzorcem. Ddle plati

1

B 0 pron #m
[rmoa={ 5 menry
e

Specidlné:

Pot) =1, Pi(t)=t, Py(t) = gﬁ O g# _ 3 P =

3.5 Systémy trigonometrickych funkci v L?([0, 7))
PRIKLAD 3.5.1 Uvazujme systémy

1, cos(x), cos(2x), cos(3z), ... (3.8)

sin(z), sin(2x), . ... (3.9)

Vime, Ze sjednocent systémii (3.8) a (3.9) tvoii ortogondini systém v L*([—m, 7]).
Ukdzeme, Ze jak systém (3.8), tak i systém (3.9) je ortogondlni a tiplng v L*([0, 7]).

ULOHA 3.5.2 Primim vijpoctem ovéite ortogonalitu systémai (3.8) a (3.9).

Ukazeme tplnost (3.8). Necht f € L?([0,7]). Zavedeme oznaceni

=~ | f(=t) prote[—m0
F) = { i) protcloal.

Zrejmé f € L?([—m,7]). Ponévadz sjednoceni systémi (3.8) a (3.9) je tplné v

L?([—m, 7)), pak funkei f lze aproximovat libovolnou presnosti svou Fourierovou
fadou, tj. funkcemi

Z (ar cos(kt) + by sin(kt)) + ao. (3.10)
k=1
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Vsimnéme si, ze by = 0 Vk € N. Vskutku
b, = / f(t)sin(kt)d
0
/ ) sin(kt)d / ) sin(kt)d
/ sin(kt)d / sin(kt)d
0 0

Tedy funkce S, v (3.10) maji tvar

Su(t) =ao+ Y _ ax cos(kt).

k=1
Ponévadz plati || f — SnllL2((=m,x)) — 0, ziejmé plati i [|f — Syl 22 (j0,x))

ULoHA 3.5.3 Analogicky ukazte tplnost systému (3.9). Predpokldddme

= | —f(=t) prote[-m0]
(1) = { f(®) pro t €]0,7].

— 0.



Kapitola 4

Singularni integral

4.1 Motivace

Necht ¢, : R? = R je dana tvarem

1 n
= 4.1
On(t ) w1+ n2(t —x)2 (4.1)
Necht dale f € L([0,1]). Polozme
10 1
n t
@)=— [ — L g tj. = [ gt x) f()dL. 4.2
) = 2 [ it e = [outor) (12)
0 0
Ukazeme, Ze je-li z €]0,1[ a v bodé z je funkce f spojita, pak plati
T f(2) = f(2). (43)
Vsimnéme si, ze
1 1 J ) n(l—zx) p
n t ]
/¢n(t’x)dt_;/l+n2(t—m)2_; / 1+ 52
0 0 —nT
a tedy
1
lim [ ¢n(t,z)dt = 1. (4.4)

n—oo

Zavedme oznadeni

1

o = ful2) — f(2) / ot )t

0

Ztejmé pro dokazani vztahu (4.3) staci ukazat (vzhledem k (4.4)), ze lim r, =
n—oo
0.

36
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Ukazeme nyni, ze plati posledni rovnost. Zvolime ¢ > 0. Ponévadz z je bodem
spojitosti f, existuje 0 > 0 tak, ze prot € [0,1] : [t—z| < d plati | f(t)—f(2)] <e.
Z¥ejmé miZzeme predpokladat, ze 0 <z — § < 2 + 0 < 1. Pak

_ ot 1
=g 1522@{(?)2 d+ 2 1{522@{(;) i+ 2 1{522@{(;) at
z—§ T+(§
=A,+ B, +C,.
Odhadneme jednotlivé
NN i e T s

[Bul = 61+n2(tf:c / tf:c)thSE J t+s®

Pro odhad A,, si v§imneme, Ze pro jmenovatel plati |t — x| > ¢, tedy
z—5 1

|An| < m / () = f(a)ldt < M/u(w — f(z)ldt < @
0 0

pro dostatecné velké n. Analogicky pro dostatecné velké n plati

c(s
|Cn| < ce)
n
7 téchto odhadt zfejmé plyne, ze lim r, = 0.
n—oo
MiuZeme si vSimnout, Ze konkrétni tvar funkce ¢,, neni tak dilezitym a platnost

vztahu (4.3) zavisi na kvantitativnim chovani funkce ¢,,.

DEFINICE 4.1.1 (Jadro a Singularni Integral) Necht ¢, : [a,b]x]a,b[— R a pro
kazdé x €]a,b| je ¢n(-,x) € L([a,b]). Necht ddle pro kazdé a < o <z < <b
plati
B
lim [ ¢,(t,x)dt = 1.

n—oo
(63

Potom se funkce ¢, nazyvd jddro. Je-li ¢, jddro, pak integrdl

JM@:/@ﬁwﬁwﬁ

se nazyvd singuldrnim integrdlem.
Teorie singularnich integralii mé cetné aplikace. Jednou s fundamentélnich
otéazek této teorie je vztah limity lim f,(z) a hodnoty f(x). Dale se seznamime
n—oo

s touto teorif a budeme zkoumat vybrané jeji aplikace v teorii Fourierovych fad
a obecné trigonormetrickych fad.
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VETA 4.1.2 (Lebesgue) Necht {¢,}22, C M([a,b]) a existuje M > 0 tak, Ze
lon ()] < M pro skoro vSechna t € [a,b],n € N. (4.5)

Necht ddle pro Ve € [a,b] plati

nh_{r;() on(t)dt = 0. (4.6)

Potom pro kaZdou f € L([a,b]) plati

b
lim [ f(t)pn(t)dt =0. (4.7)

n—oo
a

Diikaz. Nejprve si vSimneme, Ze vzhledem k ((4.6)) plati

B

n11_>rr010 / on(t)dt =0 (4.8)
pro libovolny interval [a, 8] C [a,b]. Dikaz véty provedeme v nékolika fazich.
Necht nejprve f € C([a,b]). Zvolime ¢ > 0. Potom existuje déleni a = z¢ <

) <...<x, =0btak, ze

max{|f(t) — f(s)| : t,s € [xs,xi41],7 ={0,1,....,m —1}} <e. (4.9)

Pak ziejmé plati, Ze

b m—1 Tkl Th41
f@)pn(t)dt = [F(t) = fla)]en(t)dt+ ) f(z pn(t) dt.
a/ ¥ k:om{ Z k x[

(4.10)

Vyuzitim vztaht (4.5) a (4.9) odhadujeme
Tk4+1

[f(t) — f(zr)]pn(t)dt| < Me(xg41 — k)  pro k={0,1,....,m —1}.

Tk

Vezmeme-li navic v avahu (4.8) obdrzime z (4.10), Ze

lim sup /f(t)apn(t)dt < Me(b— a).

n—oo

Avsak volba € > 0 byla libovolna. Proto plyne z posledni nerovnosti, ze pokud
f € C([a,b]), pak plati (4.7).

Necht nyni funkce f je ohranitena (tedy je také méfitelnd a integrovatelna).
Potom existuje konstanta f* > 0, pro kterou plati

|f(¢)| < f* pro skoro vsechna ¢ € [a, b].
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Zvolime ¢ > 0. Potom vzhledem k Lusinové vété 1.4.6 existuje funkce g €
C([a,b]) takova, Ze

gl < f* a mes{t €la,b]: f(t) # g(t)} <e.

Proto obdrzime
b b b
[ 10entiae= [0 - sOlenvide + [ gionoae. 1)

Na druhé strang, je-li E = {t: f(t) # g(t)}, plati
b

/ F() — g(t)]n (t)dt]| = / () — a(t))n(t)dt] < 2M f* — e

a E

Vezmeme-li nyni v avahu uz dokizanou ¢ast, obdrzime z vztahu (4.11), Ze

n—oo

b
lim sup /f(t)cpn(t)dt < 2M f*e,

a tedy vzhledem k libovolnosti € > 0 plati vztah (4.7). Necht nyni f € L([a, b]).
Zvolime ¢ > 0. Potom existuje 6 > 0 tak, Ze pro kazdou méfitelnou mnozinu
A C [a, b] takovou, ze mes(A) < § plati

I (4.12)
A

Vzhledem k Vété 1.4.1 existuje ohrani¢ena a méfitelna g takova, ze

mes{t: f(t) #g(t)} <.
Z dikazu Véty 1.4.1 mizeme predpokladat, ze

g(t)=0 prote Akde A={t: f(t) #g(t)}.
Dale

b b b
/ F(t)pn(t)dt = / () — g(®)]pn(t)dt + / o(t)on(t)dt.

Avsak vzhledem ke vztahu (4.12)

b
/ () — g@)pn(t)de| = / F(t)pn(t)dt] < M.
a A

Opakovanim stejnych argumentti dokon¢ime dikaz. O

VETA 4.1.3 (Riemann-Lebesgue) Necht f € L([a,b]). Potom
b b
lim [ f(t)cos(nt)dt =0 @« lim [ f(t)sin(nt)dt =0.

n— oo n—oo
a a
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Diikaz. Plyne z Véty 4.1.3, protoze funkce ¢, (t) = cos(nt) (= sin(nt)) vyhovuji
((4.5)) a ((4.6)). O

DEFINICE 4.1.4 (Slaba konvergence posloupnosti k nule) Necht {¢,}72, C
M ([a,b]) a pro kazdé f € L([a,b]) plati

b

lim [ f(t)en(t)dt =0.

n— 00
a

Pak tekneme, Ze posloupnost {p,} slabé konverguje k nule (na [a,b]).

4.2 Véty o reprezentaci

Dale viude budeme navic pfedpokladat, Ze je jadro ¢, (-, z) ohrani¢ené. Potom
singularni integral

b
mmz/@@mﬂwt

mé smysl pro kazdou f € L(]a,b]).

VETA 4.2.1 (Lebesgue) Necht x €la,b] a § €]0,-] jddro ¢, slabé konverguje k
nule na mnozindch [a,x — 8] a [x + 6,b]. Necht ddle

b
/|¢n(t,x)|dt < H(x) proneN.

Potom pro kaZdou funkci f € L([a,b])spojitou v x plati

lim f,(z) = f(x).

n—oo
Diikaz. Ponévadz ¢, je jadro, stac¢i ukazat, ze

b

im [ /() — f(2)]én(t,x)dt = 0.

n—oo
a

Zvolime € > 0. Jelikoz f je spojita v x, 3§ > 0 tak, zZe

1f(t) = f(2)| <

[) (0] | - | < 6
T t X .

Proto je zfejmé, Ze

T+

/UwfﬂM%wmﬁs

—0

€

3H(x)

b
/|¢>n(t,x)|dt < g pron € N.
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Na druhé strané, protoZe {¢,} slabé konverguje k nule na [a,z — d] a [z + 0, b],
tak plati
r—6 b
Jim [ [f(t) = f(@)]on(t,2)dt =0, lim [ [f(t) = f()l¢n(t, x)dt = 0
a T+

O

POzZNAMKA 4.2.2 Predchozi véta uddvd reprezentaci integrovatelné funkce f v
bodé spojitosti. Ale integrovatelnd funkce nemusi viibec mit bod spojitosti (napft.
Dirichletova funkce). Proto md véta omezenou aplikaci. Zajimavéjsi by byla Véta
o reprezentaci v Lebegqueovyjch bodech.

LEMMA 4.2.3 (Natanson) Necht f € L([a,b]) je takovd, Ze

a+h

1
M= sup — /f(t)dt < 00.
0<h<b—a | N

Necht ddle g € L([a,b]), g(t) > 0 pro t € [a,b] a g je klesajici. Potom fg €
L([a,b]) a plati odhad

b b
/ F(Hg(ydt]| < M / o(t)dt.

VETA 4.2.4 (Romanovsky) Necht ¢, je jdadro, ¢ (t,z) > 0 prot, x, n a pron
a x (otaznik) funkce ¢, (-, x) je rostouci na [a, x| a klesajici na [x,b]. Necht ddle
f € L([a,b]) a v bodé = je f(x) = F'(x) (f je derivaci své primitioni funkce).
Potom

b

lim [ f(t)bn(t,x)dt = f(z) (4.13)

n— oo
a

Diikaz. Ponévadz ¢, je jadro, staci ukazat, ze
b

lim [ [f(t) — f(z)]pn(t, z)dt = 0. (4.14)

n—oo
a

Dale, diky aditivité integra¢niho oboru integralu, stac¢i ukazat, ze kazdy z inte-
T b
grali [[f(t) — f(x)]gn(t,z)dt a [[f(t) — f(z)]¢n(t, z)dt pro z € [a,b] plati, ze

a
pro n — oo konverguji k nule.

b
Bez Gjmy na obecnosti ukizeme, ze [[f(t) — f(z)]¢n (¢, z) dt — 0. Ponévadz
F'(z) = f(x) (v bodé ) pro zvolené € > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze

x+b
1

- /[f(t)—f(x)]dt <€ pro h€]0,0].

x
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Vzhledem k Lemmatu (4.6) proto plati
z+6 z+0 b
/ [F(5) = F@))on(t, 2)dt| < e / Gt 2)dE < € / bult, )l (4.15)

b
Dale vime, ze lim [ ¢, (¢, 2)dt = 1. Proto existuje konstanta K (x) tak, Ze
n—oo a

b
/ bt 2)dt < K (2).
Nyni plyne z (4.15), ze
x+0

/ () — F@))bn(t, 2] < e (2). (4.16)

Na druhé strané pro ¢ € [z + 4, b] plati
1 z+0 1
On(t,z) < Pp(z+0,2) < 5 / On(s,x)ds < EK(x)

UvaZzujme posloupnost funkce ¢, (t) = ¢,(t,z). Predchozi nerovnost ¥iké, Ze
{¢n} je stejnomérné ohrani¢end posloupnost. Plati tedy podminka (4.5) Véty
4.1.2. Déle, protoZe ¢, je jadro, plati i vztah (4.6) Véty 4.1.2 (vSechno pro
[x+6,0]), tj. o, slabé konverguje k 0. Vzhledem k Vé&té 4.1.2 tedy mame, Ze pro
dostatecné velké n plati

b

/ [f(t) = f(2)]dn(t,x)dt]| < e.

+4
Posledni nerovnost spolu s (4.16) dava

b

/ () — F@)]gnlt,)de| < (K (2) + 1).

x

Tedy jsme dokazali Vztah (4.14) a tim dokonéujeme také diikaz. O

PRIKLAD 4.2.5 (Weierstrassiv integral) Vyraz

b
Wal(z) = \% / e =0 F(1)dt

se nazyvd Weierstrassiv integrdl. V tomto pfipadé uvaujeme jddro ¢, (t,x) =

%e—nz(t—m)Q'

B B 1 n(B—x) ) 0o

/¢(t7$)dt = %/eirﬁ(tiaj)zf(t)dt = ﬁ / 6752(15 — ﬁ / eiszds =1.
« « n(a—x) —00



KAPITOLA 4. SINGULARNI INTEGRAL 43

Ddle je zrejmé, Ze ¢n(-,x) je rostouct na |a,x] a klesajici na [x,b]. Tedy lze
pouZit Vétu 4.2.4. Proto plati: "Je-li f € L([a,b]) a x €]a,b| je bod, v némz je
f(z) derivaci své primitivni funkce, pak

lim W, (z) = f(z).”

n— oo

DEFINICE 4.2.6 (Hrbolata majoranta funkce) Rekneme, e funkce ¥(t,x) je hr-
bolatou magjorantou funkce ¢, je-li |p(t, )] < Y(t,x) a Y(-,x) je rostouci na
[a,z] a klesajict na [z,b].

VETA 4.2.7 (Fadeev) Necht ¢,, je jddro a Vn € N je jeho hrbolatou majorantou
U, pricem?Z existuje konstanta K(x)

b
/%(t,x)dt < K(x)<oo VneN.

Potom pro kaZdou f € L([a,b]) pro kterou x je Lebesguetiv bod plati Vztah (4.13).
Diikaz. Stadi ukazat, ze

b

lim | [£(t) - f(@)]én(t,)dt = 0.

T—r 00
xT

Ponévadz z je Lebesguetv bod f pro e > 0, existuje § > 0 tak, ze

x+b
1

o [ = sl <

x

Vzhledem k Lemmatu 4.2.3 plati

z+0 T+ )

/[f(t)—f(x)]qﬁn(t»ff)dt < / If(t)—f(x)lwn(tvff)dtﬁe/wn(taﬂﬂ)dtéeK(m)o

x z
Na druhé strané ¢, (t) = ¢(t, z) je slabé konvergujici k 0 (na [z + 4, b]), nebot
T+

60(t0)] < 0n(t,2) < (o +6,2) < 5 [ bt < 5K (@),

Na zavér opakujeme stejné uvahy jako pfi dikazu pfedeslé véty. O

4.3 Aplikace pro Fourierovy rady
Uvazujeme systém
11

1 .
T ﬁ cos(kt), ﬁ sin(kt).
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7). Zavedeme oznaceni

—%/f(s) cos(ks)ds, bk:%/f(s)sin(k:s)ds, (4.17)

Necht f € L([—

a uvazujme forméalni fadu

(ak cos(kzx) + by, bln(k’l‘))

Mg

24
2
k=1

Této fadé budeme opét fikat Fourierova rfada. Déle uvazujme ¢astecné sumy

Sp(x) = a20 + Z (ak cos(kx) + by SlIl(k:E))

Ztejmé plati, vzhledem ke Vztahu (4.17), Ze

+Zcos (t — z)) ]f(t)dt.

s

A

Je znamo, ze
sin (2";1 a)

1 n
-+ cos(ka) = ——=—=
2 ]; 2sin ( 5 )

Proto plati

Sula) = 5 / Sm( () D) 0y d. (4.18)

—T

Tomuto singularnimu integralu se tika Dirichletiv singuldrni integrdl. Budeme

se zabyvat otazkou konvergence fady metodou Cesara. Polozme

%(So(a:) +S1(z)+ ...+ Sn—l(x))-

on(x) =

Vzhledem k Vztahu (4.18)

Avsak
81112( a)

Zsm ((2k+1Da) = sin(a)
cos(2ka) - cos( (k+1)a) = 2sin(o) sin((2k + 1)a) k=0,1,...
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spocteme
n—1
2sin(a) > sin((2k + 1)a) = 1 — cos(2na) = 2sin’(na).
k=0
Proto
™ 2
1] [sin(n'5?)
n(Z) = — —_— t) dt.
on(2) 271'71_7r [sin (5%) 10
s t—x 2
Tento integral se nazyva Fejeriv integrdl a ﬁ % je Fejerovo jddro.
Sin 5

Ukazeme, Ze muzeme pouzit Fadeevovu vétu 4.2.7. Je-li f = 1, pak a9 = 2,
ar =0, by = 0. Tedy S,,(z) = 1. Proto o,(z) =1 (pro f =1) a tedy

T 2
1 sin (nt_TT)
— —_—= =1. 4.1
2mn l i z dt (4.19)

Nyni ukdzeme, ze funkce

proto

Odtud plyne, ze
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Posledni dvé rovnosti spolu s ((4.19)) davaji, ze

B r . PR
S / sin(n5°) 1 gy 1.
n—oo 21N 81n(t "L’)

2
sin(ni5%
a tedy ﬁ {:m((nti))} je jadro. Sestrojime nyni hrbolatou majorantu pro Fe-
=
jerovo jadro. VSimnéme si, Ze |sins| < |s|. Tedy Sile S > S% Z¥ejmé ﬁ > 1.
Proto
1 1 1 241
> (1+=)=2"-
sin23_2( +s2> 252 7
a tedy

. n(t —x o2n2(t — x)?
sln2< ( 2 )) - n2(t£m)2l4_ (4.20)

Na druhé strang pro |s| < Z plati |sins| > 2|s|. Tedy

— 1
sin? (L22) > L— a2 (4.21)
2 2
Nyni plyne ze Vztaha (4.20) a (4.21), ze
2
1 |sin (nt52) R ) S nm
2rn | sin (52) | T 2mnn2(t—x)2+4(t—x)?  n2(t—2x)2+4°

Tedy m je hrbolatou majorantou Fejerova jadra. Déle

U oo

/ nm dt</ wds 712
n2(t — )2 +4 s24+4 27

—T — 00

a tedy je stejnomérné ohranicena. Ukazali jsme Ze, v tomto pripadé lze pouzit
Fadeevovu vétu, tj. plati nasledujici Véta:

VETA 4.3.1 (Fejer-Lebesgue) Necht f € L([—m,7]) a

on(x) = %(S’O(x) +S1(x) + ...+ Sh—1(x)),

kde
1 [ sin (2t (t — x))
Sn(z) = — 2 t)dt.
W= | Ty 10
Potom
lim o,(z) = f(x) pro skoro viechna x € [—7, 7). (4.22)
n—oo

Navic ((4.22)) plati pro vSechny Lebesgueovy body a body spojitosti z otevieného
intervalu | — m, [
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PozNAMKA 4.3.2 V predchozim jsme ukdzali, Ze trigonometricky systém je iplny
v L3([~m,7]). Proto, je-li Fouriertiv koeficient roven nule, pak f = 0. Z Fejer-
Lebesgueovy Véty 4.3.1 plyne, Ze podobny viysledek plati také pro funkce f €
L([—m,x]).

VETA 4.3.3 Je-li f € L(|—m,w]) takovd, Ze se jeji Fourierovy koeficienty vzhle-
dem k trigonometrickému systému jsou nulové, potom f ~ 0.

Diikaz. V predpokladech véty mame, Ze o,(x) = 0 a tedy f ~ 0. O

PozZNAMKA 4.3.4 Vsimnéme si, Ze z definice o, obdrzime

n—1

ao n
M=+
k=1

Ddle je zirejmé, Ze

—k (ak cos(kx) + by, sin(k:r)).

Sp(x) —op(z Z %(ak cos(kzx) + by, sm(kx)) (4.23)
k=1
Odtud mdme
U n 3
= [ (Su@) = onta)) e = 37 (0 + 8. (4.24)
0 —=mn

—T

DEFINICE 4.3.5 (Lakularni Posloupnost) Posloupnost piirozengch ¢isel nq, na,
.. se nazyvd lakundrng, pokud ezistuje A > 1 takovd, Ze

Bitl 5 4 (>1) proieN.
ng

VETA 4.3.6 (Kolmogorov) Necht f € L*([—m,7]) a {n;}2, je lakundrni po-
sloupnost. Potom

lim S,,(z) = f(x) skoro vSechna na [—m, x|
11— 00

Diikaz. Vzhledem k Fejer-Lebesgueové vété staci ukazat, ze

lim [Sy,(x) — on, ()] =0  skoro v8echna na [—m, 7] (4.25)

T;—>00

Vzhledem k Vété 2.2.4 pro platnost Vztahu (4.25) staci ukazat, ze
3 / (S, (x) = o, (2)) *dz < o0. (4.26)
=17

ug(x ) Je-li >0 [ wg < oo, pak
k=1—m

1
Beppo-Leviho Véta 2.2.4 fik4, ze F € L([—7 7r]) . F je skoro vsude kone¢n4,

M8

Vskutku ug (x) = [Sp, () — 0, (7)), F(z) =
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(oo}
tedy fada Y ug(x) je skoro vSude konvergentni a proto uy — 0 skoro vsude.

k=1
Ziejmé Vztah (4.26) je ekvivalentni

Z 72 Clk + bi) < 0.
i1 L™ =
Zavedeme oznateni ¢, = k*(a2 + b?). Potom
1 &
Q=— Z crp+
™M =
ni 1 n2
+ 2ZCk+n2 Z Cr+
k=1 2 k=n,+1
ni na 1 ns
+ QZCk—FfQ Z ck + — Z Cp+
k=1 3 k=n,+1 3 k=ny+1
+..

Preusporadanim téchto sum tak, Ze se¢teme sloupce dostavame

0- Z(Z > S |, m=o

i=1 \s=1 k=n;_1+1
Diky tomu, Ze {n;} je lakunarni

n; 1
— <
ne — As—i’

Proto

(i ) i Ck<§:(z>2 i(a%+bi)<

k=n;_1+1 i—1+1
< Z N AE
n;—1+1
A2 — 2 2
n;—1+1

Vzhledem k Besselové nerovnosti 3.3.4

A2 o0 nq A2 o0
Q<mz > (ap+by) sz(ai+bi)<oo.
i=1 \k=n;_1+1 k=1

O

(e}
DEFINICE 4.3.7 Trigonometrickd ¥ada Y (an, cos(niz)+by, sin(n;z)) se nazyjvd
i=1
lakundrnt, je-li posloupnost {n;}32, lakundrng.
VETA 4.3.8 (Kolmogorov) Necht f € L([—w,n|) a jeji Fourierova fada je la-
kundrni. Potom tato Tada skoro vSude konverguje k f.
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4.4 Dalsi vlastnosti trigonometrickych a Fourie-
rovych rad

V tomto odstavci nejprve ukaZeme, Ze ne kazda trigonometricka rfada je fadou
Fourierovou.

k
LEMMA 4.4.1 (Abel) Necht a; € R, i ={1,...,n} a Sx = > ag, pridemz |Sg| <
i=1

A pro k ={1,...,n}. Necht ddile ¢1 > g2 > ... > g, > 0. Potom

n
Z akqk

k=1

< Agi.

Diikaz. Ziejmé ap = S, — Si_1 pro k > 1. Proto

D arg = Siqi+ > (Sk — Sk-1)ak =

k=1 k=2
n n
= Seqk — Y Sko1ax =
k=1 k=2
n—1
= Z Sk(qk - qk-l-l) + SnQn-
k=1

Proto je ziejmé, ze

n
5" o
k=1

n—1
<A <Z(Qk - Qk+1)> =Aq.

k=1

O

~ &)
DEFINICE 4.4.2 (Abelovska fada) Rekneme, Ze (formding) fada ) ap je Abe-
k=1

lovskd, je-li | 3 ar| < A pron € N.
k=1
LEMMA 4.4.3 0bé fady > cos(kx) (pro x # 2nk) a > sin(kx) jsou Abelovské.
k=1

k=1

Diikaz. Polozme x # 2wk (druhé fada pro z = 27k je zFejmé Abelovska). Po-
lozme

n n n ) iz _ ,(n+1l)ix
A, = Zcos(kx), B, = Zsin(kx), Cn= Zek“ < ele,m) .
— eL
k=1 k=1 k=1

Ziejmé Re(C,) = A,, Im(C,) = B,. Dale |C,| < |172e”‘ = |Sin1(£)|. Proto
2
1 1
[4n] < gy 1Bel < - -

VETA 4.4.4 Necht je fada Y ap Abelovskd. Necht ddle g1 > g3 > ... > ... a
k=1

(oo}
lim ¢, = 0. Potom je fada Y arqy konvergentnd.
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Diikaz. Sp, = Y arqi. Potom vzhledem k Lemmatu 4.4.1 pro m > n plati
k=1

S AQn+l .

m
Z akdk

k=n+1

|Sm - Sn| =

O

DUSLEDEK 4.4.5 Nechtq1 > q2 > ...> ... a lim g, = 0. Potom jsou obé Fady
n—oo
Z qn cos(nz) kde x # 2wk
n=1

Z qn sin(nx) kde z € R
n=1

konvergentni.

Déle ukaZeme, Ze trigonometricka fada

= 1
Z —— sin(nz) (4.27)
= In(n)
neni Fourierovou fadou zadné funkce, i kdyz je dle Dusledku 4.4.5 konvergentni.
LEMMA 4.4.6 Necht 1, (x) = S 22 potom |y, (z)] < 27 Vo € [0,7] a

k=1
Vn € N.

Diikaz. Necht x €]0, w[. Vybereme ¢ € N U {0} tak, ze ¢ < % < q+ 1. Pak

k=q+1

(Pro ¢ =0 je ¥y = 0 a je-li ¢ > n nulovy je druhy ¢len.) Avsak |sin(a)| < |af.
Proto

L | sin(kz)|
[Yg(2)| <) Y Sar sV
k=1

Na druhé strané vzhledem k Lemmatu 4.4.1 plati

zn: sinsgka:) < A (4.28)

k=q+1 a q+ 1

i

> sin(kx)

k=q+1
jako p¥i dikazu Lemma (4.21) zjistime, Ze

kde A = max (¢ +1 < i < n). Zopakujeme-li stejné argumenty

i

. 1
Z sin(kz)| < TSn ()]’

k=q+1

N
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tedy A < Proto plyne ze Vztahu (4.28), Ze

sln( sin(Z) "

", sin(kx) 1
Z x = (g+1)sin (%)

k=q+1

Nyni vzhledem k nerovnostem sin(§) > (£) a ¢+ 1 > —” obdrzime

n iy k

Z sin(kz) < V7
k=q+1 x

Tedy pro z €]0,7[ a pro n € N plati

[ (2)] < 2V/7.

O

VETA 4.4.7 Necht f € L([-m,7]) a b, = L [ f(t)sin(nt)dt. Potom je Fada

M8
!,%:\

ba konvergentni.
1 n
n

Diikaz. Vzhledem k Disledku 4.4.5 je fada Y ") konvergentni. Necht

_ Z sin(nnm) () = Z singckx).

n=1 k=1
Potom je ziejmé, Ze
lim ¥, (z)f(z) =¥(x)f(z) pro skoro vechna x € [—m, 7).

n—oo

Vzhledem k Lemma 4.4.6 vSak plati

| (z) f(z)] < 2¢/7|f(x)| pro skoro viechna x € [—m,7].

Vzhledem k Lebesqueové vété o limitnim pfechodu proto mame, ze

lim wn x)dx = /w
n—oo

Avsak
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o]
Podivame se nyni, na fadu (4.27) tj. > ﬁsin(nx). Ukazeme, ze je fada
n—=e

oo}

Z —= lr}(n) = o0. Vskutku = — ﬁm je klesajici. Proto

1 1
nlin(n) - / xln(x)dx'

S

Tedy
Yo T
> dx =In(In(N)) — In(In(2)) - o0 pro N — 0.
nz:; nln(n) 2/ zIn(x) - pro £¥ =

S pouZitim Véty 4.4.7 zjistime, Ze vztah (4.27) neni Fourierovou fadou f €
L([-m, 7)), i kdyZ je v8ude konvergentni. Nyni ukdZeme jednu pozoruhodnou
vlastnost Fourierovych fad

VETA 4.4.8 Necht f € L([—m,7]) a formdlni Tada
a < :
5 + ; (an cos(nx) + by, sm(nw))

je jeji Fourierova Fada. Necht ddle [A, B] C [—m, ). Potom

B - B
/f(x :/—dx Z/(ancos nx) + by sm(nx)) dx.
4 n=1

Diikaz. Je-li f € L?, pak je véta trivialni.
Zavedeme funkce

1 proz € [A,B]
wlz) = { 0 gro x ¢ [A, B].

Lze ukazat, Zze

a oo
=5 + ; (ak cos(kx) + Bk sm(kw)) pro z € [—m, 7]\ {-m, A, B,7}.

Necht dale

Z ay, cos(kx) + By sin(kx)).
k=1

Vime Ze

T T
1] in(kB) — sin(kA

ap = 7/4,0(@") cos(kx)dx = sin(kB) — sin(k4)
T km

—T

_cos(kA) — cos(kB)
Br = = :
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Potom

_ B—A 1< (sin(k(B—2)) sin(k(A - 2))

Snl) = =52 +7TZ< k N k ‘
k=1

Vzhledem k Lemma (4.24) ziskame

B—-A 4

Sn(x)| < .

S(@)] < T35+
Tedy posloupnost {S,,} je stejnomérné ohrani¢en4. Proto vzhledem k Lebesgu-
eové vété o limitnim piechodu plati

s

lim f(x)Sn(x)dx:/f(z)go(x)dx

n—oo
—T

Avsak
/ F@)Sn@)de =5 | an / (@) cos(ka)dz + By / F(@) sin(ka)dz | =
-7 k=1 - -7
_ n (ak sin(kB) ;sin(kA) b cos(kA) ;cos(k‘B)) .
k=1
Tedy

(o cos(kx) + B sin(kx)))

M T

n—oo

= lim <a20(B —A)+ ) (agcos(kzx) + B sin(kx))) .

£
I

1

Posledni rovnost je vSak ekvivalentni s tvrzenim vé&ty. O

PozNAMKA 4.4.9 Zajimavou vlastnosti Véty je: "Fourierovu Tadu miuZeme in-
tegrovat ¢len po clenu, i kdyZ sama Tada nemust bijt viibec konvergentnd. "

VETA 4.4.10 (Cantor-Lebesgue) Necht na mnoziné E, mes(E) > 0 plati

li_>m (ay, cos(nz) + b, sin(nz)) = 0.

Potom a,, — 0 a b,, — 0.

DUSLEDEK 4.4.11 Pokud je trigonometrickd ada konvergentni na mnoziné kladné
mary, potom jeji koeficienty konvergugi k 0.

VETA 4.4.12 (Luzin-Denjoy) Necht trigonometrickd fada % —i—kz;l (a;~C cos(kx)+

oo
bi sin(k;a:)) je absolutné konvergentni na mnoziné kladné miry. Potom >, (|an|+
n=1

1) < 0.
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4.5 Podminky konvergence Fourierovy rady

Vratime se ke vzorciim odstavci vySe. Piipomeinime, Ze je-li f € L([—m,7]), pak
ay, a by, jsou ¢isla zavedeny Vztahem (4.17) a ¢asteéna suma S, Fourierovy fady

ag i .
— + ay cos(kx) + by sin(kx)
2 ;( g g )

pfipusti vyjadieni (4.18), tj

s

5.0 = o [ 1™ (() D g,
2

—Tr

¢emuz fikdme Dirichlettiiv singularni integral. Dale polozme
o 2n41
1 sin (”Ts)

Dul®) = o ()

Misto funkei f € L([—7,x]) je nyni pohodIngjsi mluvit o 27 periodickych funk-
cich, jejichz ztZeni je integrovatelné na [—, 7). Je-li funkce f pravé takova, pak
reprezentaci (4.18) muZeme piepsat takto

Dale si v&imnéme, Z%e pii odvozeni Vztahu (4.18) jsme pouzili identitu
1 sin (22l
= + Z cos(ks) M

sin (2)
Odtud jednodusSe plyne, ze

/Dn(s)ds =1.

Proto plati

U

1 sin ( s)
VETA 4.5.1 (Dini) Necht f € L([—m, 7)) je 27 periodickd. Necht ddle x € [—m, 7]
a pro kazdé § > 0 existuje integrdl

/'fxﬂ 1@ g (4.30)

2n+1
2

Potom

lim S,(z) = f(x). (4.31)

n—oo
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Diikaz. Zavedeme oznaceni

_1fl@+s)—fl=) s
go(s)—i s sin(%)

pro s € [—m, 7.

Vzhledem ke Vztahu (4.30) plati, ze ¢ € L([—m, x]). Na druhé strané vzhledem
ke Vztahu (4.29)

Su(@) — flz) = / o(s) sin (2”; 1) ds.

Nyni vzhledem k Vé&té (4.3) obdrzime platnost Vztahu (4.31). O

POzNAMKA 4.5.2 Podmince (4.30) se #ikd Diniova podminka. Tato podminka
plati napriklad tehdy, kdyz v bodé x md funkce f koneénou derivaci nebo obecnéji
derivact zleva a zprava.

Predpokladejme nyni, Ze bod z je pro funkci f bodem nespojitosti prvniho
druhu. Ozna¢me f(z+), resp. f(z—), jednostranné limity f v x a polozme, Ze
pro kazdé § > 0 existuji intervaly

/°f<x+ ) - fla=) /5f<w+ D@,
-6 i 0 i

Uvazujme vyraz

1
Sulw) = 5 (Fla+) + fla)-
Snadno lze ovéfit, ze plati

Sul@) — 5 (F@) + fla)) =

0

:/(f(a:+s)—f(a:—))Dn(s)ds+/(f(x+s)—f(x+)>Dn(s)ds.
0

—T

Stejnymi argumenty jako pii ditkazu Véty (4.5.1) zjistime, Ze oba tyto intervaly
konverguji k 0.

VETA 4.5.3 Necht f je ohranicend 27 periodickd funkce majici nezvijse body
nespojitosti prunitho druhu a magici v kazdém bodé derivaci zleva a zprava. Potom

lim S, (x) = f(z) je-li x bodem spojitosti f,

n—oo
1
li_>m Sp(z) = 3 (f(a;—l—) + f(x—)) je-li x bodem mespojitosti f.

PozNAMKA 4.5.4 Diniovu podminku a tedy i podminku existence derivace nelze
vypustit. Lze sestrojit priklad spojité funkce, jejiz Fourierova Tada v nékterych
bodech diverguje. V této souvislosti zminime také, Ze Kolmogorov ukdzal priklad
f € L([—=, 7)), jejiz Fourierova fada diverquje v§ude. Navic v roce 1966 Carle-
son ukdzal, Ze je-li f € L?([—n,7]), potom jeji Fourierova Yada konverguje skoro
vSude.
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4.6 Stejnomérni konvergence Fourierovych rad

Nyni se budeme zabyvat stejnomérnou konvergenci Fourierovych fad. Jak jsme
uz vidéli difv, jedné-li se o obycejnou, tedy bodovou konvergenci Fourierové
fady k funkci f, pak f muZe byt i nespojita funkce. Co se tyCe stejnomérné
konvergence Fourierovych fad k f, pak je zfejmé, ze samotné funkce f musi byt
spojita, nebot ¢asteéné sumy Fourierové fady jsou spojité. Tedy je-li Fourierova
fada stejnomérné konvergentni, pak jeji suma je spojita funkce. Z toho vidime,
7e spojitost f je nutnou podminkou pro stejnomérnou konvergenci Fourierové
fady.

VETA 4.6.1 Necht f je 27 periodickd absolutné spojitd funkce a F' € L*([—m, ).
Pak Frourierova Tada funkce f stejnomeérné konverguje k f (v celém R).

Diikaz. Oznaéme o’ a b’ Fourierovy koeficienty funkce f’. Tj.
!/ 1 f !/ / 1 [ ! .
a, = — [ f'(z)cos(nz)dx, b, =— [ f'(x)sin(nz)dz.
T T

Na druhé strané

17 1 o1 Y
a 7T/f(x)cos(n:r) z=— sm(nm)/ 71_n/f(;z) sin(nz)dx -
Obdobné
n
Tedy

o0 (oo} / /
a a a b
ool 2°| + > (lan] + [bal) = Jaol 20‘ +> <| Tj' - [l "|> : (4.33)
Vsimnéme si, ze

Ll _ 1 ([, 1 |az,|
< = il
n 2 bu + n2)

Ponévadz f’' € L?, podle Besselovy nerovnosti 3.3.4 > (af + b',?) < oo. Tedy

n=1

o0 o0
plyne z ((4.33)), ze 3. <|an| + |bn|) < 00. Avsak fada 3 (Jan| + ) je majo-
n=1 n=1

rantou Fourierovy fady funkce f, a tedy Fourierova rfada funkce f je stejnomérné
konvergentni. Zbyva dokazat, Ze Fourierova rfada konverguje k f. Necht Fourie-
rova Fada konverguje k funkci ¢, tj.

p(x) = % i (an cos(nx) + by, sin(nw)).

n=1

Potom ¢ ma tytéz Fourierovy koeficienty jako f. Vzhledem k Vété 4.3.3 pak
f ~ ¢. Ponévadz obé funkce jsou spojité, mame ze f = . O
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Nyni uvedeme jinou podminku stejnomérné konvergence, ktera je podobna
Diniové podmince.

VETA 4.6.2 Necht f € L([—n,x]) je ohranicend, E C [—m,n| a Ye >0 35 > 0:

| ds<e proVxek.
S

b
/Wﬂw+$—f@N
|
s

Potom Fourierova tada konverguje k f stejnomérné v E. Dikaz véty je zaloZen
na ndsledugicim Lemmatu:

LEMMA 4.6.3 Necht B C L([a,b]) je prekompaktni mnoZina. Pak Ve > 0 3N :
je-li X > Ny, pak

b
/f(t) sin(At)dt| <e proVf € B.

Lemma 4.6.3 je zesilenim Véty 4.1.3.

Diikaz. Dikaz Véty 4.6.2 je zaloZen na skutecnosti, Ze mnoZina funkci o, ()
tvaru

flz+1t) - fz)
pult) = LA T
je prekompaktni. O
Na zavér uvedeme dalsi zdiraznéni Lebesgue-Fejerovy véty

VETA 4.6.4 (Fejer) Necht f je spojitd 2w periodickd funkce. Pak posloupnost
on — [ stejnomérné.



Kapitola 5

Fouriertiv integral a
transformace

5.1 Prostory L(R) a L*(R)

V této sekci se budeme zabyvat rozdilem mezi pripady, kdy studujeme prostory
L a L? na koneénych intervalech a na celé realné ose.

TVRzENI 5.1.1 L*(R) ¢ L(R)

PRIKLAD 5.1.2 Pfikladem funkce, kterd lezi v prostoru L*(R) a nelezi v prostoru
~ _ 1
L(R) je funkce f(z) = T

TVRZENI 5.1.3 Prostor L(R) je uplng.
TVRZENT 5.1.4 Prostor L?(R) je 1iplnyj, unitdrni a separabilni.

Pfirozend vznika otazka o ortogonalni bézi prostoru L?(R) resp L?([0, 0o]).
)
Baze lze ziskat ortogonalizacii posloupnosti {z"e =2} ,. Pii této proceduie
dostaneme systém funkei tvaru

2

on(z) = Hn(x)e_%w n=0,1,.. (5.1)

kde H, je polynom stupné n. H, nazyvame Hermitovymi polynomy a funkce
¢y, nazyvame Hermitovymi funkcemi. Lze ukazat, Ze Hermitovy polynomy jsou
az na multiplikativn{ konstantu totozné s polynomy

mn
o d

(™). (5.2)

Hi(2) = (~1)"

Analogicky v prostoru L?(R ) ortogonalizace systému {a™e ™%} | dava sys-
tém L, (xz)e™*, ktery nazyvame Lagnerrovymi funkcemi. Pfislugné polynomy L,
nazyvame Lagnerovy polynomy.

o8
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5.2 Zakladni véta

VETA 5.2.1 Necht f € L(R) a v kaZdém x € R plati Diniova podminka. Potom
1 o0 o0
fla) == / ( / F(1) cos(A(t — 2)) dt) dA. (5.3)
T
0 —0o0
Diikaz. Zavedeme oznaceni
A 00
1
JAy =L / ( / F(8) cos(A(t ) dt ) dx (5.4)
T
0 —o0

a ukdZeme, Ze existuji lim J(A) a ze tato limita je rovna f(:r) Ponévadz f €

mizeme pouzit Fubiniho vétu a tedy dostavame

T(A) = / /f )cos(A(t — o)) dX) dt = i/f sin(At = 2)

t—=x

Substituci ¢t — z = z prepiSeme
1 sm (Az
/ flx ) dz.
7

Je znamo, 7ze

l/%dz:l pro A > 0.

Proto plati -
TA) ~ f) = 7 N2 =IO g 2) s
Dale tedy -
J(A) = f(z) = % ]V w sin(Az) dz +% / @ sin(Az) dz — fgf)

[2|>N
= Iln + I2n - IBn~
Ziejmé, pro kazdé A > 1 plati I, — 0, I3, — 0 pro n — oo.

Dale pro Diniove podminky pro z a N funkce ¢(z) = M
¢ € L([-N, N]). Proto

je integr.

/ @(z)sin(Az)dz — 0 pro A — oo

dle Riemann-Lebesgueové véty. Z uvedenych tvah plyne, ze J(A) — f(z) pro
A — oo. O
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POZNAMKA 5.2.2 Rowvnost (5.3) se nazyvd Fourieriv vzorec. Jeho pravou stra-
nou lze chdpat jako jisté zobecnéni Fourierovy Tady. V skutku, poloZme

a(\) = % / f(t) cos(At) dt

b()\):% / F(t)sin(\t) dt

Potom pravd strana vztahu (5.3) md tvar

oo

/ (a()\) cos(Ax) + b(A) sin()ms)) dx.

POZNAMKA 5.2.3 Obcas je pohodlnéjsi piepsat Fourieriv vzorec (resp. pravou
stranu, kterou nazveme Fourierovym integrdlem) v kompleznim tvaru ndsle-
dovné. Vsimneme si, Ze Fourieriv integrdl je sudd funkce vzhledem k X - t.j.
je-li

g(A) = / f@t)cos(A(t —x))dt
pak g(—X) = g(A\). Proto (5.3) lze piepsat takto

f(x):% / (/f(t)cos()\(t—a:))dt) dx.

— 00 — 00

Ddle, ponévadz f € L(R) funkce
h(\) == 7f(t) sin(A(t — z)) dt
ezistuje a je lichd. Proto R
70 h(A) dA = 0.

Tedy lze psdt (5.3) v komplexnim tvaru

f(z) = % 7 (_7 f(t)e A=) dt) dX.

— 00

5.3 Fourierova transformace

Necht f € L(R). Polozme

g(A) = / f(t)e A at pro A € R. (5.5)
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Ziejmé pro VA € R je funkce g definovana. Funkci g nazveme Fourierov ob-
raz funkce f. Zobrazeni definované vztahem (5.5) se nazyva Fourierova trans-
formace. Véta 5.2.1 spolu s Poznamkou 5.2.2 fikaki, Ze pokud navic funkce f
vyhovuji Diniové podmince pro Vz, potom plati

f(z) = % / g(\)e® d\ proz € R. (5.6)

Tento vzorec se nazyva inverznim vzorcem Fourierové transformace. Jesté jed-
nou si v8imnéme, Ze aby platila rovnost (5.6) je tieba na f polozit dodatecné
podminky.

PozNAMKA 5.3.1 Neékteri autoii tyto vzorce pisi ndsledujicim zpisobem

1 r AT
fa) = m/ 9N dA

g(n) = V% / F(t)e P dt.

Vsimnéme si, Ze vztahy (5.5) a (5.6) maji riznyg viznam. Vztah (5.5) definuje
a (5.6) je Vétou.

VETA 5.3.2 Nechtp € L(R) a g =0 t.j.
/ f(x)e™ > dz = 0. (5.7)
—o0

Potom f ~ 0.
Diikaz. Z (5.7) plyne, Ze

(oo}
/ fx+t)e dr=0 protcR.
Zvolime pevné y € R a polozime
y
b(x) = / Flo+1) dt.
0
Pouzitim Fubiniho véty lze ovéfit , ze
/ P(x)e" N dr =0 (5.8)
(navic ¢ € L(R)). Dale, je zfejmé, ze

T4y

P(z) = /f(C)dC pro x € R.
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Proto je funkce ¢ absolutné spojité v kazdém kone¢ném intervalu a tedy méa
skoro vSude kone¢nou derivaci. Tedy ¢ spliiuje skoro v§ude Diniovou podminku.
Proto 1ze pro funkce ¢ pouzit Vétu 5.2.1. Vezmeme-li v tivahu (5.8) a Poznadmku
5.2.2, zjistime, Ze

oo

o(x) = % / ( 7 p(t)e M=) dx) dA=0 prosv.zeR.

— 00 —00

Ponévadz ¢ je spojitd, mame ¢ = 0. Jelikoz jsme y volili libovolné

Yy
/f(t)dt:O vy eR
0

a tedy f ~ 0. O
Na zavér si uvedeme nékolik prikladi.

PRIKLAD 5.3.3 Necht f(z) = e~ 71l v > 0. Potom

—~|xz| —iAx —~lz .. —~
g(\) = /e lele dx = /e Vel (cos(z) —zsm(x))dx:2/e ¥ cos(Ax) dx = ol
s o 0

PRIKLAD 5.3.4 Necht f(x) =1 pro |z| <a a f(z) =0 pro |z| > a. Potom

o0 a

2sin(A
g(\) = / e " f(z)de = /e‘”'f‘ de = w.
Viimnéme si, Ze g ¢ L(R).
PRIKLAD 5.3.5 Necht f(z) = ﬁ Potom pro A € R
—alA|
e
)\ =
9(M) ”

PRIKLAD 5.3.6 Necht f(z) = e~ . Potom pro A € R
ra 2 . —22 e
g(A) = / R R O T
a

1
Proa—2

5.4 Zakladni vlastnosti Fourierovy transformace

Pro struénost zavedeme oznaceni
oo

F[f] = / f®e ™ dt, NeR.
— 0o

Tedy Fourierova transformace je linearni operator F' : L(R) — X.
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TVRZENI 5.4.1 Necht {f.} C L(R) a ||fn — fllL@®) — 0. Potom posloupnost
Fourierovijch obrazi {F|[fn]} = {gn} konverguje stejnomeérne v R.

Diikaz. Plyne z
190 (N) — gm(N)] < / Ful@) = (@) da.

O

TVRZENI 5.4.2 Necht f € L(R). Potom F[f] je ohranidend spojitd funcke kon-
vergugict k 0 pro |A\| — oo.

Ditkaz. g(\) = F[f](A\). Ohranicenost je trivialni

oo

9] < / f(@)|dz pro A€ R.

Dale je-li ¢[q4) charaketristicka funkce intervalu [a, b], pak
Flpanl(A) =0 pro [A] = occ. (5.9)

Ponévadz F je linearni operator, lin. kombinace funkci ma stejnou vlasnost
fj = 0 pro |A\| = oo.

Proto mnozina jendoduchych funkei je husta v L(R). Tedy 3{f.} jednodu-
chych funkei taka, Ze |[f, — fllL(ry — 0. Posloupnost g, = F[f,] — 0 pro
[A| — 0. O

PozNAMKA 5.4.3 Necht B je prostor vsech stenomeérné spojitych funkci v R
konvergugicich k 0 pro |A| — 0. Potom lze ukdzat, Ze

F:LR)— B  Ker(f)={0}.
TVRZENI 5.4.4 Necht f € AC([a,b]) proVa <b a f' € L(R). Potom
FIf'] =iAF(f]

Diikaz. Ztejmé plati

xT
Ponévadz f' € L(R) existuje liI:Itl J f'(t)dt. Tedy 3 liIil f(z). Jelikoz f €
L(R)

lim f(z) =0.

rtoo
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Dale je ziejmé, ze
o0

FIrI = [ F@)e ™ do

— 00

= flz)e ™= _+iX / f(z)e™ ™ dx = iAF[f](N).

O
TVRZENI 5.4.5 Je-li f*~1 € AC proV konecny interval a f, ..., f*) € L(R), pak
FIf*] = (0 FLf]
Diikaz. Ztejmy. O
TVRZENT 5.4.6 Necht f*) € L(R). Pak

(Presnéji |F[f]| = O(ﬁ).

Diikaz. Plyne z Tvrzeni 5.4.2 O
TVRZENI 5.4.7 Necht f" € L(R). Pak F[f] € L(R).

Diikaz. Podle Tvrzeni 5.4.5 a 5.4.2

1
[ELAIN] = 15600,
kde ¢ je spojita a jeji limita je 0 pro |A\| — oo. O

TVRZENI 5.4.8 Necht f,xf € L(R). Potom F[f] je diferencovtelnd a

(FLfIN) = Fl—izf(z)].
Diikaz.

o0

9 = [ f@)e N da.

Derivaci podle A dostaneme

oo

g\ =—i / zf(x)e” " da.

O

TVRZENI 5.4.9 Necht f,xzf,...,aPf € L(R). Potom F[f] je diferencovatelnd do
p-teho Tddu véetné. Navic
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5.5 Uplnost systému Hermitovych a Lagrangeo-
vych funkci

VETA 5.5.1 Necht f: I - R, kde I =R nebo I =R, a f(z) # 0 pro s.v. x € I.
Necht ddle |f(z)| < ce=®*l pro § > 0, x € I. Potom systém {a"f(x)}2, je
tiplng v prostoru L2(I).

Diikaz. Piipustme opak, ze {z" f(x)}2°, neni tplny. Ponévadz L?(I) je Hilber-
tiv prostor, existuji h € L?(I) takové, 7e h £ 0 a

oo

/ 2" f(x)h(x)de =0 n=0,1,..

Ziejmé fh € L(I) a navic
el fh e L(I) pro 6; < 4.

Necht g je Fourieruv obraz funkce fh t.j.
(oo}
9 = [ f@hae da.

Vzhledem k Tvrzeni 5.4.9 je g™ (0) = 0 pro Vn € N. AvSak funkce g je
analyticka a proto g = 0. Proto plyne z Véty 5.3.2 ze fh ~ 0. Ponévadz f(z) # 0
pro s.v. x € I, dostavame h ~ 0 a tedy spor. O

TVRZENI 5.5.2 Systém Hermitovijch resp. Lequerovijch funkct je uplnyg v prislus-

nyjch prostorech.

5.6 Fourierova transformace a konvoluce funkci

Necht fi, fo € L(R) a
f(z) = / f1(Q) fe(x — {)d¢ proxz € R.

Pak je f definovana pro s.v. z € R a je integrovatelné. V skustku dvojny integral

7 ( 7f1(§)fz(z ~Q)dC) do

existuje protoZe extisuje integral (viz. Fubiniho véta)

o0

/( 7|f1(<)fz(x Ol dC) de.

— 00 — 00
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Funkce f se nazyva konvoluci funkci f; a fo a znaci se fi * fo.
Pouzitim Fubiniho véty (a substituci z — { = v) obdrzime

/Oof(:c)e—uw dr = /°° ( 7]*1(()]02(3; —0) d() o= AT g

- ]O A©O( 7 falw = Q™" dar) d¢
= 7 RO( 7 fov)e™ e dv) dg

= /fl(C)e_i’\CdC/fQ(u)e_i’\”du.

Plati tedy

Flfi = fo] = F[fi] - F[f2]

5.7 Fourierova transformace v prostoru L*(R)

VETA 5.7.1 (Plancherel 1910) Necht f € L?(R). Potom pro kazdé n € N funkce
n
gn(A) == /f(x)efw‘x dx

patii do L*(R). Pro n — oo posloupnost {g,} konverguje v metrice k L*(R) k
limité g, pricemz

7 lg(N)? dA = 2 7 |f(x)|? da.

POZNAMKA 5.7.2 Funkci g se ¥ikd Fourieriv obraz funcke f € L*(R). Je-li
navic f € L(R) pak g = F[f].
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