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ALGEBRY ROTACI A JEJICH APLIKACE

JAROSLAV HRDINA

ABSTRAKT. Nasledujici text pokryva jeden z cyklt pfednasek pfedmétu Aplikovana
algebra pro inzenyry (0AA) na FSI VUT. Text vznikl pfi druhém béhu tohoto
pfedmétu ve skolnim roce 2013/2014 a jeho vysledna korekce probéhla ve skolnim
roce 2014/2015.

1. Uvop

Cilem textu je motivace pro studium pokrocilych partii linearni algebry. U cte-
nare se predpokladad znalost na drovni zakladniho kurzu matematiky obvyklého
na technickych fakultach. Konkrétné se predpoklada znalost maticového poctu,
definice a vlastnosti determinanti a zaklady geometrie vektorového prostoru R3.
Zaklad textu tvori kapitoly 2, 3, 4, kapitola 5 je dopliikova a ukazuje dalsi moznou
reprezentaci grupy rotaci prostoru R®. Budeme se pfevazné opirat o knihy [4, 6]
a Gastecné i o knihu [3]. Kniha [6] je matematickym tGvodem do Lieovy teorie,
kniha [4] je monografie o sférickém pohybu motivované technickou praxi. Koneéné
kniha [3] je dnes jiz klasickou literaturou davajici do souvislosti kinematiku a Lie-
ovy grupy. Znalosti s linedrni algebry si ¢tendf mize doplnit v knize [9]. Text miize
spolu s ¢lankem [2] slouzit jako Gvod pro studium monografie [5]. V neposledni fadé
je mozné ke studiu vyuzit i kvalifika¢ni prace zpracované studenty matematického
inzenyrstvi na FSI VUT [1,7,8].

2. GrupA SO(3)

Motivovani inZenyrskymi aplikacemi pracujeme pfedevsim s vektorovym prosto-
rem R3. Prvky vektorového prostoru R3 budeme zapisovat jako uspotradané trojice
redlnych ¢isel (x,y, z). Operace s¢itani na R? je pak definovana po slozkach:

(z1,91,21) + (72,92, 22) = (T1 + T2, 41 + Y2, 21 + 22)
a operace nasobeni ¢islem k € R pfedpisem:
k- (z,y,2) = (kx, ky, kz).

V dalsi kapitole uvidime, Ze takto definované operace na R® spliiuji podminky
obecné definice vektorového prostoru nad polem skalarid R, ale obecnéjsi uvahy
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o vektorovych prostorech zatim nepotfebujeme. Pro danou kone¢nou mnozinu
M = {v1,...,v,} C R? definujeme jeji linedrni kombinace jako koneéné kom-
binace s¢itani vektort z M vynasobenych redlnymi cisly, tj.

av1 + -+ apv,, a; ER =1, ,n.

Vidime, Ze kazdy prvek (z,y,z) € R® je moiné jednoznatné vyjadiit jako linearni
kombinaci prvki (1,0,0), (0,1,0) a (0,0, 1) takto:

(z,y,2) =2(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0, 1).
Pokud méa byt toto vyjadieni jednoznac¢né, musi platit:
avy + -+ apvy, =bivg + -+ bpvy = a; = by, Vi€ {1,...,n}.
v+ -+ epvy, =0=¢; =0 (kde ¢; = b; — a;),
kterda v nasem ptikladé trivialné plati:
(x,y,2) = 2(1,0,0) +4(0,1,0) + 2(0,0,1) =0=>z =y =2 =0.

Mnoziné prvkt pro které plati, Ze jejich linedrni kombinaci lze jednoznacné
vyjadrit kazdy prvek vektorového prostoru se fika bdze a prislusnym koeficienttim
linearni kombinace pak souradnice vektoru v dané bazi. Tento pojem bude hrat
zasadni roli v nasich dalSich tvahach. Prvky nami nalezené baze oznac¢ime

€1 = (1a070)7€2 = (071,0),63 = (0707 1)

a bazi {eq, eq, e3} Fikdme kanonickd. Nase notace ¥ika, ze vektory R® zapisujeme
fadkové a jejich soufadnice v piislusné bézi sloupcové. Vektor (z,y,z) mé tedy
v kanonické bézi soufadnice (z,y, ). Jinou bézi prostoru R? je napiiklad mnozina

{(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)},
kde kazdy prvek (z,y, z) lze vyjadfit jako linedrni kombinaci
(z,y,2) = (x —y)(1,0,0) + (v — 2)(1,1,0) + 2(1,1,1)
a vektor (z,y, z) ma tedy v bazi {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} soutadnice (z —y,y —
2,2)T a podminka nezavislosti
¢1(1,0,0) + c2(1,1,0) + c3(1,1,1) = 0

vede na soustavu

c1+ca+c3=0,

Co +c3 = O7

C3 = 07
kterda ma jen trivialni feSeni ¢; = ¢y = c3 = 0. Poznamenejme, ze operace s¢itani
vektord indukuje operaci scitani po slozkach na sloupcich soufadnic v libovolné

bazi, stejné tak operace nasobeni skalarem. Prostor soufadnic méa tedy opét struk-
turu vektorového prostoru ¢ehoz budeme pozdéji vyuzivat.
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Definice 2.1. Linedrni transformaci na R® rozumime zobrazeni T : R® — R?
splnujici nasledujici vlastnosti:
T(v+w) = T(v) + T(w) pro viechna v,w € R?,
T(aw) = oT (w) pro viechna w € R?, o € R.

Pfimocarym pouzitim téchto vlastnosti vidime, ze linearni transformace zavisi
jen na obrazech prvka baze:

T(xzey + yes + yes) = aT(e1) + yT'(e2) + 2T (e3). (2.1)

Obraz kazdého prvku baze je opét prvek vektorového prostoru R? a mzeme ho
tedy vyjadrit jako linedrni kombinaci prvku baze:

T(e1) = myier + mises + miges,

T'(e2) = marer + magea + mazes,

T'(e3) = ma1e1 + mazez + mases.
Pokud toto vyjadfeni dosadime do vyrazu (2.1) dostavame nasledujici vypocet

T(xey + yes + ze3z) = xT(e1) + yT(ea) + 2T (e3)
= miize; +migTeg + mizres + mai1yer + maogyer + masyes
+ ms31z€1 + m32zea + m3szzes
= (mnx + ma1y + ma12)er + (M122 + Mazy + mazz)e2

+ (mi3z + magy + ma3z)es.

Nahradime-li vektor xe; +yes+zes sloupcem jeho soutadnic (x,y, z)T, pak posledni
vyraz neni nic jiného nez prepsané nasobeni matici a transformace T zobrazuje
vektor jehoz soufadnice ve zvolené bazi jsou (z,v,2)T na vektor jehoz soufadnice
ve zvolené bazi jsou

mir M21  M31

miz Moz ma2 | (x,y, Z)T-

mi3 Mm23 M33

Tato tvaha ukazuje, Ze kazdé linearni transformaci v R® odpovida ve zvolené
bazi matice 3 x 3, kterd vznikne tak, ze ve sloupcich méame soufadnice obrazi ba-
zovych prvka. Neni tézké overit, ze naopak nasobeni libovolnou matici 3 x 3 fun-
guje na soufadnicich vektortt R? jako linearni transformace. Matice dané linearni
transformace je ddna jednozna¢éné (jednoznacénost je dana volbou béze). Linedrni
transformace na R? jsou tedy v jedno jednoznaéné korespondenci s maticemi 3 x 3,
pricemz tato korespondence je dana volbou baze.

Jako dalsi krok definujeme na vektorovém prostoru R® skaldrni soucin jako
zobrazeni

(,):R¥*x R3S R.

nasledujicim pfedpisem v soufadnicich zvolené baze

<(x17y1,21)T’ ($2ay2»Zz)T> = T122 + Y1Y2 + 2122.
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Na vektorovych prostorech se skaldrnim souc¢inem jsou pojmy jako velikost vek-
toru (norma) a odchylka mezi vektory zavedeny pravé pomoci skaldrniho sou¢inu

nasledovné:
lull= Viww), cosp= LU

Fulll ol
Hledame linearni transformace, které zachovavaji délky a uhly, takovym trans-
formacim se fika transformace pevného télesa a jsou to pravé ty transformace,
které zachovavaji skalarni sou¢in. Vsimnéme si, ze maticové mizeme skalédrni sou-
¢in zapsat jako (u,v) = ulv jak vidime z nésledujictho vypoéctu:

<($1>y1731)T7 ($2»y2722)T> = (551,1/1721)($27y2722)T = (:Elayhzl) Y2

= T1ZT2 + Y1Y2 + z122.

Nas tedy zajimaji linearni transformace, které jsou reprezentované matici A
zachovavajici skalarni soucin, ktery je na soutfadnicich vektoril ve zvolené bazi
indukovany predpisem

(u,v) = uTv
a muzeme z nasledujiciho vypoétu odvodit podminku na matici A. Z vyrazu
(Au)T (Av) = uT AT Av = uTv
dostdvdame AT A = E, protoze piedpokladame (Au)? (Av) = uv. Dostavame tak
mnozinu matic zachovavajicich skalarni souc¢in

O(3) = {A € Mat(3,R)| ATA = FE}.
Na mnoziné O(3) mizeme definovat operaci nasobeni jako nasobeni dvou matic
A, B € 0O(3) C Mat(3,R), protoZe vyslednd matice po vyndsobeni nevypadne
z O(3):

(AB)'(AB) = BT (ATA)B=B"B=E.
Ukézeme, ze prvky mnoziny O(3) maji inverzi, kterd lezi v O(3), protoze prvky A
a AT komutuji, nebot
(AAT — ATA)A = (AAT —F)A=(A-A) =0= AAT —ATA=0.

Posledni implikace je dusledkem toho, Ze matice A je invertibilni, protoze deter-
minant matice A je nenulovy. Proto plati

(AT)TAT _ AT(AT)T _ ATA _ E,
a tedy AT € O(3), kde jednicka je jednotkova matice

100
E=|0 1 0],
00 1

pro kterou identita ETE = E plati trividlné. MnoZiné s jednou binarni operaci
(M, -), ktera je asociativni, tj.

a-(b-c)=(a-b)-c, Va,b,c € M,

(nésobeni matic obecné je asociativni a protoze se jedna o identitu je vlastnost
asociativity indukovéna i na jeji podmnoziny), obsahuje jedni¢ku a kazdy prvek
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mé inverzi, fikdme grupa. Dvojice (O(3),-) tedy tvoii grupu, kterou nazgyvime
ortogondlni grupa.

Dalsi zajimavou vlastnosti je, Ze prvky mnoziny O(3) maji determinant +1.
Protoze determinant soucinu je soucin determinant® a determinant transponované
matice A7 je stejny jako determinant matice A, dostaneme

1 =det(E) = det(AT A) = det(AT)det(A) = (det(A))?,

a tedy det(A) = £1. Protoze det(A) = £1, grupa O(3) se rozpadd na dvé pod-
mnoziny, mnozinu SO(3) matic s determinantem jedna a mnozinu O_(3) matic
s determinantem minus jedna. Soucin dvou matic s determinantem jedna je opét
matice s determinantem jedna, mnozina SO(3) je tedy uzavfend na nasobeni. Pro-
toze transpozice determinant neméni a jednotkova matice mé determinant jedna,
tvofi mnozina SO(3) opét grupu (asociativitu dokazovat nemusime, protoze se
jedné opét o nasobeni matic). Mnozina O_(3) neobsahuje jedni¢ku a neni uza-
viena na nasobeni.

Navic plati, Ze ndsobeni libovolnym prvkem z O_(3) urcuje jedno jednoznac¢nou
korespondenci mezi mnozinami O_(3) a SO(3), zvolime-li za takovy prvek tfeba
matici

I =

= o o
O = O
S O =

muZzeme kazdy prvek z O_(3) chapat jako kompozici prvku z SO(3) a linearni
transformace I. Poznamenejme, Ze geometricky vyznam transformace I je zrca-
dleni kolem roviny y = 0. V dal$im uvidime, Ze prvky SO(3) odpovidaji rotacim
kolem zvolené osy v kladném sméru. Pokud tedy navic pozadujeme zachovani ori-
entace (coz je pFirozeny pozadavek pii transformaci pevného télesa), dostavame
jako grupu transformaci grupu SO(3), které fikame specidlni ortogondlni grupa.
Dalsim pojmem, ktery zavedeme, je pojem vlastniho ¢isla a vlastniho vektoru.

Definice 2.2. Necht 7' : R® — R? je linearni transformace. Cislo A € C na-
zyvame vlastni c¢islo transformace T, pokud existuje v # o, v € R® takové, Ze
T(v) = \v, kde o € R? je nulovy vektor.

Pokud méme linedrni transformaci zadanou matici A muZeme vlastni &isla
a vlastni vektory vypocitat jako kofeny polynomu

det(A — \E),

kterému tikame charakteristicky polynom matice A. Podstatnou vlastnosti, kte-
rou zde nebudeme dokazovat je, ze vlastni Cisla nezavisi na zvolené bazi a dava
proto smysl hovofit o vlastnich ¢islech transformace jako o vlastnich ¢islech matice
transformace ve zvolené bazi.

To plyne z nésledujici avahy:

Av = Mo,
Av — Av = o,
Av—AEv=o0

(A= AE)v = o,
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pri¢em? posledni vyraz nam ¥ika, Ze v je v jadru zobrazeni (A — AE) a protoze v
je nenulové, musi platit, ze det(A — A\E) = 0.
Nejprve podrobnéji prodiskutujeme pfipad SO(2). Pokud ma matice

1= (0 3)

lezet v SO(2), musi spliiovat identitu ATA = F a soucasné det(A) = 1. Z prvni
podminky dostaneme:

a ¢\ (a b\ _ (a*+c ab+ed) (1 0
b d)\c d) \ab+ecd V*+d*)  \0 1)°

Protoze a?+c? = 1, miizeme v polarnich soufadnicich vyjadfit a = cos ¢, ¢ = sin
a dosazenim do rovnice ab+ cd = 0 dostaneme d = C cos ¢, b = —C'sin ¢. Koneéné
z rovnice b + d> = 1 madme C = +1 a determinant det(A) = C = 1. Celkem
dostavame vyjadieni obecné matice A € SO(2) jako matici rotace kolem stfedu

o thel :
cosp —sinp
sing cosy )

V nésledujicim odstavci podrobnéji rozebereme piipad A € SO(3). Redlné
vlastni ¢islo matice z SO(3) mlze byt pouze +1, protoZe

M (v, v) = (Av, \v) = (Av, Av) = (v, v).

Soucasné si vS§imneme, ze charakteristicky polynom pro libovolnou matici z grupy
SO(3) je stupné 3 a jeho kofeny mohou tedy byt bud t¥i redlné, nebo jeden realny
a dva komplexné sdruzené. V obou piipadech plati, ze matice z SO(3) mé vzdy ale-
spon jedno realné vlastni ¢islo. Determinant matice se rovna soucinu vlastnich ¢isel
véetné nasobnosti (dikaz je mozné nalézt napfiklad v knize [9]) a pokud je matice
A € SO(3), jsou dvé€ moznosti (£1)(£1)(£1) = 1, nebo (£1)(a + bi)(a — bi) = 1.
V prvnim piipadé je bud jedno nebo vSechna t¥i ¢isla rovna jedné, v druhém pii-
padé dostaneme +1(a? + b?) = 1 a protoze (a? + b?) > 0, musi byt prvni vlastni
¢islo 1. Plati tedy, Ze pro matice z SO(3) existuje alesponl jeden vlastni vektor s
vlastnim ¢islem 1. Predpokladejme, Ze v je vlastni vektor s vlastnim ¢islem 1, pak
mizeme zvolit podprostor v prostoru souradnic zvolené baze.

F = {w € R*|(v,w) = 0}.

Pro matici A € SO(3), pak plati A(v) = v a ukdZeme, Ze matice A zachovava F.
Necht w € F, pak

0= (w,v) = (A(w), A(v)) = (A(w),v).

Mizeme tedy zizit A na podprostor F a protoze A € SO(3) zachovavéa skalarni
soudin, ztzeni A|p zachovava skaldrni sou¢in na F, tedy F musi byt izomorfni
SO(2). Pokud zvolime bazi, kde prvni bazovy vektor bude v a zbyvajici dva budou
tvorit ortogonalni bazi F', bude matice linearni transformace odpovidat matici

1 0 0
0 cos(f) —sin(h)
0 sin(d) cos(f)
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Kazd4 matice z SO(3) je tedy rotaci kolem osy v o zvoleny thel 6. V kanonické
bézi pak rotace kolem os x,y a z o thel 6 odpovidaji maticim

1 0 0 cos(#) 0 —sin(6) cos(f) —sin(d) 0
0 cos(d) —sin(8) |, 0 1 0 a |sin(d) cos(d) O
0 sin(d) cos(f) sin(f) 0  cos(d) 0 0 1

Stopou matice A rozumime soucet prvku na hlavni diagonale a oznacujeme ji
Tr(A). Plati, Ze stopa matice je nezdvisla na volbé béaze a pro matici A € SO(3)
tedy vzdy plati, ze

Tr(A) =1+ 2cos(0).
Tohoto vztahu miizeme vyuzit pro nalezeni thlu rotace:
B Tr(A) —1
= 5 .

Pokud bychom analyzovali matici A € Mat(3,R), tedy matici 3x3 nad redlnymi
¢isly, postupujeme podle nésledujiciho algoritmu:

cos

1. Pokud plati identita ATA = E, jedné se o matici zachovavajici skalarni
soudin.
2. Pokud det(A) = 1, jedn4 se o rotaci v kladném sméru.

Nalezneme osu rotace jako feseni systému (A — E)(xq, 12, 23)7 = 0.
Tr(A)—1
—5—.

w

4. Uréime thel rotace podle vzorce cos =
3. METODA POHYBLIVEHO REPERU

V predeslé kapitole jsme pouzivali intuitivné pojem béze, ale pro nase dalsi ivahy

je potieba postupovat formalnéji. Poznamenejme, Ze pokud méame mnozinu s bi-

narn{ operaci (M, ) pak fikdme, Ze operace je komutativni pokud plati
a-b=b-a, Ya,b e M.

Definice 3.1. Vektorovy prostor (nad redlnymi éisly R) je mnozina V, na které
je definovéna operace + : V x V — V takovd, ze dvojice (V,+) tvor{ komutativni
grupu a operace nasobeni skalarem - : R x V — V takova, ze plati

a-(ut+v)=a-u+a-v,
(a+b)-u=a-u+b-u,
(ab) - u=a-(b-u),
1 -u=u,

kde a,b e R a u,v € V.

Béaze vektorového prostoru je pak nejmensi moznd mnozina vektord, jejichz
linearni kombinace generuji cely vektorovy prostor.

N

Priklad 3.2. Jako pfiklad této obecnéjsi definice si uvedeme mnozinu poly-
nomi maximalné druhého stupné Ry[z] spolu s operaci séitdni polynomu a néso-
beni redlnymi ¢isly tvoii vektorovy prostor. Tedy naptiklad miizeme tvorit takovéto
linedrni kombinace:

(2% + 22 — 3) + 2(z + 12) = (2? + 4z + 21).
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Béze prostoru Ry[z] miize byt napifklad mnozina o = {1, ,2%}, nebo mnozina
B={1,1+x,z+ 2%}

Protoze jedna z vlastnosti baze je, ze kazdy vektor z vektorového prostoru je
mozné jednoznacné vyjadrit jako linearni kombinaci jejich prvka, pro vektorovy
prostor Ro[x] a baze « a 8 z pfikladu dostavame jednozna¢né linedrni kombinace

(2% + 4z + 21) = 21(1) + 4(z) + 1(z?),
(z% + 42 +21) = 18(1) + 3(1 + z) + 1(z + 2?).

Obecné pevné zvolend baze vektorového prostoru kazdému vektoru jednoznacéné
prifazuje jednoznacnou n-tici redlnjych cisel, kterym rikdme souradnice vektoru
v dan€ bazi. Volba baze tedy urcuje izomorfismus mezi vektorovym prostorem
a R™ (v nasem pifpadé R?). Soutadnice vektoru v v bézi v se pak oznacuje [v].,
a pro vektorovy prostor Ry[z] a baze o a 8 z prikladu dostéavame

I
=

(2% + 4z + 21],

22 +4r+21)5=| 3

V piedeslé kapitole jsme pracovali s vektorovym prostorem R® a takzvanou
kanonickou béazi o = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}. Pfislusnd matice transformace T’
pak je matici transformace v bazi « a piSeme [T],. Série ivah provedend v minulé
kapitole ale na této volbé nezavisi. Volba baze jednoznacné pfitazuje kazdé linearni
transformaci T : R® — R® matici 3 x 3, ktera pak funguje jako stejna linearni
transformace na soufadnicich v této bazi.

Definice 3.3. Necht V je vektorovy prostor nad R, a necht 7' : V — V je
linearni transformace. Pro pevné zvolenou bazi 5 vektorového prostoru V je matice
[T matict linedrni transformace v bazi B pravé tehdy, kdyz

[T(w)]s = [T]s[v]s-

Nalezeni matice [T 3 se provede tak, Ze se obrazy bazovych prvki baze 8 vyjadii
v soufadnicich baze § a tvoii pak sloupce matice [T]z. Definici miZeme jeSté
zobecnit tak, Zze na vektorovém prostoru V zvolime dvé baze o, a uvazujeme
matici [T]q— 3 jako matici spliujici
[T(v)]g = [T]a—p[v]a-
Na vstupu tedy mame soufadnice vektoru v v bazi « a na vystupu obrazy vektort
v soutadnicich baze 3. Vlastni vypocet se pak provede analogicky tak, ze se obrazy

bazovych vektori baze a vyjadii v soufadnicich baze 8 a tyto souradnice pak tvori
sloupce matice [T 3.

Piiklad 3.4. Pokra¢ujeme v Piikladu 2.3 a na vektorovém prostoru Rs[x]
zavedeme operaci derivace algebraicky takto

d(ax?® +bx + ¢) = 2ax +b.
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Na R;[x] zavedeme dvé baze o = {1,z,2%}, 8 = {1,1 + x,2 + 22} a vypocteme
matici [0]qa— 5. Vezmeme tedy vektory baze a, zderivujeme je

01=0
oxr=1
8r? = 2z

a souradnice vyslednych vektort v bazi 5 jsou pak
[0]5 = 0(1) + 0(1 + ) + O(x + 2?),
(15 =1(1) + 0(1 + z) + 0(z + x?),
[22]5 = —2(1) + 2(1 + 2) + O(z + 2?).

Tedy matice [0]o—p je v nasledujicim tvaru:

01 -2
00 2
0 0 O

Pokud naptiklad vezmeme jako linedrni transformaci identitu, bude pfislusnéa
matice transformace [id],— g pFepo¢itavat soufadnice vektort baze « do soufadnic
vektori baze (.

Definice 3.5. Nechf a a 8 jsou dvé baze vektorového prostoru V a matice
[Pla—p splituje
Vls = [Plas[V]a
(jedné se vlastné o matici transformace P, kde P = id je identické zobrazeni). Pak
matici [P]q—p Fikadme matice prechodu od baze a k bazi S.

D et

s

Obrazek 1. Robot se dvéma kinematickymi dvojicemi.

Metoda pohyblivého repéru (baze) je zpusob jak sestavit kinematicky Fetézec.
Jako priklad volime robotické rameno (Obrazek 1.) se dvéma kinematickymi dvoji-
cemi, prvni sférickou a druhou cylindrickou. Zavedeme si t¥i bazové systémy. Prvni
je spojeny s patou systému a dalsi dva odpovidaji prislusnym kinematickym dvoji-
cim. Cilem je vyjadieni koncového bodu v sourfadnicich prvniho bazového systému
v zévislosti na parametrech kinematickych dvojic. Oznacime si piislusné bazové
systémy jako

Bo = (Po,0,%0,%0), B = (P1,21,91,21), B2 = (P2, 72,92, 22),
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kde P; jsou body pocatku soufadného systému a mnoziny {z;,y;, 2z} béze R3.
Prislusné délky ramen jsou pak obecné ly,l; a lo. Sférickou kinematickou dvojici
popiseme jako slozeni dvou cylindrickych, a to nejprve v ose z; a pak v ose yi,
tedy

cosfy 0 —sinby cosfy —sinf; O
A = 0 1 0 sinf; cos#; O
sinfy 0 cosfy 0 0 1
Cylindrickou dvojici pak realizujeme jako rotaci v ose z3, tedy
cosfl3 —sinfs 0
Ay = | sinf3 cosf3 0
0 0 1

Matice pfechodu z baze By k bazi By je A1, matice pfechodu z baze By k bazi B
je As a matice prechodu z baze By k béazi By je pak A;As. Necht @Q je koncovy

23 . 2
2 X2 Y2
P, X2
y2 P2 P,
z Y2
z
X1 2 2
z
P, !
Y1 X4
20 P
ZO X I yio
» M Xo V1 P1 Xo
0
Po Yo / Py
Py
Yo
Yo

Obréazek 2. Metoda pohyblivého repéru.

bod systému (chapadlo). Poloha vektoru (P;Q) v soufadném systému B; je uréend
sloupcem soufadnic [P;Q)]p,. Konkrétné v souradném systému Bs je poloha uréena
vektorem

[P2Q]s, = (I2,0,0).
Dalsim krokem je urceni polohy P;Q v soufadném systému B; tedy
[P1Q]s, = [P1P2)s, + [P2Q]s, = (0,0,11)" + As(l2,0,0)"
a konecéné Py v soufadném systému 5
[PoQlB, = [PoPi]B, + [P1QlB, = (0,0,10)" + A1(0,0,11)" + A1 A5(12,0,0)T.

Rozepiseme si to maticové

0 costly 0 —sinfy cosf)y —sinf; 0 0
[PoQls, = | 0| + 0 1 0 sinf; cosf; O 0]+
lo sin 92 0 COS 92 0 0 1 l1
cosfy 0 —sinfy cosfy —sinf; O cosfl3 —sinfs 0 lo
+ 0 1 0 sinf; cosf; O sinfs cosfs 0 0
sinfla 0 cosfs 0 0 1 0 0 1 0

a dostaneme systém rovnic zavisly na t¥ech parametrech 61, 65,03 € (0, 27), ktery
odpovida kinematice zvoleného robota. Volbou parametri 6; ménime natoceni
v jednotlivych kloubech a [PyQ]g, pak urcuje souradnice vektoru mezi patou sys-
tému a chapadlem v bazi paty systému, kterou jsme zvolili jako referencni.
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4. ALGEBRA KVATERNIONU H
Nejprve pripomenme, ze komplexnimi ¢isly C rozumime dvojice realnych cisel
(a,b) € R? spolu se dvéma binarnimi operacemi

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d),

(a,b) - (¢c,d) = (ac — bd, ad + be).
Je lehké ovérit, ze takto definovand komplexni ¢isla tvofi komutativni téleso. Ko-
mutativnim télesem pritom rozumime mnozinu vybavenou dvéma binarnimi ope-
racemi (M, +,-) takovou, Ze dvojice (M, +) tvori komutativni grupu s nulovym
prvkem 0, dvojice (M — {0}, -) tvoii také komutativni grupu a operace + a - jsou
navzdjem distributivni. Poznamenejme, Ze pro prvek (a,b) € C, (a,b) # (0,0),
dostaneme inverzi ve tvaru

(a,0)7! = m(% —b).

Souvislost s klasickym zapisem a + bi := (a, b) se lehce ovéfi vypocétem
#=(0,1)(0,1) = (-1,0)= -1

a neni tézké nasledné dokazat, Ze definice komplexnich ¢isel jako rozsifeni télesa
redlnych ¢isel o prvek i, kde i2 = —1 (tj. C = R[i] = {a + bila,b € R}), je
nasi definici ekvivalentni. Geometricky mtizeme komplexni ¢islo z = (a,b) € C
realizovat jako vektor v R?. Kazdy vektor z = (a,b) € R? mtizeme charakterizovat
jeho normou |z| a thlem 6, ktery svird vektor (a,b) s osou z, pficemz plati

(a,b) = |z|(cos 0, sin B).

Divame-1li se na R? jako na komplexni ¢isla C, tak pokud nasobime vektor
(z,y) = = + iy jednotkovym vektorem

cos +isin6

dostaneme vektor (z cosf —ysin 6, z sin 6 +y cos §) a matice prislusného linedrniho
zobrazeni na R? ve standardni bazi je tedy

Ry — <cos€ —sm9> .

sinf)  cos®

Divame se tedy na R? jako na komplexni ¢isla C pak rotace kolem pocatku o thel
0 muzeme reprezentovat jako nasobeni jednotkovym komplexnim ¢islem

cosf + isinf
a z goniometrickych vzorct lehce dokazeme, ze
St = {cos @ +isinf| 0 € (0,27)}
tvori grupu, tj. zejména plati
(cosfy + isinfy)(cos Oz + isinfy) = cos(f1 + O2) + isin(6; + 62).
Mnozina rotaci je tedy izomorfni pravé jednotkovym komplexnim ¢islim

S' = {z, kde |z| = 1}.
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Oznacime-li 1 := ((1) (1)), 1= <(1) 01), dostaneme opét prislusné identity
P=11i=i-1=4ii*=—1.

Prvky grupy S! mizeme reprezentovat maticove

10 . 0 -1
Rg—cosﬂ(o 1)+51n9<1 0)

a dostaneme tak alternativni popis S' maticové

(Z _ab> =a+ b.

Poznamenejme, Ze v maticové reprezentaci je druhd mocnina velikosti komplexniho
¢isla |a+bil? = a® +b? rovna determinantu piislusné matice. Déle, z vlastnosti pro
determinant |AB| = |A||B| dostaneme pro ¢tvefice redlnych ¢isel zajimavy vztah

(af +b7) (a3 + b3) = (a1a2 + bibs)? + (a1bs + ashr)?.
Historicky se problém nalezeni ¢isel x,y pro a, by, as, bs takovych, ze
(af +07)(a3 +b3) = 2” + 7,
ktery je ekvivalentni nalezeni takového pravoihlého trojihelniku jehoz odvésna je
soucin odvésen dvou zvolenych pravouhljch trojuhelnikti objevuje uz pred 2000
lety v dile feckého matematika Diophanta.

Nyni prodiskutujeme geometrické vlastnosti kvaterniont a jejich vyuziti pro
popis sférického pohybu. Nejprve pripomenme, ze kvaterniony rozumime c¢tverfice
redlnych ¢isel (a,b,c,d) € R* spolu se dvéma binarnimi operacemi

(al, bl, C1, dl) —+ (CLQ, bg, Co, d2) = (a1 —+ ag,bl + bQ,Cl + Ca, d1 + d2)7
(a1,b1,c1,dy) - (az, b2, ca, da)
= (araz — biby — c1c2 — dida, a1by + brag + c1dz — daca,
aice + craz — bide + dibe, ards + dias + bica — c1b2).

Je lehké ovérit, ze takto definované kvaterniony tvori nekumtativni téleso. Pozna-
menejme jen, Ze pro prvek (a,b, c,d) € H dostaneme inverzi ve tvaru

(a,—b,—c,—d)

a? +b% 4 c2 +d?’

souvislost s klasickym zapisem a+bi+cj+dk := (a,b, ¢, d) se lehce ovéfi vypoctem
i =(0,1,0,0) x (0,1,0,0) = (—1,0,0,0) = —1,
3% =(0,0,1,0) x (0,0,1,0) = (-=1,0,0,0) = —1,
k* =(0,0,0,1) x (0,0,0,1) = (—1,0,0,0) = —1,
ij = (0,1,0,0) x (0,0,1,0) = (0,0,0,1) = k,
ji=1(0,0,1,0) x (0,1,0,0) = (0,0,0,—1) = —k,

(a,b,ec, d)_1 =

a neni tézké nasledné dokazat, ze definice kvaterniont jako rozsifeni télesa realnych
¢isel o prvky i,j, k, kdei? = j =k = —1 aij = —ji = k (tj. H = R[4, j, k]) je s nasi
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definici ekvivalentni. Stejné jako komplexni ¢isla mizeme analogicky reprezentovat
kvaterniony H, ale tentokrat komplexnimi maticemi:

_fa+id —-b—ic\ (o —p
1= \b—ic a—id) ™ B8 a)’

kde a = a+id a § = b+1ic. Pfi tomto popisu je determinant piislusné matice opét
roven druhé mocniné velikosti kvaternionu, tj éislu a? + b2 + ¢® + d%. Ve vhodné
bazi mtuzeme opét libovolny kvaternion vyjadrit jako ¢ = al + bi + ¢j + dk,

T AN I A S A e AN A
“lo 1)\ o )7T\=i 0) " T \o —i)e
a dostat klasické vztahy
P==kK=-1ij=k

Pokud do komplexnich matic pro 1 a ¢ dosadime jejich maticové reprezentace,
dostaneme reprezentaci kvaterniontt pomoci realnych matic 4 x 4:

100 0 00 -1 0
o100 o0 0o
001 0} 10 0 0]
000 1 01 0 0
0 0 0 1 0 -1 0 0
o o 1o, _frt 0o 00
J=1o0o 1 0 of'"Tlo o o 1)
10 0 0 0 0 -1 0

a opét z vlastnosti determinantt plyne vztah

(a7 + 0} + ¢ +dF)(a3 + b3 + 5 + d3) = (aras — biby — c1cp — didy)?

)+
+ (a1bs + bras + c1ds — dic2)*+

)+

)"

2
+ (a102 — bidy + c1a9 + d1bs

2
+ (arda — bica — c1by + dyag

Poznamenejme, Ze ryze imagindrni kvaterniony ImH = Ri + Rj + Rk tvori

ortogonalni komplement k R1, Ze soucet dvou ryze imaginarnich kvaterniont je
opét ryze imaginarni kvaternion, ale Zze sou¢in dvou ¢isté imaginarnich kvaterniont
nemusi byt vzdy imaginarni. P¥i rozepsani soucinu pro libovolné dva imaginarni
kvaterniony

uv = —(ugvg + uzvs + ugvy) + (uzvg — ugv3)i + (ugvg — Ugva)j

+ (U2U3 — U3’U2)k‘

je zfejmé, ze soudin uv je ryze imagindrni kvaternion, pokud vektory (us, us,us4),
(v, v3,v4) jsou ortogondlni a ryze redlny pokud jsou rovnobézné, zejména u~lu =
|u|? = —u? Analogicky jako u komplexnich &sel, kde sféra jednotkovych komplex-

nich é&isel S! reprezentovala rotace kolem pocatku, sféra jednotkovych kvaternionti

S ={zcH:|z| =1}
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reprezentuje rotace R? kolem zvolené osy. Abychom mohli pouzit kvaterniony pro
popis rotace v R®, zavedeme operaci konjugace ¢~ 'tq. Prvky R® reprezentujeme
jako ryze imaginarni kvaterniony Ri + Rj 4+ Rk nasledovné
(z1,72,73) = 211 + T2J + T3k
Nyni definujeme mnozinu kvaternionti, kterym fikame rotory, jako kvaterniony
tvaru
0 .0

q:cos§+u51n§, (4.1)
kde w je jednotkovy ryze imaginarni kvaternion tvaru Ri 4+ Rj + REk. Nasledujici
vypoclet ukazuje, ze pro kazdy rotor ¢ plati |¢| = 1:

0 0 0 0 0

2 -1 : : 2 2 &2

= = (cos = —usin —)(cos = + usin =) = (cos” = —u“sin” =) =1,

lal” =4 a = (cos 5 5)(cos 5 +using) = (cos” 5)
protoze u je ryze imaginarni kvaternion a tedy —u? = u~lu = |u|> = 1. Lze

ukédzat, ze kazdy kvaternion s normou jedna jde napsat ve tvaru (4.1). Rotory jsou
uzaviené na nasobeni, protoze
l1@l® = (1a2) " Hara2) = (¢2) @) 'rge = (g2) Mg =1

a mnozina rotoru tedy tvori grupu.

Podstatné je, ze konjugovani pomoci rotoru ¢ reprezentuje rotaci kolem osy u
o thel 6. Dikaz tohoto tvrzeni mizZeme najit napfiklad v [6]. Demonstrujeme, Ze
zminény postup funguje pro konkrétné zvolené parametry. Pokud bychom chtéli
realizovat rotaci kolem osy z o tihel 6, zvolime vektor

u=0t+0j+ 1k
a rotor prislusny zvolené rotaci je
0 4 ks 6
= cos = sin —.
1 2 2
V nésledujicim vypoétu provedeme konjugovani ¢~ 'tq, kde t = xi + yj + 2k je
obecny vektor v R:
0 0 0 0
q tq = (cos 5~ k sin 5)(xz +yj + zk)(cos B + ksin 5)
0 0 0
= zi cos? 3 + yj cos? 3 + zk cos? 5~ Tj cos 3 sin 3
+yicos§sin§ +zcos§sin§
0 0 50

farjcosisini +iycos§sin§fzcos§sin§fi:rsin 3

0 0

22 2

— —+k —=
yJ sin zsin

0 0 0 0
= i(z cos® 5 + 2ysin§cos 5 xsin’ 5)
0 0 0 0
+ 5 (y cos? 5 2151115 cos 5 — y sin? E)
50

0
+ k(z cos 3 + zsin? 5)
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= i(xcosf + ysinh) + j(ycosf — xsinb) + kz.
Poznamenejme, Ze v posledni rovnici jsme vyuzili dvojici goniometrickych identit:
sin(20) = 2sin 6 cos 6,
cos(26) = cos? § — sin” 6.
Vysledny tvar transformace
¢ 'tq=i(xcosf +ysinh) + j(ycosh — xsinf) + kz

pii identifikaci Im H 2 R® odpovida linedrni transformaci, kterou miizeme mati-
cové zapsat jako

cosf sinf 0
—sinf cosf 0],
0 0 1

a tedy rotaci kolem osy z o thel 6. Cylindricky pohyb, tedy pohyb podle uz pevné
zvolené osy u, mizeme realizovat konjugovanim rotory

= cos = + usin —,
1 g TSNy

kde 6 € (0,2m). Klasické posunuti realizujeme jednoduse jako pfi¢teni prvku
z Im H. Sféricky pohyb muzeme realizovat metodou Eulerovych thld, kterou v na-
Sem kontextu dostaneme konjugovanim dvojici rotoril gy 1qf Leqige, kde

zcose—l—i—isin—1 :cos@—l—'sin—2
q1 2 2,q2 2 J 2

5. GRupPA SU(2)

Dalsi moznosti, jak realizovat rotace, je pomoci grupy SU(2), tento piistup je
motivovan fyzikou ¢astic a je technicky narocnéjsi. Vynucuje definovani nékolika
dalsich pojmi.

Relaci na mnoziné M rozumime podmnozinu kartézského soucinu R C M x M.
Jako priklad mizeme na R definovat relaci

R ={(a,b)|a,b € R, a < b},
ktera je formélnim ekvivalentem klasické relace ostfe mensi <. Relaci ozna¢ujeme
reflexivni, pokud
Va € M : (a,a) €R
symetrickd, pokud
Va,be M : (a,b) € R= (b,a) € R
a tranzitivni, pokud
Va,b,c € M : (a,b),(b,c) € R= (a,c) € R.

Relace ostfe mensi neni reflexivni ani symetrickd a je pouze tranzitivni. Relace,
ktera je soucasné reflexivni, symetricka a tranzitivni, se nazyva relaci ekvivalence.
Relaci ekvivalence je napriklad relace rovnosti =. Pro dalsi ivahy budeme reali-
zovat relaci R graficky. Body mnoziny M znazornime jako body v roviné. Pokud
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pro a,b € M plati (a,b) € R, nakreslime Sipku z bodu a do bodu b. Naptiklad na
mnoziné M = {a,b,c,d,e, f,g,h,l,m} definujeme relaci

R ={(a,b),(a,c),(c,d),(f9),(g,h), (m,e), (1, 1)},

kterou mizeme graficky znazornit jako orientovany graf:

a——>b f——=g e
| o |
c——d h l m

Tato relace neni relaci ekvivalence, protoze neni reflexivni. Jediny prvek, ktery
je v relaci sam se sebou, je prvek [. Neni ani symetricka, protoze obsahuje jedno-
stranné Sipky a neni ani tranzitivni. Aby byla relace reflexivni, musi byt smycka
na kazdém prvku. Aby byla relace symetricka, musi platit, Ze pokud vede Sipka
jednim smérem, musi vést i opacné. Symetricka a reflexivni relace odpovida pak

obrazku:
e

h l m
Tato relace neni tranzitivni, protoze napiiklad (a,c), (¢,d) € R ale (a,d) ¢ R.
Relace ekvivalence odpovida nasledujicimu obrazku

)y O

d

Cn<_>
|

X7

O 0 O 0O 0

7 obréazkt je vidét, ze relace ekvivalence urcuje na mnoziné M rozklad na pod-
mnoziny, kterym tikame t7idy relace a které maji tu vlastnost, ze prvky t¥idy jsou
v relaci kazdy s kazdym. Soucasné nejsou v relaci zadné dva prvky z razné tiidy.

Pomoci relace ekvivalence miizeme definovat napriklad prostor vSech primek
v roviné nasledovné: Vezmeme mnozinu R? na které definujeme relaci

((x1,91), (x2,942)) € R C REZxR*< INeR, A£0: (21,91) = (Ax2, Aya).

T#idy relace jsou pak piimky v R?. Pokud predpokladame, Ze y # (0, muzeme najit
v kazdé ttidé prvek (%, 1) a existuje tedy jedno jednozna¢né korespondence mezi
tfidami, pro které plati y # 0 a R. Zbyvé jedna tfida (x, 0), kterou ozna¢ujeme jako
nekonecno oo. Na obrazku 5. vidime geometricky vyznam takto definovaného pro-
storu, kterému ¥ikdme projektivni prostor PR!, kazd4 p¥imka s nenulovou smérnici
prochéazejici poc¢atkem ma prunik s pfimkou y = 1 pravé v jednom bodé a primka
y = 0 hraje roli bodu v nekoneénu. Projektivni prostor PC! definujeme stejnym
zpUsobem, jen pro dvojice komplexnich ¢isel.
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Obréazek 3. Projektivni prostor RL.

Definice 5.1. Mé&jme na C? definovanou relaci

((x1,91), (x2,92)) € RC C* x C* & AN € C, (21,y1) = M@2,92),
kde A € R. Pak tfidy relace

[(z,9)lr = {A(z,y)|1 € C}

tvori projektivni prostor PC!.

Prvky projektivniho prostor PC! takové, ze y # 0, jsou izomorfni komplexnim
¢islim C:

{(,y)ly#0y=C

a tfidu pro y = 0 pak oznacujeme jako nekonecno:

00 := {(w,y)|ly = 0}.

Geometricky mtzeme C? realizovat jako R* a prvky PC! jsou pak roviny R?
prochézejici poc¢atkem zachovavajici linearni transformace indukované komplexni
strukturou.

Pfi konstrukei grupy SU(2) budeme postupovat tak, ze definujeme kruhovou
inverzi jako specidlni zobrazeni ze sféry S? do C. Prvek z SO(3) reprezentuje ro-
taci v R®, zachovéava tedy skalarni souéin a tedy i normu. Musi tedy zachovavat
i sféru S2. Rotace kolem jednotlivich os pak po kruhové inverzi indukuji néjaké
zobrazeni v C. Toto zobrazeni nebude linearni, ale my si ho budeme reprezentovat
linearnim zobrazenim PC! — PC! na projektivnim rozsifeni. Vechny pojmy po-
stupné vysvétlime. Kruhova inverze je zobrazeni znazornéné na Obrazku 4. Bod
[x,y, 2] ze sféry S? se zobrazi na bod a + bi z C tak, Ze a + bi je priinikem pt¥imky
uréené severnim pélem S a bodem [z,y,z] s rovinou z = 0. Vidime, Ze takové
zobrazeni je dano jednoznacné a je definovano na vsech bodech kromé severniho
polu S. RozepiSseme ted postupné rotace. Nejjednodussi pripad je rotace kolem
osy z, v tomto pfipadé je indukovana rotace na C stifedovou rotaci a takova je
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z

Obrazek 4. Kruhova inverze.

realizovana nasobenim jednotkovym komplexnim ¢islem, t;j.

cose —sing 0 T '
sing cosp 0 y | < (cose +ising)(a+ bi) = e'?(a + bi).
0 0 1 z

Body C odpovidaji bod@im v projektivnim prostoru P'C tak, Ze bodu z € C od-
povida tifda ekvivalence [(z1,22)] € C?/ ~, kde relace ekvivalence ~ je definovana
takto

(21,22) ~ (23,24) © Tk € C, k £ 0: (21, 22) = k(23,24).

Hledana matice s jednotkovym determinantem je pak nasledujici

iz ig . .
<eo2 eol‘g> ) det (eOZ 607'g> = 81%671% — ]_’

%

o o )
e’z 0 21y [ €zxn < o—2 ezl A
_ie - _ie ~ e 2zg ~ ~ € . .
0 e 2 22 e "2z 1 1 29

Rotaci kolem osy y o thel 8 mutzeme realizovat pomoci tii rotaci. Rotaci kolem

osy x o thel 7, rotaci kolem osy z o tihel 3 a nakonec rotaci kolem osy x o thel

5. Potfebujeme tedy nalézt matici transformace kolem osy x o tihel =7. Takova

rotace zobrazuje v R® nasledujici prvky:
(07 07 71) = (07 717 0) = (Oa 07 1) = (la 07 O) — (Oa 07 71)a
coZ po stereografické projekci indukuje zobrazeni na C

O—=i— 00— —i—0,



ALGEBRY ROTACI A JEJICH APLIKACE 61

které muzeme realizovat pomoci Mobiovy transformace

z+1

’UJ(Z) = 722_14

kterd neni linearni, ale Mobiovu transformaci mtZzeme v P'C realizovat matici

1 /1 4
v \i 1)
Celkové tedy dostaneme

11— els 0\ 1 /1 4\ _ cos§ —sing
V2\—i 1)\ 0 ei5)a\i 1) \sinZ cos? )
Rotace kolem osy y o tihel § indukuje na C transformaci

0= 10— -1~ o0,

kterou miuzeme na PC! realizovat matici

1(1 -1
2\1 1

a vysledna matice rotace o tthel o kolem osy x je pak dana kompozici

1 /1 =1\ (et 0\ 1 (1 1\ _ (cos§ —ising
Ve \-1 1 0 e'2) a\~-1 1) \isin$ cosg /-

Dostavame tedy matice, jejichZ slozenim dostaneme transformace prostoru PC!
odpovidajici rotacim R® patficim do SO(3)

e's 0 cos 2 —sin g cos 5 —ising
—ia |, % . B y & . .o .
0 e "2 cosy  sing cosy  1siny
Protoze vysledné atice rotace lezi v SL(2,C), maji tvar

(% 2.

a protoze det(A4) = 1, musi tedy a = a; +1iag, b = by + iby lezet na 3-dimenzionalni
sfére

laf? + [b]* = af + a3 + b7 + b3 = 1.
Tyto matice opét tvori grupu, ktera se oznacuje SU(2) a nazyva se specidlni uni-
tarni a je izomorfni grupé rotori.
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