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1 Uvod

Tento piispévek ma slouzit jako doplnék k latce z linedrni algebry prednédsené v
oboru matematického inzenytstvi na VUT. Motivaci je nasledujici problematika
¢asto potiebnd v mnoha aplikacich matematiky ([An],[BG],[DMP],[Sea],[Si]) :

Jestlize mame néjaky systém linedrnich rovnic (koeficienty jsou redlnd ¢isla),
ktery mame fesit, pak pro mnozinu R vSech feSeni tohoto systému rovnic plati

jedna z nésledujicich moznosti:

(a) mnozina R je jednoprvkova (systém rovnic ma pravé jedno feseni),
(b) mnozina R je nekoneénd (systém rovnic ma nekoneéné mnoho Feseni),

(¢) mnozina R je prdzdnd mnozina, t.j. R = @ (systém rovnic nem4 zadné

feseni).

Velmi ¢asto v aplikacich matematiky je ale potfeba mit néjaké ”feseni” systému
linedrnich rovnic. Proto je nutno v piipadé (b) z mnoziny feseni vybrat jedno
v jakémsi smyslu " vgznacné teseni’a to pouzivat. V pripadé, Zze systém nema
Feseni (pfipad (c)), musi se néjakd n- tice redlnych ¢isel ( n je pocet nezndmych)

ur¢it a brat jako ” vyznamné teseni”’ soustavy.

Tento vybér feSeni vSak nemuze byt libovolny, musi néjakym zpusobum od-
povidat potfebam aplika¢ni oblasti. V praxi takovych moznosti se vyskytuje celd
rada, ale nejvyznamnéjsi a nejCastéji pozivana metoda je tzv. metoda nejmensich
¢tvercu, kterd je zaloZena na pojmu pseudoinverzni matice. Tuto metodu se po-

kusime v tomto seminafi vysvétlit.

Budeme predpokladat znalosti linearni algebry v rozsahu prednasky v prvnim
semestru z této oblasti ve studiu matematického inzenyrstvi prezentované ve
skriptech [KS]. Tyto znalosti jenom rozsifime o skuteénost, ze uvedené vysledky
plati nejenom pro redlna éisla, ale téz pro ¢isla komplexni tvoric téleso C (do-

konce pro linedrn{ algebru nad libovolnym komutativnim télesem).

Tudiz prvky matice A budou komplexni ¢isla, transponovanou matici ma-
tice A budeme znacit symbolem A7 a symbolem A budeme oznacovat matici

vzniklou z matice A nahrazenim prvka matice A, coz jsou komplexni ¢isla, ¢isly



komplexné sdruzenymi. V teorii matic s komplexnimi ¢isly se zavadi tzv. her-
mitovsky operdtor znaCeny symbolem * definovany pro matici A typu m x n

vztahem:

A* = (A)T

Ziejmé matice A* je typu m X m a pro matice A, B typu vhodného pro

nasobeni mame:

[(A-B)" = B"- A", (A*) = A |.

Také v piipadé, ze matice A,B jsou stejného typu plati identita:

(A + B =B + A

Hodnost matice A budeme oznacovat symbolem r( A) (z anglictiny the rank).
Ziejmé r(A) = r(A%).

Poznamenejme, ze partie, kterd pojednava o psedoinverzni matici a metodé
nejmensich ¢tverc, je velmi dobfe vysvétlena v knize [PO] v kapitole 5 a 8.
V této knize kazdd kapitola je doplnéna odstavcem MATLAB Moment, ve
kterém je popsdno pouziti systému MATLAB na vypocty uvedenych pojmu.

2 Neékteré pojmy a tvrzeni z linearni algebry.

V tomto odstavci uvedeme nékteré vysledky z linearni algebry, které budou v

dalsim pouzivany:
2.1 Hodnost souc¢inu matic
Pro hodnost sou¢inu matic vhodnych typu uvddime nésledujici nerovnost:

Véta 1. Nechf A je matice typu m xn, B je matice typu n x p. Pak plati:



| 1(A-B) < min(r(4)x(B))].

Diikaz. Necht U,V je mnozina viech p-rozmérnych sloupcovych vektort X (tj.matic

typu px1), pro které plati:
B-X = 0,, resp. A-B-X = 0.

Pak U, V jsou vektorové prostory feseni homogennich linearnich rovnic

B-X =0, resp. A-B-X = 0,
odkud plyne
dmU =p — 1(B), dmV = p —r(A-B).

Jelikoz U C V', méme
r(A-B) <r(B).

Odtud pak dostaneme

r(A-B) = r((A-B)*) = r(B*-A") <r(4%) = r(A).

Z této véty obdrzime nasledujici tvrzeni:
Tvrzeni 2. Ndsobenim (zleva nebo zprava) matice requldrni matici (vhodného
7adu) se neméni hodnost matice.

Diikaz. Necht A je matice typu m x n a P je reguldrni matice iadu m. PoloZzme

B = P-A.Pak A = P~!'. B az nerovnosti ve vété 1 dostdvame:

odkud plyne r( A) = r( B). Podobné se dokdze tvrzeni pro ndsoben{ re-

guldrni matici zprava. O

Tvrzeni 3. Pro kaZdou matici M plati:



Driikaz. Vzhledem k vété 1 staci dokézat r(M*- M) > r( M). Necht M je matice
typu m x n. Bud'te:

U,V mnoziny vSech n-rozmérnych sloupcovych vektoru X (tj. matic typu
n X 1) s vlastnosti M X = O,,, resp. M*MX = 0,,.

Pak U, V jsou vektorové prostory feseni homogennich linedrnich rovnic
M-X = 0p, resp. M* - M - X = 0,
odkud plyne

dmU =n — r(M), dmV = n —r(M*M).

Bud X €V anechf Y = MX,

U1

Ym

Mame
STl =Y pF =YY = (MX)*MX = X*M*MX =0,
i=1 i=1
Tudiz yy =...ym = 0a MX = 0,, a vektor X pati{ do vektorového prostoru

U, odkud plyne V. C U, dim V < dim U, tudiz r(M*M) > r(M). O

Poznamka. Jelikoz pro kazdou matici M mdme r(M) = r(M*), muzeme

tvrzeni 3 formulovat nasledovné:

Pro kazdou matici M maji matice M, M*, M - M*, M* - M stejnou hodnost.

2.2 Blokové matice

Definice 4. Uvazujme obecny tvar rozdéleni matice A typu m x n :



A A o0 Ay

Apt Ape ... Ap

kde pro1 <1i < k,1 <j <lIje A;; podmatice matice A typu m; x n; (i, j, k,l €
N). Mdme pak 2?21 m; =m, 23:1 n;j = n. Matice A;; se nazyva blok matice
A, matice A v uvedeném rozdéleni se nazyva blokova matice blokového typu k x1.
Podobné maticové nazvy pouzivame pro blokovou matici s piivlastkem blokovy
(napf. (A1, ..., Ai;) se nazyva i-ty blokovy rddek). Pocet fadku m; matice A;;
je stejny pro kazdé 1 < j <1 a stejné pocet sloupct n; matice A;; je stejny pro
kazdé 1 <i <|.

Piiklad 5. Uvazujme matici

-1 3 4 -6

0 9 -3 0
A =

-2 3 2 5

1 1 -7 8

Matice A je matice typu 4 x 4 (neboli ¢tvercovd matice fadu 4). Muzeme ji

E F
G H |’
kde
-1 3 4 -6 -2 3 2 5
E= , F= , G = , H = :
(D) (L e () (20

Matice E, F,G, H jsou bloky matice A, kterd mé blokovy typ 2 x 2. Matici A

muzeme také povazovat za blokovou matici blokového typu 2 x 3:

A Bi1 B2 Bis
Byi By By )’

povazovat za blokovou matici:

kde
-1 3 4 —6
By = 0 9 |,Bi2=| -3 |, Bizs= 0 ,
-2 3 2



Bu=(1 1), Ba=(-7), Bas=(58).

Snadno se dokézi nasledujici véty 6 — 8:

Véta 6. Necht A je blokovd matice blokového typu k X I:

Apr ... A
Pak pro komplexni ¢islo ¢ mdme

CA11 o CAll
cA=| :
CAkl N CAM

Matice AT, A* mohou byt uvazovdny jako blokové matice blokového typu I X k:

T
Ay ... Ay AT, AT
AT — : : — : :
A1 ... Ap AL .. AL
A ... Ay Ay o Ay
A= = :
Api ... Aw Af LAy

Véta 7. Necht A,B jsou blokové matice stejného typu a stejného blokového typu

kxl,
A11 All B11 Bll

Akl - Akl By ... By
kde pro 1 <1 <k, 1 <j <1 jsou podmatice A;;, B;; stejného typu. Pak
Ay +Bu ... Au+ By

A+B= : :
Api+Bri ... Api+ B



Véta 8. Necht A je blokovd matice typu m X n a blokového typu q x r a B je

blokovd matice typu n X p a blokového typu r X s,

All Alr Bll Bls

Ap ... Ay By ... By
kde pro1 <i<¢q,1<j<r1<k<s, matice Ayj je typu m; X n; a matice

Bji je typu nj X py. Pak

kde pro1 <i<q,1 <k <s mdme

Cik = ZAij'Bjk~
=1

Piiklad 9. a) Necht U,V jsou ¢tvercové matice fadu n a W je blokovd ma-

W:<g _VU).

W2_< U?+Vv? UV—VU)

tice s blokovym fadem 2:

Pak

VU -UV U?+V?

b) Necht A je étvercova matice fddu n, B je matice typu n x m, C' je ¢tvercovd

matice fadu m a 0 je nulovd matice typu m x n. Pak pro blokovou ¢tvercovou
A B
W =
0 C

det(W) = det(A) - det(C).

matici

blokového fadu 2 mame:



Pojem blokové matice vyuzijeme pro dukaz ” Sylvesterova zdkona nulity” tykajictho

se hodnosti souc¢inu matic:

Véta 10. Sylvesteriv zdkon nulity - Sylvester’s Law of Nullity. Necht
A je matice typu mxn, B je matice typu n X p. Pak plati:

r(4) + x(B) - n < 1(A-B)|.

Diikaz. Jestlize A nebo B jsou nulové matice, pak tvrzeni je ziejmé. Pfedpokladejme,
ze matice A,B jsou nenulové a ozna¢me r hodnost matice A ( r je pak pfirozené

¢islo).

I. Nerovnost dokazeme nejdiive pro pripad blokového vyjadieni matice A a

I, 0 B B
Ao B = n B
0 0 By By

kde nulové matice v blokovém vyjadifeni matice A maji vhodny typ nebo se

matice B:

v tomto vyjadieni nevyskytuji. Matice By je ¢tvercova fadu r a ostatni ma-
tice B;; jsou vhodného typu nebo se ve vyjadieni vibec nevyskytuji. Matice
I, znaéi matici jednotkovou fadu r. Necht C = ( Bi1 Bis ) Pak A -

B B C
B = ( 51 012 > = < 0 ) V piipadé, Ze C je nenulové matice, necht

ri,...,rs (s € N) je maximdln{ systém linedrné nezavislych fddku matice C,
tudiz s =

= 1r(C) = r(A- B). V piipadé, ze matice ( Byy By ) je nenulova exis-
tuje maximélni systém sj,...,s; (t € N) linedrné nezdvislych fadku matice

( By1 Bas ) tak, ze {r1,...,rs,s1,...5;} je maximéln{ systém linedrné nezdvislych
Fadkld matice B. Odtud plyne s + ¢t =1r(B), t <n — r. Jelikoz s = r(A- B),

mame
r(A-B) =r(B) —t >r(B)+r — n = r(B) + r(4) — n.
Trividlni pfipady, které byly vynechany, se snadno podobné dokézi.
II. V obecném pripadé existuji elementarni fddkové a sloupcové transformace

I, 0
matice A, které prevadi matici A na blokovou matici ( (; 0 ) typu m X n.



Tento prevod se da vyjadiit vyndsobenim matice A zleva a zprava regularnimi

maticemi P,Q fada m,n. Tudiz
I, 0
P-A-Q = .
(Plat{ timluva o typech nulovych matic.) Podle tvrzen{ 2 méme

1(A-B) = 1(P-A-Q)-(Q7"-B)), 1(A) = 1(P-A-Q), x(B) = r(Q™"-B).

Pro matice P- A-Q a Q' - B plati podle I véta 10, tudiz také plati pro matice
A B. O

2.3 Inverzni matice
Pfipomeneme jen strucné pojem inverzni matice.

Definice 11. Bud A ¢tvercova matice ifadu n. Ctvercova matice X fadu n se

nazyva inverzni matice matice A, jestlize plati:

X-A=1, = A -X]|.

Symbolem I,, budeme znacit jednotkovou matici fadu n. Tedy

1 0 0
0 1
I, =
0
0 0

Pro existenci a jednoznacnost inverzni matice plati nasledujici véta:

Véta 12. Nechtf A je ctvercovd matice. Pak matice A md inverzni matici, prdavé

kdyz matice A je requldrni, tj. det( A) # 0. V tomto piipadé je inverzni matice

jednoznacné uréena a pro matice X,Y vhodnijch typu plati:

A-X AY = X Y,

)

XA Y A= X Y.

10



Inverzni matice X reguldrni matice A se ozna¢uje symbolem A~!.
Dalsi véta nam iik4, ze inverzni operator pro regularni matice a hermitovsky
operator jsou zaménitelné:
Véta 13. Pro reguldrni matici A plati:
(A*)—l _ (A_l)*.

Diikaz. Je-li m tad matice A, mdme (A*)~!- A* = I, odkud dostdviame
aplikaci hermitovského operdtoru na sou¢in matic
A- ((A")™H* = I,,,, z eehoz plyne podle véty 12

(A7) = A7 a tedy (47)70 = (A7)

2.4 Permutac¢ni matice

Dulezitym prostfedkem v teorii matic je pojem permutac¢ni matice, kterd je

definovdna nésledovné:

Definice 14. Necht n € N a 7 je permutace mnoziny {1,...,n} (tj. bijekce

této mnoziny na sebe). Pro pfirozené ¢islo 1 < j < n polozme

kde 1 je na j-tém misté a na ostatnich mistech vektoru Ej; je 0. Permutacni

matice Tadu n je matice

Tudiz pro P = (p;;), 1 <i,j <n mdme

1, jestlize w(i) =7,
Pij =
! 0, jestlize (i) j.

11



Ziejmé kazda permutacni matice je regularni.
Odtud muzme odvodit nésledujici vétu:
Véta 15. Necht n € N a ¢, x jsou permutace mnoZiny {1,...,n}, pFicemz

X = Y. Pak plati:
P,-Py = P, = Py,.

Diikaz. Necht

Py, = (aij), Py = (bij), Py = (cij), Pp- Py = (dij).

Pak

1, jestlize (i) = j,

A;5 =
! 0, jestlize (i) # j,
b — 1, jestlize (i) = j,
N 0, jestlize (i) # 7,
1, jestlize x(i) =j,

Ci; —
! 0, jestlize x(i)# j.

Pro1 <i,5 <n mame

dij = Zaik'bkﬂ' = Gip(i) bo(i)j = Deis-

k=1
Jelikoz
1 destize w(e() =
T 0, gestlize w(p(i) #
mame
1, jestlize x(i)=j,
bo(i); = o L0
0, jestlize x(i)#j
atedy dij = Cij- O

Z véty 15 plyne snadno nésledujici doplnék:

Doplnék. Necht n je pfirozené éislo, o, budte permutace na mnoZiné

{1,...,n} a € je identickd permutace. Pak plati:

(PU)71 = Pa'*la Ps = In

12



Véta 16. Necht n,v jsou pFirozend éisla a w je permutace mnoZiny {1,...,n}.

Necht M je matice typu n X v a N je matice typu v X n. Pak matice
P.-M (N-P,)
je matice M ( N), ve které rddky ( sloupce) jsou permutovdny permutaci m (m1).

(Presngji Feceno: indexy rddku ( sloupcu) jsou permutovény.)

Diikaz. Jelikoz pro komplexni ¢isla x1, ..., x, plati:
1 T (1)
P $.2 _ Tr(2)
Tn L (n)
a také
(1,22, .., n) - Pr = (Tr1(1), Tr-102) -+ s T—1(n));
mame dokdzanou vétu. O

Polozime-li pro pifrozené ¢islo 1 < j <n

0

0

kde 1 je na j-tém misté a na ostatnich mistech vektoru F; jsou nuly, pak maticie

Q= Q. = (Fﬂ(l) . Fu )

je jednotkova matice, ve které permutujeme sloupce permutaci 7. Jelikoz Q-1 =

P, mdme N - P, = N -Q,-:1. Vétu 16 muzeme vyjadrit nasledovné:

13



(a) Jestlize permutujeme tadky matice M typu n X v permutaci w, dostaneme
matici M vyndsobenou zleva jednotkovou matici I, 7ddu n, ve které permutujeme

radky permutaci .

(b) Jestlize permutujeme sloupce matice M typu v x n permutaci 7, do-
staneme matici M vyndsobenou zprava jednotkovou matici I, 7ddu n, ve které

permutujeme sloupce permutact T.

3 Inverzni matice zleva a zprava

Nasim tkolem nyni bude studovat otdzku, jak zmirnit pozadavky v definici
inverzni matice, abychom dostali $ir§i okruh matic s novym pojmem inverze.

Budeme studovat nejdfive néasledujici prirozené zobecnéni inverze:

Definice 17. Nechf A je matice typu m x n a nechf B (C) jsou matice typu
nxm. Matice B (C) se nazyvé inverzni matice zprava ( zleva) matice A, jestlize

plati:

(A-B = I, (C-A = L)

VySetiime nyni otdzku, pro které matice existuji inverze zprava a zleva. Za
tim 1ucelem si zavedeme nasledujici pojem, ktery bude téz uziteény pro dalsi

problematiku:
Definice 18. Rekneme, ze matice A typu m x n md iplnou Fdédkovou hodnost,
jestlize r( A) = m, tj. pocet Tddku matice A je roven jeji hodnosti.

Jestlize r( A) = n, tj. pocet sloupct matice A je roven jeji hodnosti, fekneme,

ze matice A md uplnou sloupcovou hodnost.

Véta 19. Pro matici A jsou ndsledujici vyroky ekvivalentni:
(a) matice A md inverzi zprava,
(b) matice A md idplnou rddkovou hodnost,

(c) matice A -A* je reguldrni.

14



Diikaz. Necht A je typu m x n.
I. Piedpoklddejme, ze plati (a) a matice B je inverzni matice zprava matice
A.Pak A-B=1,,. Z véty 1 plyne
m =r1(A-B) <r(4) <m.

Odtud dostdvdme m = r( A), tudiz matice A mé tiplnou fadkovou hodnost.

II. Necht plati (b), tedy r( A) = m. Pak podle pozndmky za tvrzenim 3
mame

r(A-A*) = r(4) = m,
tudiz matice A - A* je regularni.

II1. Jestlize matice A - A* je reguldrni, polozime A* - (A- A*)~! =
= B.Pak A-B = I, tudiz B je inverze zprava matice A. Plat{ vyrok (a). O

Analogickd véta plati pro matice, které maji inverzi zleva:

Veéta 20. Pro matici A jsou ndsledugici vyroky ekvivalentni:
(a) matice A md inverzi zleva,
(b) matice A md uplnou sloupcovou hodnost,

(c) matice A* - A je reguldrni.

Dtuikaz je analogicky jako dukaz véty 19. O

~/ vz

V dalsi ¢asti tohoto odstavce udame popis mnoziny vsech inverzi zprava pro
matice s iplnou fadkovou hodnosti a mnoziny vSech inverzi zleva pro matice

s uplnou sloupcovou hodnosti.

Jestlize matice A je regularni fadu m , pak mé prévé jednu inverzi zprava
a pravé jednu inverzi zleva a tyto inverze se rovnaji a rovnaji se matici A~
Jestlize matice A je ¢tvercova a singularni, pak nema tiplnou fddkovou hodnost
a také nema uplnou sloupcovou hodnost, tudiz matice A nemda zadnou inverzi
zprava a nema zadnou inverzi zleva. Pro popis mnoziny vSech inverzi zprava resp.

zleva muzeme se tudiz omezit na matice typu m x n,m < n s iplnou radkovou

15



hodnosti pro ptipad inverze zprava a pro piipad inverze zleva na matice typu

n X m,m < n s iplnou sloupcovou hodnosti.

Predpokladejme nyni, ze A je matice typu m X n,m < n, kterd ma uplnou
fadkovou hodnost. Jelikoz r( A) = m, existuje podle véty 16 permutace 7

mnoziny {1,2,...,n} tak, Ze sloupce matice A jsou permutovény permutaci

7~! a matice

Aﬂ,:(A1 Az),

kde A; je reguldrni matice fadu m a Ay je matice typu m x (n —m). Matici Py

vyjadiime jako blokovou matici

Pﬂ":( P P )7
kde P; je matice typu n x m a P» je matice typu n X (n —m).

Muzeme nyni vyslovit vétu:

Véta 21. Necht plati vijse uwvedené predpoklady a oznaceni. Pak mnoZina vsech
inverznich matic zprava matice A je rovna mnoziné vSech matic B typu n X m

tvaru
B =P A" + (P, — P-A Ay -,

kde C je matice typu (n —m) X m.

Diikaz. 1. Predpokladejme, ze matice B je uvedeného tvaru a pro stru¢nost

D_ AT - AT Ay C
c :

polozme

Pak
B:<P1 PZ)'D:PTI"D7

odkud plyne

ATV AT A,
111-13:111-13”-1:):(A1 A2)-< L é 2 C):Im,

tudiz matice B je inverzi zprava matice A.

16



II. Predpoklddejme, ze matice B typu n x m je inverzi zprava matice A.
Pak A-B = 1I,. Nechf M je ¢tvercové matice fadu m a C je matice typu

(n —m) x m, pfitemz plati:

M
Im:A'Pﬂ"<Pﬂ')_1.B: (Al A2)<0>:A1M+A20

Odtud plyne M = A7' — A7'- Ay-C. Odtud a z definice matice B obdrzime

= Pl'Al_l + (Pg — PlAl_lAQ)C

Priklad 22. Udejte vSechny inverze zprava matice

21 1 =3
A= ,
2 1 -1 2
ktera méa tplnou Ffadkovou hodnost.

Matici A uvazujme jako blokovou matici, kde sloupce tvoii bloky matice:

A= <51 Sy S3 34>.

Tuto matici chceme permutace 71 sloupcii pfevést na tvar

Pak



tedy

7P1 7P2:

o o = o
_ o o o
o~ o o
o o o =
I
o o = o
—_ o o o
o = o o
o o o =

1 -3 1 2 1 -3 1 2
A.Pﬂ' = ’ Al = ) AQ = .
1 2 -1 2 1 2 -1 2

Vypoctem pak obdrzime:

0 0 0 5

2 3 1 -10
5.P1.AI1: 0 75-(,P2—,leAlil'»Az): 5 0

-1 1 2 0

Polozime-li

x
C = v,
u v
kde x,y,u,v jsou komplexni ¢isla, dostavame ze vzorce ve vété 21:

mnozina v8ech inverzi zprava matice A je mnozina vSech matic B tvaru:

U 5V
B - } r—10u+2 y—10v+3
5x 5y ’
2z —1 2y +1

kde x,y,u,v jsou libovolna komplexni ¢isla.

Podobné se tesi otazka inverzi zleva pro matici iplné sloupcové hodnosti:
Predpoklddejme, ze A je matice typu n x m, m < n, kterd m4 uplnou sloup-

covou hodnost. Jelikoz r( A) = m, existuje podle véty 16 permutace m mnoziny
{1,2,...,} tak, ze matice
A
P A= t),
Ay

18



kde A; je reguldrni matice fadu m a A, je matice typu (n —m) x m. Matici Py

vyjadiime jako blokovou matici

Py
P7r = ’
Py
kde P; je matice typu m x n a P> je matice typu (n —m) X n.

Stejnym zpusobem jako vétu 21 muzeme dokazat nésledujici vétu:

Véta 23. Necht plati pred vétou uvedené predpoklady a oznaceni. Pak mnoZina
vSech inverznich matic zleva matice A je rovna mmnoZiné vsech matic B typu
n X m tvary

B = AT P + C- (P, — Ay- A7 P)),

kde C je libovolnd matice typu m X (n —m).

Veétu 23 muzeme ziskat z véty 21 pomoci hermitovského operdtoru * (v.vétu
13).

4 Pseudoinverzni matice.

V tomto odstavci zavedeme pojem pseudoinverzni matice, kterou ma kazda ma-

tice a tato pseudoinverzni matice je jednoznac¢né urcena.

Definice 24. Nechf A je matice (nad télesem komplexnich éfsel C) typu m x n.

Matice X typu n X m se nazyva pseudoinverzni matice matice A, jestlize plati:

(1) AXA = A,
(2) XAX = X,
(3) (AX)* = AX,
(4) (XA)* = XA.

Podminky (1) - (4) se nazyvaji Penroseovy podminky a pseudoinverzn{ ma-
tice se ¢asto nazyvda Moore-Penroseova inverze matice A nebo struéné M-P

inverze ([Da]). Mluvime také jen o pseudonverzi matice A.
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Véta 25. Jednoznacénost pseudoinverzni matice. Jestlize matice A md

pseudoinverzi, pak tato pseudoinverze je urcena jednoznacné.

Diikaz. Predpokladejme, ze matice B,C jsou pseudoinverze matice A. Pak plati:

—

B2 BaBY (4'5)BY (a4 4" BB Y

WD caya*B*B)Y (cA)(BAB) 2 cAB.

c2cuc)?corar Y ocrarpran) @
Qoo araB) Y (cacyaB) 2 cAB.

Odtud plyne B = C' a véta je dokazana. O
Cisla nad symbolem rovnosti oznacuji ¢fslo Penroseovy podminky, kterd se
pouziva pii diikazu pifslusné rovnosti. P¥i zjisfovani, zdali matice X je pseudoin-

verze matice A, se obvykle postupuje tak, ze se ovéiuji Penroseovy podminky (1)
- (4). V piipadé jejich platnosti je pak X jedoznacéné definovand pseudoinverzni

matice A1 matice A.

Oznaceni. Jelikoz je pseudoinverze jednozna¢né urtena, muzeme pro ni

zavést oznaceni. Tuto pseudoinverzi budeme oznagovat symbolem A¥.

Priklad 26. a) Jestlize A je regularni matice, pak matice X = A~! vyhovuje

Penroseovym podminkdm, tudiz
AT = AL
b) Je-li A= O,,,,, nulovd matice typu m x n, pak podobné ovéfime Penroseovy
podminky pro X = O,, ,,, odkud plyne
O,J,rm = Opm.

c) Jestlize matice A m4d pseudoinverzi, pak ma pseudoinverzi téZz matice AT a

plati:

(AH)+ = Al.
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d) Jestlize matice A m4 pseudoinverzi, pak m4 pseudoinverzi i matice A* a plati:

(A7) ==ty

Diikaz. Polozme X = (AT)* a ovéfme Penroseovy podminky pro matice A* a

. (1) A" X A" = A" (AT) A" = (A-AT-A) = A",

(2) X A" X = (A)- A% (A) = (A*- A AT) — (4*)
(3) (A" X)" = (A" (AT)7)" = AT-A = (AT A) = A7-(AT)" = A" X,

f = AXT = A((AT)) = AAT = (AAY) = (AT)AT = XA"
O

:){7

(4) (X-A7)

e) Jestlize D je diagonélni matice fadu n

d 0 0
0 d
D= ? :
S
0 0 dn

df 0 0
pr_| 0 4 :
: 0
0 0 df

kde pro komplexni &fslo ¢ symbol ¢ znaéi 0, jestlize ¢ = 0. V pifpadsé, Ze ¢
-1

je nenulové komplexni é&fslo, polozime ¢t = ¢
f) Jestlize A je matice, kterd ma pseudoinverzi, a ¢ je komplexn{ ¢islo, pak

matice ¢+ A mé pseudoinverzi a plati:

[(c- At = ctat],
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V ptipadé, ze matice ma tplnou fadkovou nebo sloupcovou hodnost, pak
ma& tato matice pseudoinverzi a pro tuto pseudoinverzi plati rovnosti uvedené

nasledovneé:

Tvrzeni 27. (a) Necht matice A typu m X n,m < n md dplnou rddkovou

hodnost. Pak md matice A pseudoinveverzi, matice A - A* je requldrni a plati:

(AT = A (A A a A At = I,

(b) Jestlize matice A typu m X n,n < m md Uplnou sloupcovou hodnost, pak md

matice A pseudoinverzi, matice A* - A je requldrni a plati:

(AT = (4 A) AT At A = I

Diikaz. Dokézeme jen tvrzeni (a). Tvrzeni (b) se dokdze analogicky. Predpokld-
dejme, ze A je matice typu m X n,m < n, kterd ma tuplnou Fddkovou hodnost.
Podle tvrzeni 3 (pozndmka) mdme m = r(A) = r(A-A*), z ¢ehoz plyne, ze

matice A - A* je regularni. Polozme
X = A" (A- AL

Pak A- X
Penroseovy podminky (1) - (3). Ukdzeme platnost Penroseovy podminky (4).

A-A*-(A-A*)"! = I,. Odsud snadno plyne, 7e jsou splnény

7 véty 13 obdrzime
(X A = A . X* = A*.((A-A*)*l)*~A =

= A" (A A1 A=A (A-AH)H A= XA

Priklad 28. Urc¢it Moore-Penroseovu inverzi matice

I
Il
—_ =

1
1
2
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Hodnost matice A je rovna 2, tudiz A je matice uplné sloupcové hodnosti a

podle tvrzeni 27(b) mame

1 6 —4 1 1 1
At = (AT . A7 AT = - . =
2\ -4 3 1 1 2
1 2 2 =2 _ 1 1 1
2\ -1 -1 2 ) \-05 —05 1)
Pro konstrukei pseudoinvrze se ¢asto pouziva nasledujici véty:

Véta 29. Véta o skeletnim rozkladu matice - Lemma on ”rank facto-

rization”of a matriz. Necht A je nenulovd matice typu m X n s hodnosti r

(r > 1). Pak existuji matice B,C typu m x r,r X n takové, Ze plati:

A

I
®
Q
=0
=
I
=
a
I
=]

Rozklad A = B - C se pak nazyva skeletni rozklad matice A.

Diikaz. Matici A vyjadiejme jako blokovou matici, kde bloky jsou sloupce ma-

tice A:
AZ(51 sn).

Vybereme ze sloupcu matice A r linedrné nezavislych sloupct o4, .. ., o, které

pak tvoii maximélni systém linearné nezavislych sloupcu matice A. Polozime

B=(o ... o)

Pak B je matice typu m X r s hodnosti r. Matici C budeme uvazovat také

jako blokovou matici, ve které bloky jsou neznamé sloupcové vektory &1,...,&,

dimenze r a pro kterou plati A = B - C, tudiz

Cc = (gl & )aA - (Bg1 ... B&, )
Odtud pak dostavame n systému linearnich rovnic pro r neznamych:

B-& =5 (1 <j <n)
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Pro matici B téchto systému plati r(B) = r. Rozsifend matice j - tého systému

(5 )

a jelikoz s; je linedrni kombinaci sloupcti matice B, md tato rozsifend matice

(1 <4 <n)mi tvar

také hodnost r. Uvedené systémy linearnich rovnic jsou tudiz feSitelné a pro

jejich feseni £; pak plati
A=B-C=B-(& ... &)
Zbyvé ovérit vztah r(C) = r. Jelikoz podle véty 1 mame
r=A=rB-C) <rC) <,

dostavame uvedeny vztah. O

Piiklad 30. Naleznéte skeletni rozklad matice A, kde

1 4 3
A= | -1
—2 -2 0

Libovolnym zpusobem zjistime, ze hodnost matice A je rovna 2 a 1. a 3.

sloupec matice A jsou linedrné nezavislé. Polozime

1 3
B=|-12 ,51:<x1>,§2:<“’2>,53:<x3>.
92 0 U1 Y2 Y3

Budeme hledat hodnoty z;,y; (1 <i < 3) tak, aby A =B-C, kde

02(51 &2 53)-

Dostaneme tii systémy linearnich rovnic

z1+3y; =1 To+ 3y =4 r3+ 3y =3
-1+ 2y = —1 —T3 + 2y = —1 —x3+2y3 =2
—21’1 + Oyl = -2 —21’2 + 0y2 =0 —21’3 + Oyg =0.
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Resenim téchto systémi dostaneme z1 =1, 4, =0, 2o =1, yo =1, 23 =

0, y3 = 1, tudiz
1 1 0

C = aAd = B-C
0 1 1

je skeletni rozklad matice A.

Poznamka. Podle véty 29 mé kazd4 nenulova matice skeletni rozklad. Nicméné
tento skeletni rozklad neni urcéen jednoznaéné. Nasledujici tvrzeni popisuje vSechny

skeletni rozklady nenulové matice.

Tvrzeni 31. Necht A je nenulovd matice s hodnosti v a nechft A = B-C je

skeletni rozklad matice A. Pak vSechny skeletni rozklady matice A maji tvar
A= (B-R)-(R-0),
kde R probihd vSechny requldrni matice Tddu r.

Diikaz. Ziejmé pro kazdou reguldrn{ matici R fadu r je A = (B- R) - (R™! -
C) skeletn{ rozklad matice A (v.tvrzeni 2). Nechf A = G - H je skeletni

rozklad matice A. Matice H ma tplnou fadkovou hodnost a podle tvrzeni 27
mé psedoinverzni matici, pfi¢emz plati H- Ht = I,. Polozme R = C-H™.
Ze vztahu B-C = G- H obdrzime B-R = B-C-Ht =G-H-H* = G.

7 véty 1 dostavame
r = r(G) = I‘(BR) S T(R) S T.

Tudiz R je regularni matice tddu r, matice G = B - R je matice iplné fadkové

hodnosti a podle tvrzeni 27(a) ma pseudoinverzi a plati Gt - G = I,.. Odtud

dostavame
H=G" (G-H) =G"-(B-C) =G (B-R)-(R"'-C) =

= (Gt G)-(R'-C)=R"'-C

TudizG = B-RaH = R™!.C. O
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Véta 32. Véta o existenci pseudoinverzni matice. Necht A je nenulovd

matice a A = B -C je jeji skeletni rozklad. Pak matice A md pseudoinverzni

matici, kterd je dana formuli

T = o B,

Dikaz. Jelikoz matice B,C jsou matice tplné (sloupcové, faddkové) hodnosti

mame podle tvrzeni 27:

BY.B = C.-Ct = I,.

Polozme
X = Ct.BT

a ovéime Penroseovy podminky pro matice A a X:
(1): A-X-A=B-(C-C")-(B"-B)-C = B-I,-C = B-C =A,
(2:X-A-X = ct-(B*-B)-(C-C")-BtY = Cc"-I,-BT = ¢t-Bt = X.

(3): Méme
A-X = B-(C-C*).B* = B-B",

tudiz podle Penroseovy podminky (3)
(A-X)* = (B-B")* = B-Bt = A-X.

(4): Podobné dostdvame

(4):X-A=0C"-(B"-B)-C = Ct.C,
odkud stejnym zpusobem dostaneme podle Penroseovy podminky (4)

(X -A) = XA

Priklad 33. Vypocitejte Moore-Penroseovu inverzi matice

1 4 3
A = -1 1 2
-2 -2 0
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Podle ptikladu 30 skeletni rozklad matice A je identita A = B - C, kde

1 3
110
B=|-12], C= .
01 1
-2 0
Pseudoinverze matic B a C vypocitame podle tvrzeni 27
6 1\ (1 -1 —2
Bt = (B*-B)"'.B* = T =
1 13 3 2 0
1 (13 -1 1 -1 -2\ 1(10 —15 —-26
B G N 3 2 0o ) 1\t 13 2 )
. 1 0 ) . . 2 -1
ct = (C-c)t = 2 B -
( ) AR (1 ) ) AR
0 1

Pro pseudoinverzi matice A pak plati

. 3 —43 -54
At = ¢ct.Bt = — 9 _

c T | 27 2 -

24 41 30

Poznamka. Pii vypoctu pseudoinverzni matice pomoci systému MATLAB

je prkaz pro vypocet pseudoinverze matice A nédsledujici:
pinv (A)

Hodnoty prvkii matice A" jsou pii tomto pouZiti udédvany jako desetinné
¢islo. Tak napf. pro matici A z vySe uvedeného piikladu dostaneme timto

zpusobem jeji pseudoinverzi nasledovné:

0.0130 —0.1861 —0.2338
AT = 0.1169 —0.0087 —0.1039
0.1039  0.1775 0.1299

Znédme-li skeletni rozklad matice A = B - C, kde prvky matic B,C jsou

celé ¢isla, pak prvky matice
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det(B* - B) - det(C' - C*) - A*

jsou také cela ¢isla. Tento fakt plyne z identit

Bt = (B*-B)™'.B*, ¢t = ¢*-(C-C*), AT = C*.B".

Polozime-li
¢ = det(B* - B) - det(C - C%)

a provedeme-li pitkaz v MATLABU c*pinv(A), dostaneme matici ¢ - A", ktera

ma celociselné prvky.

V piipadé uvedené matice A mame

Odtud plyne

6 1 2 1
det(B*-B) = det =77= 711, det(C-C*) = det =3,
1 13 1 2

tudiz ¢ = 231 a pitkaz (231*pinvA) ddvd v MATLABu matici

3 —43 —54
c- AT = 21 -2 -4
24 41 30

Velmi ¢asto se k vypoctu pseudoinverzni matice pouzivé t.zv. Grevilleiuv al-
goritmus. Tento algoritmus udéva vypocet rekurzivné vzhledem k poctu sloupct
matice. Nejdiive se uvadi vzorec pro pseudoinverzi matice s jednim sloupcem
(tedy pro sloupcovy vektor). Pak za predpokladu, ze zndme pseudoinverzi pro
matici, kterda ma n - 1 sloupct se uddva vzorec pro matici, kterd ma n sloupcu,
kden € N,n > 2.

Popiseme nyni presné tento postup.
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Tvrzeni 34. Necht A je matice typu m x 1, kde m € N. Jestlize A je nulovd

matice, pak AT = O1 . Pro nenulovou matici A mdme AT = (A*-A)~! A*.
Jestlize matice A je nenulovd, pak ma tplnou sloupcovou hodnost a v diukazu
pouzijeme tvrzen{ 27 (b). Poznamenejme, ze pro

g
1 m

A = méme A¥- A = Z|ok|2.

k=1
Om

Predpokladejme nyni, ze A je matice typu m x n, kde m,n € N, n > 2.

Matici A uvazujme jako blokovou matici

A= ( S1 ... Sn—-1 Sn ) =: An = ( An—1 Sn )7
kde s1,..., s, jsou sloupce matice A a
An—l = ( S1 ... Sp—1 )

je matice typu m x (n — 1). Predpoklddejme, Ze zndme pseudoinverzi matice

A, _1 a polozme

dy, : = A+71~5n, ¢, = S, — An_1-d,.

Déle polozme:

B cf, jestlize ¢, #0,
(1+did,) tdE AL |, jestlize ¢, =0.
Véta 35. Grevilleuv algoritmus.Za predchdzejiciho oznaceni a predpokladi

ma matice A pseudoinverzi a plati:

+
At = AF :<An1_d”'b">
n bn

Dtuikaz spociva v ovéreni Penroseovych podminek pro pseudoinverzni matici
a je technicky naro¢néjsi, proto ho nebudeme provadét. Ovéime jen typy matic,

které se zde vyskytuji:
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matice A Ay AT Al Sn

typ | mxn|mx(n—1)|nxm | (n—1)xm|mx1l

matice dy, d Cn cF by,

typ n=1)x1|1xn=1)|mx1|1xm|1lxm

Poznamenejme, Ze pro vypoet matice ¢, se muze pouzit tvrzeni 34. Jestlize

pak d - d,, = Z;:ll |6;]% je realné, nezaporné &islo, tudiz 1 + d7 - d, je kladné
realné éislo a vyraz (1 + df -d,) ! znaéi redlné kladné ¢&islo, (coz se ztotoziiuje

s matic{ typu 1 x 1).

Grevilleuv algoritmus budeme demonstrovat na nésledujicim piikladu:

Priklad 36. Uzitim Grevilleova algoritmu vypocitejte pseudoinverzi matice

1 4 3
A = -1 1 2
-2 =20
uvedenou v piikladu 33.
Resent: a) Prvnf krok: n = 1. Pseudoinverzi matice

1

A1 - —1

—2

vypocitame podle vzorce z tvrzeni 34. Mame
A = (1 ~1 —2),AI-A1 = (6),

tudiz



b) Druhy krok: n = 2. Méme

1 4
Ay = -1
-2 =2
a vypocitdme
1 ! 7
d2=A1+~32:6(1—1 2 )| 1 =5
-2
4 . 1 ) 17
CQZSQ—Al'dQZ 1 —6 -1 :6 13
-2 -2 2

Podle tvrzeni 34 plati

o = (e e = o

Odtud dostavame

by = ¢ :%(17 13 2).
Pak
Af—deg_%<1 —1 —2) —2-%(17 13 2) =
:—L<—6 Y —24):—i(1 4 4)
6-11 11
Podle véty 35 (pro n = 2) dostdvdme

c) Treti krok: n = 3. Mdme



a vypocitame

3 1 4 3 3 0
3 = s3—Agds = [ 2 [ | -1 1 <_11>: 2 -2 =10

0 -2 2 0 0 0
Jelikoz ¢ = 0, dostavame

by = (1 + djds) 'd5AF.

dsdy = (-1 1)-(11>2,

a4 = (1 1)717<177 7128 228> z%(zzx a1 30 ),

tudiz

Dale plati

by — 24 41 30).

(
PI‘O Z?ivél"e(v]ny, V y’pOéel Oberfme

1 (-7 —28 -28 1 1
Af —dyby = — S : -
5 — d3-bs 77<17 3 2) 3_77<1>(24 41 30)

1 ( 921 -84 -84 924 —41 -30 ) = 1 3 43 54
3-77°\ 51 39 6 24 41 30 231\ 24 —2 —24 |’

Uzitim véty 35 dostaneme zavér piikladu:

. 3 —43 54
At = AT = BT | 27 2 -
24 41 30

Ukazeme nyni dalsi moznost dukazu existence pseudoinverze pro libovolnou
matici. Nejdiive uvedeme definici unitarni matice, kterd zobeciiuje pojem orto-
gonalni matice na matice s komplexnimi prvky. Pfipomenme si definici
ortogondlni matice: Regularni matice M, jejiz prvky jsou redlna cisla, se nazyva

ortogondlni, jestlize M~1 = MT.
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Definice 37. Reguldrni matice M (jejiz prvky jsou komplexn{ ¢isla), se nazyvé

unitdrni, jestlize plati:
M—l — M*

Uvedeme pomocné tvrzeni, které budeme potfebovat:

Tvrzeni 38. Necht r je prirozené ¢islo a

d 0 ... 0
0 d
D, = 2
0
0 0 d,

je requldrni, diagondlni matice v*ddu r. Necht D je matice typu m X n, m,n > r,

kterd md blokvy tvar blokového typu 2 x 2:

D 0r (n—r
D = ( ! (n=r) )
O(mfr) r O(mfr) (n—7r)

Pak pro jeji pseudoinverzi v blokovém tvaru mdme:

—1
D+ _ ( D] Or (m—r) )
O(nfr) r O(nfr) (m—r)

Dukaz se snadno provede ovéfenim Penroseovych podminek.

Poznamenejme jesté, ze v piipadé m = r nebo n = r tvrzeni také plati,
ale musi se vypustit piislusné nulové matice. Napi., jestlize n = ram > r,
mame

D:( D ),D+:(D;1 or(m_r)).

O(mfr) r

Nova varianta dukazu existence pseudoinverze je zaloZena na vété o ”pirevodu”

matice na matici D tvaru uvedeném v predchéazejicim tvrzeni. Tato véta se
nazyva " UDV véta” (the UDV Theorem) nebo ( the diagonal decomposition The-
orem) a je velmi uZiteéna v teorii matic, nebof umoziiuje snadnéjsf mani-

pulaci matic.

Dukaz této véty pro potiebu dalsich znalosti z linedrni algebry neuvidime.
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Véta 39. UDV-Véta. Necht A je nenulovd matice typu m X n (s komplexnimi

prvky) a s hodnosti r. Pak existuji unitdrni matice U,V 7ddu m,n tak, Ze

D —r
A= U- ( 1 07 (n—r) ) Vo,
O(m—r) r O(m—r) (n—r)

d 0 0
0 dg N . . L, . L, . -
kde D; = je requldrni, diagondlni matice Tddu r.
. . 0
0 ... 0 d,

Véta 40. Necht A je nenulovd matice typu m X n s hodnosti r. Budte U,V

D 0, (n—
unitdrnd matice ¥ddi m,n anechf A = U-D-V, kde D = < 0 ! 0 (n=r) )
(m—r) r (m—7r) (n—r)

a D1 je reguldrni, diagondlni matice tddu r. Pak plati:

| At = v+.DT.Ut].

Diuikaz této véty se provede zase ovéfenim Penroseovych podminek pro ma-
tice AaX,kde X = Vt.Dt. Ut (UT = U = U, Vvt = V1 = V).

Poznamka. Vzhledem k predchdzejici véte 40 a véte 32 (B-C)t = C*-B*
o pseudoinverzi matice vyjadiené skeletnim rozkladem B - C a také vzhledem
k tvrzeni o inverzi soucinu reguldrnich matic by se mohlo zdat, ze plati podobné
tvrzeni o pseudoinverzi sou¢inu matic: (M - N)* = Nt .M™. Toto tvrzeni ale
neplati pro pseudoinverzi sou¢inu, tedy obecné mame pro matice M, N vhodnych
typu:
(M-N)t # Nt M.

Piiklad 41. Necht M,N jsou nenulové matice

M:(a b),N(Z),
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kde a,b,c,d € C. Pak

a?4+b2\ p

1 a 1
Mt = MT(M-MT)"! = Nt = (NT.N)"L.NT = =
- ( ) ( ) (NT.N) C2+d2(cd).

V piipadé, ze ac + bd # 0, obdrzime

ac + bd

M-N)t = -1 Nttt = )
(M-N)T = (ac + bd)~, CEORCEYD

Jestlize (M - N)T = NT.MT, dostdvame pak
(ac+bd)* = (a® +b?) - (¢ +d?),

odkud plyne
ad = be.

V ostatnich pifpadech mdme (M - N)* # Nt .M.

Zavérem o vétach existence pseudoinverzni matice se zminime pro zajimavost
bez dukazu dalsi vétu o této existenci, kterd je uvedena napi. v Davisové knize

[Da] ( odstavec 2.8.3, cviceni 5):

Véta 42. Pro pseudoinverzi AT matice A plati:

(AT = dim AT (H + A A7)

5 Moore-Penroseova inverze a systém linearnich

rovnic.

Pro feSeni soustavy linedrnich rovnic se pouziva apardt teorie matic a vektoru.
V tomto piispévku budeme pro pfirozené ¢islo n rozumét n-rozmérnym vek-
torovym prostorem C™ mnozinu v8ech sloupcovych vektori dimenze n, tedy
matic typu n x 1. Tyto matice budeme povazovat za ( n-rozmérné) vektory,
pricemz komplexni ¢isla budou skalary. Operace s¢itdni vektoru a ndsobeni vek-
toru skaldarem se definuje jako tyto operace s maticemi. Ziejmé axiomy z definice

vektorového prostoru jsou splnény.
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Definice 43. Pro vektory X,Y € C"

T

Y1
X= , Y=
Ln Yn
polozime
(X,Y) =YX =) a7
i=1
a

I|X]| = \/m = Z%fz = Z|$z|2
i=1 i=1

Poznamka. Odmocnina z redlného nezaporného ¢isla se povazuje za nezapornou

Komplexni ¢islo ( X,Y) se nazyva (hermitovsky) vnitind soucin vektori X,Y
( Hermitian inner product) a ¢islo || X|| se nazyva norma vektoru X.

Tvrzeni 44. Pro n-rozmérné vektory X,Y,Z a komplexni ¢islo A mdme:

(a) Norma ||X|| je rediné nezdporné cislo, pricemz

X1l

0 <= X = 0,1,

(b) (¥, X) = (X,Y),

)"(X’Y)’ (Xv)"Y) = X'(X>Y), ||)‘X|| = |)‘|HX||7
d)(X+Y,2) = (X,2) + (\,2), (X,)Y+2)

() (AX,Y)

(X,Y) + (X, 2).
Dukaz. Piimym vypoctem se snadno dokdzi vyroky (a) - (d)

Definice 45. Vektory X,Y € C" se nazyvaji ortogondlni, jestlize
(X,Y) = 0. Piseme pak
X1lY.
Z tvrzeni 44(b) dostédvdme:

z relace X L Y plyne relace Y 1 X. Pro
ortogonalni vektory plati t.zv. "Pythagorova véta”.
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Véta 46. Pythagorova véta. Pro ortogondlni n-rozmérné vektory X, Y mdme

IX + YR = IXIP o+ (VIR

Diikaz. Podle tvrzeni 44 (d) mame pro ortogonalné vektory X,Y
X +Y]]? = (X+Y, X+Y) = (X, X) + (X,Y) + (¥, X) + (V,Y) = [|[X]|* + [[Y]]*

O

A

Nésledujici lemma bude uzite¢né pro vyjadieni specielniho ”feseni” systému

linearnich rovnic.
Lemma 47. Necht A je matice typu m xn, P = A-AT, Q = At -Aa
necht X je n-rozmérny a Y m-rozmérny vektor. Pak plati:
@ 14X + (I = P)-YIP = [A-X|2 + |(n — P)-YIP,
®) 1147Y + (I — Q- XIF = AV + [ — Q- X%
Diikaz. (a) Polozme
R=AX 8=, - P)Y.
Pak R, S jsou m-rozmérné vektory a plati:

(R,S) = (A-X,(Im —P)-Y) = ((In —P)-Y)*A-X

Y*-(I,,—P)-A-X =
=Y"AX -V A AT AX =Y"AX -Y"AX =0

Tudiz R,S jsou ortogonélni vektory a platnost identity v (a) plyne z Pythagorovy

véty. (b) Vyrok (b) dostaneme z vyroku (a) zdménou:

A— AT X — Y, Y — X, P — Q, m — n.

Zavérem tohoto odstavce se zaméfime na systém linedrnich rovnic. Pfipomenme,
ze systém m linedrnich rovnic o n neznamych je systém rovnic v maticovém

tvaru:
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kde

ai N A1n

aml1 - -- Amn

je matice soustavy typu m x n, a;; € C jsou koeficienty u neznamych, X je

vektor neznamych:

je m-rozmérny vektor absolutnich ¢lend, b; € C.

Za vyznacné ”feseni” systému linedrnich rovnic (S) budeme povazovat nasledujici

n-rozmérny vektor Xy definovany rovnosti

X, = AT B].

Duvodem pro tento vybér vektoru Xg je nasledujici véta.

Véta 48. Hlavni véta. Pro kaZdy n-rozmérnyg vektor X € C™, X # Xo mdme:

[[4-Xo — Bl < [|[A-X —B]||

a v pripadé ||AXy — B|| = ||AX — Bl| plati
|1 Xoll < [IX]] -

Tudiz vektor X minimalizuje normu ||[AX — B|| a ze vSech n-rozmérnych
vektoru X, které minimalizuji tuto normu m& nejmensi normu. Vektor X, se

nazyva

Tesent systému (S) vzhledem k nejmensim ctvercum s minimdlni normou

nebo
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’ nejlepsi priblizné resend systému (S) ‘

( the least squares solution to the system (S) with minimum norm).

([Da,Gal).
Dikaz hlavni véty. Pro n-rozmérny vektor X plati:
A-X —-B=A-(X - A"B) + (I, — A-A")-(-B).

Pouzijeme-li tuto rovnost na lemma 47(a), ve kterém X bude znacit X — A*-B

a Y bude znacit - B, dostaneme
1A-X = B|P = [[A-(X — AT B)|” + [|[(In — A-AT) - (-B)|* =
= [[4- (X - X)II* + [|[4- X — B|
Odtud plyne ||[A-X — B|| > ||A-Xo — B|| arovnost nastane, pravé kdyz
A-X = A-X,. Piedpoklddejme, 7e A- X = A-Xy. Pak AT-A.-X =

= At . A. Xy = AT . A. AT . B = X,. Dostdvame tedy rovnosti:

X - Xg=(U, - At-A)-X, X = At.B + (I, — A*-A)-X\.

Pouzijeme-li pro tuto rovnost lemma 47 (b), ve kterém roli vektoru Y hraje

vektor B, dostaneme
IXI2 = [|[A*-BI® + [|(I, — AT-4)-X|? = [[X|” +[|X - Xol*

Jelikoz X # Xo, mdme || X — Xp|| > 0, odkud plyne || Xo|| < ||X]| a hlavni

véta je dokazéana. O

Priklad 49. Naleznéte feseni ndsledujiciho systému vzhledem k nejmensim

¢tvercum s minim4lni normou:

r 4+ 4y +4+3z = 2
-z +y + 2z = =2

—2x — 2y = 1.
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Matice této soustavy je matice

A= -1

Vektory

jsou vektory absolutnich ¢lentu a neznamych.

Hodnost matice A soustavy je rovna 2 a hodnost rozsifené matice soustavy
(A B) je rovna 3, tudiz soustava nemd Feseni, ale existuje "Feseni” X, této
soustavy vzhledem k nejmensim ¢tvercim s minimélni normou. K ziskéni tohoto

"teSeni” pouzijeme psedoinverzi matice A, kterd byla vypoctena v piikladu 33:

3 —43 54
AT = 55| 21 -2 24
24 41 30
Odtud pak dostaneme
38
Xo = A" B = 2| 34
—4

Poznamka. Pro nejlepsi pfiblizné feseni Xy systému (S) je sice norma
||A- X — BJ| minimdlni, ale vektor X nemusi byt jediny vektor X, pro ktery

je tato norma minimalni:

Piiklad 50. Uvazujme nésledujici systém linearnich rovnic o dvou neznamych:
z+y =1

z+y=20.

Matice tohoto systému A a matice B absolutnich ¢lenu jsou dény identitami:
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(1))

Pro psudoinverzi AT médme AT = i - A, odkud plyne pro nejlepsi pfiblizné

feSeni
1,1
ot
Pak
A-Xy — B = ;(T)
a pro minimdln{ normu normy |[|A- X — B|| mdme

1
|A-Xo — B|]* = R

Na pfi. pro vektor X:

dostaneme

lA-X-BIP = §a IXlP =} <%= x|

6 Vazena inverze a obecna involuce.

V aplikacich matematiky se casto pouzivé pseudoinverzni matice a to prevazné
v oblasti numerickych metod a v matematické statistice. V téchto oblastech
se definuje pseudoinverze pro matice, které maji prvky redlnd ¢isla. Jestlize
pouzijeme napt. véu o skeletnim rozkladu, odvodime tvrzeni, ze pseudoinverzni
matice matice, jejiz prvky jsou realnd ¢isla, ma také prvky jen redlna cisla.
Pro tyto matice definoval J.S.Chipman (1968) ([Chi]) t.zv. vdZenou inverzi (the

weighted inverse) nésledovné:
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Definice 51. Pro pfirozend éisla k,m budte U,V &tvercové matice fadu k,m,
které maji prvky redlnd éfsla a které jsou pozitivné definitni. Bud A matice,
jejiz prvky jsou redlna ¢isla, typu m x k. Matice X, jejiz prvky jsou realnd ¢isla
typu k X m se nazyvd vdiend inverze matice A (the weighted inverse of A),

jestlize plati:

)

(1) [A-X-A =4 X-AX =X

() [A-X-V =V.XT AT X-AU =U A" -XT|.

Tato vazena inverze vzdy existuje a je jednoznacné urcena.

Poznamka. Pro ptirozené ¢islo n mnozinu vsech sloupcovych vektort rozméru
n (tj. matic typu n x 1), které majf prvky redlnd ¢isla oznacime R™. Vektory

s touto vlastnosti budeme nazyvat redlné vektory.

Pripomenme, ze pozitivné definitni matice je symetrickd matice M s redlnymi

prvky s vlastnosti:
(R) X ER", X #0, = XT-M-X >0,
kde n znaci fad matice M.
Jestlize matice M ma komplexni prvky a je hermitovska fadu n, pak fekneme,
ze je pozitivné definitni, jestlize plati:
(K) XeC"X+#0, = X*"-M-X >0,
V naésledujicim tvrzeni ukdzeme, ze pro matici s realnymi prvky, kterd je syme-
trickd, jsou podminky (R) a (K) ekvivalentni.
Tvrzeni 52. Necht M je symetrickd matice Fddu n, kterd md rediné proky. Pak
jsou vlastnosti (R) a (K) ekvivalentnd.

Diikaz. Zrejmé (K) implikuje (R). Jelikoz matice M je symetrickd s redlnymi
prvky a je pozitivné definitn{, existuje ortogondlni matice (redlnd) P fddu n a

diagonélni matice
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0 d
D= : :
0
0 0 d,
kde dy, ..., d, jsou kladna realnd ¢isla, s vlastnosti:

M = P-D-PT,

Predpoklddejme, Ze plati (R) a necht X € C™ je nenulovy. Polozme

Yn
PakY* = X*.P a

X*M-X=X"-P-D-P"X =Y*"DY = Gud; = > |yil>-di > 0.
=1 1=1

O

6.1 Obecnd involuce a zobecnéna inverze

Zavedeme nyni obecny pojem involuce, ktery nam ukaze blizsi vztah pojmu
"wdZend inverze”’k pojmu ” Moore-Penroseova inverze matice”. Pro dalsi tvahy

oznac¢me symbolem M mnozinu v8ech matic, jejichz prvky jsou komplexni &isla.

Definice 53. Zobrazeni ® mnoziny M do sebe (¥ : M — M) se nazyvd
involuce (na mnoziné M), jestlize pro kazdou matici X € M a pro matice

A, B € M vhodnych typu pro nasobeni plati:

[(X®)® = X, (4-B)® = B®-4°|.

Ziejmé involuce je bijekce mnoziny M na M. Operdtor transpozice T a

hermitovsky operdtor * jsou involuce.

V tomto odstavci uddame popis vSech involuci na mnoziné M podle ¢ldnku
([Sk1],1998). Tento popis bude zdviset na pojmu involutorniho automorfismu

télesa komplexnich cisel C.
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Definice 54. Automorfismus télesa komplexnich ¢isel f nazveme involutorni,

jestlize plati:

f2 = fof =idc].

Symbol id¢ znaé¢i identitu na mnoziné komplexnich ¢isel C. Oznac¢me sym-
bolem o zobrazeni, které kazdému komplexnimu ¢islu ptitazuje jeho komplexné
sdruzené c¢islo. Zobrazeni idc a ¢ jsou involutorni automorfismy. Téchto invo-
lutornich automorfismu je vsak daleko vice. V ¢ldnku ([Sk1]) bylo ukdzdmo, ze

mnozina vSech involutornich automorfismu télesa C ma mohutnost exp exp Ng.

Definice 55. Necht f je involutorni automorfismus télesa komplexnich &isel.

Pro matici A = [a;;] € M typu m x n necht

f(au) f(am1)
Al = S = (f(aiy)"
f(aln) s f(amn)

je matice typu n x m, tedy

’Af = [blk] (1§l§n,1§k§m), bik :f(akl)‘.

Snadno se dokdze

Tvrzeni 56. Bud f involutorni automorfismus télesa komplexnich &isel. Pak
(1) (AN = A prokazdé A € M.

(2) Jestlize A,B € M jsou matice vhodngjch typti pro ndsobent, pak B, Af

maji také typy vhodné pro ndsobeni a plati:

(A-B)f = Bf.af

(3) Jestlize A € M je requldrni matice, pak matice A je také requldrni a

plati:

[t = @]

estlize € sou matice stejnyc 1, pak matice sou
(4) Jestlize A,B € M j tice stejnijch typii, pak matice AT, B j
také stejnijch typu a plati:
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(A + B = af + Bf

Pro charakteristiku involuce je potiebny dalsi pojem f-hermitovské matice:

Definice 57. Pro involutorni automorfismus f a matici A € M fekneme, Ze

matice A je f-hermitovskd, jestlize je ¢tvercova a plati
Al = A

Poznamka. Jestlize f = idc, pak matice A je f-hermitovskd, prdavé kdyz
je symetrickd. Jestlize f je komplexni konjugovanost - tedy f = o, pak matice

A je f-hermitovskd, prdvé kdyz je hermitovskad.
Nésledujici dvé véty uddvajf uplnou charekterzaci involuce ([Sk1].
Véta 58. Bud’ f involutorni automorfismus télesa C a necht pro kazdé prirozené

¢islo n je A, reguldrni f-hermitovska matice. Pro matici X € M typu p X ¢

polozZme:

X® = Aq.Xf.A;l

Pak
.M — M

je involuce na mnoziné M.

Véta 59. Necht ® : M — M je involuce. Pak existuje involutorni auto-
morfismus f télesa C a posloupnost {A,}22, reguldrnich f-hermitovsgych matic

A, Tddu n tak, Ze pro kaZdou matici X € M typu p X ¢ mame:

X® — Aq.Xf~A;1

Odtud snadno plyne uzitim tvrzeni 56(4) dusledek:

Tvrzeni 60. Necht ® je involuce. Pak pro matice A,B € M stejnijch typi

mame
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(A + B)® = A® 4+ B®

Zavedeme nyni pojem zobecnéné inverze vzhledem k involuci.

Definice 61. Nechf ® je involuce a A € M je matice typu m x n. Matici
X € M typu n x m budeme nazyvat zobecnénd inverze (pseudoinverze) matice

A vzhledem k involuci ®, jestlize jsou splnény nésledujici podminky:

AXA = A, XAX = X, (AX)® = AX, (XA)® = XA|.

*

V piipadé, ze involuce ® je hermitovsky operdtor *, je zobecnénd inverze
rovna Moore-Penroseové inverzi matice. Stejné jako vtomto pfipadé se da ukazat,
ze v pripadé existence zobecnéné inverze matice A vzhledem k involuci je tato

zobecnénd inverze jednoznaéné uréena. Budeme ji znaéit symbolem A®.

Otéazka, pro kterou involuci kazdd matice mé zobecnénou inverzi vzhledem

k této involuci se fesi pomoci pojmu f - definitni matice:

Definice 62. Necht f je involutorni automorfismus télesa komplexnich é&isel C.
Rekneme, ze Gtvercova matice A € M tadu n je f-definitni, jestlize je

f-hermitovskd a pro kazdy n-rozmérny sloupcovy vektor W € C™ méme

WhH- AW =0= W =0,

Nésledujici véta podava charakteristiku involuce, ktera mé vlastnost, ze

kazdd matice ma zobecnénou inverzi vzhledem k této involuci.

Véta 63. Necht involuce ® je urcena dvojici [A, f] (ve smyslu véty 59), kde
A = {A,}52,, A, je f-hermitovskd matice Tadu n a f je involutorni automor-

fismus télesa C.
Pak jsou ndsledujici vyjroky ekvivalentni:
(a) Kazdd matice A € M md zobecnénou inverzi vzhledem k involuci ®.

(b) Pro kazdé prirozené ¢islo n je matice A,, f-definitn.
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Piiklad 64. Necht automorfismus télesa komplexnich éfsel f je komplexni kon-
jugovanost, tedy f = o a necht pro kazdé pfirozené ¢islo n je A,, redlnd matice,
kterd je pozitivné definitni fadu n. Bud ® involuce na mnoziné M, kterd je
vytvofena automorfismem o a posloupnosti {4, }52 ; ve smyslu véty 58. Matice
A, jsou o - definitni, tudiz kazdd matice mé zobecnénou inverzi vzhledem

k involuci ®.

Necht A je matice typu m x k a X je jeji zobecnéna inverze vzhledm k

involuci ®. Jelikoz

(A-X)® = A,-(A-X)T A = A, - XT AT AL = A X,

dostavame odsud A,, - X7 - AT == A-X - A,,. Podobné¢ obdrzime:

)

odkud plyne A4, - AT - XT = X-A- A"

Polozime-li

U = AkaV:Am,

pak U,V jsou pozitivné definitni a plati:

A-XV =V.-XT. AT X. AU = U-AT.XT |,

tedy X je vdZend inverze ve smyslu definice 51.

P1i vySetfovani involuci, pti kterych mé kazda matice pseudoinverzi a vy-
tvorenych pomoci automorfismu komplexni konjugovanosti o, muzeme se omezit
na posloupnosti {A,}°2 ,, kde matice A,, jsou pozitivné definitni. Presnéji je to

podano v nasledujici véte:

Véta 65. Necht ® je involuce vytvorend automorfismem o a posloupnosti re-
guldrnich o-definitnich matic {A,}°% . Pak existuje involuce © wvytvorend
automorfismem o a posloupnosti pozitivné definitnich matic {B,}22, tak, Ze

kazdd matice A md stejnou pseudoinverzi vzhledem k involucim ® a ©.
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Diikaz. Piedpoklddejme, 7e involuce ® je vytvofena automorfismem komplexni
konjugovanosti o a posloupnosti { A, }52 , symetrickych, reguldrnich, o-definitnich

matic A, a pro celé nezdporné ¢islo n polozme:

1, jestlize A, je pozitivné definitni
En = . . . . . .
—1, jestlize A, je negativné definitni,

Bn = 5nAn-

Pak pro kazdé celé nezdporné cislo n je matice B, pozitivné definitni a
B! = &,A;! Necht involuce © je vytvofena automorfismem komplexni
konjugovanosti o a posloupnosti pozitivné definitnich matic B,,. Pro matici A
typu m X k a jeji pseudoinverzi X jsou spnény Penroseovy podminky (1) a (2)
a plati

A-X = (A-X)® = Ap-(A-X)7- AL

Pro involuci ¢ mdme
(AX)? = Bi(AX)?-By' = epAp-(AX) g4 = A (AX)7-A = AX.
Analogicky se ukdze rovnost

(X -A)° = XA,

odkud dostavame, ze matice X je soucasné pseudoinverze vzhledem k involuci
¢ matice A. O

6.2 Vazena inverze a norma, reSeni systému linearnich

rovnic vzhledem k minimalni vaZzené normé

V dalsimm budeme predpokladat, ze automorfismus f télesa komplexnich ¢isel
C je komplexni konjugovanost, tedy f = o, a pro kazdé pfirozené ¢cislo n
mé matice A, redlné prvky, je pozitivné definitni a dd se téz predpokladat
Ay = (1). Dvojice ({A4,}5°,, 0} definuje ve smyslu véty 58 involuci ® a podobné
jako pro hermitovsky operator * definujeme pro vektory X,Y € C jejich vnitini

soucin (X,Y) ndsledovné:
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(X,Y):=Y®. X =Y. A 1. X

Norma || X||e wvektoru X se pak definuje vzorcem:

1X]le: = VX, X) = VX7 A0 X |

Jelikoz matice A,;' ma redlné prvky a je symetrickd, existuje ortogondlni

matice P fadu n tak, ze

kde
d 0 0
0 d
D = 2
0
0 ... 0 d,
a prvky di,...,d, jsou realna, kladna ¢isla. Pro X € C™ polozme
<1
Z.=Pr. X =
Zn

Pak X =P-Za

X® = A - (P-2)Y-AY = z°-PT. AL
odkud plyne
X2 = (X,X) = X®. X = 27.PT . A;' . P.Z = 2°-D- Z,

tudiz

1 X]le = \/Z?:lgizidi = VZ?:1|Zi|2di .
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V pifpadé, ze vektor X = (z1,...,7,)7 m4 redlné prvky z;, dostaneme

| X|le = ZZ‘L:1 Zizdi

Norma ||.||. se nazyvé elipsoidni norma nebo vdZend euklidovskd norma
(ellipsoidal nebo weighted Fuclidean norm).

Tento pojem je mozno pouzit na systém linedrnich rovnic (nad télesem C
i télesem R) podobné jako v pifpadé Moore-Penroseovy inverze pro definici a
vlastnost 7esent systému linedrnich rovnic vzhledem k nejmengim étvercum

s minimalni normou naledovné:

Véta 66. Necht A € M, B € C™ a necht:

X, = A®.B

Pak pro kazdyj vektor X € C*, X # X, plati

(1) [I4-X — B|l. > |lA-Xo — Bl

nebo

@) [IA-X = Bll. = ||[A-Xo — Blle a [[X]lc > [[Xoll.

Vektor Xy muzeme pak nazvat reseni systému linedrnich rovnic vzhledem
k minimdlni vdZené normeé.
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