
P S E U D O I N V E R Z N Í M A T I C E
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Ladislav Skula

Brno, leden 2015

Obsah
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1 Úvod

Tento př́ıspěvek má sloužit jako doplněk k látce z lineárńı algebry přednášené v

oboru matematického inženýřstv́ı na VUT. Motivaćı je následuj́ıćı problematika

často potřebná v mnoha aplikaćıch matematiky ([An],[BG],[DMP],[Sea],[Si]) :

Jestliže máme nějaký systém lineárńıch rovnic (koeficienty jsou reálná č́ısla),

který máme řešit, pak pro množinu R všech řešeńı tohoto systému rovnic plat́ı

jedna z následuj́ıćıch možnost́ı:

(a) množina R je jednoprvková (systém rovnic má právě jedno řešeńı),

(b) množina R je nekonečná (systém rovnic má nekonečně mnoho řešeńı),

(c) množina R je prázdná množina, t.j. R = ∅ (systém rovnic nemá žádné

řešeńı).

Velmi často v aplikaćıch matematiky je ale potřeba mı́t nějaké ”řešeńı”systému

lineárńıch rovnic. Proto je nutno v př́ıpadě (b) z množiny řešeńı vybrat jedno

v jakémsi smyslu ”význačné řešeńı”a to použ́ıvat. V př́ıpadě, že systém nemá

řešeńı (př́ıpad (c)), muśı se nějaká n- tice reálných č́ısel ( n je počet neznámých)

určit a brát jako ”významné řešeńı”soustavy.

Tento výběr řešeńı však nemůže být libovolný, muśı nějakým zp̊usob̊um od-

pov́ıdat potřebám aplikačńı oblasti. V praxi takových možnost́ı se vyskytuje celá

řada, ale nejvýznamněǰśı a nejčastěji pož́ıvaná metoda je tzv. metoda nejmenš́ıch

čtverc̊u, která je založena na pojmu pseudoinverzńı matice. Tuto metodu se po-

kuśıme v tomto semináři vysvětlit.

Budeme předpokládat znalosti lineárńı algebry v rozsahu přednášky v prvńım

semestru z této oblasti ve studiu matematického inženýrstv́ı prezentované ve

skriptech [KS]. Tyto znalosti jenom rozš́ı̌ŕıme o skutečnost, že uvedené výsledky

plat́ı nejenom pro reálná č́ısla, ale též pro č́ısla komplexńı tvoř́ıćı těleso C (do-

konce pro lineárńı algebru nad libovolným komutativńım tělesem).

Tud́ıž prvky matice A budou komplexńı č́ısla, transponovanou matici ma-

tice A budeme značit symbolem AT a symbolem A budeme označovat matici

vzniklou z matice A nahrazeńım prvk̊u matice A, což jsou komplexńı č́ısla, č́ısly

2



komplexně sdruženými. V teorii matic s komplexńımi č́ısly se zavád́ı tzv. her-

mitovský operátor značený symbolem ∗ definovaný pro matici A typu m × n

vztahem:

A∗ = (A)T .

Zřejmě matice A∗ je typu n × m a pro matice A,B typ̊u vhodného pro

násobeńı máme:

(A ·B)∗ = B∗ ·A∗, (A∗)∗ = A .

Také v př́ıpadě, že matice A,B jsou stejného typu plat́ı identita:

(A + B)∗ = B∗ + A∗ .

Hodnost matice A budeme označovat symbolem r( A) (z angličtiny the rank).

Zřejmě r(A) = r(A∗).

Poznamenejme, že partie, která pojednává o psedoinverzńı matici a metodě

nejmenš́ıch čtverc̊u, je velmi dobře vysvětlena v knize [PO] v kapitole 5 a 8.

V této knize každá kapitola je doplněna odstavcem MATLAB Moment, ve

kterém je popsáno použit́ı systému MATLAB na výpočty uvedených pojmů.

2 Některé pojmy a tvrzeńı z lineárńı algebry.

V tomto odstavci uvedeme některé výsledky z lineárńı algebry, které budou v

daľśım použ́ıvány:

2.1 Hodnost součinu matic

Pro hodnost součinu matic vhodných typ̊u uvád́ıme následuj́ıćı nerovnost:

Věta 1. Necht’ A je matice typu m ×n, B je matice typu n× p. Pak plat́ı:
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r(A ·B) ≤ min(r(A),r(B)) .

D̊ukaz. Necht’ U, V je množina všech p-rozměrných sloupcových vektor̊u X (tj.matic

typu p×1), pro které plat́ı:

B ·X = 0n, resp. A ·B ·X = 0m.

Pak U, V jsou vektorové prostory řešeńı homogenńıch lineárńıch rovnic

B ·X = 0n, resp. A ·B ·X = 0m,

odkud plyne

dim U = p − r(B), dim V = p − r(A ·B).

Jelikož U ⊆ V , máme

r(A ·B) ≤ r(B).

Odtud pak dostaneme

r(A ·B) = r((A ·B)∗) = r(B∗ ·A∗) ≤ r(A∗) = r(A).

Z této věty obdrž́ıme následuj́ıćı tvrzeńı:

Tvrzeńı 2. Násobeńım (zleva nebo zprava) matice regulárńı matićı (vhodného

řádu) se neměńı hodnost matice.

D̊ukaz. Necht’ A je matice typu m×n a P je regulárńı matice řádu m. Položme

B = P ·A. Pak A = P−1 ·B a z nerovnosti ve větě 1 dostáváme:

r(B) ≤ r(A) ≤ r(B),

odkud plyne r( A) = r( B). Podobně se dokáže tvrzeńı pro násobeńı re-

gulárńı matićı zprava.

Tvrzeńı 3. Pro každou matici M plat́ı:

r(M∗ ·M) = r(M).
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D̊ukaz. Vzhledem k větě 1 stač́ı dokázat r(M∗ ·M) ≥ r( M). Necht’M je matice

typu m× n. Bud’te:

U,V množiny všech n-rozměrných sloupcových vektor̊u X (tj. matic typu

n× 1) s vlastnost́ı MX = Om, resp. M∗MX = 0n.

Pak U, V jsou vektorové prostory řešeńı homogenńıch lineárńıch rovnic

M ·X = 0m, resp. M
∗ ·M ·X = 0n,

odkud plyne

dim U = n − r(M), dim V = n − r(M∗M).

Bud’ X ∈ V a necht’ Y = MX,

Y =









y1
...

ym









.

Máme

m
∑

i=1

|yi|
2 =

m
∑

i=1

yiyi = Y ∗Y = (MX)∗MX = X∗M∗MX = 0,

Tud́ıž y1 = . . . ym = 0 a MX = 0m a vektor X patř́ı do vektorového prostoru

U, odkud plyne V ⊆ U , dim V ≤ dim U , tud́ıž r(M∗M) ≥ r(M).

Poznámka. Jelikož pro každou matici M máme r(M) = r(M∗), můžeme

tvrzeńı 3 formulovat následovně:

Pro každou matici M maj́ı matice M,M∗,M ·M∗,M∗ ·M stejnou hodnost.

2.2 Blokové matice

Definice 4. Uvažujme obecný tvar rozděleńı matice A typu m× n :
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A =









A11 A12 . . . A1l

...
...

...

Ak1 Ak2 . . . Akl









,

kde pro 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l je Aij podmatice matice A typu mi×nj (i, j, k, l ∈

N). Máme pak
∑k
i=1mi = m,

∑l
j=1 nj = n. Matice Aij se nazývá blok matice

A, matice A v uvedeném rozděleńı se nazývá bloková matice blokového typu k×l.

Podobně maticové názvy použ́ıváme pro blokovou matici s př́ıvlastkem blokový

(např. (Ai1, . . . , Aij) se nazývá i-tý blokový řádek). Počet řádk̊u mi matice Aij

je stejný pro každé 1 ≤ j ≤ l a stejně počet sloupc̊u nj matice Aij je stejný pro

každé 1 ≤ i ≤ l.

Př́ıklad 5. Uvažujme matici

A =













−1 3 4 −6

0 9 −3 0

−2 3 2 5

1 1 −7 8













.

Matice A je matice typu 4 × 4 (neboli čtvercová matice řádu 4). Můžeme ji

považovat za blokovou matici:
(

E F

G H

)

,

kde

E =

(

−1 3

0 9

)

, F =

(

4 −6

−3 0

)

, G =

(

−2 3

1 1

)

, H =

(

2 5

−7 8

)

.

Matice E,F,G,H jsou bloky matice A, která má blokový typ 2 × 2. Matici A

můžeme také považovat za blokovou matici blokového typu 2× 3:

A =

(

B11 B12 B13

B21 B22 B23

)

,

kde

B11 =









−1 3

0 9

−2 3









, B12 =









4

−3

2









, B13 =









−6

0

5









,
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B21 =
(

1 1
)

, B22 =
(

−7
)

, B2,3 =
(

8
)

.

Snadno se dokáž́ı následuj́ıćı věty 6 – 8:

Věta 6. Necht’ A je bloková matice blokového typu k × l:

A =









A11 . . . A1k

...
...

Ak1 . . . Akl









.

Pak pro komplexńı č́ıslo c máme

cA =









cA11 . . . cA1l

...
...

cAk1 . . . cAkl









.

Matice AT , A∗ mohou být uvažovány jako blokové matice blokového typu l × k:

AT =









A11 . . . A1l

...
...

Ak1 . . . Akl









T

=









AT11 . . . ATk1
...

...

AT1l . . . ATkl









,

A∗ =









A11 . . . A1l

...
...

Ak1 . . . Akl









∗

=









A∗
11 . . . A∗

k1

...
...

A∗

1l . . . A∗

kl









.

Věta 7. Necht’ A,B jsou blokové matice stejného typu a stejného blokového typu

k × l,

A =









A11 . . . A1l

...
...

Ak1 . . . Akl









, B =









B11 . . . B1l

...
...

Bk1 . . . Bkl









,

kde pro 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l jsou podmatice Aij , Bij stejného typu. Pak

A+B =









A11 +B11 . . . A1l +B1l

...
...

Ak1 +Bk1 . . . Akl +Bkl









.
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Věta 8. Necht’ A je bloková matice typu m × n a blokového typu q × r a B je

bloková matice typu n× p a blokového typu r × s,

A =









A11 . . . A1r

...
...

Aq1 . . . Aqr









, B =









B11 . . . B1s

...
...

Br1 . . . Brs









,

kde pro 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ j ≤ r, 1 ≤ k ≤ s, matice Aij je typu mi × nj a matice

Bjk je typu nj × pk. Pak

A ·B = C =









C11 . . . C1s

...
...

Cq1 . . . Cqs









,

kde pro 1 ≤ i ≤ q, 1 ≤ k ≤ s máme

Cik =
r
∑

j=1

Aij ·Bjk.

Př́ıklad 9. a) Necht’ U,V jsou čtvercové matice řádu n a W je bloková ma-

tice s blokovým řádem 2:

W =

(

U V

V −U

)

.

Pak

W 2 =

(

U2 + V 2 UV − V U

V U − UV U2 + V 2

)

.

b) Necht’ A je čtvercová matice řádu n, B je matice typu n×m,C je čtvercová

matice řádu m a 0 je nulová matice typu m × n. Pak pro blokovou čtvercovou

matici

W =

(

A B

0 C

)

blokového řádu 2 máme:

det(W ) = det(A) · det(C).
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Pojem blokové matice využijeme pro d̊ukaz ”Sylvesterova zákona nulity”týkaj́ıćıho

se hodnosti součinu matic:

Věta 10. Sylvester̊uv zákon nulity - Sylvester’s Law of Nullity. Necht’

A je matice typu m×n, B je matice typu n× p. Pak plat́ı:

r(A) + r(B) - n ≤ r(A ·B) .

D̊ukaz. Jestliže A nebo B jsou nulové matice, pak tvrzeńı je zřejmé. Předpokládejme,

že matice A,B jsou nenulové a označme r hodnost matice A ( r je pak přirozené

č́ıslo).

I. Nerovnost dokážeme nejdř́ıve pro př́ıpad blokového vyjádřeńı matice A a

matice B:

A =

(

Ir 0

0 0

)

, B =

(

B11 B12

B21 B22

)

,

kde nulové matice v blokovém vyjádřeńı matice A maj́ı vhodný typ nebo se

v tomto vyjádřeńı nevyskytuj́ı. Matice B11 je čtvercová řádu r a ostatńı ma-

tice Bij jsou vhodného typu nebo se ve vyjádřeńı v̊ubec nevyskytuj́ı. Matice

Ir znač́ı matici jednotkovou řádu r. Necht’ C =
(

B11 B12

)

. Pak A ·

B =

(

B11 B12

0 0

)

=

(

C

0

)

. V př́ıpadě, že C je nenulová matice, necht’

r1, . . . , rs (s ∈ N) je maximálńı systém lineárně nezávislých řádk̊u matice C,

tud́ıž s =

= r(C) = r(A · B). V př́ıpadě, že matice
(

B21 B22

)

je nenulová exis-

tuje maximálńı systém s1, . . . , st (t ∈ N) lineárně nezávislých řádk̊u matice
(

B21 B22

)

tak, že {r1, . . . , rs, s1, . . . st} je maximálńı systém lineárně nezávislých

řádk̊u matice B. Odtud plyne s + t = r(B), t ≤ n − r. Jelikož s = r(A ·B),

máme

r(A ·B) = r(B) − t ≥ r(B) + r − n = r(B) + r(A) − n.

Triviálńı př́ıpady, které byly vynechány, se snadno podobně dokáž́ı.

II. V obecném př́ıpadě existuj́ı elementárńı řádkové a sloupcové transformace

matice A, které převád́ı matici A na blokovou matici

(

Ir 0

0 0

)

typu m× n.
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Tento převod se dá vyjádřit vynásobeńım matice A zleva a zprava regulárńımi

maticemi P,Q řád̊u m,n. Tud́ıž

P ·A ·Q =

(

Ir 0

0 0

)

.

(Plat́ı úmluva o typech nulových matic.) Podle tvrzeńı 2 máme

r(A ·B) = r((P ·A ·Q) · (Q−1 ·B)), r(A) = r(P ·A ·Q), r(B) = r(Q−1 ·B).

Pro matice P ·A ·Q a Q−1 ·B plat́ı podle I věta 10, tud́ıž také plat́ı pro matice

A,B.

2.3 Inverzńı matice

Připomeneme jen stručně pojem inverzńı matice.

Definice 11. Bud’ A čtvercová matice řádu n. Čtvercová matice X řádu n se

nazývá inverzńı matice matice A, jestliže plat́ı:

X ·A = In = A ·X .

Symbolem In budeme značit jednotkovou matici řádu n. Tedy

In =















1 0 . . . 0

0 1 . . .
...

...
. . .

. . . 0

0 . . . 0 1















.

Pro existenci a jednoznačnost inverzńı matice plat́ı následuj́ıćı věta:

Věta 12. Necht’ A je čtvercová matice. Pak matice A má inverzńı matici, právě

když matice A je regulárńı, tj. det( A) 6= 0. V tomto př́ıpadě je inverzńı matice

jednoznačně určena a pro matice X,Y vhodných typ̊u plat́ı:

A ·X = A · Y =⇒ X = Y,

X ·A = Y ·A =⇒ X = Y.
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Inverzńı matice X regulárńı matice A se označuje symbolem A−1.

Daľśı věta nám ř́ıká, že inverzńı operátor pro regulárńı matice a hermitovský

operátor jsou zaměnitelné:

Věta 13. Pro regulárńı matici A plat́ı:

(A∗)−1 = (A−1)∗.

D̊ukaz. Je-li m řád matice A, máme (A∗)−1 · A∗ = Im, odkud dostáváme

aplikaćı hermitovského operátoru na součin matic

A· ((A∗)−1)∗ = Im, z čehož plyne podle věty 12

((A∗)−1)∗ = A−1 a tedy (A∗)−1 = (A−1)∗.

2.4 Permutačńı matice

Důležitým prostředkem v teorii matic je pojem permutačńı matice, která je

definována následovně:

Definice 14. Necht’ n ∈ N a π je permutace množiny {1, . . . , n} (tj. bijekce

této množiny na sebe). Pro přirozené č́ıslo 1 ≤ j ≤ n položme

Ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . 0),

kde 1 je na j-tém mı́stě a na ostatńıch mı́stech vektoru Ej je 0. Permutačńı

matice řádu n je matice

P = Pπ =















Eπ(1)

Eπ(2)
...

Eπ(n)















.

Tud́ıž pro P = (pij), 1 ≤ i, j ≤ n máme

pij =

{

1, jestliže π(i) = j,

0, jestliže π(i) 6= j.
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Zřejmě každá permutačńı matice je regulárńı.

Odtud můžme odvodit následuj́ıćı větu:

Věta 15. Necht’ n ∈ N a ϕ,ψ, χ jsou permutace množiny {1, . . . , n}, přičemž

χ = ψϕ. Pak plat́ı:

Pϕ · Pψ = Pχ = Pψϕ.

D̊ukaz. Necht’

Pϕ = (aij), Pψ = (bij), Pχ = (cij), Pϕ · Pψ = (dij).

Pak

aij =

{

1, jestliže ϕ(i) = j,

0, jestliže ϕ(i) 6= j,

bij =

{

1, jestliže ψ(i) = j,

0, jestliže ψ(i) 6= j,

cij =

{

1, jestliže χ(i) = j,

0, jestliže χ(i) 6= j.

Pro 1 ≤ i, j ≤ n máme

dij =

n
∑

k=1

aik · bkj = aiϕ(i) · bϕ(i)j = bϕ(i)j .

Jelikož

bϕ(ij =

{

1, jestliže ψ(ϕ(i)) = j,

0, jestliže ψ(ϕ(i)) 6= j,

máme

bϕ(i)j =

{

1, jestliže χ(i) = j,

0, jestliže χ(i) 6= j

a tedy dij = cij .

Z věty 15 plyne snadno následuj́ıćı doplněk:

Doplněk. Necht’ n je přirozené č́ıslo, σ, ε bud’te permutace na množině

{1, . . . , n} a ε je identická permutace. Pak plat́ı:

(Pσ)
−1 = Pσ−1 , Pε = In.
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Věta 16. Necht’ n,v jsou přirozená č́ısla a π je permutace množiny {1, . . . , n}.

Necht’ M je matice typu n× v a N je matice typu v × n. Pak matice

Pπ ·M (N · Pπ)

je matice M ( N), ve které řádky ( sloupce) jsou permutovány permutaćı π (π−1).

(Přesněji řečeno: indexy řádk̊u ( sloupc̊u) jsou permutovány.)

D̊ukaz. Jelikož pro komplexńı č́ısla x1, . . . , xn plat́ı:

Pπ ·















x1

x2
...

xn















=















xπ(1)

xπ(2)
...

xπ(n)















a také

(x1, x2, . . . , xn) · Pπ = (xπ−1(1), xπ−1(2) . . . , xπ−1(n)),

máme dokázanou větu.

Polož́ıme-li pro př́ırozené č́ıslo 1 ≤ j ≤ n

Fj =































0
...

0

1

0
...

0































,

kde 1 je na j-tém mı́stě a na ostatńıch mı́stech vektoru Fj jsou nuly, pak maticie

Q = Qπ =
(

Fπ(1) . . . Fπ(n)

)

je jednotková matice, ve které permutujeme sloupce permutaćı π. JelikožQπ−1 =

Pπ, máme N · Pπ = N ·Qπ−1 . Větu 16 můžeme vyjádřit následovně:
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(a) Jestlǐze permutujeme řádky matice M typu n×v permutaćı π, dostaneme

matici M vynásobenou zleva jednotkovou matićı In řádu n, ve které permutujeme

řádky permutaćı π.

(b) Jestlǐze permutujeme sloupce matice M typu v × n permutaćı π, do-

staneme matici M vynásobenou zprava jednotkovou matićı In řádu n, ve které

permutujeme sloupce permutaćı π.

3 Inverzńı matice zleva a zprava

Našim úkolem nyńı bude studovat otázku, jak zmı́rnit požadavky v definici

inverzńı matice, abychom dostali širš́ı okruh matic s novým pojmem inverze.

Budeme studovat nejdř́ıve následuj́ıćı přirozené zobecněńı inverze:

Definice 17. Necht’ A je matice typu m × n a necht’ B (C) jsou matice typu

n×m. Matice B (C) se nazývá inverzńı matice zprava ( zleva) matice A, jestliže

plat́ı:

A ·B = Im (C ·A = In) .

Vyšetř́ıme nyńı otázku, pro které matice existuj́ı inverze zprava a zleva. Za

t́ım účelem si zavedeme následuj́ıćı pojem, který bude též užitečný pro daľśı

problematiku:

Definice 18. Řekneme, že matice A typu m× n má úplnou řádkovou hodnost,

jestliže r( A) = m, tj. počet řádk̊u matice A je roven jej́ı hodnosti.

Jestliže r( A) = n, tj. počet sloupc̊u matice A je roven jej́ı hodnosti, řekneme,

že matice A má úplnou sloupcovou hodnost.

Věta 19. Pro matici A jsou následuj́ıćı výroky ekvivalentńı:

(a) matice A má inverzi zprava,

(b) matice A má úplnou řádkovou hodnost,

(c) matice A ·A∗ je regulárńı.
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D̊ukaz. Necht’ A je typu m× n.

I. Předpokládejme, že plat́ı (a) a matice B je inverzńı matice zprava matice

A. Pak A ·B = Im. Z věty 1 plyne

m = r(A ·B) ≤ r(A) ≤ m.

Odtud dostáváme m = r( A), tud́ıž matice A má úplnou řádkovou hodnost.

II. Necht’ plat́ı (b), tedy r( A) = m. Pak podle poznámky za tvrzeńım 3

máme

r(A ·A∗) = r(A) = m,

tud́ıž matice A ·A∗ je regulárńı.

III. Jestliže matice A ·A∗ je regulárńı, polož́ıme A∗ · (A ·A∗)−1 =

= B. Pak A ·B = Im, tud́ıž B je inverze zprava matice A. Plat́ı výrok (a).

Analogická věta plat́ı pro matice, které maj́ı inverzi zleva:

Věta 20. Pro matici A jsou následuj́ıćı výroky ekvivalentńı:

(a) matice A má inverzi zleva,

(b) matice A má úplnou sloupcovou hodnost,

(c) matice A∗ ·A je regulárńı.

Důkaz je analogický jako d̊ukaz věty 19. �

V daľśı části tohoto odstavce udáme popis množiny všech inverźı zprava pro

matice s úplnou řádkovou hodnost́ı a množiny všech inverźı zleva pro matice

s úplnou sloupcovou hodnost́ı.

Jestliže matice A je regulárńı řádu m , pak má právě jednu inverzi zprava

a právě jednu inverzi zleva a tyto inverze se rovnaj́ı a rovnaj́ı se matici A−1.

Jestliže matice A je čtvercová a singulárńı, pak nemá úplnou řádkovou hodnost

a také nemá úplnou sloupcovou hodnost, tud́ıž matice A nemá žádnou inverzi

zprava a nemá žádnou inverzi zleva. Pro popis množiny všech inverźı zprava resp.

zleva můžeme se tud́ıž omezit na matice typu m× n,m < n s úplnou řádkovou
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hodnost́ı pro př́ıpad inverze zprava a pro př́ıpad inverze zleva na matice typu

n×m,m < n s úplnou sloupcovou hodnost́ı.

Předpokládejme nyńı, že A je matice typu m × n,m < n, která má úplnou

řádkovou hodnost. Jelikož r( A) = m, existuje podle věty 16 permutace π

množiny {1, 2, . . . , n} tak, že sloupce matice A jsou permutovány permutaćı

π−1 a matice

A · Pπ =
(

A1 A2

)

,

kde A1 je regulárńı matice řádu m a A2 je matice typu m× (n−m). Matici Pπ

vyjádř́ıme jako blokovou matici

Pπ =
(

P1 P2

)

,

kde P1 je matice typu n×m a P2 je matice typu n× (n−m).

Můžeme nyńı vyslovit větu:

Věta 21. Necht’ plat́ı výše uvedené předpoklady a označeńı. Pak množina všech

inverzńıch matic zprava matice A je rovna množině všech matic B typu n ×m

tvaru

B = P1 ·A
−1
1 + (P2 − P1 ·A

−1
1 ·A2) · C,

kde C je matice typu (n−m)×m.

D̊ukaz. I. Předpokládejme, že matice B je uvedeného tvaru a pro stručnost

položme

D =

(

A−1
1 −A−1

1 ·A2 · C

C

)

.

Pak

B =
(

P1 P2

)

·D = Pπ ·D,

odkud plyne

A ·B = A · Pπ ·D =
(

A1 A2

)

·

(

A−1
1 −A−1

1 ·A2 · C

C

)

= Im,

tud́ıž matice B je inverźı zprava matice A.
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II. Předpokládejme, že matice B typu n × m je inverźı zprava matice A.

Pak A · B = Im. Necht’ M je čtvercová matice řádu m a C je matice typu

(n−m)×m, přičemž plat́ı:

(Pπ)
−1 ·B =

(

M

C

)

.

Pak

Im = A · Pπ · (Pπ)
−1 ·B =

(

A1 A2

)

·

(

M

C

)

= A1 ·M +A2 · C.

Odtud plyne M = A−1
1 − A−1

1 ·A2 ·C. Odtud a z definice matice B obdrž́ıme

B = Pπ ·

(

M

C

)

=
(

P1 P2

)

·

(

M

C

)

= P1 ·M + P2 · C =

= P1 ·A
−1
1 + (P2 − P1 ·A

−1
1 ·A2) · C.

Př́ıklad 22. Udejte všechny inverze zprava matice

A =

(

2 1 1 −3

2 1 −1 2

)

,

která má úplnou řádkovou hodnost.

Matici A uvažujme jako blokovou matici, kde sloupce tvoř́ı bloky matice:

A =
(

s1 s2 s3 s4

)

.

Tuto matici chceme permutace π−1 sloupc̊u převést na tvar

A −→
(

s2 s4 s3 s1

)

.

Pak

π−1 =

(

1 2 3 4

2 4 3 1

)

a π =

(

1 2 3 4

4 1 3 2

)

,
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tedy

Pπ =













0 0 0 1

1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0













, P1 =













0 0

1 0

0 0

0 1













, P2 =













0 1

0 0

1 0

0 0













.

Dále máme

A · Pπ =

(

1 −3 1 2

1 2 −1 2

)

, A1 =

(

1 −3

1 2

)

, A2 =

(

1 2

−1 2

)

.

Výpočtem pak obdrž́ıme:

5 · P1 ·A
−1
1 =













0 0

2 3

0 0

−1 1













, 5 · (P2 − P1 ·A
−1
1 ·A2) =













0 5

1 −10

5 0

2 0













.

Polož́ıme-li

C =

(

x y

u v

)

,

kde x, y, u, v jsou komplexńı č́ısla, dostáváme ze vzorce ve větě 21:

množina všech inverźı zprava matice A je množina všech matic B tvaru:

B =
1

5
·













5u 5v

x− 10u+ 2 y − 10v + 3

5x 5y

2x− 1 2y + 1













,

kde x, y, u, v jsou libovolná komplexńı č́ısla.

Podobně se řeš́ı otázka inverźı zleva pro matici úplné sloupcové hodnosti:

Předpokládejme, že A je matice typu n×m,m < n, která má úplnou sloup-

covou hodnost. Jelikož r( A) = m, existuje podle věty 16 permutace π množiny

{1, 2, . . . , } tak, že matice

Pπ ·A =

(

A1

A2

)

,
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kde A1 je regulárńı matice řádu m a A2 je matice typu (n−m)×m. Matici Pπ

vyjádř́ıme jako blokovou matici

Pπ =

(

P1

P2

)

,

kde P1 je matice typu m× n a P2 je matice typu (n−m)× n.

Stejným zp̊usobem jako větu 21 můžeme dokázat následuj́ıćı větu:

Věta 23. Necht’ plat́ı před větou uvedené předpoklady a označeńı. Pak množina

všech inverzńıch matic zleva matice A je rovna množině všech matic B typu

n×m tvaru

B = A−1
1 · P1 + C · (P2 − A2 ·A

−1
1 · P1),

kde C je libovolná matice typu m× (n−m).

Větu 23 můžeme źıskat z věty 21 pomoćı hermitovského operátoru ∗ (v.větu

13).

4 Pseudoinverzńı matice.

V tomto odstavci zavedeme pojem pseudoinverzńı matice, kterou má každá ma-

tice a tato pseudoinverzńı matice je jednoznačně určena.

Definice 24. Necht’ A je matice (nad tělesem komplexńıch č́ısel C) typu m×n.

Matice X typu n×m se nazývá pseudoinverzńı matice matice A, jestliže plat́ı:

(1) AXA = A,

(2) XAX = X,

(3) ( AX)∗ = AX,

(4) ( XA)∗ = XA.

Podmı́nky (1) - (4) se nazývaj́ı Penroseovy podmı́nky a pseudoinverzńı ma-

tice se často nazývá Moore-Penroseova inverze matice A nebo stručně M-P

inverze ([Da]). Mluv́ıme také jen o pseudonverzi matice A.
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Věta 25. Jednoznačnost pseudoinverzńı matice. Jestlǐze matice A má

pseudoinverzi, pak tato pseudoinverze je určena jednoznačně.

D̊ukaz. Předpokládejme, že matice B,C jsou pseudoinverze matice A. Pak plat́ı:

B
(2)
= (BA)B

(4)
= (A∗B∗)B

(1)
= (A∗C∗A∗)B∗B

(4)
=

(4)
= (CA)(A∗B∗B)

(4)
= (CA)(BAB)

(2)
= CAB.

C
(2)
= C(AC)

(3)
= CC∗A∗ (1)

= CC∗(A∗B∗A∗)
(3)
=

(3)
= CC∗A∗(AB)

(3)
= (CAC)(AB)

(2)
= CAB.

Odtud plyne B = C a věta je dokázána.

Č́ısla nad symbolem rovnosti označuj́ı č́ıslo Penroseovy podmı́nky, která se

použ́ıvá při d̊ukazu př́ıslušné rovnosti. Při zjǐst’ováńı, zdali matice X je pseudoin-

verze matice A, se obvykle postupuje tak, že se ověřuj́ı Penroseovy podmı́nky (1)

- (4). V př́ıpadě jejich platnosti je pak X jedoznačně definovaná pseudoinverzńı

matice A+ matice A.

Označeńı. Jelikož je pseudoinverze jednoznačně určena, můžeme pro ni

zavést označeńı. Tuto pseudoinverzi budeme označovat symbolem A+.

Př́ıklad 26. a) Jestliže A je regulárńı matice, pak matice X = A−1 vyhovuje

Penroseovým podmı́nkám, tud́ıž

A+ = A−1.

b) Je-li A = Om,n nulová matice typu m× n, pak podobně ověř́ıme Penroseovy

podmı́nky pro X = On,m, odkud plyne

O+
m,n = On,m.

c) Jestliže matice A má pseudoinverzi, pak má pseudoinverzi též matice A+ a

plat́ı:

(A+)+ = A .
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d) Jestliže matice A má pseudoinverzi, pak má pseudoinverzi i matice A∗ a plat́ı:

(A∗)+ = = (A+)∗ .

D̊ukaz. Položme X = (A+)∗ a ověřme Penroseovy podmı́nky pro matice A∗ a

X:

(1) A∗ ·X ·A∗ = A∗ · (A+)∗ ·A∗ = (A ·A+ ·A)∗ = A∗,

(2) X ·A∗ ·X = (A+)∗ ·A∗ · (A+)∗ = (A+ ·A ·A+)∗ = (A+)∗ = X,

(3) (A∗ ·X)∗ = (A∗ · (A+)∗)∗ = A+ ·A = (A+ ·A)∗ = A∗ · (A+)∗ = A∗ ·X,

(4) (X·A∗)∗ = A·X∗ = A·((A+)∗)∗ = A·A+ = (A·A+)∗ = (A+)∗·A∗ = X·A∗.

e) Jestliže D je diagonálńı matice řádu n

D =















d1 0 . . . 0

0 d2 . . .
...

...
. . .

. . . 0

0 . . . 0 dn















,

pak pro Moore-Penroseovu inverzi matice D máme

D+ =















d+1 0 . . . 0

0 d+2 . . .
...

...
. . .

. . . 0

0 . . . 0 d+n















,

kde pro komplexńı č́ıslo c symbol c+ znač́ı 0, jestliže c = 0. V př́ıpadě, že c

je nenulové komplexńı č́ıslo, polož́ıme c+ = c−1.

f) Jestliže A je matice, která má pseudoinverzi, a c je komplexńı č́ıslo, pak

matice c ·A má pseudoinverzi a plat́ı:

(c ·A)+ = c+ ·A+ .
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V př́ıpadě, že matice má úplnou řádkovou nebo sloupcovou hodnost, pak

má tato matice pseudoinverzi a pro tuto pseudoinverzi plat́ı rovnosti uvedené

následovně:

Tvrzeńı 27. (a) Necht’ matice A typu m × n,m < n má úplnou řádkovou

hodnost. Pak má matice A pseudoinveverzi, matice A ·A∗ je regulárńı a plat́ı:

A+ = A∗ · (A ·A∗)−1 a A ·A+ = Im .

(b) Jestlǐze matice A typu m×n, n < m má úplnou sloupcovou hodnost, pak má

matice A pseudoinverzi, matice A∗ ·A je regulárńı a plat́ı:

A+ = (A∗ ·A)−1 ·A∗ a A+ ·A = In .

D̊ukaz. Dokážeme jen tvrzeńı (a). Tvrzeńı (b) se dokáže analogicky. Předpoklá-

dejme, že A je matice typu m× n,m < n, která má úplnou řádkovou hodnost.

Podle tvrzeńı 3 (poznámka) máme m = r(A) = r(A · A∗), z čehož plyne, že

matice A ·A∗ je regulárńı. Položme

X = A∗ · (A ·A∗)−1.

Pak A ·X = A · A∗ · (A · A∗)−1 = Im. Odsud snadno plyne, že jsou splněny

Penroseovy podmı́nky (1) - (3). Ukážeme platnost Penroseovy podmı́nky (4).

Z věty 13 obdrž́ıme

(X ·A)∗ = A∗ ·X∗ = A∗ · ((A ·A∗)−1)∗ ·A =

= A∗ · ((A ·A∗)∗)−1 ·A = A∗ · (A ·A∗)−1 ·A = X ·A.

Př́ıklad 28. Určit Moore-Penroseovu inverzi matice

A =









1 1

1 1

1 2









.
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Hodnost matice A je rovna 2, tud́ıž A je matice úplné sloupcové hodnosti a

podle tvrzeńı 27(b) máme

A+ = (AT ·A)−1 ·AT =
1

2

(

6 −4

−4 3

)

·

(

1 1 1

1 1 2

)

=

=
1

2

(

2 2 −2

−1 −1 2

)

=

(

1 1 1

−0.5 −0.5 1

)

.

Pro konstrukci pseudoinvrze se často použ́ıvá následuj́ıćı věty:

Věta 29. Věta o skeletńım rozkladu matice - Lemma on ”rank facto-

rization”of a matrix. Necht’ A je nenulová matice typu m × n s hodnost́ı r

(r ≥ 1). Pak existuj́ı matice B,C typu m× r, r × n takové, že plat́ı:

A = B · C, r(B) = r(C) = r .

Rozklad A = B · C se pak nazývá skeletńı rozklad matice A.

D̊ukaz. Matici A vyjádřejme jako blokovou matici, kde bloky jsou sloupce ma-

tice A:

A =
(

s1 . . . sn

)

.

Vybereme ze sloupc̊u matice A r lineárně nezávislých sloupc̊u σ1, . . . , σr, které

pak tvoř́ı maximálńı systém lineárně nezávislých sloupc̊u matice A. Polož́ıme

B =
(

σ1 . . . σr

)

.

Pak B je matice typu m × r s hodnost́ı r. Matici C budeme uvažovat také

jako blokovou matici, ve které bloky jsou neznámé sloupcové vektory ξ1, . . . , ξn

dimenze r a pro kterou plat́ı A = B · C, tud́ıž

C =
(

ξ1 . . . ξn

)

a A =
(

Bξ1 . . . Bξn

)

.

Odtud pak dostáváme n systémů lineárńıch rovnic pro r neznámých:

B · ξj = sj (1 ≤ j ≤ n).
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Pro matici B těchto systémů plat́ı r(B) = r. Rozš́ı̌rená matice j - tého systému

(1 ≤ j ≤ n) má tvar
(

B sj

)

a jelikož sj je lineárńı kombinaćı sloupc̊u matice B, má tato rozš́ı̌rená matice

také hodnost r. Uvedené systémy lineárńıch rovnic jsou tud́ıž řešitelné a pro

jejich řešeńı ξj pak plat́ı

A = B · C = B ·
(

ξ1 . . . ξn

)

.

Zbývá ověřit vztah r(C) = r. Jelikož podle věty 1 máme

r = A = r(B · C) ≤ r(C) ≤ r,

dostáváme uvedený vztah.

Př́ıklad 30. Nalezněte skeletńı rozklad matice A, kde

A =









1 4 3

−1 1 2

−2 −2 0









.

Libovolným zp̊usobem zjist́ıme, že hodnost matice A je rovna 2 a 1. a 3.

sloupec matice A jsou lineárně nezávislé. Polož́ıme

B =









1 3

−1 2

−2 0









, ξ1 =

(

x1

y1

)

, ξ2 =

(

x2

y2

)

, ξ3 =

(

x3

y3

)

.

Budeme hledat hodnoty xi, yi (1 ≤ i ≤ 3) tak, aby A = B · C, kde

C =
(

ξ1 ξ2 ξ3

)

.

Dostaneme tři systémy lineárńıch rovnic

x1 + 3y1 = 1

−x1 + 2y1 = −1

−2x1 + 0y1 = −2

x2 + 3y2 = 4

−x2 + 2y2 = −1

−2x2 + 0y2 = 0

x3 + 3y3 = 3

−x3 + 2y3 = 2

−2x3 + 0y3 = 0.
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Řešeńım těchto systémů dostaneme x1 = 1, y1 = 0, x2 = 1, y2 = 1, x3 =

0, y3 = 1, tud́ıž

C =

(

1 1 0

0 1 1

)

a A = B · C

je skeletńı rozklad matice A.

Poznámka. Podle věty 29 má každá nenulová matice skeletńı rozklad. Nicméně

tento skeletńı rozklad neńı určen jednoznačně. Následuj́ıćı tvrzeńı popisuje všechny

skeletńı rozklady nenulové matice.

Tvrzeńı 31. Necht’ A je nenulová matice s hodnost́ı r a necht’ A = B · C je

skeletńı rozklad matice A. Pak všechny skeletńı rozklady matice A maj́ı tvar

A = (B ·R) · (R−1 · C),

kde R prob́ıhá všechny regulárńı matice řádu r.

D̊ukaz. Zřejmě pro každou regulárńı matici R řádu r je A = (B · R) · (R−1 ·

C) skeletńı rozklad matice A (v.tvrzeńı 2). Necht’ A = G · H je skeletńı

rozklad matice A. Matice H má úplnou řádkovou hodnost a podle tvrzeńı 27

má psedoinverzńı matici, přičemž plat́ı H ·H+ = Ir. Položme R = C ·H+.

Ze vztahu B · C = G ·H obdrž́ıme B ·R = B · C ·H+ = G ·H ·H+ = G.

Z věty 1 dostáváme

r = r(G) = r(B ·R) ≤ r(R) ≤ r.

Tud́ıž R je regulárńı matice řádu r, matice G = B ·R je matice úplné řádkové

hodnosti a podle tvrzeńı 27(a) má pseudoinverzi a plat́ı G+ · G = Ir. Odtud

dostáváme

H = G+ · (G ·H) = G+ · (B · C) = G+ · (B ·R) · (R−1 · C) =

= (G+ ·G) · (R−1 · C) = R−1 · C.

Tud́ıž G = B ·R a H = R−1 · C.
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Věta 32. Věta o existenci pseudoinverzńı matice. Necht’ A je nenulová

matice a A = B · C je jej́ı skeletńı rozklad. Pak matice A má pseudoinverzńı

matici, která je dána formuĺı

A+ = C+ ·B+ .

D̊ukaz. Jelikož matice B,C jsou matice úplné (sloupcové, řádkové) hodnosti

máme podle tvrzeńı 27:

B+ ·B = C · C+ = Ir.

Položme

X = C+ ·B+

a ověřme Penroseovy podmı́nky pro matice A a X:

(1) : A ·X ·A = B · (C · C+) · (B+ ·B) · C = B · Ir · C = B · C = A,

(2): X ·A ·X = C+ · (B+ ·B) · (C ·C+) ·B+ = C+ · Ir ·B
+ = C+ ·B+ = X.

(3): Máme

A ·X = B · (C · C+) ·B+ = B ·B+,

tud́ıž podle Penroseovy podmı́nky (3)

(A ·X)∗ = (B ·B+)∗ = B ·B+ = A ·X.

(4): Podobně dostáváme

(4): X ·A = C+ · (B+ ·B) · C = C+ · C,

odkud stejným zp̊usobem dostaneme podle Penroseovy podmı́nky (4)

(X ·A)∗ = X ·A.

Př́ıklad 33. Vypoč́ıtejte Moore-Penroseovu inverzi matice

A =









1 4 3

−1 1 2

−2 −2 0









.
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Podle př́ıkladu 30 skeletńı rozklad matice A je identita A = B · C, kde

B =









1 3

−1 2

−2 0









, C =

(

1 1 0

0 1 1

)

.

Pseudoinverze matic B a C vypoč́ıtáme podle tvrzeńı 27

B+ = (B∗ ·B)−1 ·B∗ =

(

6 1

1 13

)−1(

1 −1 −2

3 2 0

)

=

=
1

77

(

13 −1

−1 6

)(

1 −1 −2

3 2 0

)

=
1

77

(

10 −15 −26

17 13 2

)

,

C+ = C∗ · (C · C∗)−1 =
1

3









1 0

1 1

0 1









(

2 −1

−1 2

)

=
1

3









2 −1

1 1

−1 2









.

Pro pseudoinverzi matice A pak plat́ı

A+ = C+ ·B+ =
1

231









3 −43 −54

27 −2 −24

24 41 30









.

Poznámka. Při výpočtu pseudoinverzńı matice pomoćı systému MATLAB

je přkaz pro výpočet pseudoinverze matice A následuj́ıćı:

pinv (A) .

Hodnoty prvk̊u matice A+ jsou při tomto použit́ı udávány jako desetinné

č́ıslo. Tak např. pro matici A z výše uvedeného př́ıkladu dostaneme t́ımto

zp̊usobem jej́ı pseudoinverzi následovně:

A+ =









0.0130 −0.1861 −0.2338

0.1169 −0.0087 −0.1039

0.1039 0.1775 0.1299









.

Známe-li skeletńı rozklad matice A = B · C, kde prvky matic B,C jsou

celá č́ısla, pak prvky matice
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det(B∗ ·B) · det(C · C∗) ·A+

jsou také celá č́ısla. Tento fakt plyne z identit

B+ = (B∗ ·B)−1 ·B∗, C+ = C∗ · (C · C∗), A+ = C+ ·B+.

Polož́ıme-li

c = det(B∗ ·B) · det(C · C∗)

a provedeme-li př́ıkaz v MATLABU c*pinv(A), dostaneme matici c · A+, která

má celoč́ıselné prvky.

V př́ıpadě uvedené matice A máme

B =









1 3

−1 2

−2 0









, C =

(

1 1 0

0 1 1

)

.

Odtud plyne

det(B∗·B) = det

(

6 1

1 13

)

= 77 = 7· 11, det(C·C∗) = det

(

2 1

1 2

)

= 3,

tud́ıž c = 231 a př́ıkaz (231*pinvA) dává v MATLABu matici

c ·A+ =









3 −43 −54

27 −2 −24

24 41 30









.

Velmi často se k výpočtu pseudoinverzńı matice použ́ıvá t.zv. Greville̊uv al-

goritmus. Tento algoritmus udává výpočet rekurzivně vzhledem k počtu sloupc̊u

matice. Nejdř́ıve se uvád́ı vzorec pro pseudoinverzi matice s jedńım sloupcem

(tedy pro sloupcový vektor). Pak za předpokladu, že známe pseudoinverzi pro

matici, která má n - 1 sloupc̊u se udává vzorec pro matici, která má n sloupc̊u,

kde n ∈ N, n ≥ 2.

Poṕı̌seme nyńı přesně tento postup.
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Tvrzeńı 34. Necht’ A je matice typu m × 1, kde m ∈ N. Jestlǐze A je nulová

matice, pak A+ = O1,m. Pro nenulovou matici A máme A+ = (A∗ ·A)−1 ·A∗.

Jestliže matice A je nenulová, pak má úplnou sloupcovou hodnost a v d̊ukazu

použijeme tvrzeńı 27 (b). Poznamenejme, že pro

A =









σ1
...

σm









máme A∗ ·A =

m
∑

k=1

|σk|
2.

Předpokládejme nyńı, že A je matice typu m × n, kde m,n ∈ N, n ≥ 2.

Matici A uvažujme jako blokovou matici

A =
(

s1 . . . sn−1 sn

)

= : An =
(

An−1 sn

)

,

kde s1, . . . , sn jsou sloupce matice A a

An−1 =
(

s1 . . . sn−1

)

je matice typu m × (n − 1). Předpokládejme, že známe pseudoinverzi matice

An−1 a položme

dn : = A+
n−1 · sn, cn = sn − An−1 · dn.

Dále položme:

bn =

{

c+n , jestliže cn 6= 0,

(1 + d∗ndn)
−1d∗nA

+
n−1, jestliže cn = 0.

Věta 35. Greville̊uv algoritmus.Za předcházej́ıćıho označeńı a předpoklad̊u

má matice A pseudoinverzi a plat́ı:

A+ = A+
n =

(

A+
n−1 − dn · bn

bn

)

.

Důkaz spoč́ıvá v ověřeńı Penroseových podmı́nek pro pseudoinverzńı matici

a je technicky náročněǰśı, proto ho nebudeme provádět. Ověřme jen typy matic,

které se zde vyskytuj́ı:
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matice A An−1 A+ A+
n−1 sn

typ m× n m× (n− 1) n×m (n− 1)×m m× 1

matice dn d∗n cn c+n bn

typ (n− 1)× 1 1× (n− 1) m× 1 1×m 1×m
.

Poznamenejme, že pro výpočet matice c+n se může použ́ıt tvrzeńı 34. Jestliže

dn =









δ1
...

δn−1









,

pak d∗n · dn =
∑n−1
i=1 |δi|

2 je reálné, nezáporné č́ıslo, tud́ıž 1 + d∗n · dn je kladné

reálné č́ıslo a výraz (1 + d∗n · dn)
−1 znač́ı reálné kladné č́ıslo, (což se ztotožňuje

s matićı typu 1× 1).

Greville̊uv algoritmus budeme demonstrovat na následuj́ıćım př́ıkladu:

Př́ıklad 36. Užit́ım Grevilleova algoritmu vypoč́ıtejte pseudoinverzi matice

A =









1 4 3

−1 1 2

−2 −2 0









uvedenou v př́ıkladu 33.

Řešeńı: a) Prvńı krok: n = 1. Pseudoinverzi matice

A1 =









1

−1

−2









vypoč́ıtáme podle vzorce z tvrzeńı 34. Máme

A∗

1 =
(

1 −1 −2
)

, A∗

1 ·A1 = (6),

tud́ıž

A+
1 = (A∗

1 ·A1)
−1 ·A∗

1 =
1

6

(

1 −1 −2
)

.
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b) Druhý krok: n = 2. Máme

A2 =









1 4

−1 1

−2 −2









a vypoč́ıtáme

d2 = A+
1 · s2 =

1

6

(

1 −1 −2
)

·









4

1

−2









=
7

6
,

c2 = s2 − A1 · d2 =









4

1

−2









−
7

6









1

−1

−2









=
1

6









17

13

2









.

Podle tvrzeńı 34 plat́ı

c+2 = (c∗2c2)
−1c∗2 =

6

77
·
1

6

(

17 13 2
)

=
1

77

(

17 13 2
)

.

Odtud dostáváme

b2 = c+2 =
1

77

(

17 13 2
)

.

Pak

A+
1 − d2b2 =

1

6

(

1 −1 −2
)

−
7

6
·
1

77

(

17 13 2
)

=

= −
1

6 · 11

(

−6 −24 −24
)

= −
1

11

(

1 4 4
)

.

Podle věty 35 (pro n = 2) dostáváme

A+
2 =

1

77

(

−7 −28 −28

17 13 2

)

.

c) Třet́ı krok: n = 3. Máme

A3 =









1 4 3

−1 1 2

−2 −2 0








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a vypoč́ıtáme

d3 = A+
2 ·s3 =

1

77

(

−7 −28 −28

17 13 2

)

·









3

2

0









=
1

77

(

−77

77

)

=

(

−1

1

)

,

c3 = s3 −A2·d3 =









3

2

0









−









1 4

−1 1

−2 2









·

(

−1

1

)

=









3

2

0









−









3

2

0









=









0

0

0









.

Jelikož c3 = 0, dostáváme

b3 = (1 + d∗3d3)
−1d∗3A

+
2 .

Dále plat́ı

d∗3d3 =
(

−1 1
)

·

(

−1

1

)

= 2,

d∗3A
+
2 =

(

−1 1
)

·
1

77

(

−7 −28 −28

17 13 2

)

=
1

77

(

24 41 30
)

,

tud́ıž

b3 =
1

3 · 77

(

24 41 30
)

.

Pro závěrečný výpočet obdrž́ıme

A+
2 − d3 ·b3 =

1

77

(

−7 −28 −28

17 13 2

)

−
1

3 · 77

(

−1

1

)

·
(

24 41 30
)

=

1

3 · 77
(

(

−21 −84 −84

51 39 6

)

−

(

−24 −41 −30

24 41 30

)

) =
1

231

(

3 −43 −54

24 −2 −24

)

.

Užit́ım věty 35 dostaneme závěr př́ıkladu:

A+ = A+
3 =

1

231









3 −43 −54

27 −2 −24

24 41 30









.

Ukážeme nyńı daľśı možnost d̊ukazu existence pseudoinverze pro libovolnou

matici. Nejdř́ıve uvedeme definici unitárńı matice, která zobecňuje pojem orto-

gonálńı matice na matice s komplexńımi prvky. Připomeňme si definici

ortogonálńı matice: Regulárńı matice M, jej́ıž prvky jsou reálná č́ısla, se nazývá

ortogonálńı, jestliže M−1 =MT .
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Definice 37. Regulárńı matice M (jej́ıž prvky jsou komplexńı č́ısla), se nazývá

unitárńı, jestliže plat́ı:

M−1 = M∗ .

Uvedeme pomocné tvrzeńı, které budeme potřebovat:

Tvrzeńı 38. Necht’ r je přirozené č́ıslo a

D1 =















d1 0 . . . 0

0 d2 . . .
...

...
. . .

. . . 0

0 . . . 0 dr















je regulárńı, diagonálńı matice řádu r. Necht’ D je matice typu m×n, m, n > r,

která má blokvý tvar blokového typu 2× 2:

D =

(

D1 0r (n−r)

0(m−r) r 0(m−r) (n−r)

)

.

Pak pro jej́ı pseudoinverzi v blokovém tvaru máme:

D+ =

(

D−1
1 0r (m−r)

0(n−r) r 0(n−r) (m−r)

)

.

Důkaz se snadno provede ověřeńım Penroseových podmı́nek.

Poznamenejme ještě, že v př́ıpadě m = r nebo n = r tvrzeńı také plat́ı,

ale muśı se vypustit př́ıslušné nulové matice. Např., jestliže n = r a m > r,

máme

D =

(

D1

0(m−r) r

)

, D+ =
(

D−1
1 0r (m−r)

)

.

Nová varianta d̊ukazu existence pseudoinverze je založena na větě o ”převodu”

matice na matici D tvaru uvedeném v předcházej́ıcim tvrzeńı. Tato věta se

nazývá ”UDV věta”(the UDV Theorem) nebo ( the diagonal decomposition The-

orem) a je velmi užitečná v teorii matic, nebot’ umožňuje snadněǰśı mani-

pulaci matic.

Důkaz této věty pro potřebu daľśıch znalost́ı z lineárńı algebry neuvád́ıme.
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Věta 39. UDV-Věta. Necht’ A je nenulová matice typu m×n ( s komplexńımi

prvky) a s hodnost́ı r. Pak existuj́ı unitárńı matice U,V řád̊u m,n tak, že

A = U ·

(

D1 0r (n−r)

0(m−r) r 0(m−r) (n−r)

)

· V ,

kde D1 =















d1 0 . . . 0

0 d2 . . .
...

...
. . .

. . . 0

0 . . . 0 dr















je regulárńı, diagonálńı matice řádu r.

Věta 40. Necht’ A je nenulová matice typu m × n s hodnost́ı r. Bud’te U,V

unitárńı matice řádú m,n a necht’ A = U ·D·V , kde D =

(

D1 0r (n−r)

0(m−r) r 0(m−r) (n−r)

)

a D1 je regulárńı, diagonálńı matice řádu r. Pak plat́ı:

A+ = V + ·D+ · U+ .

Důkaz této věty se provede zase ověřeńım Penroseových podmı́nek pro ma-

tice A a X, kde X = V + ·D+ · U+ (U+ = U−1 = U∗, V + = V −1 = V ∗).

Poznámka. Vzhledem k předcházej́ıćı větě 40 a větě 32 (B ·C)+ = C+ ·B+

o pseudoinverzi matice vyjádřené skeletńım rozkladem B · C a také vzhledem

k tvrzeńı o inverzi součinu regulárńıch matic by se mohlo zdát, že plat́ı podobné

tvrzeńı o pseudoinverzi součinu matic: (M ·N)+ = N+ ·M+. Toto tvrzeńı ale

neplat́ı pro pseudoinverzi součinu, tedy obecně máme pro matice M,N vhodných

typ̊u:

(M ·N)+ 6= N+ ·M+.

Př́ıklad 41. Necht’ M,N jsou nenulové matice

M =
(

a b

)

, N =

(

c

d

)

,
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kde a, b, c, d ∈ C. Pak

M+ = MT ·(M ·MT )−1 =
1

a2 + b2

(

a

b

)

, N+ = (NT ·N)−1·NT =
1

c2 + d2

(

c d

)

.

V př́ıpadě, že ac+ bd 6= 0, obdrž́ıme

(M ·N)+ = (ac + bd)−1, N+ ·M+ =
ac+ bd

(a2 + b2) · (c2 + d2)
.

Jestliže (M ·N)+ = N+ ·M+, dostáváme pak

(ac+ bd)2 = (a2 + b2) · (c2 + d2),

odkud plyne

ad = bc.

V ostatńıch př́ıpadech máme (M ·N)+ 6= N+ ·M+.

Závěrem o větách existence pseudoinverzńı matice se zmı́ńıme pro zaj́ımavost

bez d̊ukazu daľśı větu o této existenci, která je uvedena např. v Davisově knize

[Da] ( odstavec 2.8.3, cvičeńı 5):

Věta 42. Pro pseudoinverzi A+ matice A plat́ı:

A+ = limt→0A
∗ · (tI + A ·A∗)−1 .

5 Moore-Penroseova inverze a systém lineárńıch

rovnic.

Pro řešeńı soustavy lineárńıch rovnic se použ́ıvá aparát teorie matic a vektor̊u.

V tomto př́ıspěvku budeme pro přirozené č́ıslo n rozumět n-rozměrným vek-

torovým prostorem C
n množinu všech sloupcových vektor̊u dimenze n, tedy

matic typu n × 1. Tyto matice budeme považovat za ( n-rozměrné) vektory,

přičemž komplexńı č́ısla budou skaláry. Operace sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı vek-

toru skalárem se definuje jako tyto operace s maticemi. Zřejmě axiomy z definice

vektorového prostoru jsou splněny.
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Definice 43. Pro vektory X,Y ∈ C
n

X=









x1
...

xn









, Y=









y1
...

yn









polož́ıme

(X,Y ) = Y ∗ ·X =

n
∑

i=1

xi · yi

a

||X|| =
√

(X,X) =

√

√

√

√

n
∑

i=1

xi · xi =

√

√

√

√

n
∑

i=1

|xi|2 .

Poznámka.Odmocnina z reálného nezáporného č́ısla se považuje za nezápornou.

Komplexńı č́ıslo ( X,Y) se nazývá (hermitovský) vnitřńı součin vektor̊u X,Y

( Hermitian inner product) a č́ıslo ||X|| se nazývá norma vektoru X.

Tvrzeńı 44. Pro n-rozměrné vektory X,Y,Z a komplexńı č́ıslo λ máme:

(a) Norma ||X|| je reálné nezáporné č́ıslo, přičemž

||X|| = 0 ⇐⇒ X = 0n,1,

(b) (Y,X) = (X,Y ),

(c) (λX, Y ) = λ · (X,Y ), (X,λ · Y ) = λ · (X,Y ), ||λ ·X|| = |λ| · ||X||,

(d) (X + Y,Z) = (X,Z) + (Y,Z), (X,Y + Z) = (X,Y ) + (X,Z).

D̊ukaz. Př́ımým výpočtem se snadno dokáž́ı výroky (a) - (d).

Definice 45. Vektory X,Y ∈ C
n se nazývaj́ı ortogonálńı, jestliže

(X,Y ) = 0. Ṕı̌seme pak

X ⊥ Y .

Z tvrzeńı 44(b) dostáváme: z relace X ⊥ Y plyne relace Y ⊥ X. Pro

ortogonálńı vektory plat́ı t.zv. ”Pythagorova věta”.
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Věta 46. Pythagorova věta. Pro ortogonálńı n-rozměrné vektory X,Y máme

||X + Y ||2 = ||X||2 + ||Y ||2 .

D̊ukaz. Podle tvrzeńı 44 (d) máme pro ortogonálné vektory X,Y

||X + Y ||2 = (X+Y,X+Y ) = (X,X) + (X,Y ) + (Y,X) + (Y, Y ) = ||X||2 + ||Y ||2.

Následuj́ıćı lemma bude užitečné pro vyjádřeńı specielńıho ”řešeńı”systému

lineárńıch rovnic.

Lemma 47. Necht’ A je matice typu m × n, P = A · A+, Q = A+ · A a

necht’ X je n-rozměrný a Y m-rozměrný vektor. Pak plat́ı:

(a) ||A ·X + (Im − P ) · Y ||2 = ||A ·X||2 + ||(Im − P ) · Y ||2,

(b) ||A+ · Y + (In − Q) ·X||2 = ||A+ · Y ||2 + ||(In − Q) ·X||2.

D̊ukaz. (a) Položme

R = A ·X, S = (Im − P ) · Y.

Pak R,S jsou m-rozměrné vektory a plat́ı:

(R,S) = (A·X, (Im −P )·Y ) = ((Im −P )·Y )∗ ·A·X = Y ∗ ·(Im−P )·A·X =

= Y ∗ ·A ·X − Y ∗ ·A ·A+ ·A ·X = Y ∗ ·A ·X − Y ∗ ·A ·X = 0.

Tud́ıž R,S jsou ortogonálńı vektory a platnost identity v (a) plyne z Pythagorovy

věty. (b) Výrok (b) dostaneme z výroku (a) záměnou:

A −→ A+, X −→ Y, Y −→ X, P −→ Q, m −→ n.

Závěrem tohoto odstavce se zaměř́ıme na systém lineárńıch rovnic. Připomeňme,

že systém m lineárńıch rovnic o n neznámých je systém rovnic v maticovém

tvaru:

37



(S) A ·X = B ,

kde

A =









a11 . . . a1n
... . . .

...

am1 . . . amn









je matice soustavy typu m × n, aij ∈ C jsou koeficienty u neznámých, X je

vektor neznámých:

X =









x1
...

xn









a B =









b1
...

bm









je m-rozměrný vektor absolutńıch člen̊u, bj ∈ C.

Za význačné ”řešeńı”systému lineárńıch rovnic (S) budeme považovat následuj́ıćı

n-rozměrný vektor X0 definovaný rovnost́ı

X0 = A+ ·B .

Důvodem pro tento výběr vektoru X0 je následuj́ıćı věta.

Věta 48. Hlavńı věta. Pro každý n-rozměrný vektor X ∈ C
n, X 6= X0 máme:

||A ·X0 − B|| ≤ ||A ·X −B||

a v př́ıpadě ||AX0 −B|| = ||AX −B|| plat́ı

||X0|| < ||X|| .

Tud́ıž vektor X0 minimalizuje normu ||AX − B|| a ze všech n-rozměrných

vektor̊u X, které minimalizuj́ı tuto normu má nejmenš́ı normu. Vektor X0 se

nazývá

řešeńı systému (S) vzhledem k nejmenš́ım čtverc̊um s minimálńı normou

nebo
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nejlepš́ı přiblǐzné řešeńı systému (S)

( the least squares solution to the system (S) with minimum norm).

([Da,Ga]).

Důkaz hlavńı věty. Pro n-rozměrný vektor X plat́ı:

A ·X − B = A · (X − A+ ·B) + (Im − A ·A+) · (−B).

Použijeme-li tuto rovnost na lemma 47(a), ve kterém X bude značit X − A+ ·B

a Y bude značit - B, dostaneme

||A ·X −B||2 = ||A · (X − A+ ·B)||2 + ||(Im − A ·A+) · (−B)||2 =

= ||A · (X − X0)||
2 + ||A ·X0 − B||2.

Odtud plyne ||A ·X − B|| ≥ ||A ·X0 − B|| a rovnost nastane, právě když

A ·X = A ·X0. Předpokládejme, že A ·X = A ·X0. Pak A
+ ·A ·X =

= A+ ·A ·X0 = A+ ·A ·A+ ·B = X0. Dostáváme tedy rovnosti:

X − X0 = (In − A+ ·A) ·X, X = A+ ·B + (In − A+ ·A) ·X .

Použijeme-li pro tuto rovnost lemma 47 (b), ve kterém roli vektoru Y hraje

vektor B, dostaneme

||X||2 = ||A+ ·B||2 + ||(In − A+ ·A) ·X||2 = ||X||2 + ‖|X − X0||
2.

Jelikož X 6= X0, máme ||X − X0|| > 0, odkud plyne ||X0|| < ||X|| a hlavńı

věta je dokázána. �

Př́ıklad 49. Nalezněte řešeńı následuj́ıćıho systému vzhledem k nejmenš́ım

čtverc̊um s minimálńı normou:

x + 4y ++3z = 2

−x + y + 2z = −2

−2x − 2y = 1.
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Matice této soustavy je matice

A =









1 4 3

−1 1 2

−2 −2 0









.

Vektory

B =









2

−2

1









, X =









x

y

z









jsou vektory absolutńıch člen̊u a neznámých.

Hodnost matice A soustavy je rovna 2 a hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy

( A B) je rovna 3, tud́ıž soustava nemá řešeńı, ale existuje ”řešeńı”X0 této

soustavy vzhledem k nejmenš́ım čtverc̊um s minimálńı normou. K źıskáńı tohoto

”řešeńı”použijeme psedoinverzi matice A, která byla vypočtena v př́ıkladu 33:

A+ = 1
231









3 −43 −54

27 −2 −24

24 41 30









.

Odtud pak dostaneme

X0 = A+ ·B = 1
231









38

34

−4









.

Poznámka. Pro nejlepš́ı přibližné řešeńı X0 systému (S) je sice norma

||A ·X − B|| minimálńı, ale vektor X0 nemuśı být jediný vektor X, pro který

je tato norma minimálńı:

Př́ıklad 50. Uvažujme následuj́ıćı systém lineárńıch rovnic o dvou neznámých:

x + y = 1

x + y = 0 .

Matice tohoto systému A a matice B absolutńıch člen̊u jsou dány identitami:
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A =

(

1 1

1 1

)

, B =

(

1

0

)

.

Pro psudoinverzi A+ máme A+ = 1
4 ·A, odkud plyne pro nejlepš́ı přibližné

řešeńı

X0 =
1

4

(

1

1

)

.

Pak

A ·X0 − B =
1

2

(

−1

1

)

a pro minimálńı normu normy ||A ·X − B|| máme

||A ·X0 − B||2 =
1

2
.

Na př. pro vektor X:

X =

(

1
2

0

)

dostaneme

||A ·X −B||2 = 1
2 a ||X0||

2 = 1
8 < 1

4 = ||X||2.

6 Vážená inverze a obecná involuce.

V aplikaćıch matematiky se často použ́ıvá pseudoinverzńı matice a to převážně

v oblasti numerických metod a v matematické statistice. V těchto oblastech

se definuje pseudoinverze pro matice, které maj́ı prvky reálná č́ısla. Jestliže

použijeme např. věu o skeletńım rozkladu, odvod́ıme tvrzeńı, že pseudoinverzńı

matice matice, jej́ıž prvky jsou reálná č́ısla, má také prvky jen reálná č́ısla.

Pro tyto matice definoval J.S.Chipman (1968) ([Chi]) t.zv. váženou inverzi (the

weighted inverse) následovně:
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Definice 51. Pro přirozená č́ısla k,m bud’te U,V čtvercové matice řádu k,m,

které maj́ı prvky reálná č́ısla a které jsou pozitivně definitńı. Bud’ A matice,

jej́ıž prvky jsou reálná č́ısla, typu m× k. Matice X, jej́ıž prvky jsou reálná č́ısla

typu k × m se nazývá vážená inverze matice A (the weighted inverse of A),

jestliže plat́ı:

(1) A ·X ·A = A, X ·A ·X = X ,

(2) A ·X · V = V ·XT ·AT , X ·A · U = U ·AT ·XT .

Tato vážená inverze vždy existuje a je jednoznačně určena.

Poznámka. Pro přirozené č́ıslo n množinu všech sloupcových vektor̊u rozměru

n (tj. matic typu n× 1), které maj́ı prvky reálná č́ısla označ́ıme R
n. Vektory

s touto vlastnost́ı budeme nazývat reálné vektory.

Připomeňme, že pozitivně definitńı matice je symetrická maticeM s reálnými

prvky s vlastnost́ı:

(R) X ∈ R
n, X 6= 0n =⇒ XT ·M ·X > 0,

kde n znač́ı řád matice M.

Jestliže maticeM má komplexńı prvky a je hermitovská řádu n, pak řekneme,

že je pozitivně definitńı, jestliže plat́ı:

(K) X ∈ C
n, X 6= 0n =⇒ X∗ ·M ·X > 0,

V následuj́ıćım tvrzeńı ukážeme, že pro matici s reálnými prvky, která je syme-

trická, jsou podmı́nky (R) a (K) ekvivalentńı.

Tvrzeńı 52. Necht’ M je symetrická matice řádu n, která má reálné prvky. Pak

jsou vlastnosti (R) a (K) ekvivalentńı.

D̊ukaz. Zřejmě (K) implikuje (R). Jelikož matice M je symetrická s reálnými

prvky a je pozitivně definitńı, existuje ortogonálńı matice (reálná) P řádu n a

diagonálńı matice
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D =















d1 0 . . . 0

0 d2 . . .
...

...
. . .

. . . 0

0 . . . 0 dn















,

kde d1, . . . , dn jsou kladná reálná č́ısla, s vlastnost́ı:

M = P ·D · PT .

Předpokládejme, že plat́ı (R) a necht’ X ∈ C
n je nenulový. Položme

Y = PT ·X =









y1
...

yn









.

Pak Y ∗ = X∗ · P a

X∗ ·M ·X = X∗ ·P ·D ·PT ·X = Y ∗ ·D ·Y =
n
∑

i=1

yiyidi =
n
∑

i=1

|yi|
2 ·di > 0.

6.1 Obecná involuce a zobecněná inverze

Zavedeme nyńı obecný pojem involuce, který nám ukáže bližš́ı vztah pojmu

”vážená inverze”k pojmu ”Moore-Penroseova inverze matice”. Pro daľśı úvahy

označme symbolem M množinu všech matic, jejichž prvky jsou komplexńı č́ısla.

Definice 53. Zobrazeńı ⊛ množiny M do sebe (⊛ : M −→ M) se nazývá

involuce (na množině M), jestliže pro každou matici X ∈ M a pro matice

A,B ∈ M vhodných typ̊u pro násobeńı plat́ı:

(X⊛)⊛ = X, (A ·B)⊛ = B⊛ ·A⊛ .

Zřejmě involuce je bijekce množiny M na M. Operátor transpozice T a

hermitovský operátor ∗ jsou involuce.

V tomto odstavci udáme popis všech involućı na množině M podle článku

([Sk1],1998). Tento popis bude záviset na pojmu involutorńıho automorfismu

tělesa komplexńıch č́ısel C.
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Definice 54. Automorfismus tělesa komplexńıch č́ısel f nazveme involutorńı,

jestliže plat́ı:

f2 = f ◦ f = idC .

Symbol idC znač́ı identitu na množině komplexńıch č́ısel C. Označme sym-

bolem σ zobrazeńı, které každému komplexńımu č́ıslu přǐrazuje jeho komplexně

sdružené č́ıslo. Zobrazeńı idC a σ jsou involutorńı automorfismy. Těchto invo-

lutorńıch automorfismů je však daleko v́ıce. V článku ([Sk1]) bylo ukázámo, že

množina všech involutorńıch automorfismů tělesa C má mohutnost exp exp ℵ0.

Definice 55. Necht’ f je involutorńı automorfismus tělesa komplexńıch č́ısel.

Pro matici A = [aij ] ∈ M typu m× n necht’

Af =









f(a11) . . . f(am1)
... . . .

...

f(a1n) . . . f(amn)









= (f(aij))
T

je matice typu n×m, tedy

Af = [blk] (1 ≤ l ≤ n, 1 ≤ k ≤ m), blk = f(akl) .

Snadno se dokáže

Tvrzeńı 56. Bud’ f involutorńı automorfismus tělesa komplexńıch č́ısel. Pak

(1) (Af )f = A pro každé A ∈ M.

(2) Jestlǐze A,B ∈ M jsou matice vhodných typ̊u pro násobeńı, pak Bf , Af

maj́ı také typy vhodné pro násobeńı a plat́ı:

(A ·B)
f

= Bf ·Af .

(3) Jestlǐze A ∈ M je regulárńı matice, pak matice Af je také regulárńı a

plat́ı:

(Af )−1 = (A−1)f .

(4) Jestlǐze A,B ∈ M jsou matice stejných typ̊u, pak matice Af , Bf jsou

také stejných typ̊u a plat́ı:
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(A + B)
f

= Af + Bf .

Pro charakteristiku involuce je potřebný daľśı pojem f-hermitovské matice:

Definice 57. Pro involutorńı automorfismus f a matici A ∈ M řekneme, že

matice A je f-hermitovská, jestliže je čtvercová a plat́ı

Af = A.

Poznámka. Jestliže f = idC, pak matice A je f-hermitovská, právě když

je symetrická. Jestliže f je komplexńı konjugovanost - tedy f = σ, pak matice

A je f-hermitovská, právě když je hermitovská.

Následuj́ıćı dvě věty udávaj́ı ůplnou charekterzaci involuce ([Sk1].

Věta 58. Bud’ f involutorńı automorfismus tělesa C a necht’ pro každé přirozené

č́ıslo n je An regulárńı f-hermitovská matice. Pro matici X ∈ M typu p × q

položme:

X⊛ = Aq ·X
f ·A−1

p .

Pak
⊛ : M −→ M

je involuce na množině M.

Věta 59. Necht’ ⊛ : M −→ M je involuce. Pak existuje involutorńı auto-

morfismus f tělesa C a posloupnost {An}
∞
n=1 regulárńıch f-hermitovsých matic

An řádu n tak, že pro každou matici X ∈ M typu p× q máme:

X⊛ = Aq ·X
f ·A−1

p .

Odtud snadno plyne užit́ım tvrzeńı 56(4) d̊usledek:

Tvrzeńı 60. Necht’ ⊛ je involuce. Pak pro matice A,B ∈ M stejných typ̊u

máme
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(A + B)
⊛

= A⊛ + B⊛ .

Zavedeme nyńı pojem zobecněné inverze vzhledem k involuci.

Definice 61. Necht’ ⊛ je involuce a A ∈ M je matice typu m × n. Matici

X ∈ M typu n×m budeme nazývat zobecněná inverze (pseudoinverze) matice

A vzhledem k involuci ⊛, jestliže jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:

AXA = A, XAX = X, (AX)⊛ = AX, (XA)⊛ = XA .

V př́ıpadě, že involuce ⊛ je hermitovský operátor ∗, je zobecněná inverze

rovna Moore-Penroseově inverzi matice. Stejně jako vtomto př́ıpadě se dá ukázat,

že v př́ıpadě existence zobecněné inverze matice A vzhledem k involuci je tato

zobecněná inverze jednoznačně určena. Budeme ji značit symbolem A⊕.

Otázka, pro kterou involuci každá matice má zobecněnou inverzi vzhledem

k této involuci se řeš́ı pomoćı pojmu f - definitńı matice:

Definice 62. Necht’ f je involutorńı automorfismus tělesa komplexńıch č́ısel C.

Řekneme, že čtvercová matice A ∈ M řádu n je f-definitńı, jestliže je

f -hermitovská a pro každý n-rozměrný sloupcový vektor W ∈ C
n máme

W f ·A ·W = 0 =⇒ W = 0n .

Následuj́ıćı věta podává charakteristiku involuce, která má vlastnost, že

každá matice má zobecněnou inverzi vzhledem k této involuci.

Věta 63. Necht’ involuce ⊛ je určena dvojićı [A, f ] (ve smyslu věty 59), kde

A = {An}
∞
n=1, An je f-hermitovská matice řádu n a f je involutorńı automor-

fismus tělesa C.

Pak jsou následuj́ıćı výroky ekvivalentńı:

(a) Každá matice A ∈ M má zobecněnou inverzi vzhledem k involuci ⊛.

(b) Pro každé přirozené č́ıslo n je matice An f-definitńı.
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Př́ıklad 64. Necht’ automorfismus tělesa komplexńıch č́ısel f je komplexńı kon-

jugovanost, tedy f = σ a necht’ pro každé přirozené č́ıslo n je An reálná matice,

která je pozitivně definitńı řádu n. Bud’ ⊛ involuce na množině M, která je

vytvořena automorfismem σ a posloupnost́ı {An}
∞
n=1 ve smyslu věty 58. Matice

An jsou σ - definitńı, tud́ıž každá matice má zobecněnou inverzi vzhledem

k involuci ⊛.

Necht’ A je matice typu m × k a X je jej́ı zobecněná inverze vzhledm k

involuci ⊛. Jelikož

(A ·X)⊛ = Am · (A ·X)T ·A−1
m = Am ·XT ·AT ·A−1

m = A ·X,

dostáváme odsud Am ·XT ·AT = = A ·X ·Am. Podobně obdrž́ıme:

(X ·A)⊛ = Ak · (X ·A)T ·A−1
k = Ak ·A

T ·XT ·A−1
k = X ·A,

odkud plyne Ak ·A
T ·XT = X ·A ·A−1

k .

Polož́ıme-li

U = Ak a V = Am,

pak U,V jsou pozitivně definitńı a plat́ı:

A ·X · V = V ·XT ·AT , X ·A · U = U ·AT ·XT ,

tedy X je vážená inverze ve smyslu definice 51.

Při vyšetřováńı involućı, při kterých má každá matice pseudoinverzi a vy-

tvořených pomoćı automorfismu komplexńı konjugovanosti σ, můžeme se omezit

na posloupnosti {An}
∞
n=0, kde matice An jsou pozitivně definitńı. Přesněji je to

podáno v následuj́ıćı větě:

Věta 65. Necht’ ⊛ je involuce vytvořená automorfismem σ a posloupnost́ı re-

gulárńıch σ-definitńıch matic {An}
∞
n=0. Pak existuje involuce ♦ vytvořená

automorfismem σ a posloupnost́ı pozitivně definitńıch matic {Bn}
∞
n=0 tak, že

každá matice A má stejnou pseudoinverzi vzhledem k involućım ⊛ a ♦.

47



D̊ukaz. Předpokládejme, že involuce ⊛ je vytvořena automorfismem komplexńı

konjugovanosti σ a posloupnost́ı {An}
∞
n=0 symetrických, regulárńıch, σ-definitńıch

matic An a pro celé nezáporné č́ıslo n položme:

εn =

{

1, jestliže An je pozitivně definitńı

−1, jestliže An je negativně definitńı,

Bn = εnAn.

Pak pro každé celé nezáporné č́ıslo n je matice Bn pozitivně definitńı a

B−1
n = εnA

−1
n . Necht’ involuce ♦ je vytvořena automorfismem komplexńı

konjugovanosti σ a posloupnost́ı pozitivně definitńıch matic Bn. Pro matici A

typu m× k a jej́ı pseudoinverzi X jsou spněny Penroseovy podmı́nky (1) a (2)

a plat́ı

A ·X = (A ·X)⊛ = Ak · (A ·X)σ ·A−1
k .

Pro involuci ♦ máme

(A·X)♦ = Bk·(A·X)σ·B−1
k = εkAk·(A·X)σεkA

−1
k = Ak·(A·X)σ·A−1

k = A·X.

Analogicky se ukáže rovnost

(X ·A)♦ = X ·A,

odkud dostáváme, že matice X je současně pseudoinverze vzhledem k involuci
♦ matice A.

6.2 Vážená inverze a norma, řešeńı systému lineárńıch

rovnic vzhledem k minimálńı vážené normě

V daľśımm budeme předpokládat, že automorfismus f tělesa komplexńıch č́ısel

C je komplexńı konjugovanost, tedy f = σ, a pro každé přirozené č́ıslo n

má matice An reálné prvky, je pozitivně definitńı a dá se též předpokládat

A1 = (1). Dvojice ({An}
∞
n=1, σ} definuje ve smyslu věty 58 involuci ⊛ a podobně

jako pro hermitovský operátor ∗ definujeme pro vektory X,Y ∈ C jejich vnitřńı

součin (X,Y ) následovně:
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(X,Y ) : = Y ⊛ ·X = Y σ ·A−1
n ·X.

Norma ||X||e vektoru X se pak definuje vzorcem:

||X||e : =
√

(X,X) =
√

Xσ ·A−1
n ·X .

Jelikož matice A−1
n má reálné prvky a je symetrická, existuje ortogonálńı

matice P řádu n tak, že

PT ·A−1
n · P = D ,

kde

D =















d1 0 . . . 0

0 d2 . . .
...

...
. . .

. . . 0

0 . . . 0 dn















a prvky d1, . . . , dn jsou reálná, kladná č́ısla. Pro X ∈ C
n položme

Z : = PT ·X =









z1
...

zn









.

Pak X = P · Z a

X⊛ = A1 · (P · Z)σ ·A−1
n = Zσ · PT ·A−1

n ,

odkud plyne

||X||2e = (X,X) = X⊛ ·X = Zσ · PT ·A−1
n · P · Z = Zσ ·D · Z,

tud́ıž

||X||e =
√
∑n
i=1 z̄izidi =

√
∑n
i=1 |zi|

2di .
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V př́ıpadě, že vektor X = (x1, . . . , xn)
T má reálné prvky xi, dostaneme

||X||e =
√
∑n
i=1 z

2
i di .

Norma ||.||e se nazývá elipsoidńı norma nebo vážená euklidovská norma

(ellipsoidal nebo weighted Euclidean norm).

Tento pojem je možno použ́ıt na systém lineárńıch rovnic (nad tělesem C

i tělesem R) podobně jako v př́ıpadě Moore-Penroseovy inverze pro definici a

vlastnost řešeńı systému lineárńıch rovnic vzhledem k nejmenš́ım čtverc̊um

s minimálńı normou náledovně:

Věta 66. Necht’ A ∈ Mmn, B ∈ C
m a necht’:

X0 = A⊕ ·B .

Pak pro každý vektor X ∈ C
n, X 6= X0 plat́ı

(1) ||A ·X − B||e > ||A ·X0 − B||e

nebo

(2) ||A ·X − B||e = ||A ·X0 − B||e a ||X||e > ||X0||e .

Vektor X0 můžeme pak nazvat řešeńı systému lineárńıch rovnic vzhledem

k minimálńı vážené normě.
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