MATEMATICKA LOGIKA - cviéeni

1 Vyrokova logika

1.1 Vyrokové formule

e Pravdivostni tabulka formule: pfifazeni pravdivostnich hodnot 0,1 ke kazdému
ohodnoceni proménnych

e Tabulka pravdy formule: vybér viech fadku z pravdivostni tabulky formule
nabyvajicich pravdivostni hodnoty 1

o Tabulka nepravdy formule: vybér viech fadku z pravdivostni tabulky for-
mule nabyvajicich pravdivostni hodnoty 0

1. Tabulkovou metodou rozhodnéte, zda je dand formule tautologie:

(a)
(A= B)A(C = D))V (=(AV C) — (BV D))

A[B|IC|DJ(A = B A (C = DY][V]I= A v 0 = (B vV D)
1(1]1]1 1 1 1 1 1 1
1(111]0 10 1 1 1
1101 110 1 1 1
171100 110 1 1 1
11011 110 1 1 1
1101 1]0 10 1 1 1
1101071 10 1 1 1
170100 110 1 1 1
O(1(1]1 110 1 1 1
011110 110 1 1 1
0101 1 1 1 1 1 1
01010 1 1 1 1
00|11 10 1 1 1
0j]0111]0 110 1 1 1
010101 0 1 1 0 1 1
0000 0 1 1 0 1 1

(b) (A= B)A(C — D)) — (AVC) — (BV D)) [je tautologie]

(¢c) ((AvC)—= (BVD))— ((A— B)A(C — D)) [neni tautologie]

2. K dané pravdivostni tabulce najdéte formuli vyrokové logiky a zjednoduste
ji

(a)

OO OO H RF|N
= == Ry
orororo QA
O = OO - O O
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()

Reseni: ¢ = (AANBAC)V(AANBA-C)V (AAN-BA-C)V(-AA

distribut.

~BAC) P (ANBA(CVAC))V (B A((AA=C)V (ANC)) =

(AANB)V (-BA (A e =(0))

Jiné feseni: ¢ = (AABAC)V(AABA-C)V(AA-BA-C)V(~AA-BA

distribut.

0) 2 (AN (BAC)V (BA=C)V (~BA-C)))V (~AA-BAC) =
(AN (BV=C)V (~AA=(BV-C)) =A< (C= B)

A|B|C

Tabulka pravdy pro ¢

1)1
010
171
0|0

1
1
0
0

Reseni: pomoci Carnaughovy mapy C

ANB | -AANB | -AAN-B | AAN-B
1* 1* 0 0
-C 0 0 1% 1%

7 blokti oznacenych * nebo #x (obdélniky o rozmérech 2* x2') dostavame
formuli: (BAC)V (=B V ~C), coz je ekvivalentni B < C.

A|B|C
1111
1({1]0
Tabulka nepravdy pro ¢ 11olo
0111
01110

OO OO OO OO HKEF H KH =
OO0 ORHEHREFEFOOOORRFKF R
OOHHOO)—‘HOO)—!)—IOOH)—IQ
OO RORFROHORORORHORT
OO OO OO PR OR RO IS
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(e) Tabulka pravdy pro ¢

SO O R R~ KR~ H
— =0 o~
OR R OF~ORRO
cororoorly

. Aritemticky zjistéte, zda se jedné o tautologii:

(a)
¢p=(A—= (BANC)) = (A— B)

Reseni: Necht a = v(A),b = v(B),c = v(C). Pak v(¢) = 1 — v(A —
(BAC)4+v(A—= (BANC)v(A—-B)=1-(1—a+abc)+(1—a+
abe)(l —a+ab) =1

(b) p=(A< —-B) < (A< B)
(c) p=(A& (BV(O)) — (mA— —B)

1.2 Normalni tvary

. Pievedte formuli do DNF a CNF

(a) (FBVC)A(mAV(CV-B))A(—(AAB)V-C)
Reseni: (-BVC)A(=AV (CV-B))A(-(AAB)V~-C) = (=BVC)A
(RAV =BV C)A(=AV =BV -C) = (-BVC) A (=AV =BV -C)
(CNF)
(=BVCYA(mAV-BV-C) = -BV(CAN(—=AV-C))) = =BV (=AAC))
(DNF)

—~BV (mAAC)) = (~AV -B) A (~BV C) (CNF)

(b) (AV B) = (BAC)
() ((AVC) — (BV D)) — (A— B)A(C — D))

. Prevedte formuli do tiplného normalniho tvaru: CDNF a CCNF (pokud

to jde)

(a) (AVBVC)AN(AVB)A(=(AAB)V-C)
(b) =((AAB)V(BAC)))

(¢) =B = ((mAAB)— ()

(d) (AvC)—= (BVvD))— ((A— B)A(C — D))

. Najdéte vsechny formule v DNF a CNF o 2 proménnych logicky ekvi-

valentni s formuli (az na pofadi literdlu a disjunkci s kontradikei, resp.
konjunkei s tautologii)
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(a) (A— B) ——A
Reseni DNF: 1) =(=AV B)V-A = (AA-B)V -4
2) (AN-B)V-A=(AAN-B)V (mAA-B)V (-AAB)
3) (AN=B)V(mAAN-B)V(-AAB) = ((AV-A)A-B)V(-AAB) =
(~AAB)V-B
4) (AN-B)V-AV (mAAB)V-B=-AV-B-jeiv CCNF (dalsi
CNF nejsou)

(b) (A= B)AA
7. Ptevedte obecnou formuli v DNF do CNF a naopak.

(a) pomoci distributivity
(b) pomoci duality a iplného tvaru (CDNF — CCNF)

8. Pomoci duality najdéte formuli odpovidajici tabulce nepravdy

(= e e N
— =~ o~
o R OO QA

HOHHOO@

9. Necht formule ¢ a ) jsou zadany nésledujicimi tabulkami pravdy. Pomoci
duality najdéte tabulku pravdy pro formuli ¢V a vyjadiete tuto formuli.

A|B|C|D A|B|C|D

— = O =

— = O =

0
1
1
0

o O = O

1
1
0
0

oo o

111
111
110
011

Regeni: Mnozina fadku tabulky pravdy pro ¢ V 4 je sjednocenim mnozin
radku tabulek pravdy pro ¢ a 1. Tedy

A[B[C]|D
T]1[1]1
1{1]0]0
1{of1]1]}
1{of1]o0
o[1|1]0
0l1]0]0

tj., (AAC) ¢+ (B — D)

1.3 Algebraicka struktura vyrokovych formuli

e P - mnozina vyrokovych proménnych

e F(P) - mnozina vyrokovych formuli nad P
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e F(P) = F(P)/ = - mnozina tiid logické ekvivalence

10. Dokazte, ze

a) na F(P) jsou dobfe definovdny operace =, V, A, —, <>

b) (F(P),V), je monoid s nulovym prvkem,

¢) (F(P),N) je polosvaz,

d) (¢,%) € p & ¢V =1 definuje uspordddni p s nejmensim prvkem L

a nejvétsim prvkem T.

e) F(P) tvor{ Booleuv svaz.
11. Necht J je mnozina atomii svazu F(P)
a) Popiste prvky mnoziny J,
b) najdéte bijekei J — P(P),
¢) dokazte, ze F(P) = P(J) na drovni Booleovych algeber.

12. Na kazdé Booleové algebie (L, V, A, ,1,0) je definovéna struktura okruhu
(L4, ), kdez+y=(xAy)V (@ ANy)axz-y=zAy.

a) Popiste strukturu Booleova okruhu (F(P), +, -), uvedte co jsou operace
+,
b) Dokazte, ze (F(P), <>, T) tvofi grupu a urcete jeji fad,
¢) Dokazte, ze (F(P), <>, V) tvoii okruh.
d) Najdéte izomorfismus okruhu (F(P),«,V) — (F(P),+,-).
13. Necht X je mnozina, s : P — P(X) je zobrazeni a uvazujme pro kazdé

A € P vyrok (A,z) = (z € s(A)). Nyni pro kazdou n-arni vyrokovou
spojku (A4, ..., A,) definujeme

a(s(Ar),...,s8(4y)) ={z € X |v(a((A1,2),...,(An,x))) = 1},

kde 7(—) je pravdivostni hodnota formule.
Volme P = X a s(A) = {4}.

a) Dokazte, ze pomoci operaci V, L vygenerujeme celou mnozinu P(X) a
pro kazdou formuli obsahujici n proménnych definuje « n-arni operaci
na P(X).

b) Uvedte, kterym mnozinovym operacim odpovidd =, A, =, ¢, |;4, XOR?

¢) Najdéte izomorfismus o : F'(P) — P(X) zachovavajici vSechny vyrokové
operace, tj. o(a(A1,...,Ap)) =a(o(A1),...,0(An)).

d) Pomociizomorfismu o1 definujte operaci na F(P) odpovidajici mnozinovému
rozdilu.

e) Pomoci izomorfismu o a (12a) najdéte Booleovsky okruh na mnoziné
P(X) a popiste jeho operace.

f) Popiste okruh na P(X) vznikly pomoci o z okruhu (F(P), <, T).
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14. Pro kazdou formuli a obsahujici n proménnych definujme n-arnf relaci a
na mnozinach, kde

Q(A1,... An) © a(s(A1),. .., s5(A)) = X.

a) Popiste relace =, V, A, =5, </—>\,T, 1, XOR
b) Vyjadrete pomoci vhodné relace & disjunktnost.

c¢) Popiste vztah relaci @ a =& pro libovolné a. D4 se pomoci — vyjadiit
opacnd relace k a?

1.4 Hledani neznamé vyrokové formule

15. Popiste mnozinu vSech formuli ¢ takovych, ze nésledujici vyrokova formule
je tautologie:

((AV B) = ¢) = (¢ = (-BAA))

Reseni: Doplnime tabulku zndmych hodnot

A B|((A v B — d) | = | (¢ - (= B A
L1y 1 1 v(@) v(g) | 1 |v(@) v(=¢) 0 1 0
1 0|1 1| - 1 1 0 1
0 110 1 1 w@g) vg)|1l]v@) v(-¢) 0
0 0j]0 0 0 1 1| - 1 0 0

V 1. a 3. pifpadé mdme v(¢p — —¢) = 1, tedy v(¢) = 0. Protoze v
dalsich dvou pravdivostni hodnota formule nezavisi na hodnoté v(¢),
muzeme volit minimélni, resp. maximéln{ feseni doplnénim 0, resp.

1.:
A B ¢min ¢maa:
1 1 0 0
1 0 0 1
0 1 0 0
0 O 0 1

Tedy ¢ € [L,-B].
(a) (A= B)—= (C — (A — 9¢))

[~AAC,T]
(b) =B < (A — —9))
0
(c) ¢ = (A= (BV9))
F(A, B)
(d) (AAN=BA(CV=¢))V(pN(BVC))
[FAANB,BVC(]

(e) (C—=(AV=9))A(B—(C—(pV~—4)))
[BA-C,AV ~C]
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(f) Soustava tautologif:

i. (A= B)—=(pVvC)

ii. (BAC)— (AV )

iii. ¢ > (A — (BVv())
Névod: najdeme Feseni pro kazdou tautologii zvlast a pak vhodnou
operaci na mnozinach feseni dostaneme vysledek.

1.5 Generovani a baze spojek vyrokové logiky

16. Popiste systém spojek arity n vygenerovany nasledujicimi mnozinami:

(a) {V}, libovolné n

(b)

(©)

—~

d

e

t

)
)
)
)

Reseni: Z asociativity V hned plyne, ze jediné formule jsou \/,.; A;.
{—>}, n=2

Reseni: zjevné plati: (A - B) = B AVB, A—- A>T, (A—
A) - A= A. Tedy mdme 6 bindrnich spojek o proménnych A, B:

A/ B|A—-B|B—-A|T|A|B|AVB
11 1 1 11111 1
110 0 1 11110 1
011 1 0 1101 1
010 1 1 1100 0

Vzhledem k tomu, Ze pii ohodnoceni proménnych v(A) = 1, v(B) =
1, je pravdivostni hodnota implikace rovna 1, jediné dalsi piipustné
spojky jsou

A B AANB A+ B
1 1 1

1
1
0
0

oS = O

0 0
0 0
0 1

Predpokladejme, ze 7 je minimalni (vzhl. k relaci podformule) formule
slozend z — ekvivalentni s AA B. Tedy 7 = ¢ — v pro né&jaké formule
¢ a ). Protoze ale AN B je nepravdivé, pravé kdyz je pravdivé aspon
jedna proménné z A a B a soucasné kdyz je pravdivé ¢ a nepravdivé
1, znamend to, ze ¢ je pravdivé ve vSech piipadech, kdy je aspon
jedna z proménnych nepravdiva. Tedy ¢ je tautologie (dle tabulky),
proto ¢ musi byt pravdivé pravé tehdy kdyz jsou soucasné A a B
pravdivé, tedy ¢ = A A B, coz je spor s minimalitou 7. Dukaz pro
A + B vytvoite analogicky sami.

<>, n libovolné
Népoveda: Vyuzijte (12b).

{+} (XOR), n=1,2,3
{V,A}, n=1,2,3
{+,A},n=1,2

g {+’_|}’n:1’2
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17. Pfevedte formule =A, AV B,AAB,A — B,A <+ B,A|B,A| B,A+ B
do systému:

18. Vhodnou binarni spojkou dopliitte danou mnozinu na béazi vyrokovych spo-
jek.

(a) {<}
[{<,*}, kde Ax B=AA-B]

(b) {+}
[{+ =}

1.6 Elektrické sité

19. Rozhodnéte, zda jsou dané dvé sité ekvivalentni:

A B -C
-A
B
B C -B
C A
B -C

Regeni: cesty (posloupnost sepnutych vypinaéu) odpovidajici pruchodu
proudu zaznamendme do Carnaughovy mapy:
ANB|-AANB|-AAN-B | AAN-B
C 1* 1* 0 0
-C 0 0 1% 1**
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20. Minimalizujte sit:

A -B

B -B

C
-B -A

C
21. Najdéte negaci sité:

A -B
-A c
-B
-B -A

C

22. Najdéte minimalni ekvivalentni sit X, pokud existuje, tak aby sit S, ktera
ji obsahuje, byla trividln{ (tj. tautologickd):

(a)
S = -X A
-A B -C
-C B X
Resent:
Sit prevedeme na formuli a upravime do DNF

¢ (=X VAV (<C A C)) A(AV (B A=C)V X)

("X NA)V(BA-C)V (X N-A)
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(To se d& provést pomoci Carnaughovy mapy.) Nésledné vytesime
problém tautologie protuto formuli s neznamou X. MuZeme vyuzit
DNF, coz umozni snazsi orientaci ve pravdivostnich hodnotéach:

A B ClV A (A -X) A (B -C) A (A X)|X
1 1 1]-X =X 1 -X 0 1 0 0 0 0
1 1 0 1 -X 1 -X 1 1 1 0 0 —
1 0 1|-X -X 1 =X 0 0 0 0 0
1 0 0]-X —-X 1 -X 0 0 0 0 0
0 1 1| X 0 X 1 X |1
0 1 0 1 1 1 1 X 1 X | -
00 1| X 0 X 1 X |1
00 0] X 0 0 X 1 X |1

Vysledna mnozina formuli se pfepise zpatky do Carnaughovy mapy.
ANB | -AANB | -AAN-B | AAN-B

c 0 0 1* 1*
-C 0 — —* 1*

Polozky — doplnime tak, aby vznikla formule méla miniméln{ tvar, tj.
aby vzniklo co nejméné piipustnach obdélniku. Reseni (oznaceno )
dava formuli —A. Tedy ——A — je hledand minimaln{ sit.

S = A X
B C -B -X
-A -C
(c)
S = —-A B -X
A C R ——
A X -C
(d)
S = =D -A -B C
-X A -C
D D -X

—-A B X X C -B

-D
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1.7 Dukazovy systém

23. Na zdklade formalniho diukazového systému dokazte nésledujici tvrzeni (s
uzitim znalosti uvedenych tvrzeni):

a) A-BFC — (A— B)

b) -B,A —- (A — B) b —A; (zndme o : A+ A 5 : ——A F A
v:AE —-A)
Névod:0)pfedpoklady, 1) A2, 2) MP (0,1), 3) «, 4) MP
predpoklad —=—A, 6) 3, 7) MP (5,6), 8) MP (7,4), 9) v, 10)
11) VD, 12) A3 13) MP (13,12), 14) MP (0,13)

¢c) A= (B—=C),-B—-AFA-=C
Stru¢ny navod: pouzijte predpoklady, axiomy A2, A3 a nékolikrat
pravidlo odloucenti.

(2,3), 5)
MP (8,9),

2 Predikatova logika

2.1 Sémantika

24. Méjme jazyk L s jednim binarnim predikdatovym symbolem a formule ¢ =
Jwp(z, x)
X = p(z, ) = 32p(z,2)
¥ = 3x3yp(z,y)
a necht T' = {¢, x}. Uvazujme realizaci M s univerzem Z, kde

(a,b) € pp < nsd(a,b) =1

a ohodnocen{ proménnych e, kde e(x) = 2,e(y) = 1,e(z) = 4. Rozhodnéte
a zduvodnéte, zda plati:

25. Uvazujme jazyk L s rovnosti, binarnim predikatovym symbolem p, nularnim
funkénim symbolem e a bindrnim funkénim symbolem f.
Necht M je takovd realizace jazyka L na univerzu Z vsech celych &isel,
kde
pm(m,n) & existuje celé ¢islo k, kde km = n,

6./\/1207
fM(m7n) =m—-n.

Doplite nésledujici tabulku (v = pravda, x = nepravda).
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

MEa | ME -

p(z,y) = fl@,y) = (yw)
ple,x) = ply, f(z,y))
Jzvy(p(z,y) — —p(y, x))
p(z,e) Vply, f(z,y))

Uvazujme realizaci R jazyka s jednim binarnim predikatovym symbolem p,
rovnost{ a bindrnim funkénim symbolem f s univerzem R, kde pz(a,b) <
a<ba fr(a,b)=a+b.

a) Rozhodnéte, zda R = Ty a R = Tag, kde Ty, resp Tag jsou teorie
usporadani, resp. komutativnich grup.

b) Najdéte formuli ¢, kterd bude pii ohodnoceni proménnych e(z) =
a,e(y) = b, e(z) = c znamenat, Ze existuje trojihelnik o stranich a, b, c.
¢) Rozhodnéte, zda
) Ty UTagF o
ii) Ty UTac U{¢} - p(a, f(a,b))
iii) Ty UTac U{é} F p(f(a,b),b)
Ty UTyq U {¢} =

V jazyce s jednim bundrnim funkénim symbolem f a rovnosti uvazujeme
realizaci M s univerzem Z, kde faq(a,b) = a + b. Najdéte formuli vy-
jadiujici vlastnost a < b pro a,b € Z.

2.2 Formule predikatové logiky
2.3 Dikazovy systém

Sestrojte dukaz véty o(z,y) - ¢y, x).

Névod: Piedpoklad: ¢(z,y). Nésleduje 2x pravidlo zobecnéni, axiom sub-
stituce, pravidlo odlouceni, axiom substituce, pravidlo odlouceni, pravidlo
zobecnéni, axiom substituce, pravidlo odlouceni.

Dokazte formuli

¢ =VaVyp(z,y) = Va(p(z, ) — Yyp(z,y))

dle nésledujictho ndvodu:

Vezméte vhodnou formuli jako predpoklad, potom uzijte
axiom substituce,

pravidlo odloucenti,

axiom Al,

pravidlo odlouceni,

pravidlo zobecnéni,

vétu o dedukei.

Dokazte formuli n = Vz(¢p — ) — (Vo¢p — Vay), Struény ndvod:
pouzijte AS, MG, opakované MP a VD.

N ote W

FVz(¢p — ¢) — (3¢ — ) s pouzitim tautologie 7 = (A — B) — (=B —
—A) a véty n vyse. Ndvod: 0) pfedpoklad, 1) AS, 2) MP, 3) 7, 4) MP 5)
MG, 6) n, 7) MP, 8) 7, 9) MP, 10) zjednodusen{ (—\Vx—\ > ), 1) V

)
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32.

33.

34.

2.4 Prenexni tvary

Pievedte formuli do prenexniho tvaru:
VyVad(x,y) = Ve-(3z¢(2) A dy, x))

Ptevedte do prenexniho tvaru formuli 3y(Vaq(z,y) — Vap(z)) — (323yp(y) —
Vyvq(y, x)).

Pomoci v prenexniho tvaru rozhodnéte, zda jsou dané formule logicky
ekvivalentni.

2) & = Ve(@up(u,y) — JyF(Vagy, 2) — Fop(v, 2)), B = Valp(a,y) —
Ve (Veq(x, z) — Jzp(y, 2

)

b) a = Jz(Fup(u,y) — YyIu(Vyq(y,z) — p(z,u))), B = Va(p(z,y) —
IyVa(Vaq(z, 2) — Izp(y, 2))).

c) a= (Vz)(Vy(p(y, 2) = Vzq(y, 2, 7)) = F2(Juq(y, u, v) — J23zq(y, 7, 2))),
B = 3aVy(p(y, z) = V2q(y, 2z, 2))) = YaIy(Juq(y, v, x) — Ir32q(y, 7, 2))



