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1 Uvod

1.1 Predmét matematiky

Ve 20. stol. se matematika stala konglomeratem teorii, které se zabyvaji studiem
vlastnosti pfesné charakterizovanych souhrnu objekt, jako jsou mnoziny, ¢isla,
usporadané mnoziny, grupy, okruhy, apod. Hovorime pak o teorii mnozin, teo-
rii Gisel, teorii usporadanych mnozin, terii grup, teorii okruhu, teorii téles, apod.
P rozvoji matematickych teorii se klade duraz také na studium vztahu mezi je-
jich objekty (zobrazeni mezi mnozinami, izotonni zobrazeni mezi usporadanymi
mnozinami, homomorfismy mezi grupami, apod.), takze predmétem moderni ma-
tematiky je cilevédomé studium tzv. matematickych struktur.

Predmétem studia matematické logiky jsou pravé matematické teorie, které
jsou budovany formou definic, tvrzeni a jejich dukazu. Tvrzeni se dokazuji dedukci
za pouziti presného vymezeni pojmu, tedy na zakladé formalizované logického
systému. Strucné receno, (matematickou) logikou rozumime

— analyzu metod spravného usuzovani a
— zkoumadni matematickych dukazu.

Hlavnim tkolem logiky je studium zakont, jimiz se fidime pii odvozovani dusledku
tak, abychom dochézeli k zavérum vyplyvajicim z vychozich predpokladu. Predmétem
studia jsou matematické teorie, jejich jazyk a dukazové metody.

1.2 Nastin historie

Zakladatelem logiky je Aristoteles (ktery zkoumal tzv. kategorické tsudky). Ideu
logického kalkulu poprvé formuloval G. W. Leibnitz. Prvky moderni matematické
logiky se objevuji v 19. stol. v souvislosti s prestavbou pojmu matematické analyzy
na aritmetickych zakladech a v souvislosti s objevem neeuklidovskych geome-
trif. Matematicka logika se zformulovala v poloviné 19. stoleti pracemi G. Boo-
lea, k jejimu rozvoji vyznamné prispéli také J. G. Frege, B. Russel, D. Hilbert.
Silnym impulsem byla Cantorova teorie mnozin a snaha o odstranéni paradoxu te-
orie mnozin — vedla k nahrazeni intuitivni teorie mnozin axiomatickymi teoriemi
(napt. Zermelo-Fraenkelovou). Vzniklo vSak nebezpeci objeveni novych paradoxu.
Otézka bezespornosti axiomatickych teorii vedla v r. 1920 D. Hilberta k formulaci
tzv. programu formalizace matematiky:.

1.3 Axiomaticka vystavba matematickych teorii

Je zalozena na axiomech — vychozich tvrzenich dané teorie, ktera se nedoka-
zuji, jejich platnost se predpoklada. Z axiomu se dedukci odvozuji dalsi tvrzeni
— dusledky. Zakladnim pozadavkem je bezespornost — dusledkem axiomu nesmi
byt néjaké tvrzeni a soucasné jeho negace. Vedlejsim pozadavkem je mezdvislost
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axiomiu — zadny axiom neni dusledkem zbyvajicich axiomu. Matematické teorie
je pak mozno formalizovat, tj. zapsat pomoci specialnich znaku — symbolu. Tvr-
zeni dostanou podobu zvlastnich formuli — slov sestavenych urcitym zpusobem
z danych symbolu. Pravidla odvozovani dusledku pak prejdou v uréité jednoduché
operace s témito formulemi. Formalizovand axiomatickd teorie je ddna

symboly - tvori abecedu dané teorie,
formulemi - urcita slova v této abecedé, ktera tvori jazyk teorie,
axiomy - vychozi tvrzeni dané teorie zapsana pomoci abecedy jako jisté formule,

odvozovacimi pravidly - pravidla pro manipulace s formulemi, pomoci kterych
odvozujeme z axiomu dusledky.

Cilem Hilbertova programu bylo dokazat bezespornost silnych matematickych te-
orii pomoci kombinatorickych manipulaci s formulemi. K. Godel vsak v r. 1931
svymi vétami o netplnosti ukézal, ze Hilbertiv program nelze uskutecnit.

2 Vyrokova logika

Vyrokova logika (vyrokovy pocet) zkouma zpusoby tvorby slozenych vyroku z danych
jednoduchych vyroku, zévislost pravdivosti (resp. nepravdivosti) slozeného vyroku
na pravdivosti vyroku, z nichz je slozen. Tvorbu nejjednodussich vyroku zde dale
neanalyzujeme. Vyrokova logika je predstupen k budovani bohatsich logickych

systému.
Bud' P neprazdnd mnoZina symboli, které nazyvame provotni formule. Zpravidla
je znaCime pismeny p,q, ..., ptipadné s indexy p1,ps,.... Prvotni formule hraji

ulohu jednoduchych vyroku. Slozené vyroky vytvaiime z jednoduchych pomoci
logickyjch spojek:

- negace,

A konjunkce,

V disjunkce,

— implikace,

> ekvivalence.

Symboly jazyka Lp vyrokové logiky (nad mnozinou P) jsou prvky mnoziny
P, logické spojky a zévorky (,). Ulohu slozenych vyroku hraji vjrokové formule
jazyka Lp definované nasledovneé:

(i) Kazd4 prvotni formule p € P je vyrokova formule.

(ii) Jsou-li A, B vyrokové formule, pak (—A),(AAB),(AVB),(A — B),(A < B)
jsou také vyrokové formule.

(iii) Kazda vyrokova formule vznikne koneénym poctem uziti pravidel (i), (ii).

Kazda vyrokova formule je kone¢nd posloupnost symbolt jazyka Lp, kterd vznikne
podle predchozich pravidel.
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2.1 Zavislost pravdivosti vyrokovych formuli na pravdivosti prvotnich
formuli

Pravdivostni ohodnocent prvotnich formuli je lib. zobrazeni v : P — {0, 1}, tj. zob-
razeni, které kazdé prvotni formuli p € P prifadi hodnotu 0 (nepravda) nebo
1 (pravda). Indukei podle slozitosti formule definujeme rozsiteni v zobrazeni v
na mnozinu vSech formuli jazyka Lp:

(i) v(p) = v(p) pro kazdé p € P,

(ii) jsou-li A, B vyrokové formule, pak v(—A),v(AAB),v7(AVB),7(A — B),7(A <
B) v zévislosti na v(A), v(B) se definuje podle nésledujici tabulky:

T(A) 9(B) |5(-A) [9(AAB) |5(AV B) [9(A = B) | 9(A & B)

0 0 1 0 0 1 1
0
1
1

1 1 0 1 1 0
0 0 0 1 0 0
1 0 1 1 1 1

Rikdme, ze vyrokovéa formule A je pravdivd pri ohodnocend v, jestlize T(A) =
1. Rikdme, Ze vyrokova formule A je tautologie, jestlize v(A) = 1 pro libovolné
ohodnoceni v. Piseme = A.
Nasledujici vyrokové formule jsou tautologie:
AV A zdkon vylouceného tietiho,
-—-A < A zakon dvoji negace,
—(AAN—-A) vylouéeni sporu.

Tautologie jsou pravdivé bez ohledu na pravdivost svych prvotnich formuli.
Pravdivost tautologie je déna pouze jejim syntaktickym tvarem. Rekneme, ze
vyrokové formule jsou logicky ekvivalentni, pravé kdyz v(A) = v(B) pii kazdém
pravdivostnim ohodnoceni v. Formule A, B jsou logicky ekvivalentni, pravé kdyz
formule A <+ B je tautologie.

Pro kazdé dvé vyrokové formule A, B jsou nésledujici dvojice logicky ekviva-
lentni formule:

A<B ... (A= B)A(B—A)
A—-B ... -AVB

A—B ... —(AAN-B)

AV B —\(—|A/\—|B)

ANB —\(—\A\/—\B)

AV B -A— B

ANB —|(A—>—|B>

Disledek: Kazdé vyrokova formule je logicky ekvivalentni nékteré vyrokové
formuli, v niz se vyskytuji pouze logické spojky —, —. Totéz plati pro dvojice =, A
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a —, V. Je vyhodné nepracovat se vSemi spojkami, ale zvolit napt. =, — za zakladni
spojky a ostatni spojky pomoci nich dodefinovat.
Lze definovat nové logické spojky | (Nicodova spojka) a | (Shefferova spojka):

v(A) ©(B) |9(Al B) |9(A|B)
0 0 1 1
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 0 0
Pak A | B je log. ekvivalentni -AAN-B
A | B -AvV-B
-A Al A
-A Al A
ANB (AL A) L (B B)
AV B (A A)|(B]B).

Kazdéa vyrokova formule je logicky ekvivalentni nékteré vyrokové formuli se-
strojené pouze pomoci log. spojky | nebo pouze pomoci log. spojky |.

Definice pravdivosti ptimo davé algoritmus k urceni toho, zda dana formule A
je tautologie. Pravdivost formule A pii ohodnoceni v zavisi pouze na hodnotach
v(p) prvotnich formuli, které se vyskytuji v A. Mnozina P4 vsech téchto prvotnich
formuli je konec¢na. Staci tedy zkontrolovat jen koneény pocet zobrazeni Py, —
{0,1}. M&-li P4 n prvku, pak téchto zobrazeni je 2™.

2.2 Dokazatelnost ve vyrokové logice

Déle chceme studovat dokazatelnost ve vyrokové logice. K tomuto ticelu je vyrokova
logika budovana alternativnim ptistupem — jako formalni axiomaticka teorie (tzv.
Hilbertova typu).

2.2.1 Formalni axiomaticky systém vyrokové logiky

Abeceda - mnozina P prvotnich formuli,
- symboly pro logické spojky —, —,
- pomocné symboly (,) pro zdvorky.
Formule - vSechny prvotni formule jsou formule,
- jsou-li A, B formule, pak také (—A) a (A — B) jsou formule,
- kazda formule vznikne koneénym poctem pouziti predchozich dvou pravidel.
Jazyk - abeceda a formule tvoii jazyk vyrokové logiky.
Axiomy - nekonetné mnoho axiomu zadanych pomoci nasledujicich tii schémat.
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Pro libovolné formule A, B, C' je kazda formule nékterého z nésledujicich ti{ tvaru
axiomem vyrokové logiky:

(Al) A—(B—A)

(A2) (A= (B—=C))—=((A—=B)—=(A—=0))

(A3) (-B—-A)— (A— B)

Odvozovaci pravidlo — jediné pravidlo, které se nazyva modus ponens (pravidlo
odlouc¢eni) a znaci se MP: Z formuli A, (A — B) se odvodi formule B. Formule
A, (A — B) se nazyvaji predpoklady a B zavér odvozovaciho pravidla MP.

Definice 2.1. Dikazem ve formalni vyrokové logice rozumime libovolnou kone¢nou

posloupnost Ay, ..., A, vyrokovych formuli takovou, ze pro kazdé ¢« < n formule
A; je bud axiomem nebo je zaverem pravidla modus ponens, jehoz predpoklady
jsou mezi Ay, ..., A;_1. Rekneme, ze formule A je dokazatelnd ve vyrokové logice,

jestlize existuje dukaz, jehoz posledni formuli je formule A; piseme pak - A.

Véta 2.1. (O korektnosti) Libovolnd dokazatelnd formule vijrokové logiky je tau-
tologie.

Dikaz: Nejprve se presvédéime, ze vSechny axiomy vyrokové logiky jsou tau-
tologie. Muzeme pouzit tabulkovou metodu. Méjme axiom (Al) a pro libovolné
ohodnoceni v uvazme vSechny moznosti:

v(A) T(B)|t9(B—A) | 7(A— (B— A))
0 0 1 1

0

1

1

1 0 1
0 1 1
1 1 1

Takze 7(A — (B — A)) = 1 pro kazdé ohodnoceni v, tedy (A1) je tautologie.
Analogicky ovérime (A2),(A3).
Muzeme pouzit také nepiimou metodu. Uvazme axiom (A3): Kdyby v bylo ohod-
noceni takové, ze v((- B — = A) — (A — B)) = 0, pak nutné 7(A — B) = 0,
odtud nutné v(A) = 1, 9(B) = 0. Pak ovsem ©(—A) = 0, v(—B) = 1, takze
(=B — —A) = 0. Potom ale v((—-B — —A) — (A — B)) = 1, coz je spor. Tedy
(A3) je tautologie. Podobné lze ovérit, ze (Al) a (A2) jsou tautologie.
Zbyva ukazat, ze odvozovaci pravidlo je korektni, tj. ze jsou-li predpoklady A,A —
B tautologie, je i B tautologie. Je-li ovéem v lib. ohodnoceni, pak T(A) = 1,7(A —
B) =1, odtud a z definice pravdivostniho ohodnoceni pro spojku — ihned plyne
v(B) = 1,tedy B je tautologie. Kazda dokazatelna formule je proto tautologie.

4
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Budeme potiebovat zobecnéni pojmu dokazatelnosti. Necht T' je mnozina for-
muli vyrokové logiky. Rekneme, ze koneénd posloupnost formuli Ai,..., A, je
dukazem formule A z predpokladu T, jestlize A, je formule A a pro lib. 1 < n
plati: A; je bud axiom vyrokové logiky nebo formule z T nebo A; je zdvérem
odvozovaciho pravidla modus ponens, jehoz predpoklady jsou mezi Ay, ..., A; ;.
Rikdme, ze formule A je dokazatelnd z predpokladi T, piseme T F A. Pozname-
nejme, ze (v dusledku pravidla modus ponens) z T F Aa U F A — B vyplyvé, ze
TUU + B (sta¢i dukaz formule A — B z predpokladu U napsat za dikaz formule
A 7z predpokladu T a jako posledni ¢len pripsat formuli B).

Smeétrujeme k dukazu toho, ze axiomaticky systém vyrokové logiky je tuplny, tj. ze
kazda tautologie je dokazatelna.

Lemma 2.2. Pro lib. fromuli A je dokazatelnd formule A — A, tj. H A — A.

Dikaz: Nasledujici posloupnost formuli je dukaz formule A — A:

(1) A=-((A—A) — A (A1)
2) A= (A=A —-A)) > (A= (A—=A4)—> (A= A4) (A2
B) (A= (A—=A4)— (A=A (1),(2) MP
4) A= (A—A) (A1)
(5) A=A (3),(4) MP
O
Pozn.:

(1) je (A1) pro volbu A, A — A za A,B
(2) je (A2) pro vlobu A, A - A, Aza A, B,C
(3) je zéver pravidla MP z predpokladu (1),(2)

Véta 2.3. (O dedukci) Necht T je mnoZina formuli, necht A,B jsou formule.
Potom T - A — B, prdvé kdyz T U {A} + B.

Pozn. Budeme strucéné psat 7', A misto T'U {A}.

Dikaz?=": Je-liT - A — B, potom existuje posloupnost formuli A,..., A4, 1,4 —
B, jez je dukazem formule A — B z predpokladu T'. Pak A, Ay, ..., A,_1, A —
B, B je dukazem B z predpokladu T, A.

7 «<": Pfredpoklddejme naopak, ze T, A = B. Necht posloupnost A;,..., A,_1, B je
dukaz formule B z predpokladu T, A. Oznacme také A, formuli B. Ukazeme,
jak tento dukaz pretvorit na dukaz A — B z predpokladu T'. Indukei ukazeme,
zepro j <nplatiT + A — A;. Tim pro j = n dostaneme T' - A — B.

Predpokladejme tedy, ze pro vSechna ¢ < j jsme jiz dikazy formuli A — A;
z predpokladu T sestrojili. Konstruujme dukaz formule A — A; z predpokladii
T'. Mohou nastat 3 pripady:
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a) Je-li A; axiom nebo formule z T', pak nésledujici posloupnost

(1) A (axiom nebo formule z T')
(2) A= (A=A (Al
(3) A— A (1),(2) MP

je dikazem A — A; z predpokladu T.

b) Je-li A; = A, pak dle pfedchazejiciho lemmatu F A — A, tedy tim spise
THA—= A

Poznamenejme, ze pro 7 = 1 mohou nastat pouze predchozi dva ptipady.

¢) Necht nakonec 4; je zdvérem pravidla modus ponens, jehoz predpoklady
jsou mezi formulemi A;, ¢ < j. Tyto predpoklady musi byt tvaru A, pro
r < j, A, = A,. Podle indukéniho pfedpokladu mame 7' = A — A,,
THA— (A — A).
Déle, uvazujme axiom (A2) pro volbu A, A,, A; za formule A, B, C, tj.
axiom

F(A—= (A = A4)) = (A= A4) = (A= 4))).
Dvojim pouzitim pravidla modus ponens dostaneme nejprve
TH(A—A)—(A— Aj) apak
THA—= A,

Véta o dedukei je dokézana.

Lemma 2.4. Pro lib. formule A, B je
(a) F =A — (A — B)
(b) F-—A— A
(C) FA—-—A
(d) - (A— B) — (-B — —A)
(e) - A— (=B — —(A— B))
f)F (A= A) = A

Dukaz:
(a) (1) F—-A—= (=B — -A) (A1)
(2) -AF -B—-A VD
3) F(-B——-A)— (A— B) (A3)
4 —-A+HA—>B (2),(3) MP
(5) F-A—(A— B) VD
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(b) (1) F 24— (A — —-—-A) podle (a)
(2) ——AF —-A— -4 VD
3) F(mA—=—-—2A) = (-—A— A) (A3)
(4) ——AF-—A— A (2),(3) MP
(5) ——AF A VD
(6) F-—A— A VD
(¢) (1) F—-—2A—-A podle (b)
(2) F (74— —2A) = (A— ——A) (A3)
3) FA——--A (1),(2) MP
(d) (1) ——AFA VD, podle (b)
(2) A-BFHA—B
3) A—-B,~—AF B (1),(2) MP
(4) FB—-—B podle (c)
(5) A— B,~—AF ——B (3),(4) MP
(6) A—-BF —-—=A— —-—B VD
(7) F (=—=A— —=B)— (B — —-A) (A3)
(8) A— BF (-B— —A) (6),(7) MP
9) F(A— B)— (-B— -A) VD
(e) (1) AFA
(2) A-BFHA—>B
(3) AJ/A—- B+ B (1),(2) MP
4 AF(A—B)—B VD
b5) F((A—B)— B)— (-B——-(A— B)) podle (d)
(6) AF =B — —(A— B) (4),(5) MP
(7) FA— (-B—-(A— B)) VD
) (1) F-A—(-A—(-A—=A) podle (e)
(2) —AF =(mA— A) VD (2x)
3) F-A—(-A— A) VD
4) F(EA—=a(mA—=A) = (FA— A) — A) (A3)
5) F(FA—=A) — A (3),(4) MP

O

Lemma 2.5. (O neutrdln{ formuli) Necht T je mnozina vijrokovych formuli, necht
A, B jsou formule. Jestlize TA+F B aT,—-AF B, pakT + B.

Dtikaz: Ukazeme, jak se presveédéit, ze za danych predpokladu existuje dukaz B
z predpokladu T'.
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(1) T.-A+B predpoklad
(2) TH-A—B VD
(3) F (=A— B)— (=B — ——=A) dle Lemmatu 2.4 (d)
4) T+ -B—--A (2),(3) MP
(5) T,-BF ——A VD
(6) F-—A—=A dle Lemmatu 2.4 (b)
(7) T,-BEF A (5),(6) MP
8) T,A+B predpoklad
9 THA-B VD
(10) T,-B+ B (7),(9) MP
(11) TH-B—B VD
(12) +(-B— B)— B dle Lemmatu 2.4 (f)
(13) T+ B (11),(12) MP

Zavedeme pomocné oznaceni:
Je-1i v lib. ohodnoceni prvotnich formuli, pak pro lib. formuli B klademe

B _ B pro ©(B)=1
| =B pro ©(B)=0

Lemma 2.6. Necht vsechny prvotni formule ve vijrokové formuli A jsou obsaZeny
mezi Py, ..., P,. Pak pro lib. ohodnoceni v prvotnich formuli plati Py, ..., PV = A.

Duikaz: Indukei podle slozitosti formule A.
1) Je-li A néktera z prvotnich formuli, nenf co dokazovat.

2) Predpokladejme, ze A je tvaru =B a pro B je tvrzeni jiz dokézdno. Jsou
mozné 2 piipady:

— Je-liv(B) = 0, potom BY = =B, ¢ili BY je A. Dale 1(A) = 1, takze A" je
A, cili AV je rovno BY a tvrzeni pro A plyne z toho, ze plati pro B.

— Je-li 5(B) = 1, potom BY = B a mame P/,..., P’ b B. Podle Lem-
matu 2.4 (c) je dokazatelné = B — ——=B. Odtud uzitim pravidla MP:
Py,..., P’ —==B. Zbyvé si uvédomit, ze =—B je AV, nebot =B je A a
v(A) = 0.

3) Predpokladejme, ze formule A je tvaru C — D, kde pro C,D je tvrzeni
dokazano. Jsou mozné 4 piipady:

— Je-li 9(C) = 1,79(D) = 1 nebo

— je-lio(C) = 0,9(D) = 1, pak v obou piipadech v(A) = 1. Déle, D" je D,
takze mame Py,..., P’ F D adle (Al) F D — (C — D). Odtud uzitim
MP PP,..., P’ = C — D. Stac¢i si uvédomit, ze C' — D je A".
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— Je-li 5(C) = 0,7(D) = 0. Pak opét v(A) = 1, déle C je —~C, takze mame
pr....,P’ = =C. Dle lemmatu 2.4 (a) - =C — (C — D) a uzitim
pravidla MP dostdavame P/,...,P? = C — D. Stac¢i si uvédomit, ze
C — D je A°.

— Je-li v(C) = 1,9(D) = 0, pak 7(A) = 0. Dale C" je C, D" je =D, takze
mame P/,...,P'F C; P/,...,P’F =D. Dle lemmatu 2.4 (e) mame
FC — (=D — =(C — D)). Dvojim uzitim pravidla MP dostdvame:
PY,...,P’ F =(C — D). Zbyva si uvédomit, ze v tomto piipadé A je

n

-(C = D).
U

Véta 2.7. (Postova véta o uplnosti) Formule dokazatelné ve vyrokové logice jsou
pravé tautologie. Jinymi slovy — pro lib. vyrokovou formuli A plati = A, prdve
kdyz = A.
Diikaz:
7=": Jestlize - A, pak = A podle véty 2.1 (o korektnosti).
7<": Predpoklddejme tedy naopak, ze = A.
Necht P, ..., P, jsou véechny prvotni formule vyskytujici se v A. Indukei

ukazeme, ze pro kazdé k € {0,...n} a kazdé kazdé ohodnoceni u prvotnich
formulf plati vztah P/,... P* , = A.

Podle Lemmatu 2.6 pro libovolné ohodnoceni u prvotnich formuli méme:
Pt ..., P* = A nebot A" je A, jelikoz u(A) = 1 (A je tautologie). Tedy
vztah plati pro k = 0.
Predpokléadejme, ze tvrzeni plati pro k € {0,...,n—1} a necht u je libovolné
ohodnoceni prvotnich formuli. Necht v je ohodnoceni prvotnich formuli ta-
kové, ze:
v(P)=u(P)proi=1,...,.n—k—1,
v(P,_) je opacnd oproti u(P,_x).
Podle indukéniho predpokladu méame
P P P A
P1U7"'7 rIL]—k—laPs—k A
a plati P?_, = —P" ,. Podle Lemmatu 2.5 o neutralni formuli dostavame:
Py P, B A Tedy vztah plati pro k + 1.

Ukézali jsme, ze vztah plati pro libovolné k € {0,...,n} alibovolné u. Volbou
k = n dostavame F A.

g

Postova véta o tuplnosti ukazuje, ze pfirozeny pojem tautologie se podafilo
uplné charakterizovat ve forméalni vyrokové logice pojmem dokazatelnosti, tj. vol-
bou axiomu a odvozovaciho pravidla.
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3 Predikatova logika 1. radu

Matematické teorie pracuji s celymi soubory objektu (¢isla, body prostoru, prvky
algebraickych struktur). Pro oznaceni lib. prvku z daného oboru pouzivame promén-
né (z,y,2,...,T1,Tg,...).

Mezi prvky z daného oboru mohou byt nékteré vyznacéné objekty (0, neutralni
prvek grupy,...), pro néz uzivame zvlastni symboly — konstanty (napf. 0,1,...).

S objekty daného oboru lze provadét ruzné operace (s¢itani a nasobeni ¢isel,
nasobeni v grupéch,...). K oznaceni operaci uzivame funkéni symboly (f, g, h, .. .,
fi1, f2, f3, .. .). Ke kazdému funkénimu symbolu je pfitfazeno piirozené éislo, které
vyjadiuje jeho cetnost, tj. pocet argumenti dané operace. Je-li cetnost symbolu
rovna n, fikdme, ze symbol je n-adrni. Je prirozené chapat konstanty jako nuldrni
funkéni symboly.

Matematika zkouma vlastnosti objektu a vztahy mezi objekty. Vlastnosti a
vztahy mezi objekty daného oboru, tzv. predikdty, (" byt zépornym ¢islem” (vlastnost),
"byt mensi nez”, "byt prvkem” (vztahy)) vyjadfujeme pomoci predikdtovich sym-
bolii (p,q,7,...,p1, Pa,...). Predikdt znamend vztah mezi uzitym poctem objektu.
Tim je kazdému predikdtovému symbolu pfitazeno ptirozené ¢islo, jeho cetnost,
udavajici pocet jeho argumentu. Je-li ¢etnost rovna n, fikdme, ze symbol je n-
darni. V mnoha ptipadech pouzivame zvlastniho oznaceni = pro binarni predikatovy
symbol oznacujici rovnost, tj. totoznost objektt z daného oboru.

Z proménnych, konstant, funkénich symbolu a predikatovych symbolu sestavu-
jeme jistym zpusobem nejjednodussi tvrzeni, vyjadrena tzv. atomickymi formu-
ve vyrokové logice) a pomoci kvantifikace proménngjch.

Univerzalni (obecny) kvantifikdtor ¥V vyjadiuje platnost pro vSechny objekty z dané-
ho oboru.

Existencni kvantifikdtor 3 vyjadiuje existenci pozadovaného objektu v daném
oboru.

Priklad 3.1.
a) Vz(x -0 =0) v R vyjadiuje "pro kazdé redlné ¢islo x plati, ze = -0 = 0".

b) Jz(—=(x = 1) A (z.x = 1)) v R vyjadfuje "existuje redlné ¢islo = takové, ze
r#laz?=1".

¢) Vedy(zr < y) vyjadiuje "pro kazdé z existuje y, které je vétsi nez z”.

Uvedené symboly spolu s logickymi spojkami a pomocnymi symboly (zavorky,
carka) tvori abecedu jazyka predikdtové logiky 1. Tddu. Proménné jazyka 1. fadu
jsou obecnd jména pro objekty daného oboru, tj. pro individua (napt. ¢isla). Ja-
zyk neobsahuje proménné pro mnoziny individui (napt. mnoziny ¢isel, relaci,. .. ).
Kvantifikovat 1ze pouze proménné pro individua; tim se jazyk 1. faddu lisi od jazyku
vyssich radu, které dovoluji kvantifikovat napt. mnoziny, relace. . .
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Priiklad 3.2. V oboru R redlnych cisel v logice 1. fadu nelze vyjadrit: VA C
R;Vf:R — R ani V{2 ,.

3.1 Jazyk predikatové logiky
Logické symboly:

TyY, ..., X1, To,... Ppromeénné,
LAV, = logické spojky,
= kvantifikatory,

—~

) zavorky,
predik. symbol rovnosti.

Specidlni symboly:

funkéni symboly f, g, ..., fi, f2, . . ., u kazdého symbolu je ddno nezdporné
celé ¢islo — jeho cetnost,

predikatové symboly p, q, ..., p1, p2, - - ., U kazdého symbolu je dano kladné
celé ¢islo — jeho cetnost.

Obsahuje-li jazyk symbol = pro rovnost, mluvime o jazyku s rovnosti. Speci-
fiku jazyka urcuji jeho funkéni a predikatové symboly (urcuji oblast, kterou jazyk
popisuje).

Priklad 3.3.
1) Jazyk teorie usporadéni:
— jazyk s rovnosti =
— jediny predikatovy (bindrni) symbol <
2) Jazyk teorie grup:

— jazyk s rovnosti =
— nularni funkéni symbol 1 pro neutrdlni prvek

— binarni funkéni symbol - pro grupovou operaci nasobeni
3) Jazyk teorie okruhu:

— jazyk s rovnosti =
— dveé konstanty 0, 1

— dva binarni funkéni symboly +, -
4) Jazyk teorie mnozin:

— jazyk s rovnosti
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— binarni predikatovy symbol € byt prvkem
5) Jazyk elementarni aritmetiky:
— jazyk s rovnosti =
— funkéni symboly :
0 — nularni symbol pro nulu
S — unarni symbol pro vzeti nasledujiciho ¢isla k danému éislu
4+, — binarni symboly pro s¢itani a nasobeni
3.1.1 Termy
(i) Kazdd proménn4 je term.

(ii) Je-li f funkéni symbol Cetnostin a jsou-lity,. .., t, termy, pak také f(¢,...,t,)
je term.

(iii) Kazdy term vznikne konetnym poctem uziti (i) a (ii).
Poznamenejme, ze z (ii) plyne, ze kazda konstanta je term.

Priklad 3.4. V jazyce elementarni aritmetiky jsou nasledujici vyrazy termy:
Z,y proménné,

0 konstanta,

5(0),5(x), 5(5(0), 2 +y, 2 +0,2-y,x-5(x), (x+ 5(y)) -y, (5(0) + (z - y)) - S(x).

Poznamenejme, ze u vzitych funkénich symbolu misto +(z,y) piseme z + v,
misto -(x,y) piseme x - y apod.
3.1.2 Atomické formule

Je-li p predikdtovy symbol cetnosti n a jsou-li ¢y,...,t, termy, pak p(ty,...,t,) je
atomickd formule.

Specidlné, mame-li jazyk s rovnosti a jsou-li £y, ¢y termy, pak (¢; = t5) je atomicka
formule. Piseme (t; = t5) misto = (¢1,t3). Podobny zédpis pouzivame i pro jiné
bindrni predikdtové symboly, napt. misto < (t1,%2) piSeme t; < to.

Priklad 3.5.
a) V jazyce teorie usporadani jsou atomické formule xz < z,z < y.

b) V jazyce elementarni aritmetiky je atomicka formule x-(y+2) = (z-y)+(z-2).
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3.1.3 Formule

(i) Kazd4 atomicka formule je formule.

(ii) Jsou-li ¢, ¢ formule, pak také (=), (0 A1), (@ V), (¢ = ¥), (¢ < ) jsou
formule.

(iii) Je-li z proménnd a ¢ formule, pak také (Vzy), (Fxp) jsou formule.

(iv) Kazdd formule vznikne koneénym poctem uziti (i),(ii),(iii).

Priklad 3.6.
a) V jazyce teorie usporadéani je formule VaVy(x < y — Jz(z < 2 A 2 < y)).

b) V jazyce elementarni aritmetiky je formuli Vz(x # 0 — Jy(z = S(y))).

Poznamenejme, ze piSeme z # y misto -(z = y), a také, pokud to nemuze
narusit srozumitelnost, vynechavame nékteré dvojice zavorek.

Pti tvorbé formule ¢ podle ptedchozi definice vytvarime uréitou posloupnost
formuli, ktera zacind atomickymi formulemi a konéi formuli ¢ a kazda formule
v této posloupnosti vznika z nékterych predchazejicich pomoci logickych spojek a
kvantifikatoru. Kazda z téchto formuli se nazyva podformule formule .

Kazda formule je kone¢nou posloupnosti symbolu. Kazdy symbol, zejména kazda
proménnd, se mize ve formuli vyskytovat na jednom nebo vice mistech. Rekneme,
ze dany vyskyt proménné x ve formuli ¢ je vazany, nachazi-li se v néjaké podformuli
tvaru Vay nebo dzi. V tomto ptipadé se proménna x vyskytuje v kvantifikatoru
samém nebo ve formuli ¥ (podformule 1 se nazyva obor kvantifikitoru Yz nebo
dz). V opaéném piipadé (vyskyt neni vazany) rekneme, ze dany vyskyt proménné
x ve formuli ¢ je volng. Proménnd x se nazyva volnou (vdzanou) proménnou ve for-
muli @, existuje-li jeji volny (vazany) vyskyt v této formuli. Proménnd tedy muze
byt ve formuli volnd i vazana. Formule neobsahujici zddnou volnou proménnou
se nazyva uzavrend formule nebo téz vyrok. Naopak, formule neobsahujici zadnou
vazanou promeénnou se nazyva otevrenou formuli. Uzaviené a oteviené formule
nazyvame formulemsi s ¢istymi proménnymi.

Piiklad 3.7. Proménnd x ma ve formuli x =2z — (3 z(z = z)) dva vdzané
~ ~—

volny vazany

vyskyty a jeden volny vyskyt (a tato formule tedy neni uzaviend ani oteviend).
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4 Sémantika predikatové logiky

Chceme dat interpretaci symbolum jazyka predikatové logiky 1. fadu. Nejprve
vymezime obor, ktery bude ur¢ovat mozné hodnoty proménnych, bude to urcity
soubor M uvazovanych objektu. Funkénim symbolim budou odpovidat operace
na M prislusnych ¢etnosti. Predikatovym symbolum budou odpovidat vztahy mezi
objekty z M, které 1ze popsat jako relace na M piislusnych ¢etnosti. Mame-li jazyk
s rovnosti, interpretujeme symbol = jako rovnost objektu z M.

Definice 4.1. Necht L je jazyk 1. fadu. Realizact jazyka L rozumime algebraickou
strukturu M, kterd se skldda z

(i) neprazdné mnoziny M, kterou nazveme univerzum,
(ii) pro kazdy funkéni symbol f cetnosti n je dano zobrazeni fu : M™ — M,

(iii) pro kazdy predikatovy symbol p Cetnosti n, kromé rovnosti, je déna relace
pm S M™.

Poznamenejme, Ze pro nuldrni funkéni symbol, tj. pro konstantu, je M° = {0}
a pifslusné zobrazeni M — M lze chépat jako vyznaceni uréitého prvku z M
odpovidajictho dané konstanteé.

Priklad 4.1.

1. Neobsahuje-li jazyk L predikdtové symboly, dostavame znamy pojem uni-
verzalni algebry.

2. Obsahuje-li jazyk L jediny binarni predikatovy symbol a zadny funkéni sym-
bol, dostdvame mnozinu vybavenou jedinou binédrni relaci. (Lze chépat jako
orientovany graf.)

3. Obsahuje-li jazyk L jediny bindrni funkéni symbol, dostavame grupoid (tj. mnozi-

nu vybavenou jednou bindrni operaci).

4. Kazda grupa, ale také kazdy grupoid s jednim vyznacenym prvkem, je reali-
zaci jazyka teorie grup.

5. Mnozina N vSech ptirozenych ¢isel véetné nuly s obvyklymi operacemi néslednika,

scéitani a nasobeni je realizaci jazyka elementarni aritmetiky.

Chceme-li zkoumat pravdivost formuli jazyka L v néjaké jeho realizaci M,
musime volnym proménnym pfitadit hodnoty, jimiz budou néjaké prvky mnoziny

M.

Definice 4.2. Libovolné zobrazeni e mnoziny vSech proménnych do univerza M
dané realizace M jazyka L budeme nazyvat ohodnoceni proménnijch.
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Je-li z proménnd, e ohodnoceni proménnych a m € M, potom ohodnoceni
proménnych, které proménné x ptirazuje prvek m a pro vSechny ostatni proménné
splyva s ohodnocenim e, budeme znacit e(x/m).

Definice 4.3. Hodnota termu t v realizaci M jazyka L pii daném ohodnoceni e
proménnych, oznacovana t[e], se definuje indukei nasledovné:

(i) Je-li t proménnd z, potom tle] je e(x),

(ii) je-li t term tvaru f(t1,...,t,), kde f je funkéni symbol ¢etnosti n a t1,...,1,
jsou termy, potom tle] je faq(t1le], ..., tale]).

Poznamenejme, ze z (i) plyne, ze hodnotou konstanty je ji odpovidajici vy-
znaceny prvek z M.

Indukeci dle slozitosti termu se ovéri, ze hodnota termu ¢ zavisi pouze na ohodno-
ceni proménnych, které se v termu opravdu vyskytuji. Hodnotou termu ¢ s proménnymi

T1y..., Ty vprveichmy, ..., m, (tj. pfi ohodnoceni spliujicim e(zq) = my, ..., e(x,) =
my) je tedy jisty prvek z M, ktery ziskdme tak, ze do termu ¢ dosadime prvky
mi, ..., my, za proménné xy,...,x, a provedeme "naznacené” operace.

Definice 4.4. Necht M je realizace jazyka L, necht e je ohodnoceni proménnych
a necht ¢ je formule jazyka L. Indukei podle sloZitosti formule ¢ definujeme, co
znamena, ze formule ¢ je pravdivd v M pri ohodnoceni e . Tuto skute¢nost budeme

znacit M = plel.

(i) Je-li ¢ atomickd formule tvaru p(tq,...,t,), kde p je predikdtovy symbol
cetnostim a ty,...,t, jsou termy, pak M |= ¢[e] prave kdyz (t1]e], . .., tnle]) €
Pm-

(i) Je-li ¢ atomickd formule tvaru t; = t5, kde t1,%5 jsou termy, pak M | ¢|e]
prave kdyz t1]e] je tentyz prvek jako tsle] v M.

(iii) Je-li ¢ tvaru —p, kde ¢ je formule jazyka L, pak M = ¢le] prave kdyz
M I Ylel.

(iv) Je-li ¢ nékterého z tvaru (n A ), (n VvV 1Y), (n — ¥),(n < ¥), kde 1,1 jsou
formule, klademe:
M = (n AN)le] préave kdyz soucasné M = nle] a M = [e]
M = (nV )e] pravé kdyz plati alespon jedno z M = ne] a M = ¢[e] a
podobné pro dalsi logické spojky.

(v) Je-li ¢ tvaru (Va)), kde 9 je formule jazyka L, pak M = ¢le] pravé kdyz
pro kazdy prvek m € M je M |= ¢le(z/m)].

(vi) Je-li  tvaru (Jzep), kde 1 je formule jazyka L, pak M |= ple] pravé kdyz
existuje m € M takovy, ze M = ¢le(z/m)].
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Indukei dle slozitosti formule lze ukazat, ze pravdivost formule zavisi pouze
na ohodnoceni jejich volnych proménnych. Pti zkoumani pravdivosti formule vysta-
¢ime s ohodnocenim jen konetného poctu proménnych. Specialné, pravdivost uza-
viené formule v dané realizaci nezavisi na ohodnoceni proménnych. Rekneme, ze
formule ¢ jazyka L je splnéna v realizaci M, jestlize ¢ je pravdiva v .M pii kazdém
ohodnoceni e. Pak piseme M |= ¢. Je-li ¢ uzaviend formule, kterd je splnéna v M,
fikame, ze ¢ je pravdiva v. M. Formule se nazyva splnitelnd, je-li splnéna v néjaké
realizaci.

Definice 4.5. Rekneme, 7e formule ¢ jazyka L je logicky platnd, jestlize pro kazdou
realizaci M jazyka L je M = . Piseme = .

Priklad 4.2. Piiklady logicky platnych formuli:
1) Formule ¢ jazyka L, kterd vznikne tak, ze do néjaké tautologie A vyrokové lo-

giky dosadime za vsechny prvotni formule py, ..., p, néjaké formule 1, ..., @,
jazyka L, je logicky platna formule jazyka L.

2) Pro libovolné formule ¢ a v jazyka L jsou ziejmé
(V) V (Yau) — (Vr(p v ¥))

(Fz(e A ) = Bap) A (Frep)
logicky platné formule jazyka L.
3) Jsou-li ¢, formule a je-li z proménnd, kterd neméa volny vyskyt ve ¢, pak je

(Vz(e = ¢)) = (¢ — (Va))) logicky platna formule. Nemé&-1i « volny vyskyt
ve ¥, je (Vz(p — 1)) — ((Fxp) — ) logicky platnd formule.

Naznac¢ime dukaz, ze prvni formule z piikladu 3 je logicky platnd. Mame ukézat,
ze v libovolné realizaci M pfi libovolném ohodnoceni proménnych e je tato formule
pravdiva.

o Jestlize M [£ (Vax(p — 1))[e] jsme hotovi.
o Jestlize M = (Va(¢ — v))le], pak M = (¢ — ¢)[e(x/m)] pro kazdé m € M.

Ovsem zx neni volna ve ¢, takze pravdivost ¢ nezavisi na ohodnoceni x.

— Jestlize M B~ ¢le], pak M = (¢ — (Vaz)))[e] a jsme hotovi.

— Jestlize M = ¢le], pak M = ple(z/m)] pro kazdé m € M. Odtud
M E le(z/m)] pro kazdé m € M, coz znamend M = (Vai))[e]. Takze
i v tomto piipadé mdme M = (¢ — (Va))[e].

Definice 4.6. Rekneme, ze formule ¢, ¢ jazyka L jsou logicky ekvivalentni, jestlize
v libovolné realizaci M jazyka L a pfi libovolném ohodnoceni e proménnych je
M = ¢[e] prave tehdy, kdyz M = 1le].
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Ziejmeé formule o, 1) jsou logicky ekvivalentni, praveé kdyz (¢ <> ) je logicky
platna formule.

Priklad 4.3. Piiklad dvojic logicky ekvivalentnich formuli pro libovolné formule
»,1 a proménnou r jsou
(Fzyp) (Y (=p)),
(V) ~(3z(=p)),
(Vo) A (Vo) a V(e Ad),
Bre) v (Bzy) a (e V).

Disledek 4.1. KazZda formule ¢ jazyka L je logicky ekvivalentni néjaké formuli
¥, v niz se nevyskytuje kvantifikator 3 (totéz plati i pro V).

o ©

Kazda formule jazyka L je logicky ekvivalentni néjaké formuli vytvorené z ato-
mickych formuli jen pomoci logickych spojek —, — a kvantifikdtoru V.

4.1 Substituce termt za proménné

Je-li t term, pak vyraz, ktery vznikne dosazenim néjakych termu za proménné do
t je opét term.

Je-li ¢ formule, x proménna, ¢ term, potom vyraz, ktery vznikne z formule ¢
nahrazenim kazdého volného vyskytu proménné x termem ¢, je opét formule.

Ne kazd4 substituce tohoto druhu je rozumné. Rekneme, ze term ¢ je substitu-
ovatelny za x do formule ¢, jestlize zadny volny vyskyt proménné x ve formuli ¢
nelezi v oboru nékterého kvantifikatoru Vy nebo Jy, kde y je proménné obsazend
v termu ¢. Pak budeme znacit ¢, [t] formuli, kterd vznikne z ¢ nahrazenim kazdého
volného vyskytu x termem ¢.

Piiklad 4.4. V jazyce elementarni aritmetiky term S(S(y)) neni substituovatelny
za z do formule x # 0 — Jy(z = S(y)).

Obecnéji, je-li t; term substituovatelny za proménnou z; do formule ¢ pro

i =1...n, pak budeme znacit @, .. [t1,...,t,] formuli, kterd vznikne z formule
¢ nahrazenim kazdého volného vyskytu proménné z; termem ¢; pro i = 1...n
Formule ¢, . .. [t1,. ..ty se nazyzva instance formule ¢.

Tvrzeni 4.2. Je-li ¢ formule, x proménnd a t term substituovatelny za x do ¢,
pak (Vzp) — o t]; w[t] = Jxp jsou logicky platné formule.

Ditikaz: Pro prvni formuli: nechf M je libovoln4 realizace a necht e je libovolné
ohodnoceni proménnych.

Jestlize M = (Vzp)le], pak M = (Ve — ¢.[t])]e].

Jestlize M = (Vzyp)le], pak M |= ple(x/m)] pro kazdé m € M. Pro m
(hodnota termu ¢ pfi ohodnoceni e ) je ale M = ¢le (x/m)] totéz, co M = (g,

nebot term ¢ je substituovatelny za x do ¢. Takze mame M |: (w[t])]e], a

M ((Vze) = @at])[e].

[e]
t])le]
tedy

O
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5 Formalni systém predikatové logiky

Budujeme predikdtovou logiku jako formalni axiomaticky systém. Jazyk L pre-
dikatové logiky prebirame z predchoziho s tim, ze z logickych spojek bereme jako
zékladni — a — (ostatni mohou byt dodefinovany jako ve vyrokovém poctu).
Z kvantifikatoru bereme jako zakladni V, kvantifikator 3 je mozno zavést takto:
Je-li p formule, pak Jxyp je zkratka pro —(Vz(—p)). Omezime se tedy pouze na ty
formule, které jsou vytvoreny z atomickych formuli jen pomoci spojek —, — a
kvantifikatoru V. Axiomy predikatové logiky lze rozdélit do ctyt skupin.

5.1 Schémata vyrokovych axiomu

Jsou-li o, 1, n formule jazyka L, pak
o= (=)

(o= (W —=mn)—= (p—=1v) = (¢ —mn))
(=) = (=) = (¢ = )

jsou axiomy predikatové logiky.

5.2 Schéma axiomu kvantifikatoru

Jsou-li ¢, 1) formule a je-li x proménna, kterd nema volny vyskyt ve formuli ¢, pak

(Vz(p = ¥)) = (¢ = (V)

je axiom predikatové logiky.

Predpoklad, ze x nema volny vyskyt ve formuli ¢, je podstatny, jak je zfejmé z
nasledujiciho prikladu:

Je-li ¢ = p(x), v = p(z), pak = je volnd ve ¢. Axiom pak dava

(Vz(p(z) = p(x))) = (p(z) = (Vap(z))).
Je-li M takova realizace, ze vlastnost p ma aspon jeden prvek a aspon jeden prvek

ji nemé, pak je implikace nepravdiva.

5.3 Schéma axiomu substituce

Je-li ¢ formule, x proménna a ¢ term substituovatelny za x do ¢, pak

(Vop) = @.t]

je axiom predikatové logiky. Predpoklad, ze t je substituovatelny za x ve formuli
©, je podstatny, jak je zfejmé z nasledujiciho ptikladu:
Je-li ¢ = =Vyp(z,y),t = y (takze t neni substituovatelny za = do ¢), cardM > 2
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a p je symbol rovnosti, pak axiom dava (Vz(=Vy(x =vy))) — (=Vy(y = y)), coz je
ziejmé nepravdiva formule.
Jestlize t = x, pak schéma axiomu substituce ma tvar

(Vo) — o,

nebot ¢, [x] je .
Je-li L jazyk s rovnosti, mame jesté nasledujici skupinu axiomu:

5.4 Schémata axiomu rovnosti

Je-li x proménnd, pak x = z je axiom. Jsou-li zy,..., 2, y1,...,y, proménné a
je-li f funkéni symbol ¢etnosti n, pak

(mi=pm === (@n=Y— [, 20) = fy, - Y) - )

je axiom. Jsou-li xq, ..., %, Y1, ..., y, proménné, je-li p predikatovy symbol cetnosti
n, pak

(r1 =11 = (@2 =2 = (- (@0 = yn = P21, 20) = DY 0n)) )

je axiom.

5.5 Odvozovaci pravidla predikatové logiky

Pravidlo odlou¢eni (modus ponens): Z formuli ¢, ¢ — 1 se odvodi formule

.

Pravidlo zobecnéni (generalizace): Pro libovolnou proménnou z se z formule
¢ odvodi formule (Vzy).

Dikazem v predikétové logice prvniho fadu rozumime libovolnou posloupnost
©1,. .., 0, formuli jazyka L, v niz pro kazdy index ¢ je formule ¢; bud axiom
predikdtové logiky nebo ji lze odvodit z nékterych predchozich formuli ¢;,j < ¢
pouzitim pravidla odlouceni nebo zobecnéni.

Rekneme, ze formule ¢ je dokazatelnd v predikétové logice 1. fadu, existuje-li
dikaz, jehoz posledni formulf je ¢. Piseme F ¢. Obecnégji, bud 7' mnozina formuli
jazyka L. Rekneme, ze formule ¢ je dokazatelnd z predpokladi T, jestlize existuje
jeji dukaz z predpokladu T, tj. konecna posloupnost formuli jazyka L takova, ze
posledni formule je ¢ a kazd4 formule v této posloupnosti je bud axiom predikatové
logiky nebo prvek mnoziny T nebo ji lze odvodit z nékterych piedchozich formuli
uzitim odvozovacich pravidel. Pak piseme 7' - .

Poznamka 5.1. a) Spolu se schematy vyrokovych axiomt a pravidlem odlouceni
prechazi do predikatové logiky celd vyrokova logika. Je-li zejména A tauto-
logie vyrokové logiky a je-li ¢ formule jazyka L vznikla dosazenim formuli
jazyka L za prvotni formule A, pak - .
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b) Jestlize formule ¢ je dokazatelnd z predpokladu T jen pouzitim prostiedku
vyrokové logiky, tj. jen pomoci formuli vzniklych dosazenim do tautologii
a pouzitim pravidla odlouceni, fikame, ze ¢ je tautologickym dusledkem T.
Tak napt. formule =) — = je tautologickym dusledkem formule ¢ — .
Skute¢né, formuli (¢ — ) — (=) — =) obdrzime dosazenim do tautologie
(A — B) — (-mB — —A). Staéi pouzit pravidlo odlouceni. Podobné, slozenim
implikaci ¢ — 1 a ¥ — n dostaneme formuli ¢ — 7 jako jejich tautologicky
dusledek. Skutecneé, formuli (¢ — ¢) — (¥ — n) = (¢ — n)) obdrzime
dosazenim do tautologie, staci uzit dvakrat pravidlo odlouceni.

Véta 5.2. (O korektnosti) Libovolnd formule jazyka L dokazatelnd v predikdtové
logice 1. Tddu je logicky platnou formuli, tj. je splnéna v kaZdé realizaci jazyka L.

Dikaz: Necht ¢4, ..., ¢, je dikaz formule ¢. Bud M libovoln4 realizace jazyka L.
Abychom ukézali, ze M |= ¢, ukdzeme indukei, ze M = ¢; pro kazdé i =1...n.
Predpoklddejme tedy, ze M = ¢; proj=1,...,i— 1.

e Je-li ¢; vyrokovy axiom, je to ziejmé.

e Je-li ; axiom kvantifikatoru, pak viz. ptiklad 3 na strané 18.
e Je-li p; axiom substituce, pak viz tvrzeni 4.2 na strané 19.

e Ziejmy je i pripad axiomu rovnosti.

e Vznikla-li formule ¢; pravidlem odlouceni z nékterych ptedchozich formuli
©i,0; = pi pak M = ¢;, M = ¢; — ¢; podle indukéniho predpokladu, ¢ili
pro libovolné ohodnoceni proménnych e je M | ¢;le], M E (¢; — ¢i)lel,
odkud ihned M = ¢;[e], takze celkem M |= ¢;.

o Jestlize ¢; vznikla z nékteré predchozi formule ¢; pravidlem zobecnéni, pak ;
je tvaru (Vap;) pro néjakou proménnou z a dle indukéntho predpokladu M =
@;. Je-li tedy e libovolné ohodnoceni proménnych, pak M = ¢;le(x/m)]
plati pro kazdy prvek m univerza realizace M, takze M = (Vzp;)[e]. Odtud

U

V nésledujici kapitole dokazeme opak véty 5.2. Ukazeme tak, Ze formalni systém
predikatové logiky je uplny, tj., ze formule dokazatelné v predikatové logice jsou
praveé logicky platné formule. Za timto icelem nyni vybudujeme potiebné prostiedky.

Lemma 5.3. (Pravidlo V) Je-li b ¢ — ¥ a proménnd x nemd volny vyskyt ve ¢,
pak B o — (Vxih).

Dukaz: Uzitim pravidla zobecnéni - Vz(p — ¥). b (Vz(p — ) — (¢ — (Vo))
je axiom kvantifikatoru. Odtud uzitim pravidla odlouceni: - ¢ — (Vav)).
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O

Lemma 5.4. (Pravidlo 3) Je-li - ¢ — ¢ a proménnd x nemd volny vijskyt v 1,
pak = (Jxp) — 1.

Dtikaz: =) — —¢ je tautologicky dusledek implikace ¢ — 1. Uzitim pravidla
V dostaneme = = — (Va(—¢)). Formule =(Vz(—p)) — ¢ je nyni tautologicky
dusledek predchozi formule a muzeme ji prepsat na tvar F (Jzp) — ¢ dle definice
zkratky 4.

O

Pravidlo 3 je dualni pravidlu V.

Lemma 5.5. Je-li ¢ formule, x proménnd, t term substituovatelny za x do ¢, pak
F@[t] = (Fze).

Dikaz: F (Vz(—¢)) — (—p.[t]) je axiom substituce.

F —=(Ve(—g)) = (Vz(—p))) dosazenim do tautologie - —A — A.
Slozenim obou implikaci jako tautologicky dusledek dostaneme
= ==(Va(=p)) = (2palt]), coz je

F =(3xe) = (mp.[t]), odtud

F @.[t] = (3zp) jako tautologicky dusledek.

O
Lemma 5.6. Necht ¢’ je instanci formule @, tj. necht ' je tvaru og, . 2. [t1,- .., tn)
pro néjaké termy ty, ..., t, substituovatelné za x,...,x, do p. Jestlize - ¢, pak
F .

Dukaz: Jestlize n = 1, pak ¢’ je tvaru ¢,[t]. Z F ¢ pravidlem zobecnéni +
(V). Déle (pouzijeme axiom substituce:) - (Vzg) — ¢,[t] a pravidlem odlouceni
dostdvame F @, [t], tj. F ¢'. Jestlize n > 1, je nutno nejprve pieznacit proménné.

Necht z,...,z, jsou proménné, které se nevyskytuji v tq,...,t, ani ve for-
muli ¢. Podobné jako vySe postupné dostaneme: = @, [21], F @uya.]21, 22), - -
= Qrroan 215 - s 2n). Oznacme posledni formuli ¢p. Ponévadz promeénné zy, ..., z,
se nevyskytuji v termech ¢4, ..., t,, dostavame postupnou substituci ¢; za z;, pak
ty za 2o, a7z t, za z, postupné formule v, [t1], Vs, o [t1, ta] a2 Vs, L [t1, -, tal.
Pritom podobné jako vySe postupné odvodime b b, [ti],F ., . [t1,t2],. .. F
Yoy o[ty - -, ty). Posledni formule je totoznd s wu, . a.[t1, ..., ta], tj. s ¢

O

Poznamenejme, ze dukaz predchoziho lemmatu pro n > 1 nelze provadét n-
nasobnym opakovanim postupu, ktery byl uzit v dikazu pro n = 1, nebot obecné
formule wu, 2,1, ta] a (oo (0 [t1])as[t2]) - - )z [tn] jsou ruzné, jak je ukazano
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v nésledujicim piikladu: Necht ¢ je formule 2 < y a necht ¢t = y a s = x. Pak
Yuylt, s] je formule y < z, zatimco (p,[t]),[s] je formule (y < y),[s], tj. formule
r <.

Je-li nyni ¢ libovolna formule a zq, ..., x, proménné, pak z axiomu substituce
postupné dostavame
F (Yane) = ¢,
F (Va1 Ve,e) = Vo,p),

F (Vi Vg .. Vo,p) — (Vg .. Va,p).

Odtud slozenim jako tautologicky dusledek plyne: - (Vay...Vr,0) — ¢.

Je-li nyni 7 libovolnd permutace na mnoziné indexu {1,...,n}, pak n-ndsobnym
uzitim pravidla V odtud odvodime F (Vzy...Vr,9) — (Va, ...Vo, ¢). Ana-
logicky se odvodi i opacnéd implikace. Nezélezi tedy na poradi v bloku stejnych
kvantifikatori. To ospravedlinuje néasledujici definici.

Definice 5.1. Jsou-li z1,...,x, vSechny volné proménné ve formuli ¢ v néjakém
) )
poradi, pak formuli (Vz; ...Vx,¢) nazveme uzdvérem formule .

Véta 5.7. (O uzévéru) Je-li T mnozina formuli a @' uzaver formule v, pak T + ¢
praveé kdyz T F .

Dukaz: Je-li T F ¢, pak uzitim pravidla zobecnéni dostaneme T+ .
Je-li T F ¢, podle predchozi uvahy mame F ¢' — . Odtud pravidlem odlouceni
odvodime 7' F .

4

Lemma 5.8. (Distribuce kvantifikdtorn) Je-li = ¢ — v, potom + (Vzp) —
(Vay), F (Frp) = (Bay)

Dikaz: Nejprve b (Vzp) — ¢ podle axiomu substituce. b (Vxp) — 9 je tautolo-
gicky dusledek predchozi formule a predpokladu = ¢ — 9. Tedy uzitim pravidla
V dostavame = (Vaxy) — (Vay)). Podle lemmatu 5.5 mame F ¢ — (Jze)). Formule
F ¢ — (Jzv) je nyni tautologicky dusledek predpokladu - ¢ — 1) a predchozi
formule (jejich slozeni). Takze uzitim pravidla 3 dostdvame F (Jzp) — (Fze)).

g

Vétu o dedukei z vyrokové logiky nelze beze zmény prevést do predikatové
logiky.

Véta 5.9. (O dedukei) Necht T je mnozina formuli jazyka L, necht ¢ je uzaviend
formule, ¥ je libovolnd formule jazyka L. Potom T & @ — 1, prdve kdyzZ T, p = .
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Dikaz: Je naprosto analogicky jako ve vyrokové logice. Pouze v dikazu toho, ze
T, F 1 ma za nasledek T' F ¢ — 1, je nutno uvazit navic jednu moznost.

Necht ¢4, ..., p, je dikaz formule 1 z piedpokladi T, ¢. Dokazujeme indukeci
pro j < mn,ze T+ ¢ — ¢;. Navic je nutno uvazovat piipad, kdy formule ¢;
vznikla z nékteré formule ¢;, ¢ < j, pravidlem zobecnéni. Tedy ¢; je tvaru Yy, pro
nékterou proménnou x. Z indukéniho predpokladu mame 7' F ¢ — ;. Ponévadz
@ je uzaviend formule, neobsahuje volny vyskyt proménné z, takze pravidlem V
dostaneme T+ ¢ — (Vxy;), to jest T+ ¢ — ;. Véta je dokazana.

g

Nasledujici véta umozni tesit nékteré pripady, na které nelze aplikovat vétu

o dedukei.

Véta 5.10. (O konstantach) Necht T je mnoZina formuli jazyka L, necht ¢ je
formule. Necht v, ..., x, jsou proménné a necht ci,...,c, jsou nové konstanty,
jejichz priddnim k L vznikne jazyk L'. Potom T & @u, a1, ..., col, pravé kdyz
TE .

Dukaz: Je-li T+ ¢, potom T ¢u, 4. [c1, ..., ¢) podle lemmatu 5.6.

Necht T @y lC1y - -, o) anecht @, ... @l je dukaz formule p,, . [c1,..., ¢
z predpokladu T'. Necht v, ..., y, jsou proménné, které se nikde v tomto dikazu
ani ve formuli ¢ nevyskytuji. Nahradime-li ve vSech formulich ¢},..., ¢! kazdy
vyskyt konstanty ¢; proménnou y; pro ¢ = 1,...,n, obdrzime tak zfejmé diukaz
©1, ..., o formule wu, . [v1, ..., yn] 2 predpokladu T'. Skutecéneé, kazdy axiom
v dukazu prejde v axiom téhoz typu, odvozovaci pravidla budou pouzitelna stejné
(tj. bude to dukaz). Formule ¢ je instanci formule @, .. [Y1,...,yn]. Tedy T F ¢
podle lemmatu 5.6.

t

Odvodime nyni nékolik dusledku axiomu rovnosti. Prvni axiom rovnosti vy-
jadtuje reflexivitu rovnosti. Ukazeme, ze rovnost spliiuje i symetrii a tranzitivitu.

Lemma 5.11. Je-li L jazyk s rovnosti, pak
Fr=y—y==x
Fre=y—=>(y=2z—>2x=2)

Dikaz: Pouzijeme tieti axiom rovnosti, v némz jako predikatovy symbol p vezme-
me predikat rovnosti =. Takto mdme F x =y = (r =2 — (r =2 = y = 1)),
odtud uzitim postupu vyrokové logiky H v =2 — (r =2 — (r =y — y = 1)),
coz spolu s prvnim axiomem rovnosti (tj. = x) uzitim pravidla odlouceni (2x)
dava symetrii rovnosti. Podobné podle tietiho axiomu rovnosti mame F y =z —
(z=2— (y =2 — x = z2)). Odtud uzitim postupu vyrokové logiky dostdvame
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Fz=2—>(y=2 — (y =2 = x = 2)) anynl s pouzitim prvnfho axiomu
rovnosti a pravidla odlou¢eni obdrzime - y = x — (y = z — = = z). SloZzenim
této implikace se symetrii rovnosti vychazi jako tautologicky dusledek tranzitivita
rovnosti.

O
Lemma 5.12. Je-li f funkcni symbol cetnosti n, je-li p predikdatovy symbol cetnosti
m jazyka L a jsou-li u,v,w,sy,...,Sn,t1,...,t, termy jazyka L, pak
(i) Fu=u

(i) Fu=v—v=u

(i) Fu=v— (v=w—u=w)

() Fsg=t1 = (sa=te— ... (S =t = f(s1,...,8) = f(t1, ... tn))...)
(v) Fsg=t1 = (so=to— ... (s, =t = (p(s1,...,8,) = p(t1,...,t))...)

Duikaz: Uvedené formule jsou instancemi axiomu rovnosti a formuli v lemmatu
5.11. Staci tedy uzit lemma 5.6

O

Poznamka 5.13. Bud ¢ formule jazyka L, tj. formule, v niz se vyskytuji pouze
logické spojky —, — a kvantifikator V. Necht ¢’ je formule, kterd vznikne z formule
© rozepsanim spojky — a kvantifikatoru V, takze se v ni vyskytuji pouze —, A, 3.
(Spojka 1) — n se rozepise = (1) A —n), kvantifikator (Vay)) se rozepise —(3x(—w)))).
Necht @ je formule, kterd vznikne rozepsdnim ¢’ tak, Ze se v ni spojka A a kvan-
tifikator 3 chapou jako zkratky obvyklym zpusobem, takze vznikne opét formule
obsahujici jen logické spojky —, — a kvantifikator V. Pak plati - ¢ <> @, tj. plati
F o —®ak p— @ Dukaz lze provést indukei vzhledem ke slozitosti formule ¢
s vyuzitim prostiedku vyrokové logiky a distribuce kvantifikdtoru (lemma 5.8).

6 Prenexni tvary formuli

Soustiedime se na to, abychom dokéazali, ze existuje zakladni tvar formuli pre-
dikatové logiky a prostredky, jak libovolnou formuli pfevést do tohoto tvaru.
Ptipomenme, Ze z tvah provadénych v 5. kapitole vyplyva:

Lemma 6.1. Bud iy, ... ,i, libovolnd permutace éisel {1,... ,n}. Necht xy,...,x,
jsou proménné a A formule predikdtové logiky. Pak plati:

a) F (Vxy) ... (Va,)A < (Vo) ... (Va,,) A,
b) F (Fz1)...(3xn)A & (3xyy) ... (3, A.
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Z véty 5.7 (o uzaveru) ihned dostavame:

Véta 6.2. Bud A formule takovd, Ze proménné xq,...,x, jsou jediné proménné
s volnym vyskytem v A. Pak = A, prdvé kdyz - Vx, ...V, A.

Budeme potiebovat jesté nasledujici tvrzeni:

Véta 6.3. (O ekvivalenci) Necht formule A’ vznikne z formule A nahrazenim
nékterych vyskytiu podformuli By, ..., B, po tadé formulemi BY,..., Bl . Je-li -
B; <> B! pro vsechna i =1,...,n, pak plati - A <> A’

Diukaz: (Indukei vzhledem ke slozitosti formule A.) Mohou nastat nasledujici 4
pripady:

a) A je atomickd formule. Potom bud A’ je A (pokud k nahrazen{ nedojde) nebo
A" je B} (pokud A je By). Tedy tvrzeni plyne z lemmatu 2.2 nebo z predpokladu
veéty.

b) A je tvaru =B a pro B bylo jiz tvrzeni dokdzano. Tedy - B < B’, takze
F B — B’ a uzitim lemmatu 2.4(d) dostavdame - -B’" — =B, tj. - A’ — A.
Podobneé se ukdze H A — A'.

c) A je tvaru B — C a pro formule B a C jiz bylo tvrzeni dokézano, tj.
F B+ BakC<«+ C.Tedy F B — Bat C — (' Déile mame + (B —
B) - (B—-C)— (B —-0)akF (B =-C)—=(C—CC)—= (B —0)
(obé formule jsou ziejmé tautologie), takze slozenim dostavame + (B’ — B) —
(B—-0C) — (C—=CC)— (B — ). Odtud + (B - B) —» ((C —
') = ((B—C)— (B"—= (")) a po dvojim uziti pravidla modus ponens méame
F(B—C)— (B"— ("), tj. F A— A’. Analogicky dokdzeme opa¢nou implikaci.

d) A je tvaru Vo B a pro B bylo jiz tvrzeni dokazano. Potom A’ je tvaru Vz B’ a
z indukéniho predpokladu pro formuli B dostavame = B «» B’. Tedy - B — B’
a - B — B, takze mdme - A — A" a F A’ — A podle lemmatu 5.8 (distribuce
kvantifikdtoru). Odtud plyne tvrzeni véty jako tautologicky dusledek.

U

Véta o ekvivalenci nas teoreticky vybavila moznosti upravit formule predikatové
logiky podle momentdalnich potieb na ekvivalentni tvar, ktery dava citelnéjsi a
prehlednéjsi zapis nebo ve kterém je rozsah platnosti kvantifikatoru v podfor-
mulich bud minimalizovdn nebo naopak ve kterém maji vSechny kvantifikdtory
co nejvétsi rozsah. Praktickym prostiedkem k takovym upravam jsou ekvivalence
mezi formulemi uvedené v nasledujici vété, kterym se casto zkracené tika prenezni
operace, protoze se vyrazné uplatnuji pti prevodu formuli do tzv. prenexniho tvaru.

Véta 6.4. Budte A,B formule a x proménnd. Pak

(1) F (Fz)=A < ~(Vx)A a podobné + (Vr)-A < —(Jz)A.
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Jestlize x neni volnd ve formuli A a o znaci néekterou z vijrokovych spojek N\, V, —,
pak plati:

(2) FVz(AoB) <+ (AoVxB) a podobné + Jx(Ao B) <+ (Ao JxB);
pro opacnou implikaci B — A plati:
(3) FVx(B—= A) <« (3zB — A) a podobné + Jx(B — A) « (VaB — A).
Dikaz: (1) Protoze formule A a == A jsou ekvivalentni, mame
F = (Ve)A < =(Vr)—-—A.

Formuli na pravé strané lze psat ve tvaru (3x)-A.
Predpokladejme dale, ze x neni volna ve formuli A.

(2) Formule A — B vznikne slozenim implikaci A — (Vz)B a (Vz)B — B.
Tedy implikace ((Vx)B — B) — ((A — (V2)B) — (A — B)) je tautologickym
dusledkem ptedchozich tif formuli. Protoze formule (Vz)B — B je axiom (sub-
stituce), uzitim pravidla modus ponens odvodime F (A — (Vz)B) — (A — B).
Odtud pravidlem V dostaneme F (A — (Vz)B) — (Vx)(A — B) (jelikoz formule v
antecedentu implikace neméd volny vyskyt proménné z). Protoze opa¢na implikace
je axiomem, je pro piipad, kdy o je spojka —, tvrzeni F Vz(A o B) <+ (Ao VaB)
dokazano. Dokazeme pro tento piipad i druhé tvrzeni. Podle lemmatu 5.5 mame

F B — (3z)B.
Déle mame
F(B— (32)B) - ((A— B) —» (A — (3x)B)),

nebot formule vznikla dosazenim do tautologie. Z poslednich dvou formuli pravi-
dlem modus ponens odvodime

F(A— B) = (A— (32)B)
a odtud dostaneme
F (3z)(A — B) — (A — (Jz)B)

uzitim pravidla V (nebot formule A — (3x)B neobsahuje volné proménnou z). K
dukazu obracené implikace nejprve odvodime - (3z)B — (3x)(A — B) distribuci
kvantifikatoru 3 z prvniho axiomu vyrokové logiky. Déale dostaneme + (A — B) —
(3z)(A — B) podle lemmatu 5.5. Slozenim této formule s tautologii =A — (A —
B) dostaneme + —A — (Jz)(A — B) jako jejich tautologicky dusledek. Nyni
dosadime A, (3x)B, (Jz)(A — B) postupné za D, E, F do tautologie

(-D—F)—= (F—=F)—=>(D—E)—=F))

a pak pravidlem modus ponens pomoci odvozenych formuli (3z)B — (3z)(A — B)
atk —-A— (3x)(A — B) dostaneme

- (A— (32)B) — (3x)(A > B).
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Tim jsou obé tvrzeni (2) pro pfipad, kdy o je spojka —, dokdzana.
(3) Plati
F ((Vx)B — A) < (mA — —(Vz)B),

nebot formule vznikla dosazenim do tautologie. Ovsem

F (mA — =(Vz)B) + (-A — =(Vz)=—B)
podle véty o ekvivalenci, tedy

- (=A — —(Vz)-—B) < (-A — (3z)-B).
Déle, podle dokézaného tvrzeni (2) mame

F (mA — (Jz)-B) < (3x)(-A — —=B).
Konecéneé, véta o ekvivalenci dava
F (3z)(-C — =B) < (Jz)(B — O).

Slozenim pfedchozich ekvivalenci dostaneme prvni z obou tvrzeni (3). Druhé tvr-
zeni se dokaze analogicky.

Zbyva dokazat tvrzeni (2) po piipad, kdy o je spojka A nebo V. To se snadno
provede rozepsanim piislusné spojky pomoci negace a implikace a uzitim jiz dokéza-
nych tvrzeni (1)-(3).

4

Z ruznych oblasti matematiky jsme zvykli nepovazovat za rozdilné formule lisici
se jen ve jménu vdzané proménné, napi. Vz(z? + y* > 0) a Vz(z2 + ¢y > 0)
predstavuji totéz tvrzeni. Proto zavadime nasledujici definice.

Definice 6.1. Necht A je formule predikitové logiky. Formule A’ je variantou
formule A, jestlize vznikne z A postupnym nahrazenim podformuli tvaru (Qx)B
podformulemi (Qy)B.[y], kde @ je obecny nebo existencéni kvantifikdtor a y je
promeénna, ktera neni volna v B.

Piiklad 6.1. Uvazujme formuli Vz3dy(x # y). Pak napt. Vz3z(z # 2) je jeji
variantou, zatimco formule Vx3z(z # ) neni.

Z véty 6.3 nyni plyne:
Dausledek 6.5. Je-li A" variantou formule A, pak je dokazatelné, Ze obé formule

gsou ekvivalentni (F A <> A’).

Dikaz: Podle véty 6.3 staci ukazat, ze formule (Qx)B a (Qy)B.[y] jsou ekviva-
lentni. Provedeme dukaz pro ptipad, kdy @ je V. Ptipad, kdy @ je 3, se dokaze
podobné. Predpokladejme, ze ve formuli (Vy)B,[y] jsou x,y ruzné proménné (v
opatném piipadé neni co dokazovat). Z axiomu substituce F (Vz)B — B.[y]
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a z pravidla V ihned plyne + (Vz)B — (Yy)B.[y]. Abychom dokézali opacnou
implikaci, oznaéme B’ formuli B,[y]. Pak proménnd x nemd volny vyskyt v B’
a je substituovatelnd za y do B’. Stejné jako v prvni c¢asti dukazu dostaneme
= (Vy)B' — (Vz)B,[z]. Ale B,[z] je formule B. Tim je dikaz hotov.

O

Definice 6.2. Formule A je v prenexnim tvaru, jestlize ma tvar Qqx; ... Q,x, B,

kde
(i) n>0aprokazdé i =1,...,n je @Q; bud V nebo 3,
(i) x1,..., T, jsou navzajem ruzné proménné,
(iii) B je oteviena formule (neobsahuje kvantifikatory).
Na zakladé véty 6.4 lze nyni snadno dokazat nasledujici tvrzeni:

Véta 6.6. Ke kazdé formuli A lze sestrojit formuli A" v prenexnim tvaru tak, Ze
FA+ AL

Dikaz: (Indukei podle slozitosti formule A). Mohou nastat nasledujici 4 pripady:

a) A je atomickd formule. Pak A je v prenexnim tvaru a za A’ volime A.

b) A je tvaru =B a jiz umime sestrojit prenexni tvar B’ formule B. Pak A’
vznikne z =B’ presunutim negace ”dovniti” (tj. bezprostiedné pred atomickou for-
muli) uzitim ekvivalenci (1) z véty 6.4.

c) Pokud A je ve tvaru B — C' a jiz umime sestrojit prenexni tvary B’ a C’
formuli B a C, potom A < (B’" — C”). Sestrojme varianty B”,C"” formuli B’, C’
takové, ze zadna volna proménna formule C’ (a tedy ani C") neni vazand ve formuli
B" a také zadnd volnd proménnd ve formuli B’ (a tedy ani v B”) neni vazana ve
formuli C”. Podle dusledku 6.5 méme A <> (B” — C”) a prenexni tvar formule
B" — C" (a tedy i formule A) odvodime z této formule pomoci vztahu (2) a (3)
vety 6.4.

d) A je tvaru (Va)B a B’ je prenexni tvar formule B. Pak (Vz)B’ je prenexni
tvar formule A, jestlize x neni vazand ve formuli B’, jinak je prenexnim tvarem
formule B formule B'.

4

6.1 Prievedeni formule na prenexni tvar

Navod explicitné vyjadiime jako vycet transformaci, jejichz postupné uziti dovoli
ziskat prenexni tvar libovolné formule predikatové logiky. Abychom se v prenexnim
tvaru nemuseli vyhybat pouziti spojek V a A, zahrneme mezi uvedené transformace
i pravidla pro praci s témito spojkami.
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1. Vylouceni zbytecnych kvantifikatord — vynechame vsechny kvantifikatory
Vx, resp. dx v podformulich tvaru Va B nebo dx B, pokud se proménnd x ne-
vyskytuje volné v B.

2. Pfejmenovani proménnych — vyhleddme podformuli QxA nejvic vlevo
takovou, ze proménna x se vyskytuje volné v A. Pokud x ma jestée dalsi
vyskyt ve vychozi formuli, nahradime podformuli Qz A jeji variantou Qx’A’,
kde 2’ je proménnd ruznd od vSech proménnych vyskytujicich se v prevadéné
formuli. Tento proces opakujeme do té doby, az vsechny kvantifikatory maji
ruzné proménné a zadna proménnd neni v ziskané formuli soucasné volna i
vézand (formule s ¢istymi proménnymi).

3. Eleminace spojky <> — provede se podle nasledujicitho schematu:

A< B...(A—= B)AN(B— A)

4. Presun negace dovnitf — provadime postupné nahrady podformuli podle
schémat
-(VzA) ...3x-A
—(3zA) ... Va-A
-(A— B)...AN-B
-(AVB) ...~AN-B
—-(AAB) ...~AV-B
-(n4) LA

tak dlouho, az se spojka negace vyskytne nejvyse bezprostiedné pred ato-
mickymi formulemi.

5. Presun kvantifikatort doleva — pro podformuli B, ve které se nevyskytuje
proménnd x, provadime ndhrady podle schémat
(QxA)V B ...Qx(AV B)
(QrA)ANB ...Qz(AN B)
(QrA) — B...Qx(A — B)
B = (QzA)...Qz(B — A),

kde Q je kvantifikator "opacny’ke Q. Nékdy lze snizit pocet kvantifikdtort
pouzitim schémat

(3zA) Vv (FyB)...3x(AV By[z])

(VzA) A (VyB)...Vz(A N Bylz])

Piiklad 6.2. Hledejme prenexni tvar formule Vy(3xP(z,y) — JuR(y,u)) —
VaS(z,y), kde P, R, S jsou binarni predikéty. Transformace 1. se neuplatni, trans-
formace 2. se uplatni nejprve na druhy a pak na prvni kvantifikator. Dostavame
postupné tyto formule:
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Ay Yy (Fz1 Pz, y2) — FuR(y2,u)) — VaS(
Ay VY (Vya(Fz1 P21, y2) — JuR(y2, u)
As : Va3ys (31 P21, y2) — JuR(y2, u)
Ay Va3y,3x ((P (IL‘l,yg) — JuR( )
As : VaTyo e Yu((P(xq, y2) — R( )

Prenexni tvar pro danou formuli neni urc¢en jednoznacné. Odlisnosti mohou
nastat nejen v oznaceni novych vazanych proménnych, ale i v poradi kvantifikatoru
v prefixu formule nebo ve tvaru jadra.

7 Véta o uplnosti

Definice 7.1. Je-li L jazyk 1. fddu a T' mnozina formuli jazyka L, fikdme, ze T'
je teorie 1. radu s jazykem L.

Formule z T jsou tzv. specidlni axiomy, které spolu s axiomy predikatové logiky
tvori soustavu vsech axiomu teorie 7T'.

Definice 7.2. Rikdme, ze teorie T je spornd, jestlize pro kazdou formuli ¢ jazyka
L plati T F ¢. V opaéném piipadeé je teorie bezespornd.

Je vidét, ze T je sporna teorie, pravé kdyz pro néjakou formuli ¢ jazyka L plati
T F 1 a soucasné T + —p. Pak totiz, ponévadz F (=) — (¢ — ¢) (ziskdno
dosazenim do tautologie (—A — (A — B))), uzitim pravidla odlou¢eni odvodime
TF .

Disledek 7.1. Necht T je mnoZina formuli a necht ¢' je uzdvér formule . Potom
T & o, pravé kdyz T'U {—¢'} je spornd teorie.

Dukaz: Je-li T - ¢, pak podle véty 5.7 o uzdvéru mame T F ', takze T U
{—¢'} F ¢ aTU{-¢'} F ¢, cili TU{—¢'} je spornd teorie. Je-li naopak teorie
TU{=¢'} spornd, pak lze z ni dokdzat libovolnou formuli, tedy i formuli ¢'. Takze
TU{—¢'} F ¢ a podle véty o dedukei (véta 5.9) T+ (=¢') — ¢'. Dédle méme
F (m¢" — ¢') = ¢ (formule vznikla dosazenim do tautologie (w4 — A) — A ).
Pravidlem odlouceni T' = ¢’, odkud T' F ¢ podle véty o uzavéru (véta 5.7).

U

Definice 7.3. Bud T teorie s jazykem L a necht M je néjaka realizace jazyka L.
Rekneme, ze M je model teorie T, jestlize M = ¢ pro kazdou formuli ¢ € T'. Pak
piseme M = T.

Definice 7.4. Rekneme, ze formule ¢ je disledkem teorie T, jestlize pro kazdy
model M teorie T je M = . Pak piseme T' = ¢.
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Priklad 7.1.

1)

Meéjme jazyk teorie usporadani. Pak specialni axiomy

—(z < z)

r<y—=>(y<z—x<2)

zadavaji teorii ¢astecného usporadani. Kazdy model této teorie je c¢astecné
uspofadand mnozina. Pridame-li dalsi specialni axiom
r<yVre=yVy<uz,

dostaneme teorii linedrniho usporadani. Modely této teorie jsou prave linearné
uspofadané mnoziny.

Mejme jazyk teorie grup. Lze ukazat, ze specidlni axiomy

- (y-2)=(z-y) 2

x -1 =z (pravy neutrdlni prvek)

Vady(z -y = 1) (pravy inverzni prvek)

jiz urcuji teorii grup. Modely této teorie jsou prave grupy. Je mozno ukdazat,
ze formule

l-x=2

Vedy(y -« =1)

jsou dusledky této teorie.

V jazyce elementdrni aritmetiky specialni axiomy

S(x)=58(y) —z=y

r+0=ux

z+S(y) =5 +y)

z-0=0

- Sy)=z-y+ua

urcuji teorii nazvanou elementdarni aritmetika. Je-li ¢ formule elementarni
aritmetiky a je-li z proménna, pak ¢,[0] = ((Vz(@ — ¢[S(x)])) = (Vzy)) je
axiom indukce. Dostaneme teorii nazyvanou Peanova aritmetika. Ptirozend
¢isla véetné 0 s obvyklymi operacemi néaslednika, s¢itdni a ndsobeni tvoii tzv.
standardni model Peanovy aritmetiky.

Véta 7.2. (O korektnosti) Je-li T' teorie s jazykem L a @ formule takovd, Ze
T pahT =g

Dikaz: Bud ¢4, ..., p, dikaz formule ¢ z piedpokladi 7. Bud M libovolny
model teorie T'. Indukei pro i = 1,...,n dokdzeme, ze M |= ;. Je-li p; specidlni
axiom, pak M [ ¢;, nebot M je model teorie T. S timto dodatkem se dukaz
provede stejné jako dukaz véty 5.2 o korektnosti predikatové logiky na str. 22.

4

Disledek 7.3. Ma-li teorie T s jazykem L néjaky model, potom je bezespornd.
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Dikaz: Nechf M je model teorie T. Pripustme, Ze teorie T je spornd. Necht ¢
je néjakd uzaviend formule jazyka L. Pak T'F ¢ a T' = —p. Pak podle véty 7.2 to
znamend, ze T = @ i T | —p. Takze M = ¢ i M E —p, odkud M = ¢ A—p. To

neni mozné. Tudiz T je bezesporna.

O

Sméfujeme k dukazu obraceni véty 7.2. Ukdzeme, ze syntax predikatové logiky
je plné adekvatni jeji sémantice.

Véta 7.4. (Godelova véta o uplnosti) Je-li T teorie s jazykem L a je-li ¢ lib.
formule jazyka L, pak T & ¢ prdvé kdyz T |= .

Tato véta je dusledkem nésledujici véty, ktera nese tentyz nézev.

Véta 7.5. (Godelova véta o tplnosti) Teorie T je bezespornd, prdaveé kdyZ md
néjaky model.

Dikaz: (Dokazujeme vétu 7.4 pomoci véty 7.5.) Je-li T teorie a ¢ formule takové,
ze T F p,potom T |= ¢ podle véty 7.2. Predpoklddejme, ze T' |= ¢. Tedy pro kazdy
model M teorie T je M = ¢. Bud ¢’ uzavér formule ¢. Podle definice spliovani
také M = ¢ pro kazdy model M teorie T'. To znamena, ze teorie T'U{—¢’} nemd
model. (Kdyby totiz teorie T'U {—¢’} méla néjaky model M’ pak by M’ byl také
model teorie T', takze bychom méli M’ |= ¢'. Protoze M’ |= —¢’, dostali bychom
spor.) Podle véty 7.5 je teorie T'U {—¢'} spornd. Podle dusledku 7.1 to zamen4,
ze T = .

D

Abychom dokéazali samotnou vétu 7.5, s ohledem na dusledek 7.3 zbyva dokazat,
ze kazda bezesporna teorie ma néjaky model. Za tim tucelem se budeme nejprve
vénovat vySetfovani specidlni teorie a ziskané vysledky pak vyuzijeme ve zminéném
dukazu, ktery je uveden na strané 37.

Definice 7.5. Rekneme, e teorie T s jazykem L je tiplnd, jestlize T je bezespornd
a pro kazdou uzavienou formuli ¢ plati ' F ¢ nebo T' F —p (v dusledku beze-
spornosti nemuze platit 7' F ¢ i T F —¢ soucasné). V opac¢ném piipadé fikdme,
ze T je neuplnad.

Priklad 7.2. Bud M libovolna realizace jazyka L. Ozna¢me Th(M) mnozinu
viech uzavienych formuli jazyka L, které jsou splnény v M. Pak Th(M) je tplné
teorie.

Definice 7.6. Rekneme, ze teorie T s jazykem L je Henkinova, jestlize pro libovol-
nou uzavienou formuli tvaru (3z1)) jazyka L existuje konstanta ¢ jazyka L takova,
ze T F (Fzp) — c].

Lemma 7.6. Libovolnd iuplnd Henkinova teorie ma model.
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Dikaz: Bud T tplnd Henkinova teorie s jazykem L. Necht C' je mnozina vsech
termu jazyka L bez proménnych. Je-li L jazyk s rovnosti, definujeme relaci ~ na C'
nasledovné: pro kazda ti,t, € C klademe t; ~ to, praveé kdyz T F t; = t,. Z refle-
xivity, symetrie a tranzitivity rovnosti (viz. lemma 5.12 (i),(ii),(iii) na strané 26)
plyne, Ze relace ~ je ekvivalence na C. Polozme M = C' nebo M = C/.. (v ptipadé,
7e L je jazyk s rovnost{). Pro kazdé t € C znacime t = {s € C;s ~ t}. Tedy v
pifpadé jazyka bez rovnosti je ¢ jednoprvkovou mnozinou {t}, kterou ztotoznime s
termem t. Definujme realizaci M jazyka L s univerzem M nésledovné: Pro kazdy
funkéni symbol f ¢etnosti n a pro kazdy predikdtovy symbol p cetnosti n kromé

rovnosti a pro kazdé 1, ...,t, € M klademe jednak fa((1,...,t,) = f(t1,. .. tn),
jednak (t1,...,%t,) € pa, prave kdyz T F p(ti,...,t,). Z lemmatu 5.12 (iv),(v)
plyne, ze tyto definice jsou korektni. Navic indukci vzhledem ke slozitosti termu
Ize ukézat, ze je-li t € C, pak ¢ je hodnota termu ¢ v realizaci M.

Ukéazeme, ze M je modelem teorie T. Chceme ukazat, ze pro kazdy specidlni
axiom ¢ € T je M E ¢. Bud ¢’ uzdvér formule . Podle véty o uzdvéru pak
T F ¢'. Ukdzeme-li, ze M |= ¢/, pak podle definice spliiovani odtud ihned plyne
M E p. Staél tedy, dokazeme-li nésledujici vlastnost: Pro libovolnou uzavienou
formuli ¢ jazyka L plati: M = ¢, prave kdyz T F .

Dokéazeme to indukei vzhledem ke slozitosti uzaviené formule . Pro jednodu-
chost budeme predpokladat, ze kazda formule jazyka L je vytvorena z atomickych
formuli jen pomoci logickych spojek =, A a kvantifikdtoru 3 (coz je mozné podle
poznamky na konci kapitoly 5).

Indukece:

1. Je-li ¢ atomicka formule tvaru p(tq,...,t,), pak termy tq,...,t, jsou bez
promeénnych. Podle definice spliovani a podle definice relace py dostavame
M E p(ty, ... t,), prave kdyz (t1,...,t,) € pm, a to je prave kdyz T +
p(tl, cen ,tn>

2. Je-li ¢ atomickd formule tvaru t; = to, pak M = t; = ty, pravé kdyz t, = to,
a to je prave kdyz ty ~ to, to jest pravée kdyz T+ t; = ts.

3. Je-li ¢ tvaru ), pak M |= ¢, pravé kdyz M = 1, coz podle indukéniho
predpokladu je prave kdyz T I 1. Ale T je uiplnd teorie, takze T' I/ 1, prave
kdyz T + =, tj. T + .

4. Je-li ¢ formule tvaru ¥ A n, pak M | ¢, pravé kdyz M = ¢ a M E n,
coz podle indukéniho predpokladu je pravé kdyz T' F ¢ a T = n, coz je dle
postupu vyrokové logiky totéz jako T'F Y An, tj. T F ¢ .

5. Je-li p tvaru (Jzv)), pak formule 1) obsahuje nejvyse jednu volnou proménnou
x. Pritom M = ¢ znamena, ze M |= ¢[e] pro jakékoliv ohodnoceni promén-
nych e. Oviem ¢ je (Jz1p). Mame M |= (3xtp)[e], pravé kdyz existuje t €
M takové, ze M = ple(x/t)], coz je totéz, jako M = ,[t][e], tedy jako
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M E ¢,[t], nebot formule v,[t] je uzaviena. Podle indukénfho predpokladu
to nastane, pravé kdyz T b 1,[t], pro néjaky term ¢ € C.

Ukéazeme, ze tato situace nastane, pravé kdyz T F (Jxvp), tj. T F . Je-li
T = 4, [t], pak T F (3zv)) (podle lemmatu 5.5 na strané 23 uzitim pravidla
odloucent).

Je-li T (3x)), pak protoze teorie T' je Henkinova, existuje konstanta ¢ ja-
zyka L takova, ze T+ (Jz)) — 1,[c]. Odtud pravidlem odlouceni T F 1,[c].

Dukaz je hotov.
O

Definice 7.7. Jazyk L' je rozsirenim jazyka L, jestlize kazdy specialni symbol
jazyka L je obsazen v jazyce L'. Teorie T jazyka L' je rozsirenim teorie T jazyka
L, jestlize pro libovolnou formuli ¢ jazyka L takovou, ze T F ¢, je také T" F .
Teorie T" je konzervativnim rozsirenim teorie T, jestlize navic pro kazdou formuli
1 jazyka L takovou, ze T' F 1), je jiz T F 1.

Poznamka 7.7. Je-li T konzervativni rozsireni teorie T, je ihned vidét, zZe T je
bezespornd, prdave kdyzZ T' je bezespornd.

Lemma 7.8. (Henkin) K libovolné teorii T' lze sestrojit Henkinovu teorii Ty, kterd
je konzervativnim rozsirenim teorie T.

Diikaz: Bud L jazyk teorie T'. Sestrojme jazyk Li, ktery bude rozsifenim jazyka L,
a teorii 77 s timto jazykem, ktera bude rozsitenim teorie T', nasledovné: Pro kazdou
uzavienou formuli jazyka L tvaru (Jzp) pridejme novou, tzv. Henkinovu konstantu
oznacenou ¢, a novy specialni axiom (Jzy) — @.lc,]. V jazyku Ly vznikaji nové
uzaviené formule (3xyp). Timtéz zpusobem sestrojime k teorii 7 jazyka L; jeji
rozsiteni T, v rozsiteném jazyce Lo, atd. Vznika tak posloupnost Ly, Lo, . .. jazyku
a posloupnost 17,75, ... teorii, z nichz kazda je rozsitenim predchozi. Henkinovy
konstanty, které jsme pridavali pti tvorbé jazyka L,, nazveme konstantami radu
n.

Necht nyni Ly je jazyk vznikly z jazyka L piiddnim vsech Henkinovych konstant
vSech F4du, tzn. Ly = U2, L;. Necht Ty je teorie vznikla z teorie T priddnim vsech
uvedenych axiomu prislusnych vsem konstantam, tj. Ty = U2, T; (T je Henkinova
teorie). Dokazeme, ze Ty je konzervativnim rozsirenim teorie 7T'.

Ty je ziejmé rozsiienim teorie T'. Necht 1) je libovolna formule jazyka L takov,
7e Ty F 1. Necht ¢y, ..., ¢, jsou viechny Henkinovské axiomy pouzité v dikazu
formule ¢ z predpokladu Ty. Muzeme navic predpokladat, ze ¢; je axiom ob-
sahujici Henkinovu konstantu maximalniho fddu mezi vSemi axiomy @1, ..., ¢,.
Tedy T,¢1,...,¢0n F 1. Z véty o dedukei z kapitoly 5 dostdavdme T+ (o1 —
(2 = (... (n = ¥))...)). Necht axiom ¢4 je tvaru (3zn) — n,[e,]. Protoze ¢, je
konstanta maximélniho fadu, neni obsazena v @, . .., ¢, ani v ¢. Nyni uzitim véty
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o kostantdch z kapitoly 5 odvodime  ((Jzn) — n.[w]) = (p2 = ... = (o0 —
1Y) ...), kde w je nova proménnd nevyskytujici se ve @1, . .., @, ani v ¢. Uzitim pra-
vidla 3 (lemma 5.4) odtud T F (Jw((Jzn) — n[w]) = (p2... = (pn = P)...).
Podle lemmatu 5.5 mame F n — (Jw n,[w]). Odtud uzitim pravidla 3 vychazi
F (3zn) — (3wn.[w]), takze po provedeni prenexni operace (viz vétu 6.4(2))
mame F Jw((Jzn) — n.[w]). Toto spolu s formuli uvedenou o tii fadky vyse
uzitim pravidla odlouceni dava T' F (pg — ... (¢, — ) ...). Opakovanim tohoto
postupu nakonec dostaneme T F ).

O

Lemma 7.9. Teorie T je bezespornd, pravé kdyZ kazZda jeji konecnd podmnoZina
Q C T je bezesporna.

Dikaz: Plyne z toho, ze kazdy dukaz v predikatové logice z predpokladu T obsa-
huje jen konecény pocet formuli.

U

Véta 7.10. (Lindenbaum) Je-li T' bezespornd teorie s jazykem L, pak existuje
uplné rozsireni T' teorie T se stejnym jazykem L.

Diuikaz: Bud S mnozina viech uzavienych formuli jazyka L. Necht B = {S;S C S
a T US je bezespornd teorie}. Mnozina B je ¢dstecné usporadand inkluzi a je
neprazdna, nebot () € B, protoze T je bezesporni. Méjme libovolnou podmnozinu
D C B, ktera je tetézcem vzhledem k inkluzi. Pak T'U (UD) je bezesporné teo-
rie (podle lemmatu 7.9), nebot kazdd konecnd podmnozina UD je podmnozinou
nékteré mnoziny S € D a T U S je bezesporné teorie. Takze UD € B. Podle Zor-
nova lemmatu existuje v ¢dstecné usporddané mnoziné B maximdlni prvek, necht
je to Sp. Pak teorie T'U Sy = T” je rozsirenim teorie T', je bezesporna a ukazeme,
ze je to uplna teorie.

Bud ¢ libovolnd uzaviend formule jazyka L. Piipustme, ze T' ¥/ ¢ a T" If —.
Ponévadz T" i ¢, podle dusledku 7.1 je T"U{—¢p} bezesporna teorie. To znamena,
7e Sy U {—p} € B. Pritom —p ¢ Sy, dokonce —¢ & T', nebot T" I¥ —p. To je spor
s maximalitou mnoziny Sj.

O

Dtikaz Godelovy véty 7.5 ze strany 34: Jak jiz bylo uvedeno, vzhledem k dusledku
7.3 zbyvé ukazat, ze bezesporné teorie T' jazyka L mé néjaky model. Podle pozndmky
7.7 alemmatu 7.8 existuje Henkinova teorie Ty tak, ze je bezesporna a jeji jazyk L'
je rozsitenim jazyka L o mnozinu Henkinovych konstant. Podle véty 7.10 existuje
uplné rozsiteni T teorie Ty s jazykem L'. Teorie T” je Uiplnd a soucasné zustava

i Henkinova. Podle lemmatu 7.6 mé teorie 7" néjaky model M’. Model M’ je
realizaci jazyka L'. Nebudeme-li v M’ vyznacovat prvky odpovidajici pridanym
Henkinovym konstantam z L', dostaneme tak realizaci M jazyka L, ktera je ziejmé
modelem teorie T'.
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8 Veéta o kompaktnosti a véta Herbrandova

Véta 8.1. (O kompaktnosti) Necht T je mnoZina formulf jazyka L. Pak teorie T
md nejaky model, praveé kdyz kazdd jeji koneénd podmnozina Q C T md model.

Dikaz: Plyne z Godelovy véty o uplnosti (véta 7.5) a z lemmatu 7.9.

Jako ukazku aplikace této véty uvedeme piiklad o neaxiomatizovatelnosti.

Aplikace:
Uvazujme jazyk teorie grup a teorii abelovskych grup. Tuto teorii 1ze zadat konec-
nym poctem specidlnich axiomu. Grupa se nazyva periodickou grupou, jestlize
kazdy jeji prvek z ma konec¢ny fad n (n € N), tj. jestlize je v ni splnéno: Vo3n >
1: 2™ = 1 kde 2™ je zkratka pro term g -...-xz. Ale tento vyraz neni formuli

predikétové logiky 1. fddu. Je to tvrzeni tzv. slabé logiky 2. fadu, nebot se v ném

kvantifikuje pres prirozend cisla. Vidime tedy, ze periodické abelovské grupy lze
axiomatizovat ve slabé logice 2. fadu. Ukazeme, ze je vSak nelze axiomatizovat
v predikatové logice 1. radu.

Tvrzeni 8.2. Bud P mnoZina viech formuld jazyka 1. ¥ddu teorie grup, které jsou
splnény ve vsech periodickyjch abelovskijch grupdch. Potom existuje abelovska grupa
A takovd, ze A neni periodickd abelovskd grupa a pritom A |= P.

Dikaz: Rozsitme jazyk teorie grup o novy konstantni symbol c¢. Uvazme mnozinu
formuli S =PU{=(c=1),~(c* =1),~(c* =1),...}. Méjme nyni libovolnou ko-
necnou podmnozinu @ C S. Vezméme nejvétsi n takové, ze formule (¢ = 1)
je obsazena v @ (pokud @ C P, volime n = 0). Uvazujme jakoukoliv cyklickou
grupu C tadu n+1. Je to periodicka abelovska grupa a interpretujeme-li v ni navic
symbol ¢ kterymkoliv prvkem tadu n + 1, je jasné, ze pak C' se stane modelem
teorie ). Takze kazda konecnd podmnozina mnoziny S ma model, podle véty 8.1
pak i S m& model A. Tento model A je abelovskd grupa, nebot A |= P, ale neni to
periodickd grupa, nebot prvek a z A, ktery interpretuje konstantu ¢, nem4 koneény
rad.

O
Ozna¢me |L| mohutnost mnoziny vsech specidlnich symbolua jazyka L.

Véta 8.3. Bud T bezespornd teorie jazyka L. Pak T md model mohutnosti nejuyse
max{No, |L|}.
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Dukaz: Plyne z dukazu véty o uplnosti, viz dukaz véty 7.5. Rozsiteni L' jazyka L je
konstruovano v lemmatu 7.8. Pfitom mohutnost mnoziny formuli v zddném kroku
konstrukce, a tedy mohutnost mnoziny Henkinovych konstant lib. fadu, nikdy
neptrevysi max{Ro, |L|}. Model tplné teorie T" jazyka L' se konstruuje v lemmatu
7.6. Ponévadz uz mnozina termu jazyka L’ nema vétsi mohutnost nez maz{Xy, |L|},
je vidét, ze ani model nebude vétsi mohutnosti.

U

Véta 8.4. (Lowenheim,Skolem) Md-li teorie T' s jazykem L nekonecny model, pak
mda model libovolné mohutnosti n > max{Ro, |L|}.

Diikaz: Bud M nekoneény model teorie T'. Rozsiime jazyk L pfiddnim mnoZiny
{¢;;i € I} novych konstantnich symboli, kde mohutnost I je rovna n. Uvazme
mnozinu formuli S = T'U {=(¢; = ¢;);4,j € 1,1 # j}. Mame-li libovolnou kone¢nou
podmnozinu @ C S, pak ve formulich z @ je jen konecny pocet novych kon-
stantnich symbolu. Ponévadz M je struktura s nekonecnym univerzem, muzeme
témto konstantnim symbolum pfiradit navzajem ruzné prvky z M a je jasné, ze
tim se M stdva modelem teorie (). Podle véty 8.1 o kompaktnosti mé tedy sama
teorie S model, a tedy je bezesporna. Podle véty 8.3 ovSsem mé teorie S model
mohutnosti nejvyse maxz{Ro, |L| + |I|} = n. Na druhé strané, ponévadz v tomto
modelu je splnéno —(¢; = ¢;) pro i # j;i,j € I, ma tento model mohutnost prave
n. Opomeneme-li interpretaci konstantnich symbolu ¢;;7 € I, dostaneme model
teorie T

4

Priklad 8.1. Existuje nestandardni model Peanovy aritmetiky. Skutec¢né, standard-
ni model Peanovy aritmetiky je spocetny (tedy nekonecny). Podle véty 8.4 existuje
model Peanovy aritmetiky libovolné mohutnosti n > RXy. Je-li n > Ny, je tento mo-
del nestandardni.

Ve zbytku kapitoly se omezime na jazyky predikatové logiky 1. fadu bez rov-
nosti.

Herbrandova véta charakterizuje nékteré logicky platné formule predikatové
logiky pomoci jistych tautologii. Casto byva formulovéna v negativni podobé, tj.
jako charakterizace nékterych spornych formuli pomoci jistych kontradikei.

Rekneme, ze vyrokova formule A je kontradikce, jestlize T(A) = 0 pro lib.
pravdivostni ohodnoceni v prvotnich formuli. Ziejmé A je kontradikce, pravé kdyz
- A je tautologie. Bud L jazyk predikdtové logiky. V dalsim budeme jako mnozinu
P prvotnich formuli pro vyrokovou logiku brat mnozinu vsech atomickych formuli
jazyka L. Vyrokové formule budou tedy formule vytvorené z atomickych formuli
pomoci logickych spojek, tj. oteviené formule.

Rekneme, ze formule ¢ jazyka L je spornd, jestlize pro kazdou realizaci M
jazyka L pfi libovolném ohodnoceni proménnych e je M [~ ple]. Formule ¢ je
spornd, prave kdyz —¢ je logicky platna formule.
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Zavedeme nésledujici oznaceni: zapisem ¢(x1,...,z,) budeme oznacovat for-
muli ¢, jejiz vSechny volné proménné jsou mezi x4, ..., x,. Jsou-li ¢1,...,t, termy
substituovatelné za x1, ..., x, do ¢, pak instanci ., ., [t1,...,t,] budeme znacit
(,D(tl, e ,tn)

Herbrandova véta se obvykle dokazuje ve svém negativnim tvaru (z davodu
narocnosti tento dikaz neuvadime):

Véta 8.5. (Herbrandova véta — negativni tvar.) Je-li o(x1,...,x,) oteviend for-
mule jazyka L, pak formule (Vxq...Ve,p(xq,...,2,)) je spornd, pravé kdyz exis-
tugd termy th, ... th Lo 8T T takové, Ze (t], .. EEY A LA Q(ET L ) e
kontradikce.

Negovanim formuli v obou ¢astech véty 8.5 dostavame tento obvykly tvar Her-
brandovy véty:

Véta 8.6. (Herbrandova véta - pozitivni tvar) Je-li ¢(xq,...,x,) oteviend for-
mule jazyka L, pak formule (3z; ... 3x,0(x1, ..., x,)) je logicky platnd, prdvé kdyz
existugi termy t1, ... tL ..t E™ takové, Ze p(t, ..tV Vet tm)
je tautologie.

Vzhledem ke Godelové vété o tiplnosti je Herbrandova véta soucasné charakteri-
zaci nékterych formuli dokazatelnych v predikatové logice 1. fadu. Jde o uzaviené
formule v prenexnim tvaru, jejichz prefix obsahuje jen existen¢ni kvantifikator.
Tento vysledek je mozno rozsitit na libovolné formule zavedenim tzv. Skolemovych
funkci. Pomoci téchto funkei je mozno upravit prenexni tvar formule tak, ze ne-
obsahuje existen¢ni kvantifikatory. Idea tupravy spociva v transformaci formule
Vay, ... Ve,3x, 10(x, .. Ty, Tpyp) naformuli Vg, .. Ve,o(21, .. 2, f(21, .. 22)),
tzv. Skolemuv normalni tvar, kde f je tzv. Skolemova funkce. Skolemtv normalni
tvar dané formule obecné neni logicky ekvivalentni s touto formuli, je vSak splni-
telny, praveé kdyz dand formule je splnénitelna (obecné ale ne pro stejnou realizaci).

Priklad 8.2.

1) Skolemuv normdlni tvar formule Vz3yVz3w(p(z,y) V —(z,w)) je ziejmé

VoV (p(z, f(x)) V (2, g(x, 2))).

2) Formule Yz3yp(x,y) ma Skolemuv normalni tvar Vzp(z, f(z)), coz v realizaci
s univerzem Z a symbolem p(z, y) interpretovanym relaci z +y = 0 znamena,
ze formule Vz3y(x + y = 0) ma Skolemuv normalni tvar Vz(x + f(x) = 0).
Pak zfejmé f(z) = —uz.

Je-li nyni ¢ libovolna formule, prevedeme formuli ¢ = —¢ na Skolemuv normalni
tvar a aplikujeme negativni tvar Herbrandovy véty. Tim rozhodneme o spornosti
formule ¥ a tedy o dokazatelnosti formule .
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9 Veéty o neuplnosti

Roku 1931 dokazal Kurt Godel dvé vyznamné véty, které jsou dnes znamy jako
Prvni a Druhd véta o nedplnosti predikatové logiky. Tyto véty maji zcela vysadni
postaveni v moderni matematice, nebot hraji dileZitou roli nejen v logice, ale
také v mnoha dalsich oblastech matematiky, zejména v teorii modelt, aritmetice
a teorii mnozin. Godelovy véty jsou oviem vyznamné i z hlediska filozofie, nebot
stanovuji hranice ,axiomatického* uvazovani. Plyne z nich mj. neproveditelnost
tzv. Hilbertova programu, ktery si kladl za cil zachytit celou matematiku jako
systém urcitych fixnich axiomu a odvozovacich pravidel, ze kterych by bylo mozno
vyvozovat vSechna platna tvrzeni, tj. véty. Tento systém mél byt bezesporny a
uplny a Kurt Godel ukazal, ze toho dosahnout nelze. V této kapitole uvadime obé
véty nikoliv v puvodnim, méné srozumitelném tvaru, nybrz v mirné zesileném tvaru
prevedeném do srozumitelnéjsi terminologie. Tyto véty byly zobecnény mnoha
autory, prislusna zobecnéni vsak presahuji ramec tohoto textu, proto je neuvadime.
Ze stejného duvodu vynechavame dukazy obou vét.

V nasledujici vété uzivame pojem rekurzivni teorie. Presnd matematicka de-
finice tohoto pojmu je ponékud komplikovana, proto pouzijeme nasledujici ,,in-
formatickou® definici: Teorie je rekurzivni, pravé kdyz existuje algoritmus, ktery
umozni stroji rozhodnout o libovolné formuli, zda je ¢i neni axiomem této teorie.
Tedy teorie je rekurzivni, pravé kdyz stroj umi rozhodnout o kazdé posloupnosti
formuli, zda je ¢ neni dukazem v této teorii. VSechny bézné uvazované matema-
tické teorie jsou rekurzivni.

Véta 9.1. (Prvni véta o netplnosti.) Je-li T bezespornd rekurzivni teorie, kterd
je rozsirenim Peanovy aritmetiky, pak je neuplnd (presnéji, pak existuje uzaviend
formule ¢ v jazyce teorie T takovd, Ze plati T ¢ a T i —p).

Prvni véta o neuplosti stanovuje hranici kazdého formélniho systému zahr-
nujictho (Peanovu) aritmetiku. Hraje tedy vyznamnou roli nejen v matematice a
filozofii, ale také v informatice, kde omezuje vypocetni silu uzitou pro algoritmizaci
nejruznéjsich loh. Véta totiz ukazuje omezenost algoritmizace a nenahraditelnost
¢lovéka strojem.

Véta 9.2. (Druhd véta o netiplnosti.) Necht T je bezespornd rekurzivni teorie,
kterd je rozsirenim Peanovy aritmetiky, a necht Cony znaci formuli , T je beze-
spornd“. Pak plati Tt/ Cony.

Podle Druhé véty o neuplnosti tedy nemuze zadna bezespornd rekurzivni teorie
obsahujici Peanovu aritmetiku vlastnimi prostredky dokazat svoji bezespornost.
Zatimco Prvni véta o neuplnosti iiké, ze v zadné rozumné teorii prirozenych c¢isel
neni dokazatelné vse, Druhd véta je konkrétni priklad takového nedokazatelného
tvrzeni.



