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PREDMLUVA

Ucebni text obsahuje prehled metod nejcastéji pouZivanych metod matematické
statistiky a je pouze zdkladni pomickou pro studium. Pro individudlni pifipravu ke zkousce
jsou do kazdé kapitoly zafazeny nefeSené piiklady k procviceni a kontrolni otazky.
K prohloubeni znalosti se doporucuje literatura citovand v textu a uvedena v zavérecné Casti.
Tabulkova cast ma slouzit k feSeni tloh na odhady parametri a testovani statistickych
hypotéz. Dodatky 1 a 2 dopliluji ucebni text o zdkladni informace z popisné statistiky a teorie

pravdépodobnosti.

Dé&kuji vSem, kteti mné pomohli pfipominkami a radami k ptipravé tohoto vydani

ucebniho textu. Rad pfijmu vSechny podnéty a doporuceni k jeho obsahu i zpracovani.

Brno, fijen 2008 Zden¢k Karpisek



ELEMENTY MATEMATICKE STATISTIKY

1 NAHODNY VYBER A JEHO CHARAKTERISTIKY
Matematické (inferen¢ni, indukéni) statistika poskytuje metody pro popis veli¢in ndhodného
charakteru pomoci jejich pozorovanych hodnot. Jednd se vlastn€ o urceni vlastnosti rozdéleni
pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny nebo ndhodného vektoru na zéklade¢ jejich pozorovanych
hodnot a v podstat¢ jde o feSeni dvou zékladnich uloh matematické statistiky:

o odhady parametri a rozdéleni,

e testovdni statistickych hypotéz o parametrech a rozdélenich.
Tyto ulohy se dle potfeby kombinuji, kdyz napi. odhadujeme nebo testujeme Ciselné
charakteristiky rozdé¢leni, vySetfujeme =zavislosti ndhodnych wveli¢in apod. Metody
matematické statistiky jsou zaloZeny na nésledujicich pojmech.

Opakujeme-li n-krat nezavisle pokus, jehoz vysledkem je hodnota ndhodné veli¢iny X

s distribu¢ni funkci F (x, 3) , kde 9 je realny parametr (ptfipadné¢ vektor parametri anebo
jejich funkce) daného rozdéleni pravdépodobnosti, pozorujeme vlastné ndhodny vektor
X =(X,,....X,) a predpokladime, Ze jeho slozky jsou nezavislé néhodné veliCiny X; se
stejnou distribu¢ni funkci jakou ma pozorovana ndhodnd veli¢ina X. Nahodny vektor
X =(X,,...X,) se nazyva ndhodny vybér (znahodné veliiny X nebo z jejiho rozdgleni
pravdépodobnosti) a Cislo n je rozsah nahodného vybéru. Analogicky definujeme ndhodny
vybér zndhodného vektoru. Nahodny vybér méa simultanni distribuéni funkci

F(x:8) = F (x,,0,:8) = [ [ F (x:9).
i=1

Ciselny vektor x = (xl,...,xn ), ktery ziskame pii realizaci nahodného vybéru, kde x; je
pozorovand hodnota slozky X;, i=1,...,n, je statisticky soubor s rozsahem n. Statisticky
soubor X = (x,,...,x, ) je jinak feGeno pozorovana hodnota nahodného vybéru X = (X ....X,),

coz znamend, Ze pii opakovanych realizacich ndhodného vybéru obdrzime obecné (a
nahodné) rizné statistické soubory. Mnozina vSech hodnot ndhodného vybéru, tj. mnozina
vSech statistickych souborti, tvoii tzv. vybérovy prostor.

Funkce ndhodného vybéru T (X LX) je vybérovd charakteristika nebo statistika.

Jeji hodnota na statistickém souboru #=7T (xl,...,xn) je empirickd charakteristika nebo

pozorovand hodnota statistiky T. Vybérovou charakteristiku (statistiku) 7" (a tim také



empirickou charakteristiku #) volime tak, nabyvala na vybérovém prostoru s velkou

pravdépodobnosti hodnot blizkych nezndmé nebo piedpokladané teoretické charakteristice,

napf. parametru 4 pozorované nahodné veli¢iny X. Z toho vyplyva zakladni princip statistické

indukce v matematické statistice, ktery je schematicky vyjadien na obr. 1.1.

1)

2)

3)

4)

b)

Nahodna veli¢ina Teoreticka charakteristika
X 4
A
A 4
Nahodny vybér | > Vybérova charakteristika
Xiyeees Xi) T(X15eees Xn)
N Statisticky soubor > Empiricka charakteristika ||
(xls'"a xn) 1= T(xla'-'a xn)
Obr. 1.1

Pouzivame zejména tyto vyberové charakteristiky:
% ” o v v 1 <
vybérovy primér X =— z X,
n i

vpbérovy rozptyl  S* = 1 Zn:(X,. -X )2 ,

i=1

vybérovd smérodatnd odchylka S =~/S” ,

> (X, ~X)(r,-7)

1
S5

vybérovy koeficient korelace R = pro nahodny vybér

z ndhodného vektoru (X, Y), kde S(X) a S(Y) jsou vybérové smérodatné odchylky

nahodnych velicin X a Y.

Zékladni vlastnosti vyb&rového priméru X a vybérového rozptylu S*jsou:

JestliZze pozorovana nahodna veli€ina X m4 stfedni hodnotu E (X)), pak
E(X)=E(X).

JestliZze pozorovana nahodna veli€ina X mé rozptyl D(X), pak

p(x)=2) o(X)= olx), E(s)="=Lp(x).

n In n

Hodnoty vybérovych charakteristik jsou empirické charakteristiky, které ziskdme po

zpracovani statistického souboru. Napfi. aritmeticky primér X je pozorovana hodnota



vybérového priméru X apod. Tyto hodnoty jsou viak nahodné, jinak feeno, empirické
charakteristiky se pii opakovanych realizacich ndhodného vybéru nahodné¢ méni. Avsak
z predchézejiciho plyne, Ze napt. pro n — o rozptyl vybérového priméru D ()_( ) — 0, takze
pro dostate¢né velké n je takika jisté aritmeticky primér x blizky neznamé stiedni hodnoté

E(X). Pitom ale o(X)—0 pouze s rychlosti n"'?, coz znamena, ze napt. pro dosazeni
dvojnasobné piesnosti aproximace neznamé stiedni hodnoty E(.X) aritmetickym primérem

X musime zvysSit rozsah ndhodného vybéru Ctytikrat atd. Ve statistické literatufe se hovoii o

tzv. statistické kletbé.

. n
Protoze

<1, je E (Sz) <D(X), takze empirické hodnoty s* se vzhledem ke
n

skutecnému (a obvykle nezndmému) rozptylu D(X ) castéji vychyluji doleva (do menSich

hodnot) od D (X). Proto se mnohdy definuje vybérovy rozptyl $*ve tvaru

-t s LS (x,-X)

n—1 n—-143
a pro tento vybérovy rozptyl je E (S'z) = D(X ) Odpovidajici rozptyl statistického souboru

pak je

Statistika $* ma viak v&tsi rozptyl neZ statistika S, ale pro velkd n (fadové 100 a vice) je
rozdil mezi témito statistikami zanedbatelny. Analogicky definujeme vybérovou smérodatnou
odchylku S a smérodatnou odchylku statistického souboru §. Rlzné definice uvedenych
charakteristik je nutno respektovat pii zpracovani statistického souboru na PC pomoci
statistickych programii a také ve vzorcich jak pro odhady parametrl, tak i pro testovani
statistickych hypotéz.

Nejcastéji feSené ulohy pii aplikacich metod matematické statistiky se tykaji
pozorovanych nahodnych veli€éin s norméalnim rozdélenim pravdépodobnosti. Jestlize

pozorovana ndhodnd veli¢ina X mé normalni rozdéleni N(z; o?), pak statistika:

2
- . f1x 1 o

a) X ma normdlni rozdéleni N(u;—),
n

X-u

(o2

b) Jn mé normalni rozd&leni N(0;1),




X - : :
c) S £ ANn—1 ma tzv. Studentovo rozdéleni S(n — 1) s n—1 stupni volnosti,

nazyvané téz t-rozdéleni,

2

nS , v, . . ot a
d) —5 ma tzv. Pearsonovo rozdéleni y*(n—1) s n—1 stupni volnosti, nazyvané téz
c

chi-kvadrdt rozdéleni.

Jestlize pozorovand ndhodna veli¢ina X ma normalni rozdéleni N( wX); o' (X )) a

pozorovana nadhodna veli¢ina ¥ ma normalni rozdéleni N ( u(Y);o’ (Y )) , X a Y jsou nezavislé

"

a také ndhodné vybéry (Xl,...)(n1 ), (Yl,...,Y ) jsou nezavislé, pak statistika:

X-Y —(u(X)-uY
a) (,u( )~ M )) ma normalni rozd€leni N(0;1),

\/02 (X), o’(Y)

n n,

b) ma pro stejné rozptyly o’ (X)=o"(Y)

X-Y —(u(X)—mu(Y)) \/nlnz (n, +n,—2)
JmS*(X) +n, 83 (Y) m+n,

Studentovo rozdéleni S (n1 +n, — 2) ,
ma pro stejné rozptyly o’ (X)=o"(Y) tzv. Fisherovo-Snedecorovo

rozdéleni F(n; —1,n,—1)s n,—1 a n, —1 stupni volnosti.
Jestlize X, X,,... je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in s libovolnym stejnym

rozdélenim pravdépodobnosti (napf. i asymetrickym nebo diskrétnim), které ma stfedni

hodnotu g, a smérodatnou odchylku o, pak posloupnost ndhodnych veli¢in

1 n
;;Xi —Hy

Oy

n

konverguje (v distribuci) k ndhodné veli¢iné U s normovanym normalnim rozdélenim
N(0;1). Odtud plyne, Ze pti dostate¢né¢ velkém rozsahu ndhodného vybéru »n mizeme
rozdéleni pravdépodobnosti vybérového aritmetického priméru X pro libovolnou

pozorovanou nahodnou veli¢inu X se stfedni hodnotou 4, a rozptylem o aproximovat



2
11z N1 O [ PERT < x .
normalnim rozdélenim N(z,;—%). To také znamena, Ze pii dostate¢né velkém rozsahu n
n

miiZeme stanovit intervalovy odhad napf. stfedni hodnoty g, pozorované ndhodné veli¢iny X

s jinym nez normalnim (dokonce i nezndmym) rozdélenim pravdépodobnosti. Tento interval
zkonstruujeme ze ziskaného statistického souboru a jeho spolehlivost (tj. pravdépodobnost

zachyceni 4, ) pak vyjadiime pomoci normalniho rozdéleni pravdépodobnosti.

Vyse uvedena tzv. statisticka rozdéleni pravdépodobnosti jsou tabelovana (viz
Statistické tabulky na konci tohoto ucebniho textu) a je také mozno urcit jejich hodnoty
pomoci Excelu, profesiondlnich statistickych softwarti a statistickych apletii na Internetu.
Detailni informace o vysSe uvedenych a dalSich pouzivanych statistikach, jejich rozdélenich
pravdépodobnosti a asymptotickych vlastnostech 1ze nalézt napt. v [2], [3], [8], [15], [17],
[30].

Kontrolni otazky

Jaké dv¢ zakladni ulohy se fesi v matematické statistice? Uved’te konkrétni ptiklady.
Definujte ndhodny vybér a jeho realizaci.

Definujte vybérovou charakteristiku a empirickou charakteristiku.

Popiste princip statistické indukce.

Popiste zakladni vlastnosti vybérového priiméru a vybérového rozptylu.

Jaké zékladni tzv. statistickd rozdéleni pravdépodobnosti pouzivame?

N kR

Jaké rozdéleni pravdépodobnosti ma vyberovy primér, jestlize pozorovana nidhodna
veli¢ina ma normalni rozdéleni?
8. Jakym rozdélenim pravdépodobnosti mizeme pro dostatecné velky rozsah nahodného

vybéru aproximovat rozdéleni vybérového priméru?



2 ODHADY PARAMETRU

Bodové a intervalové odhady
Ptedpokladame, Ze pozorovana ndhodna veli¢ina X (pfipadné ndhodny vektor) ma distribu¢ni
funkci F(x,¥) zndmého tvaru, kde 4 je parametr (redlné Cislo nebo realny vektor) rozdéleni
pravdépodobnosti X. Skute¢nou hodnotu parametru ¢ obvykle nezndme a odhadujeme ji
pomoci ziskaného statistického souboru. Parametrem ¢ miiZe také byt ¢iselna charakteristika
nahodné veli¢iny (ndhodného vektoru), napft. stfedni hodnota E(X), rozptyl D(X), koeficient
korelace p(X,Y) apod., ptipadné tzv. parametrickd funkce, tj. funkce parametrii rozdéleni.
MnozZina vSech uvazovanych hodnot parametru 4 se nazyva parametricky prostor. Podle
zpusobu provedeni rozdélujeme odhady na odhady bodové a intervalové.

Odhadem T parametru 4 je statistika 7(Xj,..., X,), kterd na celém parametrickém
prostoru nabyva hodnot blizkych parametru 4. Pouzivame zejména tyto odhady:
1. Odhad T parametru 4 je nestranny (nevychyleny), jestlize jeho stiedni hodnota E(7) = .

Pokud je E(T) # 9, jde o stranny (vychyleny) odhad.

2. Je-li rozptyl nestranného odhadu 7 nejmensi z rozptyli vSech nestrannych odhadi téhoz

parametru 9, je T nejlepsi nestranny odhad.
3. Odhad T je konzistentni, jestlize limP(|T — 8|( 6‘) =1 pro libovolné realné ¢islo ¢ ) 0.
Plati:

a) X je nestranny konzistentni odhad stfedni hodnoty E(X),

n

b) S* je nestranny konzistentni odhad rozptylu D(X),

n J—
c) odhady a) a b) jsou pro normalni rozdéleni X také nejlepsi.
Dalsi typy odhada (napt. maximdlné vérohodné odhady) jsou popsany v [2], [3], [8], [15],
[17], [30].

Bodovy odhad parametru 3 je pozorovana hodnota 7=T(x,,...,x,) odhadu T na

statistickém souboru (x1 yeeis X, ) . Bodové odhady zékladnich ¢iselnych charakteristik jsou

E(X)=%,D(x)=—" sz,O'(X)z\/Zs,p(X,Y)zr,

n-1

kde X,s’,s,r jsou empirické charakteristiky ziskané ze statistického souboru (xl,...,xn),

resp. ((x1 2 ) peees (X5 0, )) , a znaménko = vyjadiuje pouze odhad a nikoli rovnost hodnot.

-10 -



Interval spolehlivosti (konfidencni interval) pro parametr 3 se spolehlivosti 1 — o,
kde a €(0;1), je dvojice takovych statistik (7,;7,), ze P(T, <$<T,)=1-a pro kazdou
hodnotu parametru 9. Intervalovy odhad parametru 8 se spolehlivosti 1 — o je interval

<tl;t2> a piSeme 9 e <t1;t2>, kde 7,,¢, jsou hodnoty statistik 7;,7, na daném statistickém

souboru (x, ,..., X, ), resp. ((xl,yl),...,(xn,yn ))

Spolehlivost 1 — & volime blizkou jedné, podle konvence obvykle 0,95 nebo 0,99, a
uvadime ji také v %. Spolehlivost 1 — & znamend, Ze pii mnoha opakovanych vybérech
s konstantnim rozsahem » z daného zakladniho souboru zhruba (1 — «)100 % vsech
intervalovych odhadd obsahuje skute¢nou hodnotu parametru 4 a naopak 100 % jich tuto
hodnotu neobsahuje. Situaci ilustruje pocitatové simulovany piiklad na obr. 2.1, kde $=0 a
tucné jsou vyznaceny piipady odpovidajici riziku chybného odhadu ¢, tj. intervalové odhady,
které nezachytily hodnotu parametru 9.

- _

= 1

4 intervalové odhady z 50 provedenych intervalovych odhadt se spolehlivosti 0,95
neobsahuji odhadovanou hodnotu 0, tj. pozorovana spolehlivost odhadu je 0,92

Obr. 2.1

SniZeni rizika «, tedy zvySeni spolehlivosti 1 — &, vede pii zachovani rozsahu vybéru
n ke zvétSeni velikosti intervalového odhadu. Pro o = 0, tedy pro 100 % spolehlivost, je
intervalovym odhadem cely parametricky prostor a to nema v aplikacich rozumny vyznam.
Zmensit velikost intervalového odhadu je mozno:
a) snizenim spolehlivosti, coz neni vhodné, protoze se tim vlastné neptesnost odhadu zvétsi,
b) zvySenim rozsahu vybéru n, ovSem s ohledem na "kletbu statistiky", nebot’ velikost

intervalového odhadu se zmen3i viceméné umémé n'’ 2,

c) volbou jiného a soucasn¢ "uzSiho" intervalu spolehlivosti pro dany parametr, pokud

takovou statistiku 7 zname.

Na druhé stran€ je zfejmé, ze bodovy odhad ma spolehlivost nulovou anebo blizkou nule (pro

-11 -



diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti pozorované ndhodné veli¢iny X). Intervalové odhady
proto poskytuji vyznamné dokonalejsi pohled na vlastnosti pozorované nahodné veliCiny nez
odhady bodové a navic bodovy odhad obsahuyji.

Intervalové odhady délime na dvoustranné (oboustranné) a jednostranné podle toho,

zda je ohrani¢ujeme oboustranné anebo jednostranng. Casto volime statistiky 7|, 7, ve tvaru
I,=T-6, a T,=T+9,, kde 6,20 a 6, =0 jsou vhodna realna ¢isla (zavisejici na
spolehlivosti 1 — @ a rozsahu nahodného vybéru n) a T je néjaky odhad parametru 4.

Poznamenejme, ze z ptedem dané délky A dvoustranného odhadu intervalového odhadu a

spolehlivosti 1 — & je mozno urcit potfebny rozsah vybéru.

Odhady parametrii normalniho rozdéleni

Ptedpoklddame, Ze pozorovand ndhodna veli¢ina X, resp. nahodny vektor (X Y ), ma

normalni rozdé&leni pravdépodobnosti s parametry s, &, resp. p.

Bodové odhady jsou

_ P n 2 n
HU=x, o° = s, o= s, p=r .
n-—1 n—1

Intervalovy odhad stiedni hodnoty  pii neznamém rozptylu o je

;X + tl_a/2

— s s
Xt ,—— —_—),
< e Jn -1 \/n—1>
kde 7, je (1 - %j - kvantil Studentova rozdéleni S(k) s k£ =n — 1 stupni volnosti. Kvantily

tohoto rozdéleni jsou uvedeny v tabulce T2.

Intervalovy odhad rozptylu &° je

ns’  ns’
2 22 |»
Xia)r Xap2

kde y; je P - kvantil Pearsonova rozdéleni 3’ (k) s k=rn— 1 stupni volnosti. Kvantily tohoto

rozdéleni jsou uvedeny v tabulce T3. Z uvedeného intervalového odhadu ziskame po
odmocnéni jeho mezi intervalovy odhad smérodatné odchylky o .

Priklad 2.1

Me¢étenim délky 10 valecka byl ziskan statisticky soubor s empirickymi charakteristikami
¥ =5,37mm, s> = 0,0019 mm’ a s = 0,044 mm (viz piiklad 2.1 z u&ebniho textu MME 2).
Urcete bodové odhady stfedni hodnoty, rozptylu a smérodatné odchylky. Za ptredpokladu, Ze

-12 -



naméiend délka X ma normalni rozdéleni pravdépodobnosti, urcete intervalové odhady téchto
¢iselnych charakteristik se spolehlivosti 0,95.
Regent:
Bodové odhady jsou:
sttedni délka valecku g = 5,37 mm,
rozptyl délky valecku o= %0,0019 =0,00211 mmz,

smérodatnd odchylka délky valecku o = 4/0,00211 = 0,046 mm.

Intervalovy odhad stfedni délky valecku u se spolehlivosti 0,95 je, nebot’ 7975 = 2,262 pro
9 stupiit volnosti z tabulky T2,

ue <537- 2,262—“0’0019; 5,37 + 2,262—“0’0019> ~ <5,337; 5,403> mm.

v10-1 v10-1

Intervalovy odhad rozptylu délky valetku o” se spolehlivosti 0,95 je, nebot’ ;53,025 =2,700 a

Zoors = 19,023 pro 9 stupiiii volnosti z tabulky T3,

) 10.0,0019 10.0,0019
o e < ;

: >~ <0,00100; 0,00704> mm’,
19,023~ 2,700

takze intervalovy odhad smérodatné odchylky délky valecku o je

o € <40,00100 ; /0,00704 >~ <0,0316; 0,0839> mm.
Intervalovy odhad koeficientu korelace p pro n>10a r # £1 je
(1gh z,51gh z,),
kde

u._ u_ 1 1+r 7 e —e’ ¥ -1
z =w- 1-a/2 . L, =w+ 1-a/2 , W=— In + , tghz= == ,
n-3 n—73 2 1-r n-1 i e’ +1

au_,, je (1—%)-kvantil normovaného normalniho rozdéleni N(0;1), jehoz hodnoty lze

ziskat z tabulky T1 s hodnotami distribu¢ni funkce ®(u). Pro 1 — a = 0,95 je u,,; =1,960 a
pro 1 —a=0,99 je u,, =2,576. Uvedeny odhad je pouze pfiblizny, avSak jeho piesnost je

v praktickych ulohéch zcela postacujici (pfesny odhad neni znam).
Priklad 2.2
Sledovanim néakladii X a ceny stejného vyrobku Y u 10 vyrobcl byl ziskan dvourozmérny

statisticky soubor s koeficientem korelace » = 0,82482 (viz ptiklad 2.3 zucebniho textu
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MME 2). Urcete bodovy odhad a intervalovy odhad se spolehlivosti 0,99 koeficientu korelace
p zékladniho souboru.
Regent:

Bodovy odhad koeficientu korelace nakladi a ceny je p = 0,82482. Po dosazeni je

W= l In 1+0,82482 N 0,82482 ~1,21753.
1-0,82482 10-1
Z tabulky T1 je up 995 = 2,576, takze
2,576 2,576

~0,24397, z, =1,21753 +
J10-3 2 J10-3

a intervalovy odhad koeficientu korelace nakladii a ceny p se spolehlivosti 0,99 je

z, =1,21753 -

~2,19110

p e (1gh 0,24397; 1gh 2,19110) ~ (0,239242; 0,975313)..

Odhady parametru binomického rozdéleni

Predpokladdme, ze pozorovand nahodna veli¢ina X maé alternativni rozdéleni
pravdépodobnosti s parametrem p, tedy binomické rozdéleni Bi(1; p). Pfi odhadu parametru
p jde vlastné o odhad velikosti podilu prvki zékladniho souboru majicich sledovanou
vlastnost. Pfitom X; nabyva hodnotu x; = 1, resp. 0, jestlize i-ty ndhodné vybrany prvek ma,
resp. nema, sledovanou vlastnost, i = 1,..., n. Necht’ x je pocet prvki se sledovanou vlastnosti

z n nahodn¢ vybranych prvki, tedy x = Zx,. .

i=1
, . x
Bodovy odhad je p =—.
n

Intervalovy odhad p je pro n> 30

kde u,_,, je (1 - %) - kvantil normovaného normdlniho rozdé¢leni, jehoz hodnoty lze ziskat

z tabulky T1. Uvedeny odhad je pouze ptiblizny, avSak jeho ptesnost je pro velkd »
v praktickych ulohéach obvykle postacujici.
Piiklad 2.3

Pti prizkumu z&jmu o novy vyrobek odpovédélo ze 400 dotdzanych zdkaznikl supermarketu
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STAMET kladn€ na otdzku, zda si novy vyrobek koupi, 80 zakaznikli. Uréete bodovy a
intervalovy odhad podilu zdkazniki p ze zakladniho souboru vSech zakaznikli supermarketu
STAMET.
Regent:

Protoze x =80 a n =400, je bodovy odhad p = 48—(?0 =0,2, tedy 20 % vSech zakazniki

supermarketu STAMET si chee koupit novy vyrobek.
Z tabulky T1 pro spolehlivost 0,95 je w9975 = 1,960, takze intervalovy odhad podilu zdkaznikt
p se spolehlivosti 0,95 je

80

400( 400

80 (1 80 ]
=...=<0,1608; 0,2392 >.
400

pel 3010601200 400); 80 1,960
200 400

400

Pro spolehlivost 0,99 obdrZime analogickym zptsobem intervalovy odhad

p € <0,1485; 0,2515 >.
Se spolehlivosti 0,95, resp. 0,99, si novy vyrobek koupi pfiblizné¢ 16 az 24 %, resp. 15 az 25
%, vSech zakaznikd supermarketu STAMET. Pokud ma STAMET celkem 10 000 zdkaznikd,
1ze viceméné ocekavat, ze proda cca 2 000 novych vyrobki. Z intervalového odhadu miizeme
pak se spolehlivosti 0,95 usuzovat, ze STAMET prodéa piiblizn¢ 10 000-0,16 =1 600 az
10 000-0,24 = 2 400 novych vyrobkd.

Priklady k procvi¢eni

Priklad 2.4

Uréete bodovy a intervalovy odhad se spolehlivosti 0,99 parametrii # a o normalniho
rozdéleni, jestlize realizaci ndhodného vybéru byl ziskan statisticky soubor o rozsahu n = 18
s aritmetickym primérem X = 50,1 a s rozptylem s*= 17,64.

Vysledek: u=50,1; 0" =18,678; u e <47,09; 53,10>; o € <8,894; 55,705>

Priklad 2.5

Statisticky soubor o rozsahu #» = 12 ma aritmeticky pramér X = 77,55 a rozptyl s* = 1045,65.
Urcete bodovy a intervalovy odhad i a o zdkladniho souboru se spolehlivosti 0,99.

Vysledek: u=77,55; 0=33,78; u € <47,267; 107,833>; o <21,638; 69,47>
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Piiklad 2.6
U sta ndhodné vybranych pracovnikl stejné kategorie byla zjiSténa hodinova tarifni mzda
(K&) a vypodteny empirické charakteristiky ¥ = 98,64 K& a s> = 1,1979 K&. Uréete bodové a
intervalové odhady stfedni hodinové tarifni mzdy x a smérodatné odchylky o se spolehlivosti
99% za ptedpokladu, ze zdkladni soubor ma normalni rozdéleni.
Vysledek: u=98,64 K¢; o=1,10 K¢;

1 € <98,35; 98,93> K¢; oe <0,93; 1,34> K¢
Priklad 2.7
Z patnacti nezavislych pozorovani byl vypoéten bodovy odhad stfedni hodnoty 424,7 ms™ a
smérodatné odchylky 8,7 ms” maximélni rychlosti letadla. Uréete intervalovy odhad stiedni
hodnoty a smérodatné odchylky maximalni rychlosti se spolehlivosti 95% za ptedpokladu
normalniho rozdéleni maximalni rychlosti.
Vysledek: ue<419,88;429,52>ms™ ; oe <6,37; 13,72> ms™
Priklad 2.8
Bylo provedeno 5 nezévislych a stejné presnych méfeni ke stanoveni objemu nadoby: 4,781,
4,792; 4,795; 4,779; 4,769 (v litrech). Stanovte intervalovy odhad stfedni hodnoty objemu
nadoby se spolehlivosti 0,99 za predpokladu normélniho rozd¢leni.
Vysledek: <4,761; 4,805> 1
Priklad 2.9
Pti kontrole zaru¢nich listd ur€itého druhu masové konzervy ve skladu hypermarketu bylo
nahodné vybrano 320 konzerv a zjisténo, ze 59 jich ma proslou zaruéni lhitu. Stanovte
bodovy a intervalovy odhad se spolehlivosti 95% procenta konzerv s proslou zaruéni lhitou
ve skladech hypermarketu firmy. Totéz urcete pro ro¢ni sklad hypermarketu s po¢tem 20 000
konzerv.
Vysledek: p=0,184=184%;p € <0,142; 0,226> =<14,2; 22,6> %; N = 3680;
N e <2840; 4520>
Piiklad 2.10
Pfi ndhodném vybéru pneumatik vyrabénych velkou evropskou nadnarodni spole¢nosti 10%
pneumatik nevyhovélo nové normé&. Pro rozsah vybéru (a) n = 100, (b) n = 400, (c) n = 1600
urcete 95%-ni interval spolehlivosti pro podil p pneumatik vyrdbénych touto spolecnosti,

které nevyhovuji nové normé.

Vysledek: (a)<0,041; 0,159>; (b) <0,071; 0,129>; (¢) <0,085; 0,115>

-16 -



Kontrolni otazky

Definujte pojem odhadu parametru a jeho druhy.

Definujte bodovy odhad a uved’te bodové odhady zakladnich ¢iselnych charakteristik.
Popiste interval spolehlivosti a intervalovy odhad parametrti.

Jaky vyznam ma spolehlivost intervalového odhadu?

Jaké druhy intervalovych odhadi pouzivame?

Sk w D=

Jaky vliv ma zména spolehlivosti na velikost intervalového odhadu pti zachovani rozsahu
nahodného vybéru?

7. Jaky obecny vliv md zména rozsahu ndhodného vybéru na velikost intervalového odhadu
pii zachovani jeho spolehlivosti?

8. Jakou spolehlivost ma bodovy odhad?
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3 TESTOVANI STATISTICKYCH HYPOTEZ

Statisticka hypotéza a jeji test

Pii sledovani ndhodnych veli¢in a ndhodnych vektori jsme casto nuceni ovéfit urcité
ptedpoklady ¢i domnénky o jejich vlastnostech pomoci jejich pozorovanych hodnot. Jedna se
napf. o rozhodnuti, zda nova technologie, sefizeni stroje, reklama, zména financovani, fizeni
firmy apod. vedly ke zméné ve sledovanych parametrech vyrobku, obratu, zisku apod., anebo
zda jakost dodavky vyrobk ¢i surovin ma dohodnutou uroveri.

Statisticka hypotéza H je tvrzeni o vlastnostech rozdéleni pravdépodobnosti
pozorované ndhodné veli¢iny X s distribu¢ni funkci F (x,3) nebo ndhodného vektoru (X, Y)
se simultanni distribuéni funkci F(x,y,9) apod. Postup, jimz ovéfujeme danou hypotézu, se
nazyva ftest statistické hypotézy. Proti testované hypotéze H, nazyvané také nulovd hypotéza,
stavime tzv. alternativni hypotézu H , kterou volime dle pozadavki tlohy. Jestlize H je
hypotéza, Ze parametr ¢ méa hodnotu 4, piseme H:4=49, Pfipad H:9=39, je
dvoustrannd alternativni hypotéza a H:9> 94, resp. H:8<39,, je jednostrannd
alternativni hypotéza. Hypotéza miize byt jednoduchd, jestlize uvazujeme jedinou
hypotetickou hodnotu & =9, anebo naopak sloZend, napt. 9= ,. Déle rozdélujeme

hypotézy na parametrické, kdy jde tvrzeni o parametrech pozorované ndhodné veli¢iny X, a
na neparametrické, kdy jde o tvrzeni o kvalitativnich vlastnostech této ndhodné veliCiny.

Testovand hypotéza H se nckdy v literatute, resp. aplikacich na PC, oznaluje
symbolem Hy, resp. H0, a alternativni hypotéza H symbolem H;, Hy, resp. HA.

Pro testovani hypotézy H : 3 =9, proti n&jaké zvolené alternativni hypotéze H se
konstruuje vhodna statistika 7 (X,,...,X, ), tzv. testové kritérium. Obor hodnot testového
kritéria T(X,,..,X,) se za pfedpokladu, Ze plati hypotéza H:9=4,, rozdéli na dve&
disjunktni podmnoziny: kriticky obor W, a jeho dopln€k W (viz obr. 8.2). Kriticky obor
W, se vzhledem k alternativni hypotéze H stanovi tak, aby pravdépodobnost toho, Ze testové
kritérium T (X . ¢ n) nabude hodnotu z kritického oboru W,_, byla a (pfesnéji pro diskrétni

néhodnou veli¢inu 7 nejvyse ). Cislo a €(0;1) je hladina vyznamnosti testu a volime ji

blizkou nule, obvykle 0,05 anebo 0,01. Hladina vyznamnosti se n€kdy uvadi také v % (napf.
v nékterych softwarovych aplikacich pro PC), tedy obvykle 5 % anebo 1 %.
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Rozhodnuti o hypotéze H pomoci pozorovanych hodnot ndhodné veli¢iny X je

pak zalozeno na nasledujici konvenci. Jestlize tzv. pozorovand hodnota testového kritéria

t=T (x1 yeens xn) na ziskaném statistickém souboru (x1 yeens xn) padne do kritického oboru, tedy
t € W, , zamitime hypotézu H a soucasné nezamitdme hypotézu H na hlading vyznamnosti

a . Jestlize naopak nepadne ¢ do kritického oboru, tedy 7 € W o, nezamitdime hypotézu H a
soucasné zamitdme hypotézu H na hlading vyznamnosti «. Nezamitnuti hypotézy H, resp.

H , neznamend jesté prokazani jeji platnosti, nebot jsme na zakladé realizace ndhodného
vybéru ziskali pouze informace, které nestaci na jeji zamitnuti. Je-li to mozné, je vhodné pied
prijetim dané hypotézy zvéEtsit rozsah statistického souboru a znovu hypotézu H testovat.

Pii testovani hypotézy H mohou nastat ¢tyfi moznosti znazornéné na obr. 3.1. Jestlize
zamitame neplatnou hypotézu anebo nezamitime platnou hypotézu, je vSe v poradku, avsak
pii rozhodnuti o hypotéze H na zakladé testu se mizeme dopustit jedné ze dvou chyb:

1. Chyba prvniho druhu nastane, jestlize hypotéza H plati, avSak t € W, takze hypotézu H
zamitdme. Pravdépodobnost této chyby je hladina vyznamnosti & = P (T eW, |[H ) .

2. Chyba druhého druhu nastane, jestlize hypotéza H neplati, avSak ¢t ¢ W, (j. t € W )
takZze hypotézu H nezamitame. Pravdépodobnost této chyby je f =P (T gw, / H ) a

pravdépodobnost 1- 4 =P (T ew, / H ) je tzv. sila testu.

H PLATI NEPLATI
ZAMITAME CHYBA I.DRUHU | e
NEZAMITAME | - CHYBA 2. DRUHU
Obr. 3.1

Hladina vyznamnosti, tj. pravdépodobnost chyby prvniho druhu « mé ten prakticky
vyznam, ze pii mnoha opakovanych realizacich ndhodného vybéru (napft. tadové v tisicich) a
souCasné platnosti testované hypotézy H se v pfiblizné 100« % testech této hypotézy
zmylime, tedy zamitneme platnou hypotézu. Podobné kdyz hypotéza H neplati, tak se
v ptiblizné 1005 % testech zmylime a nezamitneme ji. AvsSak snizenim hladiny vyznamnosti
a se pti nezmeénéném rozsahu statistického souboru n zvysi £ a naopak, takze pro zvolenou
hladinu vyznamnosti « zajiStujeme sniZzeni S zvySenim rozsahu n. Riziko chyb prvniho i

druhého druhu nelze v redlnych tlohach eliminovat, pouze je miZeme snizit. Vztah mezi o a
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Sje ilustrovan na obr. 3.2, kde pro jednoduchost je i alternativni hypotéza H jednoducha. Na
tomto obrazku kiivky vlevo odpovidaji hustoté (pravdépodobnostni funkei) testového kritéria

T pti platnosti hypotézy H a kiivky vpravo odpovidaji hustoté (pravdépodobnostni funkci)

testového kritéria T pfi platnosti hypotézy H .

Obr. 3.2

Vzhledem k tomu, Ze testové kritérium 7' je nahodna veli¢ina, byvé obor W . ve tvaru
intervalu, napf. <tl;t2>, kde ¢, ¢, jsou kvantily statistiky 7T stejn¢ jako u intervalovych
odhadu. Pii testovani statistickych hypotéz se jim také tiké kritické hodnoty. Poznamenejme,
ze intervalové odhady lze pfimo pouzit k testovani statistickych hypotéz. Napt. pfi testu
hypotézy H : 9 =49, proti alternativé H : ¢ # 3, na hlading spolehlivosti &, miizeme misto
testového kritéria vzit oboustranny intervalovy odhad parametru & se spolehlivosti 1 — ..

Jestlize tento intervalovy odhad obsahuje hodnotu 9, hypotézu H nezamitdme na hlading

vyznamnosti « a naopak. Vice o statistickych hypotézach a jejich testech Ize nalézt napf.

v [2], [3], [8], [15], [17], [30].

Pii testovani statistickych hypotéz na PC pomoci statistického software se misto
kritického oboru W, obvykle pouziva nasledujici tzv. P-hodnota. Jestlize napt. testujeme

hypotézu H :u =y, proti dvoustranné alternativni hypotéze H : u# u,, pak pro

pozorovanou hodnotu 7 testového kritéria T je P-hodnotou je &islo 1-P(—#<T <t). Vyse
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uvedené konvenci rozhodnuti o danych hypotézach pomoci kritického oboru, resp. oboru

nezamitnuti, odpovida nésledujici adekvétni postup. Jestlize P < «, pak zamitame hypotézu
H a soudasné nezamitime hypotézu H na hladiné vyznamnosti « . Jestlize naopak P> «,

pak nezamitdame hypotézu H a soucasné zamitdme hypotézu H na hladiné vyznamnosti o .

Testy hypotéz o parametrech normalniho rozdéleni
Predpokladdme, Ze ndhodné veli¢iny X a Y , resp. ndhodny vektor (X, Y), maji normalni
rozdéleni pravdépodobnosti. Pfedpoklad o normalnim rozdéleni pravdépodobnosti lze testovat

pomoci testi popsanych v dal§im odstavci této kapitoly. Déale uvadime pouze testova kritéria

pro dvoustranné alternativni hypotézy, napt. H :u # y, apod. Testy hypotéz H pro
jednostranné alternativni hypotézy H :pu> u, a H:u< pu, se provadéji pomoci stejnych
testovych kritérii a odliSuji se pouze jednostrannymi kritickymi obory, resp. obory
nezamitnuti, a odpovidajicimi kritickymi hodnotami - viz napt. [2], [3], [8], [15], [17], [30].

Test hypotézy H : u =y, pri nezndmém rozptylu o’ . Pozorovana hodnota testového
kritéria je

t:x_,uo

N

n-1

aWe= <—t17a/2;t17a/2>, kde 7, Je (1 —%) -kvantil Studentova rozdéleni S(k) s k=n—1

stupni volnosti. Kvantily tohoto rozdéleni jsou uvedeny v tabulce T2. Jedna se o tzv. ¢ - test
nebo Studentiiv test pro jeden vybeér.

Priklad 3.1

M¢éienim délky 10 vélecki byly ziskany empirické charakteristiky X =537 mm a
s*=0,0019 mm* (viz piiklad 2.1). Na hlading vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu, Ze
sttedni namétfend délka valecku je 5,40 mm, tedy H : u = 5,40.

Resent:

Pozorovana hodnota testového kritéria je

= w\/lo —1 =-2,0647.

4/0,0019

Pro 10 — 1 = 9 stupiili volnosti je 7975 = 2,262 z tabulky T2, takze VI_/O’OS =<-2,262; 2,262>.
Protoze ¢ € VI_/O’OS, hypotézu nezamitame. Pro testovani této hypotézy bylo mozno pouzit také

intervalovy odhad se spolehlivosti 0,95 zpiikladu 2.1. Protoze tento odhad obsahuje
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hypotetickou hodnotu 5,40, nezamitdme danou hypotézu na hladin€¢ vyznamnosti 1 — 0,95 =
=0,05.

Test hypotézy H : o’ = o, . Pozorovana hodnota testového kritéria je

2
t_ns

-2
Oy

aWe= < Zi/ﬁ ;(fﬁa/2> , kde y, je P-kvantil Pearsonova rozdéleni y’(k) s k=n—1 stupni
volnosti. Kvantily tohoto rozdéleni jsou uvedeny v tabulce T3. Jedna se o tzv. Pearsoniiv test.

Priklad 3.2

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze rozptyl namétrené délky véalecku z ptikladu
2.1 je 0,0025 mm?, tedy H : o= 0,0025.

Resenit:

Pozorovana hodnota testového kritéria je

. 10-0,0019 _ 7.6.
0,0025

Pro 10 — 1 = 9 stupiili volnosti je xpps = 2,700 a g54s = 19,023 z tabulky T3, takze
Wy,s = <2,700; 19,023>. Protoze 7 € W, 5, hypotézu nezamitime.
Test hypotézy H :p=p,. Pozorovand hodnota testového kritéria pro » =10,

|r|¢la|p0|¢1 je

. 1n1+r—ln1+'00— o n-3
l-r l-p, n-1 2

aWo= <_ul—a/2; ulfa/2> , kde u,_,, je (1 —%j -kvantil normalniho rozdéleni N(0O; 1), jehoz

hodnoty lze ziskat z tabulky T1.

Piiklad 3.3

Sledovanim nékladii X a ceny Y stejného vyrobku u deseti vyrobct byl ziskdn dvourozmérny
statisticky soubor s koeficientem korelace » = 0,82482 (viz feSeny priklad 2.2). Na hladiné
vyznamnosti 0,01 testujte hypotézu, ze veliciny X a Y jsou nekorelované (tj. vzhledem
k normalnimu rozd¢€leni nezavislé), tedy H : p = 0.

Resent:

Pozorovana hodnota testového kritéria je
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~ 3,1001.

_(,.1+0,82482 11+0 0 jx/10—3

_£n1—0,82482 M0 10-1) 2
Pro danou hladinu vyznamnosti je u 995 = 2,576 z tabulky T1, takze Wmm =<-2,576; 2,576 >.
Protoze t ¢ Wo,m , hypotézu zamitdme a povaZujeme X, Y za zavislé.

Test hypotézy H : (X —Y)=0 pro dvojice (X,Y) za pfedpokladu, rozdil X —Y
méa normalni rozdé€leni pravd&podobnosti. Oznaéme pro pozorované dvojice (x;,y,), kde
i=1,..., n, jejich rozdily d, =x, -y, a odpovidajici empirické charakteristiky d a s*(d).

Pozorovana hodnota testového kritéria je

a W, = <—tl_a/2; tl_a/2>, kde #,_,, Je (1 —%) -kvantil Studentova rozdéleni S(k) s k=n—1

stupni volnosti. Kvantily tohoto rozdéleni jsou uvedeny v tabulce T2. Uvedeny test se také
nazyva t - test (Studentiy test) pro pdrové hodnoty.

Priklad 3.4

Mg¢tenim teploty dvéma pfistroji byly béhem osmi dnti ziskany dvojice (x;, y;) = (51.8; 49,5),
(54,9; 53,3), (52,2; 50,6), (53,3; 52,0), (51,6; 46,8), (54,1; 50,5), (54,2; 52,1), (53,3; 53,0)
(°C). Na hladin€ vyznamnosti 1% testujte hypotézu, ze stfedni hodnota rozdilu pozorovanych
dvojic teplot rozdil sttednich hodnot je nevyznamny, tedy H : 1(X) = (Y).

Redent:

Pro dj = x; —yj;, i = 1,..., 8, dostaneme d =22 °Ca s(d) =1,3172 °C. Pozorovana hodnota

testového kritéria je

2,2
t=———8-1%=4,4190.
1,3172

Pro 8 — 1 = 7 stuptiii volnosti je 7995 = 3,499 z tabulky T2, takze Wo,m = <-3,499; 3,499>.
Protoze t ¢ Wo,m , hypotézu zamitdme na hladin€ vyznamnosti 1 % a povazujeme rozdil

namétenych hodnot za statisticky vyznamny.

U dalsich testd predpokladame, Ze pozorovanim dvou nezavislych nahodnych veli¢in
X a Y s normalnimi rozd&lenimi s parametry u(X), o’ (X) a u(Y), o (Y) byly ziskany

realizace nezavislych ndhodnych vybéra s rozsahy », a n,.
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Test hypotézy H ,u(X) - u (Y) =y, p¥i nezndmych rozptylech o’ (X) =0’ (Y)

Pozorovana hodnota testového kritéria je

_ ; Hy nlnz(n1+”2_2)
t \/ ( ) (y) \/ n, +n,

a W =<—t17a/2;t17a/2>, kde ¢ ., je (1—%) -kvantil Studentova rozdéleni S(k) s k=

>< |

l\)

= n, +n, —2 stupni volnosti. Kvantily tohoto rozdéleni jsou uvedeny v tabulce T2. Jedna se o
tzv. t - test nebo Studentiiv test pro dva vybéry pri stejnych rozptylech.

Priklad 3.5

ZkouSkami pevnosti drati vyrobenych dvéma rliznymi technologiemi byly ziskany dva
statistické soubory s charakteristikami n; = 33, X = 5,4637 kN, sz(x) =0,3302 sz, ny = 28,
y=6,1179 kN, s*(y) = 0,4522 kN°. Na hlading vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, e
rozdilné technologie nemaji vliv na stiedni pevnost dratu (za predpokladu stejnych rozptyla
o’(X) a o’ (Y),tedy H: u(X) — (Y)=0.

Resenit:

Pozorovana hodnota testového kritéria je

~ 4,030.

_5,4637-6,1179-0 \/33-28(33+28—2)
J33-0,3302+28-0,4522 33+ 28

Pro 33 + 28 — 2 = 59 stupiili volnosti je 7975 = 2,001 interpolaci z tabulky T2, takze VI_/O’OSZ
=<-2,001; 2,001>. Protoze ¢ ¢ VI_/O,OS, hypotézu zamitdme. Rozdilné technologie maji vliv na

sttedni pevnost dratu.
Test hypotézy H:u(X)—pu(Y)=u, pFi nezndmych rozptylech o* (X)+o’(Y).

Pozorovana hodnota testového kritéria je

8 Wa=(1 i1 o). kde

(X) s (»)

t( )+ 4(y)
n,—1

1—a/2 —
S, S0
n -1 n,-1
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a t(x), resp. t(y), je (1—%} -kvantil Studentova rozdéleni S(k) s k=mn;—1, resp. ny— 1,

stupni volnosti. Kvantily tohoto rozdé€leni jsou uvedeny v tabulce T2. Jednd se o tzv. f - test
nebo Studentuv test pro dva vybéry pri riiznych rozptylech.

Piiklad 3.6

Pti vySetfovani zivotnosti vyrobkd v riznych systémech extrémnich provoznich podminek
byly ziskany dva statistické soubory s charakteristikami »n; =21, x = 3,581, s*(x) = 0,114,
ny=23, 3=3,974, s*y) = 0,041 (ivotnost vyrobki je v hodinach). Za piedpokladu rtiznych
rozptyli ¢*(X) a o’(Y) testujte na hlading vyznamnosti 0,05, Ze druhy systém extrémnich
provoznich podminek zvySuje oproti prvnimu systému extrémnich provoznich podminek
sttedni zivotnost vyrobku o 0,5 hod., tedy hypotézu H : 1(X) — w(Y) = -0,5.

Reseni:

Pozorovana hodnota testového kritéria je

,_3,581-3,974-(-0,5)
0,114 0,041
21-1 23-1

~1,2303.

Z tabulky T2 pro 1-a/2 = 0,975 je t(x) = 2,086 pro 21 — 1 = 20 stupnid volnosti a
t(y) =2,074 pro 23 — 1 = 22 stupnit volnosti, takze

(2)’11 1‘1‘ 2,086 + (2)3 041 2,074
foors = 0,114 _ 0,041 ~2,083.
21-1 231

a W, s = <-2,083; 2,083>. Protoze ¢ € W, hypotézu o zvySeni stfedni Zivotnosti 0 0,5 hod.

nezamitame.
Test hypotézy H : o’ (X) =0’ (Y). Pozorovana hodnota testového kritéria je
2 2
max(nls (x)  n,s (y)j

n—-1"n,—1

min[nlsz(x) | nzsz(y)j ’

n—1"n,-1

=

kde klademe W, = <1 s F, /2> arfF_,,]je (1 —%) -kvantil Fisherova - Snedecorova rozdéleni

F(ki, k2) se stupni volnosti k&, =n, -1 a k, =n, —1 pro

s () > " () anebo k, =n, —1
-1 = 1 2

n, —1
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ns*(x) _ ms*()
n—-1  n,-1

a k,=n—1 pro . Kvantily tohoto rozdéleni jsou uvedeny v tabulce T4.

Jedna se o tzv. F - test nebo Fisheriiv test. Pomoci ného Ize testovat piedpoklady o rozptylech
v obou piedchazejicich testech.
Priklad 3.7

Na hladiné vyznamnosti 0,05 ovéfte ptedpoklad o riiznych rozptylech v feSeném ptikladu 3.6,
tedy Ze 02(X) #0>(Y), kde s*(x)=0,114, n, =21, s*y) = 0,041, n, = 23.
Reseni:

Testujeme naopak hypotézu H : o°(X) = o°(Y) . Pozorovana hodnota testového kritéria je

o (210,114 23.0,041
- 20-1 ° 23-1 ) max(0,11970;0,04286) 0,11970
© (210,114 23.0,041) ~ min(0,11970;0,04286)  0,04286
B N T

~2,7928.

Z tabulky T4 je pro k; =21 — 1 =20 a k, =23 — 1 = 22 stupiii volnosti Fy 975 = 2,389, takze
Wyos = <1; 2,389>. Protoze t & W, 5, hypotézu zamitame a pfedpoklad o riiznych rozptylech

v ptikladu 3.6 povazujeme za spravny.

Testy hypotéz o parametru binomického rozdéleni

Predpokladame, Ze pozorovand ndhodnd wveli¢ina X ma alternativni rozdéleni
pravdépodobnosti s parametrem p, tedy binomické rozd€leni Bi(1; p). Pti testovani hypotézy
H : p=py jde vlastn¢ o test hypotézy, ze podil prvkl py zdkladniho souboru ma sledovanou
vlastnost na zaklad¢ zjisténi, ze x prvkd z » ndhodné vybranych prvkia ze zékladniho souboru
ma sledovanou vlastnost. Dale uvadime pouze testova kritéria pro dvoustranné alternativni
hypotézy, nebot’ testy hypotéz pro jednostranné alternativni hypotézy se odliSuji pouze tim, ze
maji jednostranné kritické obory a odpovidajici kritické hodnoty. Testy o parametru
binomického rozdéleni se pouzivaji Casto v jakosti (test podilu neshodnych vyrobkid nebo
zmetktll v celkové produkci) a pfi prizkumu zajmu o vyrobek, sluzby apod.

Test hypotézy H : p = po . Pozorovana hodnota testového kritéria pro n > 30 je

X

—— Dy
__.n

po(l_po)

n

aWe,= <—u1_a/2; ul_a/2> , kde u_,, je (l - %) -kvantil normalniho rozdéleni N(0O; 1), jehoz
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hodnoty Ize ziskat z tabulky T1. Uvedeny test je pouze ptiblizny, avSak jeho ptesnost je pro
velka n v praktickych tlohach obvykle postacujici.

Priklad 3.8

Podle expertniho ptfedpokladu bude mit zdjem o novy vyrobek 20 % zékazniki. Ze 400
dotazanych zakaznikl projevilo zajem 62 zakaznikd. Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujme
hypotézu o realnosti predpokladu, tedy H : p = 0,2.

Regent:

Rozsah obou vybéru je dostatecné velky a pro x = 62 a n = 400 je pozorovana hodnota
testového kritéria

62
a0 0045

[0,2(1-0,2) 0,02
400

Z tabulky T1 je upg75s = 1,960. Protoze t = 2,25 ¢ WOM = <-1,960; 1,960>, hypotézu o

=-2,25.

ptedpokladu 20 % z4jmu zamitdme na hladiné¢ vyznamnosti 0,05. Skutecny zdjem bude
pravdépodobné mensi. Na hladiné¢ vyznamnosti 0,01 vSak hypotézu nezamitdme, nebot’

Up,995 = 2,576.

U dalsiho testu ptedpokladame, Ze pozorovanim dvou nezavislych ndhodnych veli¢in
X, Y salternativnimi rozd€lenimi s parametry p;, p, byly ziskdny realizace vzdjemné
nezavislych ndhodnych vybért s rozsahy n,, n, a poCty x, y prvki se sledovanou vlastnosti.

Test hypotézy H : p; = p» . Pozorovand hodnota testového kritéria za predpokladu

n, >50a n,> 50 je

X_ Y

mn,

n n
==
VS A=) N+,

pro f = X a W= <—u1_a/2; ul_a/2>, kde u,_,, je (l —%) -kvantil normalniho rozdéleni

N(0; 1), jehoz hodnoty lze ziskat z tabulky T1. Uvedeny test je pouze piiblizny, avSak jeho
piesnost je pro velké rozsahy n, a n, v praktickych tlohach obvykle postacujici.

Piiklad 3.9

Obchodni inspekce provedla 250 kontrolnich nakupt potravinadiského zbozi a 200 kontrolnich
nakupil primyslového zbozi. Zjistila ptitom nedostatky u 108 nakupii potravinaiského zbozi a

u 73 nadkupt primyslového zbozi. Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujme, zda kvalita nakupt
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je stejna u obou druhl zbozi, tedy hypotézu H : p; = p,, kde p1, p» jsou teoretické podily
(pravdépodobnosti) nakupii s nedostatky u danych druhti zbozi.

Regent:

Rozsahy obou vybéri jsou dostatecné velké a pro x = 108, n; = 250, y = 73, n, = 200 je

]7 — M =0,40222,
250+ 200

takZe pozorovana hodnota testového kritéria je

108 73
o 250 200 [250-200 0,067 10,5409 14403
0,40222(1 - 0,40222) V250 + 200 0,49035 ’ '

Z tabulky T1 je wup975s = 1,960. Protoze ¢t = 1,4403 € VI_/O’OS = <-1,960;1,960>, hypotézu o

rovnosti podilti nakuptli s nedostatky nezamitdime na hladin¢ vyznamnosti 0,05 a povazujeme

prodej obou druhii zbozi za stejné nekvalitni.

Testy hypotéz o rozdéleni

Vzhledem k tomu, Ze testy o parametrech rozdéleni (a také intervalové odhady parametri)
zéaviseji na tvaru pozorovanych rozdéleni, je zapotiebi testovat, zda pozorovanid nahodna
veli¢ina (ndhodny vektor) méa predpokladané rozdéleni pravdépodobnosti. Nejcastéji se
uzivaji nasleduyjici testy hypotéz o rozdéleni (testy dobré shody).

Grafickd metoda je orientacni test pomoci tzv. pravdépodobnostniho papiru, ktery
obsahuje sit’ dvou navzijem kolmych soustav rovnobéznych piimek. Métitko ve svislém
sméru (soufadné osa y) je zvoleno vzhledem k méfitku ve vodorovném sméru (soufadnd osa
x) tak, aby grafem uvaZované distribu¢ni funkce F(x, %) byla pro libovolné (v nasem piipadé
obvykle nezndmé¢) hodnoty 4 pfimka. Na osu y se vynasi hodnoty distribu¢ni funkce, nékdy i
v % a nékdy jsou na této ose vyznaceny také hodnoty odpovidajici stfedni hodnoté a
celo¢iselnym néasobkiim smérodatné odchylky zékladniho souboru. Na pravdépodobnostnim
papiru zndzoriiujeme graf tzv. empirické distribucni funkce statistického souboru (x,...,x,)
nasledujicim zpisobem. Uspotfaddme plvodni statisticky soubor podle velikosti, takZze

ziskame uspotadany soubor (x),...,X,, ), kde x, <x,, pro i=1,.,n. Do soufadného

O
systému pak vyneseme body [x(i);(i—O, 5)/n], resp. [x(l.); i/(n+ 1)}, pro i=1,.,n. Je-li

statisticky soubor realizaci nahodného vybéru ze zdkladniho souboru srozdélenim
pravdépodobnosti pro dany pravdépodobnostni papir, lezi vySe uvedené body piiblizné na

pifimce a naopak. V soucasné dobé se obvykle nepouzivd pravdépodobnostni papir, ale
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metoda se realizuje na PC. Na obr. 3.3 je ukazka grafického vystupu z PC pro normalni
rozdéleni pravdépodobnosti. Z grafu usuzujeme, Ze pozorovana nahodnd veli¢ina ma

normalni rozdé€leni pravdépodobnosti.

99,9

a9 /D/
g5

m}
m]
DV,E’

80

50

20

5 |
1 D/

0.1

12 16 20 24 28
Obr. 3.3

Test chi-kvadrdt (Pearsonuv test) o rozdéleni, tj. hypotézy H, ze pozorovana nahodna
veli¢ina X ma distribu¢ni funkci F(x), proti alternativni hypotéze H , Ze X nema distribu¢ni

funkci F(x). Roztfidime ziskany statisticky soubor (x,,...,x,) do m tfid s Cetnostmi f; a
vypocteme teoretické absolutni Cetnosti ]A”j, j =1,...m, resp. jejich odhady, pro hypotetické
rozdéleni. Statisticky soubor roztfidime tak, aby ve vSech tfidach byly dostate¢né velké
teoretické absolutni Cetnosti - obvykle pozadujeme, aby fj >5. Toho lze pti dostate¢né

velkém rozsahu n dosdhnout vhodnou volbou tfid nebo slouc¢enim jiz ziskanych sousednich

tfid. Pozorovana hodnota testového kritéria je

A

= (f; f’ " ff
T e D

a W, = <O ;;(f_a> , kde 77, je (1 — a)-kvantil Pearsonova rozdéleni y°(k) s k=m—q—1

stupni volnosti. Kvantily tohoto rozd&leni jsou uvedeny v tabulce T3. Cislo ¢ je podet
parametrti hypotetického rozdéleni nahodné veli¢iny X, které jsme nuceni odhadnout
z rozttidéného statistického souboru pro ur¢eni hodnot distribu¢ni funkce F(x). Uvedeny test
je asymptoticky (tj. vhodny pro dostate¢né velké rozsahy vybéru n, fadove aspon desitky) a
zjednodusenou, ale obvykle pouzivanou variantou piesného testu chi-kvadrat, ktery se
realizuje pomoci statistického softwaru na PC. Vice o tomto a dalSich testech dobré shody

v (2], [3], [8], [15], [17], [30].
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Piiklad 3.10
Bylo provedeno 120 hodii se Sestisténnou hraci kostkou se sténami ocislovanymi od 1 do 6.

Ziskané vysledky jsou v nésledujici tabulce:

X, 1 2 3 4 5 6

J

/i 11 18 15 21 24 31

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze kostka neni falesna, tj. pravdépodobnosti
padnuti kazdého ze vSech 6 ¢isel jsou stejné.
Redent:

Testujeme hypotézu H, Ze pozorovana nahodna veli¢ina X ma tzv. klasické (uniformni)

rozdéleni pravdépodobnosti s pravdépodobnostni funkci p (x) :% pro x=1,...,6. V naSem

pfipadé je x; =x a j}j = np(x;) = 120% =20 pro j=1,...,6. Dalsi potiebné vypocty jsou

v tabulce:
. . f, =/,
j f, f_,- %
1 11 20 4,05
2 18 20 0,20
3 15 20 1,25
4 21 20 0,05
5 24 20 0,80
6 31 20 6,05
> 120 120 12,40

Podminka f‘j >5 je pro vSechna j splnéna a hodnota testového kritéria je 7=12,40.
Neodhadujeme zadny parametr rozdéleni pravdépodobnosti, takze g =0 a pocet stupi
volnosti je k=6-0-1=5. Ztabulky T3 je pro hladinu vyznamnosti 0,05 a dany pocet
stupiii volnosti kvantil ;(5795 =11,070. Protoze t=12,40 ¢ Wo,os = (0;11,070), zamitame na
hladin¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu, ze kostka neni falesna. Na hladiné¢ vyznamnosti 0,01 ale

tuto hypotézu nezamitdme, nebot’ ;(3’99 =15,086. Oba zdanlivé protichtidné zavéry miiZzeme

také ziskat z P-hodnoty 0,02969946, kterou vypocteme napif. pomoci statistické funkce
CHIDIST v Excelu.
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Neparametrické testy hypotéz

Neparametrické testy statistickych hypotéz se pouzivaji v ptipadech, kdy nezname rozdéleni
pozorované nahodné veli¢iny X, resp. ndhodného vektoru (X Y ) , anebo pro zndmé rozdéleni
nemame potiebna testova kritéria. Omezenim neparametrickych metod je obvykle pozadavek,
ze pozorované nahodné veli¢iny maji spojita rozdéleni, avSak v n€kterych ptipadech staci znat
pouze potadi usporadanych hodnot daného statistického souboru, tj. hodnoty odpovidajiciho
ordinalniho statistického znaku. Slabsi piedpoklady o rozdé€leni (na rozdil od parametrickych
testll - viz napf. vySe uvedené testy parametrii normalniho a binomického rozdéleni) maji za
nasledek, ze neparametrické metody nejsou tak silné, jako jejich parametrické protéjsky.
Zakladnim principem neparametrickych testi je nahrazeni pivodnich pozorovanych hodnot

jejich potadimi co do velikosti a proto se také v literatuie hovoti o poradovych testech.

Jestlize pozorovany statisticky soubor (xl,...,xn) sestavad pouze z navzajem ruznych
realnych Cisel, pak pofadim R, prvku x,, i=1,..,n, rozumime pocet prvki z daného
statistického souboru, jejichz hodnota je mensi nebo rovna x,. Nahrazenim prvku x, jeho
pofadim R, tak ziskdme soubor pofadi (R, ...,R, ). Napf. statistickému souboru

(x50 x,) = (5:8;,-2;-3;0;2;1)
odpovida uspotadany statisticky soubor
(x(l),...,xm) =(-3,-2;0;1;2;5;8),
takZze soubor poradi je
(R,...R,)=(6;7;2;1;3;5;4).
Jestlize nejsou vSechna ¢isla x;, navzajem rlGznd, pak vSem stejnym cislim x, pfifadime

aritmeticky primér takovych potadi, jakoby nésledovala tésné za sebou. Napf. ve statistickém

souboru
(Xp5er X, ) = (5:8;,-2;-3;0;2;0)
je ¢islo 0 dvakrat, takZe soubor potadi je

(R,...R,)=(6;7;2;1;3,5;5;3,5).

v 1x , .. L L n(n+1)
I v ptipadé shodnych prvki je soucet vSech potadi E R = —
i=1

Pti neparametrickych testech pracujeme s testovymi kritérii (statistikami), které

nabyvaji diskrétnich hodnot. Jde proto o testy s hladinou vyznamnosti nejvySe rovnu a. Je
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proto na rozdil od bézné definice kvantilu vhodné definovat jejich kritické hodnoty pro
nezamitnuti anebo zamitnuti hypotéz tak, Ze P-kvantilem (kritickou hodnotou) daného
diskrétniho rozdé€leni je takové maximalni ¢islo ¢, , pro které je pravdépodobnost nahodného
jevu T <t¢, mensi nebo rovna ¢islu P. V nasem piipadé jde o dale pouzivané binomické,
Wilcoxonovo a Mannovo-Whitneyovo rozdé€leni (tabulka TS a T6). Poznamenejme jeste, ze
nize pouzita asymptotickd testova kritéria maji normované normalni rozdé€leni, které je
spojité, takze naSe definice P-kvantilu dava tytéz hodnoty jako definice bézné pouzivana.

Znaménkovy test H : x,; = c. Testujeme hypotézu, Ze median x5 spojité¢ ndhodné
veli¢iny X je roven c. Jde o neparametrickou verzi odpovidajici Studentovu testu stfedni
hodnoty normalniho rozdéleni, které je symetrické a proto ma sttedni hodnotu rovnu medidnu.
Oznacme y pocet kladnych rozdilii x, —c. Pfipady x, = ¢ vynechavame. Jestlize hypotéza H
plati, pak ma nédhodna veli¢ina ¥ nabyvajici hodnot y binomické rozdéleni Bi(#;0,5). Cislo y je
piimo pozorovana hodnota testového kritéria ¥ a obory nezamitnuti hypotézy H jsou:

a) W= <ka o+ Ln—(k,,+ 1)> pro alternativni hypotézu H : x, # ¢,
b) W= <ka + 1,n> pro alternativn{ hypotézu H : x,; <c,
) Wa= <0,n —(k, + 1)> pro alternativni hypotézu H : x5 > c,

kde k, je P-kvantil uvedeného binomického rozdéleni, tj. je maximdlni Cislo spliujici
ke (n
nerovnost 2”2( J < P. Hodnoty k, jsou pro a =0,05 a a =0,01 tabelovany a je mozno
k
k=0
je také vypocitat pomoci statistické funkce BINDIST v Excelu anebo ,,rucné. Pro n > 20
muzeme pouzit asymptotickou verzi testu s testovym kritériem

2y —
u==2_"

Jn

a obory nezamitnuti hypotézy H jsou
a) W= <—u17a s Uy, /2> pro alternativni hypotézu H : Xos #C,
b) W.= <_U17aa°°) pro alternativni hypotézu H : Xos5 <C,
©) Wa=(-0,u,_,) pro alternativni hypotézu H : x5 > c,
kde u, je P-kvantil normovaného normalniho rozdéleni N(0;1) — viz tabulku T1.
Znaménkovy test se Casto pouZiva pro tzv. pdrové hodnoty (X,,X,), kdy testujeme

hypotézu, Ze median rozdilu X = X, — X, je roven hodnoté c (nejcastéji pro ¢ = 0). Existuje
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také obecnéjsi varianta znaménkového testu (tzv. kvantilovy test), kdyZ testujeme hypotézu
H :x,=c,kde x, je g-kvantil pozorované ndhodné veli¢iny X.

Piiklad 3.11

Pti ptipravé nové pisemné prace pro zkouSku ze statistiky chceme ovéfit spravnost
piedpokladu, ze median ziskanych bodi je roven 60. Vyskytly se namitky, Ze pisemna prace
je t€zka a pocty ziskanych bodu jsou prevazné nizsi nez 60. K ovéteni bylo ndhodné vybrano
25 vysledkd z minulé zkousky a v nich byla zjisténa tato bodova hodnoceni: 62; 61; 27; 84;
50; 90; 49; 32; 48; 43; 55; 54; 53; 34; 68; 80; 39; 56; 52; 91, 45; 47; 78; 46; 74. Pro test
hypotézy zvolme hladinu vyznamnosti 0,05.

Redent:

Znaménkovym testem testujeme nulovou hypotézu H : x,; = 60 proti alternativni hypotéze

H : x,; < 60. Piipravny vypodet je v tabulce:

i X, x, —60 |Znaménko i X, x, —60 |Znaménko
1 62 2 + 14 34 -26 -
2 61 1 + 15 68 8 +
3 27 -33 - 16 80 20 +
4 84 24 + 17 39 -21 -
5 50 -10 - 18 56 -4 -
6 90 30 + 19 52 -8 -
7 49 -11 - 20 91 31 +
8 32 -28 - 21 45 -15 -
9 48 -12 - 22 47 -13 -
10 43 -17 - 23 78 18 +
11 55 -5 - 24 46 -14 -
12 54 -6 - 25 74 14 +
13 53 -7 -

Z tabulky ziskame pocet kladnych znamének y =9. Postupnym souctem zjistime, ze

ko 05 25
maximalni ¢islo k;,s spliiujici nerovnost 2252( jSO, 05, je kyos =7. Napi. pomoci
k=0

funkce BINOMDIST v Excelu snadno ovétime, Ze pro horni mez sumace 7 je leva strana

nerovnosti rovna 0,021642625 a pro 8 je 0,053876072. Kvantil k,,; =7 miizeme také najit
v tabulce T7. Protoze y=9eWo,os :<8;25>, nezamitdme na hladiné vyznamnosti 0,05

hypotézu H : x,; =60 proti alternativni hypotéze H: X,s <60 a zamitdme namitku, Ze
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statisticky vyznamné pievazuji pisemné prace s hodnocenim mensim nez 60 bodl. Protoze
rozsah souboru je 25, mizeme pouzit také asymptoticky test. Dostaneme tentyz zavér, nebot

2-9-25
U=—7—

25

K presnéj§imu zavéru pomoci obou testovych kritérii bychom dospéli zvySenim rozsahu

=-1,4¢ Wo,os = <—1, 645;00), kde kvantil u,,; =1,645 ziskame z tabulky T1.

vybéru, nebot’ tak bychom zvétsili silu testu, tj. snizili pravdépodobnost chyby druhého druhu
(nezamitnuti neplatné nulové hypotézy).

Wilcoxoniiv jednovybérovy test H :x,; =c. Testujeme hypotézu, ze median x,;

spojité nahodné veli¢iny X, ktera ma symetrické rozdéleni vzhledem k medianu, je roven c.
Jde opét o neparametrickou verzi odpovidajici Studentovu testu stfedni hodnoty normalniho

rozdéleni. Pfedpokladdme, Ze je x, # ¢ pro vSechna i =1,...,n. Pfipady x, = ¢ vynechdvame.

Vytvoime rozdily x, —c a jejich absolutni hodnoty |xi —c|. Necht R znaéi poradi hodnot

1

, kde respektujeme ptipadné shody potadi. Ozna¢me dale soucty pofadi S = Z R’

x;—c>0

|)C-—C

a S = Y R’ .Plati,ze S*+S =n(n+1)/2. Hypotézu H : x,5 = ¢ nezamitame, jestliZe:

x;—c<0

. = n (n + 1) L R

a) S eWa={w,,+ I,T— (w,,, +1)) pro alternativni hypotézu H : x5 # c,
L = n (n + 1) . L=

b) STeWe=(w,+ I,T pro alternativni hypotézu H : x5 <c,

R n(n + 1) ., -
) St eW.= 0,T —(w, +1) pro alternativni hypotézu H : x5 > c,

kde w, je P-kvantil Wilcoxonova rozdéleni, které je tabelovano — viz tabulku T5. Pro velkd n

muzeme také pouzit asymptotickou verzi testu s testovym kritériem

g _n(ntl)
u= 4
\/n(n+1)(2n+l)
24

a obory nezamitnuti hypotézy H jsou

a) Wo= (=t,_y5,1_y,,) proalternativni hypotézu H : x5 #c,
b) Wea= (—u,_,,0) pro alternativni hypotézu H : x,; <c,

¢) Wa= (—oo, u17a> pro alternativni hypotézu H : x,; > c,

-34 -



kde u, je P-kvantil normovaného normalniho rozdéleni N(0;1) — viz tabulku T1.

Wilcoxonliv jednovybérovy test a také znaménkovy test se Casto pouziva pro tzv.
pdrové hodnoty (X, X, ), kdy testujeme hypotézu, Ze median rozdilu X = X, — X, je roven
hodnoté ¢ (nejcastéji pro ¢ =0).

Piiklad 3.12

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte pomoci Wilcoxonova jednovybérového testu hypotézu
H : x,5 =60 proti alternativni hypotézu H: X,5 <60 pro data z prikladu 3.11.
Reseni:

Ptipravny vypocet je v tabulce:

i X, X, =60 | |x —60| R’ R} pro x,—60>0 | R pro x, —60<0
1 62 2 2 2 2

2 61 1 1 1 1

3 27 33 33 25 25
4 84 24 24 20 20

5 50 -10 10 9 9
6 90 30 30 23 23

7 49 -11 11 10 10
8 32 28 28 22 22
9 48 -12 12 11 11
10 43 -17 17 16 16
11 55 -5 5

12 54 -6 6 5 5
13 53 -7 7

14 34 26 26 21 21
15 68 8 8 7.5 7.5

16 80 20 20 18 18

17 39 21 21 19 19
18 56 -4 4 3 3
19 52 -8 8 7,5 7.5
20 91 31 31 24 24

21 45 -15 15 15 15
22 47 -13 13 12 12
23 78 18 18 17 17

24 46 -14 14 13,5 13,5
25 74 14 14 13,5 13,5

) 325 126 199

Z tabulky je S* =126 a S~ =199. Protoze S* =126 € W5 = <101;325> , kde pro n =25 je
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kvantil w,,; =100 ztabulky TS5, nezamitime hypotézu H : x,; =60. Naopak zamitame
hypotézu, ze prevazuji pisemné prace sniz§im bodovym hodnocenim. Soucet S~ jsme
nemuseli pocitat, ale pfi ,,ruénim® vypo¢tu a malém poctu hodnot R’ pro x, —60<0 je
n¢kdy vhodné vyuzit toho, ze¢ S*+ S~ =n(n+1)/2. ProtoZe rozsah souboru je dostate¢né

velky, miizeme také aplikovat asymptoticky test dané hypotézy. Dostaneme tentyz zavér,

126 — 25-26
nebot’ u = 4 - -0,98210 Wo,os = <—1, 645;00) , pfi¢emz kvantil u,,, =1,645 je
25-26-51 '
24
z tabulky T1.

Wilcoxoniiv dvouvybérovy test a Mannuv-Whitneyiiv test. Predpokladame, Ze jsme

pozorovanim ndhodné veli¢iny X se spojitym rozdélenim s distribuéni funkci F' ziskali
statisticky soubor (xl,...,xm) a pozorovanim ndhodné veli¢iny Y se spojitym rozdélenim
s distribu¢ni funkci G statisticky soubor ( Yises v, ) - Testujeme hypotézu H: F =G, tj. X a
Y maji stejné rozdéleni pravdépodobnosti, proti alternativni hypotéze H:F #G, tj. X a Y

nemaji stejné rozdeleni pravdépodobnosti. Sloucime oba statistické soubory do jednoho

statistického souboru o rozsahu m + n , usporddame tento soubor vzestupné podle velikosti a

ur¢ime pofadi vSech m+n hodnot. OznaCme 7, soucet vSech pofadi odpovidajicich
statistickému souboru (x,,..,x, ) a 7, soufet viech pofadi odpovidajicich statistickému
souboru (y,,...,y,). Ziejmé je T,+T, =(m+n)(m+n+1)/2. Statistika 7, je testovym

kritériem Wilcoxonova dvouvybérového testu a jeji kritické hodnoty jsou tabelovany, ale
v soucasné dob¢ se pro testovani prevazné pouziva ekvivalentni varianta nazyvana Manniiv-
Whitneyiiv test. Pro tento test vypocteme hodnotu statistiky
m (m + 1)
U =mn+——7-—--—-T
2

a hypotézu H : F' = G nezamitame, jestlize U, e Wa= <va/2 +1,mn—(v,, + 1)> ,kde v, je
(a/2)-kvantil Mannovy-Whitneyovy statistiky — viz tabulku T6. Hodnotu statistiky U,

miZzeme také urcit bez slouceni piivodnich statistickych souborli a vypoctu souctu poradi 7,

piimo ze vztahu

n

Uy=2.2M

i=l j=1
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kde klademe #, =1prox, <y, a h; =0prox, >y, . Jestlize m>10 a n>10, mizeme také

pouzit asymptotickou verzi testu s testovym kritériem

u -1
2 .
\/mn(m+n+1)

12

u=

Oborem nezamitnuti hypotézy H je pak W, = <—”1_a 25Uy g ) ,kde u,_,,, je (1 - %j -kvantil

normovaného normalniho rozdéleni N(0;1) — viz tabulku T1. Poznamenejme, ze v Mannovu-

. . . oo L n(n+l
Whitneyovu testu miizeme také pouzit misto U, druhou statistiku U, = mn + ( 5 ) -T,.

Priklad 3.13

Byly vybrany dvé skupiny m =13 a n=12 firem, které vyrdbé&ji tytéz vyrobky. Firmy
v prvni skupiné nevyuzivaji statistické metody fizeni jakosti, naopak firmy ve druhé skupiné
tyto metody vyuzivaji. U obou skupin byl zjistén zisk v K¢ ziskany prodejem jednoho
vyrobku. Na hladiné¢ vyznamnosti 0,05 posud'te, zda aplikace metod fizeni jakosti mé

statisticky vyznamny vliv na zisk u daného vyrobku. Ziskané hodnoty jsou tabulce, kde x, je

zisk i-té firmy z prvni skupiny a y, je zisk j-t¢ firmy ze druhé skupiny:

i X, J Vi
1 66,7 1 67,7
2 57,7 2 67,2
3 58,8 3 69,3
4 66,1 4 65,8
5 57,1 5 61,6
6 62,2 6 67,3
7 64,6 7 65,3
8 58,4 8 68,8
9 59,6 9 64,1
10 60,5 10 61,3
11 61,8 11 67,1
12 59,2 12 63,3
13 66,9
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Refent:

Pomoci Mannova-Whitneyova testu testujeme hypotézu, ze ndhodna veli¢ina X (zisk firmy
z prvni skupiny) s nezndmou distribu¢ni funkci F' ma stejné rozdéleni jako ndhodna veli¢ina ¥
(zisk firmy ze druhé skupiny) snezndmou distribu¢ni funkci G, tedy H :F =G proti
alternativni hypotéze H : F # G. Slou¢ime oba soubory do jednoho souboru s rozsahem
m+n=13+12=25 a uspofdddme jej vzestupné¢ podle velikosti. Dal§i vypocty jsou

v nasledujici tabulce, kde podtrzena ¢isla odpovidaji druhému souboru, tj. Y :

., | Uspotddany | Hodnoty Hodnoty Poradi Potadi
k Slouceny slouceny prvniho druhého pro prvni pro druhy
soubor
soubor souboru souboru soubor soubor

1 66,7 57,1 57,1 1

2 57,7 57,7 57,7 2

3 58,8 58,4 58,4 3

4 66,1 58,8 58,8 4

5 57,1 59,2 59,2 5

6 62,2 59,6 59,6 6

7 64,6 60,5 60,5 7

8 58.4 61.3 61,3 8
9 59,6 61.6 61.6 9
10 60,5 61,8 61,8 10

11 61,8 62,2 62,2 11

12 59,2 63.3 63.3 12
13 66,9 64,1 64,1 13
14 67.7 64,6 64,6 14

15 67.2 65.3 65.3 15
16 69.3 65.8 65.8 16
17 65.8 66,1 66,1 17

18 61,6 66,7 66,7 18

19 67.3 66,9 66,9 19
20 65.3 67.1 67.1 20
21 68.8 67.2 67.2 21
22 64,1 67.3 67.3 22
23 61,3 67,7 67,7 23
24 67.1 68.8 68.8 24
25 63.3 69.3 69.3 25
> - - - - 117 208

13-14

Z tabulky vidime, ze 7, =117. Odtud U, =13-12+ —117=130 a ztabulky T6 je

Voos =41. Protoze U, =130 Wos = (41+ 1156 — (41+1)) = (42;114), zamitame na
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hladin€é vyznamnosti 0,05 hypotézu H : F' = G. Aplikace statistickych metod fizeni jakosti
ma patrné¢ vliv na vysi zisku a po jejich nasazeni mizeme ocekavat jeho vyssi uroven,
samoziejm¢ pokud se nevyskytuji ve firmach ze druhé skupiny dalsi faktory, které zisk
pozitivné ovliviiuji. Vzhledem k dostatecné velkym rozsahim obou soubori miizeme také

13013712

pouzit asymptoticky test. Pak je uszz%i2,828 a ztabulky T1 u,,,, =1,960.

12

Hypotézu H : F = G opét zamitame, protoze u = 2,828 ¢ Wo,os = <—1,960;1,960> )

Wilcoxonliv dvouvybérovy test a také Manniav-Whitneyuv test vychazi z porovnani
medidnt dvou nezavislych pozorovanych nahodnych veli¢in a oba testy jsou neparametrickou
obdobou Studentova dvouvybérového testu rovnosti stfednich hodnot téchto veli¢in, kdy ale
predpokladame, ze ob&é maji normalni rozdéleni. V aplikacich se uspésné pouziva fada dalSich

neparametrickych testli — viz napt. [2], [3], [4], [6], [10], [22], [28].

Priklady k procvic¢eni

Piiklad 3.14

Statisticky soubor o rozsahu » = 10 ma aritmeticky primér x = 32 a rozptyl s* = 15. Na
hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze stiedni hodnota pozorované nahodné veliCiny
s normalnim rozdélenim je x = 30.

Vysledek: t=1,549; 0975 = 2,262; hypotézu nezamitdme

Priklad 3.15

Realizaci ndhodného vybéru z normadlniho rozdéleni byl po roztfidéni ziskan statisticky

soubor:

X -2 -1 0 1 2 3

Sl 47332

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze u# =0,1.

Vysledek: x=0,45;5=1,3592; t=1,1224; ty975 = 2,093; hypotézu nezamitame

Priklad 3.16

Pozadovana stfedni hodnota vlhkosti v prazené kavé je 4,2 % a smérodatnd odchylka 0,4 %.
Ve 20 vzorcich byly analyzou zjistény tyto skutecné hodnoty vlhkosti v %: 4,5; 4,3; 4,1; 4,9;
4,6; 3,2; 4,4; 5,1; 4,8; 4,0; 3,7; 4,4; 3,9; 4,1; 4,2; 4,1; 4,7; 4,3; 4,2; 44. Na hlading
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vyznamnosti 5% testujte hypotézy, ze zakladni soubor s normélnim rozdélenim, z néhoz
vzorky pochazeji, mé (a) pozadovanou stfedni hodnotu vlhkosti a (b) variabilitu.
Vysledek: (a) #=1,033; #975 = 2,093; hypotézu nezamitame

(b) 1=22,25; 50,5 =8,907; x5475 = 32,852; hypotézu nezamitame

Priklad 3.17
Pomoci statistického souboru o rozsahu 10 a s rozptylem s> = 2.0 testujte na hlading

vyznamnosti 0,01 hypotézu, Ze zédkladni soubor s normalnim rozd&lenim mé rozptyl o* = 0,2.
Vysledek: t=100; g5 = 1,735; X505 = 23,589; hypotézu zamitame

Priklad 3.18

Pro posouzeni ptesnosti dvou méticich metod bylo provedeno 8 méfeni a byly uréeny rozdily
dvojic (odchylky) odpovidajicich si vysledkii. Odtud pak byla urena primérnd odchylka
d = 0,244 a smérodatna odchylka s(d) = 0,192. Zjistéte na hladin¢ vyznamnosti 0,05, zda obé
metody mizeme povazovat za stejné presné, jestlize rozdily maji normalni rozd¢€leni.
Vysledek: t=3,362; #)975 = 2,365; hypotézu zamitame

Piiklad 3.19

Na dvou vahéch bylo provedeno vazeni 10 vzorki s vysledky (x,,y,) =(25; 28), (30; 31),

(28; 26), (50; 52), (20; 24), (40; 36), (32; 33), (36; 35), (42; 45), (38; 40) (g). Na hladin¢

vyznamnosti 0,01 zjistéte, zda rozdilné vysledky jsou statisticky nevyznamné za ptedpokladu,

ze rozdily ziskanych dvojic hodnot maji normalni rozdéleni.

Vysledek: t=-1,13; f995s = 3,250; hypotézu nezamitame, tedy rozdily jsou statisticky
nevyznamne

Priklad 3.20

Pted sefizenim a po sefizeni vdhy na balicim automatu byly ziskdny statistické soubory
s charakteristikami n; =12, ¥ =31,2 g, s*(x) = 0,770 g am=18, 7 =292g, s (v) =

=0,378 g*. Za piedpokladu stejnych rozptyld a normalniho rozd&leni testujte na hlading
vyznamnosti 0,05 hypotézu, Ze se stfedni hodnota nastaveni vahy sefizenim nezménila.
Vysledek: t=17,1; th975 = 2,048; hypotézu zamitame

Piiklad 3.21

Studijni priméry 20 studijnich skupin daného roéniku jsou:

X' 1,70 1,86 | 2,01 | 2,23 | 2,27 | 2,411

/, 2 3 5 7 2 1
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Celkovy studijni primér v minulém ro¢niku byl ¥ = 2,201 a rozptyl s* () = 0,012 pro 20

studijnich skupin. Testujte hypotézu, ze se sttedni hodnoty studijnich vysledki mezi obéma
rocniky nelisi, pfedpokladame-1i normalni rozdé€leni studijnich praméra se stejnymi rozptyly.

Vysledek: x=2,0795; s° (x) =0,0399; t=-2,325;

t0.975 = 2,023 (linearni interpolaci); hypotézu zamitadme;
fo.995 = 2,712 (linedrni interpolaci); hypotézu nezamitame
Priklad 3.22
Bylo provedeno po 18 zkouskach pevnosti v tahu na vzorcich dvou druhti lan s vysledky: X =

=3389,3 N, s”(x) =1144,4 N%, 7=3339,2 N, s> () = 3453,5 N2 Za predpokladu riznych

rozptylii pevnosti v tahu snormdlnim rozd€lenim testujte na hladin€¢ vyznamnosti 0,05
hypotézu, Ze stfedni pevnosti v tahu obou druhi lan jsou stejné.

Vysledek: t=3,046; 1, =2,110; hypotézu zamitame

Priklad 3.23
Dva statistické soubory s rozsahy n; = 20 a n, = 10 a charakteristikami x =10,24; y =11,09;

s (x) =4.231a s ( y) = 18,457 byly ziskany nezavislymi ndhodnymi vybéry z nezavislych
normdlnich rozdéleni s riznymi rozptyly. Testujte na hladiné vyznamnosti 1% hypotézu, ze
uvedend rozdéleni maji stejné stiedni hodnoty.

Vysledek: t=-0,5637; = 3,212; hypotézu nezamitame

?0,975
Piiklad 3.24

Pfi urCovani tuku v mléce byly pouzity dvé rizné metody. Prvni metoda pii provedeni 12

analyz dala rozptyl naméfenych hodnot s’ (x) = 0,0224 a druhd metoda dala rozptyl pfi

provedeni 8 analyz s’ ( y) = 0,0263. Testujte na hladin¢ vyznamnosti 0,01 hypotézu, Ze ob¢

metody jsou vzhledem k rozptylu stejné ptesné, jestlize maji naméfené hodnoty normalni
rozdéleni.

Vysledek: t=1,23; Fy975 = 3,759; hypotézu nezamitdme

Piiklad 3.25

Testujte predpoklad o stejnych rozptylech zakladnich souborti z ptikladu 3.20 na hladiné
vyznamnosti 0,05.

Vysledek: t=2,1; Fyg75 = 2,87 (linearni interpolaci); hypotézu nezamitdme

-4] -



Piiklad 3.26

Predstavenstvo velké akciové spolecnosti zvazuje prodej akcii svym zaméstnancim a

odhaduje, Ze asi 20 % z nich si je zakoupi. Pfi prizkumu u ndhodné vybranych 400

zamg&stnancl projevilo zajem o akcie 66 zaméstnancii. Testujte na hladin€ vyznamnosti 0,05,

zda predpoklad predstavenstva je realny.

Vysledek: t=-1,75; up 975 = 1,960; hypotézu nezamitdme, predpoklad je realny

Priklad 3.27

Z 200 vyrobkl vyrobenych novou technologii bylo 31 zmetkli. Ovéite, ze na hlading

vyznamnosti 1 % nova technologie zménila zmetkovitost oproti diivéj§im dlouhodobé

zjisténym 10 % zmetkovitosti.

Vysledek: ¢=2593; uygs = 2,576; hypotézu zamitdme, nova technologie zménila

zmetkovitost

Piiklad 3.28

Ve dvou zdvodech vyrabéji tentyz vyrobek. Podil vadnych vyrobkti v obou zavodech by mél

byt stejny, protoze pouzivaji tychz technologii vyroby. V prvnim zdvodé bylo 10 vadnych

vyrobkl mezi 200 kontrolovanymi a ve druhém zdvodé¢ bylo 23 vadnych vyrobk mezi 250

kontrolovanymi. Na hladiné vyznamnosti 0,01 ovéite, zda mezi obéma zévody je statisticky

vyznamny rozdil v jakosti vyroby téchto vyrobkd.

Vysledek: t=-1,699; up995 = 2,576; hypotézu nezamitame, mezi zavody neni statisticky
vyznamny rozdil v jakosti vyroby

Piiklad 3.29

Mezi 58 zemédélci z jisté lokality bylo zjisténo 23 nemocnych a mezi 43 d€lniky z téze

lokality 28 nemocnych. Testujte na hladin€ vyznamnosti 5 % hypotézu, Ze u d¢lniki je stejna

nemocnost jako u zeméd¢lct.

Vysledek: t=-2,534; up975= 1,960; hypotézu zamitdme, vyskyt onemocnéni je u délnika
spiSe vétsi nez u zemédélct

Priklad 3.30

Deset osob mélo nezdvisle na sobé bez ptedchoziho nacviku odhadnout, kdy od daného

signalu uplyne jedna minuta. Byly ziskény vysledky v sekundach: 53, 48, 45, 55, 63, 51, 66,

56, 50, 58. Testujte na hladiné vyznamnosti 0,05 znaménkovym testem hypotézu, ze polovina

lidské populace délku jedné minuty podhodnoti a polovina ji nadhodnoti, proti hypotéze, Ze je

to jinak.

Vysledek: y=2eWoos = <2;8> ; hypotézu nezamitame
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Priklad 3.31
Pomoci ndhodného vybéru 16 firem ovéfte domnénku, ze burzovni experti systematicky
podhodnocuji odhady cen akcii na burze. Odhady expertii a skute¢né¢ dosazené ceny jsou

v tabulce:

Firma 1 2 3 4 5 6 7 8

Odhad x, 123 764 905 3200 1356 724 254 2255

Cena x,, 113 680 901 3310 1280 733 330 2358
Firma 9 10 11 12 13 14 15 16
Odhad x,, 55 173 894 2784 142 423 674 3556
Cena x,, 57 185 866 2890 153 431 688 3560

Zvolte hladinu vyznamnosti « = 0,05. (Navod: Pouzijte parovy Wilcoxonliv a znaménkovy
test hypotézy, ze medidn rozdilu X = X, — X, je roven 0 proti alternativé, Ze je mensi nez 0.)
Vysledek: S*=47eWoos =(36;136), resp. u =—1,2669 € Woos = (~1,645;00);
Wilcoxonovym testem nezamitdme nulovou hypotézu (tj. domnénku o
podcetniovani cen zamitame)
y=5¢€ Wo,os = <5; 16> ,resp. u=—-1,5¢ Wo,os = <—l, 645;00) ; znaménkovym
testem nezamitdme nulovou hypotézu (tj. domnénku o podceniovani cen
zamitame)
Priklad 3.32
Vyrobce urcitého vyrobku se ma rozhodnout mezi dvéma dodavateli polotovart vyrabéjicich
je ruznymi technologickymi postupy. Rozhodujici je procentni obsah u¢inné latky. Pro
oveéfeni, zda procentni obsah této latky je pfi pouziti obou technologii stejny, bylo ndhodné
vybrano 5 kusli vyrobenych prvni technologii a 9 kusti vyrobenych druhou technologii:
x, = 1,52 1,57 1,71 1,34 1,68
y, =175 1,67 1,56 1,66 1,72 1,79 1,64 1,55 1,65
Testujte na 5% hladin€ vyznamnosti hypotézu, Ze ob& technologie poskytuji stejné procento
ucinné latky.
Vysledek: U =31l¢€ Woos = <8; 37> ; hypotézu nezamitame
u=1,13333 € Woos =(-1,960;1,960) ; hypotézu nezamitame (rozsahy vybéri

jsou ale dosti malé!)
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Kontrolni otazky

Definujte statistickou hypotézu a popiste jeji druhy.

Co je testové kritérium a kriticky obor?

Jakou konvenci pouzivame pfi testovani statistické hypotézy?

Popiste chybu 1. druhu pii testovani statistické hypotézy. Jaky je jeji prakticky vyznam?
Popiste chybu 2. druhu pfi testovani statistické hypotézy. Jaky je jeji prakticky vyznam?
Jaky je vztah mezi pravdépodobnostmi chyb 1. a 2. druhu a rozsahem ndhodného vybéru?
Jak souviseji intervalové odhady s testy parametrickych hypotéz?

Jakym zpiisobem pouzivame tzv. P-hodnotu pfi testovani parametrické hypotézy na PC?

° ® N kWD

Popiste grafickou metodu testu hypotézy o rozdéleni pravdépodobnosti pozorované
nahodné veli¢iny.

10. Pro¢ pouzivame neparametrické testy a co omezuje jejich pouziti?

11. Popiste princip transformace pivodniho souboru na soubor pofadi a to i s ohledem na

shodu poradi.
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4 REGRESNIi ANALYZA

Regresni funkce
Dulezitou statistickou ulohou v ekonomickych aplikacich je hledani a zkoumani zavislosti

proménnych, jejichz hodnoty ziskame pfi realizaci experimentii. Jde o stanoveni zavislosti
pozorované ndhodné veliGiny Y na realném vektoru nezavisle proménnych X = (X,..., X, ) ,
ktery mlze ale nemusi byt ndhodny (jeho piipadnd ndhodnost neni v nasem piipadé
podstatnd). Ndhodnou veli¢inou Y miZze byt napt. vyslednd cena vyrobku a slozky X,,..., X,

vektoru X tvofi: ceny materidlu a energie, mzdy, dané¢ a zisk. K popisu, stanoveni a
vySetfovani zavislosti ¥ na X uzivdme regresni analyzu, piicemz tuto zavislost vyjadiuje

regresni funkce

y=¢(x,p)=E (Y |X=x),
kde x =(x1,...,xk) je vektor nezavisle proménnych (pozorovand hodnota vektoru X), y je
zavisle proménnd (pozorovand hodnota ndhodné veliCiny Y) a B=(ﬁ1,...,ﬂm) je vektor
redlnych parametrii, tzv. regresnich koeficientii 5, j=1,..,m. E(Y |X =x) je podminéna

sttedni hodnota ndhodné veli¢iny Y, tj. jeji stfedni hodnota pro x =(xl yeees xk) .

/\ y
JARN
NN

x Ny
E(Y/X=x)

Obr. 4.1

Pfi vySetfovani zavislosti Y na X ziskame realizaci n experimenti (k + 1)-rozmérny
statisticky soubor ((X,,3,),.2(X,»7,)) = ((Xi15-> X5 31 ) sooes (X150 X2 ¥, )) 8 TOZS@hem 1,

kde y, je pozorovand hodnota ndhodné veli¢iny Y, (Y, odpovida i-tému pozorovani Y) a
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X, = (x]l., ...,xki) je pozorovana hodnota vektoru nezavisle proménnych X, i =1,...,n. Na obr.

4.1 je znazornén piipad pro k = 1, tedy pro x = x; = x (jde o tzv. regresni piimku), a
s opakovanymi pozorovanimi. Opakovani pozorovani pro danou hodnotu nezavisle proménné
x vSak neni v regresni analyze nezbytné. Pro urceni odhadii neznamych regresnich koeficientt

B, minimalizujeme tzv. rezidudlni soucet ctvercii

S = iZ::[yi _¢(Xi7 )]2

a hovotime o tzv. metodé nejmensich ctvercii.

Pred vypoctem regresnich koeficientli volime obvykle takovy tvar regresni funkce,
ktery co nejvice odpovida vySetfované nebo uvazované zavislosti. Byvéa zvykem volit regresni
funkci s co nejmensim poctem regresnich koeficientd a jednoduchym pifedpisem, avSak
dostateén¢é flexibilni a s pozadovanymi vlastnostmi: monotonie, piredepsané hodnoty,
asymptoty aj. Vychazi se pfitom povétSinou ze zkuSenosti, avSak v soucasné dobé se pii
realizaci regresni analyzy na PC daji casto Usp&Sné pouZzit vhodné databaze regresnich funkci.

Regresni funkce rozdélujeme na linedrni a nelinedrni regresni funkce, a to vzhledem
k regresnim koeficientim, nikoli k vektoru nezévisle proménnych x. Neé&které nelinearni
regresni funkce mizeme vhodnou linearizaci prevést na linearni (napf. mocninnou nebo
exponencialni funkci logaritmujeme). Jde sice o béZné pouzivany postup, kdy ale feSime jiny
regresni model nezli plivodné uvazovany. BliZze o linearizaci nelinedrni regresni funkce je

pojednano napt. v [2], [3], [17], [19], [21], [29].

Linearni regresni model

Linedrni regresni funkce ma tvar

y=2 81 x),
j=l
kde f; (x) jsou znamé funkce neobsahujici regresni koeficienty f3,,..., 5, .
Uvazujeme tzv. linedrni regresni model zalozeny na ptredpokladech:
1. Funkce f,(x) nabyvaji hodnot 1, = f,(x;) pro j=1..,ma i=1..,n.

/TR
2. Matice F=| : . @ |typu(m,n)sprvky f, mahodnost m<n.

Jor o S
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3. Nahodnd velitina Y, ma stiedni hodnotu E(Y,)=) B,f, a konstantni rozptyl

j=l
D(Y,.)=02 >0 pro i=1,..,n.
4. Nahodné veli¢iny Y, jsou nekorelované a maji normalni rozdéleni pravdépodobnosti pro
i=1,..,n.
Ptedpoklady 1 a 2 zarucuji jednoznacnou existenci minima uvedeného rezidualniho
souctu Ctverci, tj. ur€eni bodovych odhadii regresnich koeficientl. Predpoklady 3 a 4 pak

slouzi k intervalovym odhadim a testovanim hypotéz. V literatufe se misto popsancho

linearniho regresniho modelu také uvadi ekvivalentni model ve tvaru
V=360 (%) E i,
j=1

kde E. jsou nekorelované ndhodné veli¢iny (vyjadfujici napf. ndhodné chyby méfeni)

s normalnim rozdélenim pravd&podobnosti N(0, ).
Odhady regresnich koeficientli, rozptylu a funk¢énich hodnot, a také testy statistickych
hypotéz o regresnich koeficientech provadime pomoci nasledujicich vztahti. Oznacime-li

matice

Zflifli Zflifmi b th‘yi
=) i=1 I Vi =l
H=FF' = : : b= : |, y=|: |, g=Fy= : ,
n n b n
meifli zfmifmi " & meiyi
i=1 i=1 i=1

kde horni index ' oznaluje transpozici matice, pak plati:

1. Bodovy odhad regresniho koeficientu [, je Cislo b, j=1,...,m, kde matice b je feSeni

soustavy linearnich algebraickych rovnic (tzv. soustavy normdlnich rovnic)
Hb=g.

2. Bodovy odhad linedrni regresni funkce je funkce
y=2.5,1,(x),
=

jejiz konkrétni hodnota pro dané x je bodovy odhad jak stfedni hodnoty, tak i individudlni

(predikované) hodnoty ndhodné veli¢iny Y.

3. Bodovy odhad rozptylu o’ ndhodné veli¢iny Y je
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2
kde S;m:Z(yi— bjfﬁ] =Y y;->.bg, a g, jeprvek matice g.
=l i1 =l

i=1

4. Intervalovy odhad regresniho koeficientu [3; se spolehlivosti 1 — o, j=1,...,m, je

(b = tos 73y 1ol

kde h” je j-ty diagonalni prvek matice H'a hwn J€ (1—%) -kvantil Studentova

rozdéleni s n —m stupni volnosti - viz tabulku T2.

5. Intervalovy odhad stiedni funkcni hodnoty y regresni funkce (konfidencni interval pro

E(Y | X =x)) se spolehlivosti 1 — & je
= =

H(x)
kde & = f(x)'H'f(x), pficemz f(x)= : s a i, Je (1—%) -kvantil Studentova

S (X)

rozdéleni s n—m stupni volnosti - viz tabulku T2. Intervalovy odhad individudlni
funkcéni hodnoty y regresni funkce (predikcni interval pro Y | X =x) se spolehlivosti
1 — & obdrzime analogicky, aviak misto #* vezmeme 1 + /.

6. Test hypotézy H: [, =p, proti alternativni hypotéze H: B; # B, na hladin€
vyznamnosti «, kde j je jeden pevné zvoleny index, j =1,...,m, provadime pomoci
pozorované hodnoty testového kritéria

= b~ P ’

s h.j/'
— . a . o .
Wa :<—tl_a/2;tl_a/2> a t,, Je (I_Ej -kvantil Studentova rozdéleni s n —m stupni
volnosti - viz tabulku T2. Tento test je mozno také provést pomoci vyse uvedeného

intervalového odhadu koeficientu S, se spolehlivosti I — « .

Z intervalovych odhadu stfedni funkéni hodnoty, resp. individualni funkéni hodnoty,
se konstruuje pds spolehlivosti pro stiedni hodnotu (konfidencni pds), resp. pds spolehlivosti
pro individudlni hodnotu (predikéni pds) — viz napt. uZzsi, resp. SirSi, pas kolem regresni

pfimky na obr. 4.2. Poznamenejme jeSté, Ze test hypotézy H: S, =, se tykda pouze
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jednoho (byt’ libovolného) regresniho koeficientu. Soucasny test vice regresnich koeficientl
je nutno provést pomoci tzv. sdruzené hypotézy - viz napt. [2], 3], [17],[19], [21], [29].
Orienta¢ni mirou vhodnosti vypoctené regresni funkce pro ziskana data je koeficient

vicendsobné korelace

*

S min
r= -5 o
Z Yi—n (y )
nazyvany také index (koeficient) determinace r*(y je aritmeticky primér hodnot y,), ktery

nabyva hodnot z intervalu <O;1>. Cislo 7*100 % vyjadifuje procentudlni podil z rozptylu

hodnot y, "vysvétleny" vypoctenou regresni funkci. Hodnoty 7 (a tim také r*) blizké 1
naznacuji vhodnost zvoleného tvaru regresni funkce. Pro bliz§i posouzeni vhodnosti
vypoctené regresni funkce se provadi jeji graficky rozbor vzhledem k pozorovanym bodim
[x,,3].--[X,,»,]. Pro rigorézni zavér je vSak nutné provést tzv. regresni diagnostiku a
testovat dalsi statistické hypotézy - viz napt. [2], [3], [17], [19], [21], [29].

Nejvice uzivanou linearni regresni funkci pro pozorovany dvourozmérny statisticky

soubor (x,,,),....(x,,»,) je funkce
y=p5+pbx,

jejimz grafem je regresni piimka. Pro tuto funkci je k = 1, x = x; = x (piSeme x misto x)),

m=2, filx)=1, fo(x) =x, takze

(1 1] 7
F= , y=| :
xl e xn

Y

P11 ,,ruénim® vypoctu mizeme pro regresni funkci y = S, + f,x pouZit explicitni vztahy, kde

det H znadi determinant matice H:

n

Zl 5 zxi ny ;

a) H= i;l i:] , g = i;l , Zl =n,
in; lez inyi .
i=1 il i=1

nzxiyi _inzyi
i=1 .

2
b) detH=n)» x’ — x|, b =— =l = h=y-bX, Xay jsou
) ; i (; zj b detH =)V =0 Yy ]

aritmetické priméry,
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é‘,x,-y,- — Xy
J(z () (St -y

statistického souboru ((x;, 3, ). (x,,,)).

je koeficient korelace

H r=[rxy)

, kder(x,y) =

V ekonomickych ulohach se také ¢asto potkavame s linedrnimi regresnimi funkcemi:

a) regresni rovina y =[5, + B,x, + fix,, kde k=2, x=(x,x,), m=3, f,(x,x,)=1,

fz(xl’xz):xw f3(x1,x2)=x2,
b) regresni parabola y=f3 + f,x+ px*, kde k = 1, x=x,=x, m=3, fl(x)=1,

f(x)=x, fi(x)=x*.
Jejich ,,rucni® vypocet je vSak namahavy a je 1épe aplikovat profesiondlni statisticky software
(Minitab, Statistica, Statgraphics, QC Expert, SPSS, SAS aj.) anebo pouzit potfebné funkce a
maticové operace v Excelu.
Priklad 4.1
U osmi ndhodné¢ vybranych firem poskytujicich konzultace v oblasti jakosti vyroby byly

v roce 1993 zjistény pocty zaméstnancli x a ro¢ni obraty y (mil. K¢):

Xi 3 5 5 8 9 11 12 15
Vi 0,8 1,2 1,5 1,9 1,8 2,4 2,5 3,1

Vyjadiete zavislost ro¢niho obratu firmy na potu zaméstnancl ve tvaru y = S + fS,x,
vypoctéte intervalovy odhad f, se spolehlivosti 0,95, testujte na hladiné vyznamnosti 0,05
hypotézu H : S, = 0,2, urCete bodovy a intervalovy odhad y(10) se spolehlivosti 0,95. Pomoci

grafu a koeficientu korelace » posud’'te vhodnost regresni funkce. Predpokladejte, Ze ro¢ni
obrat md podminéné normdlni rozdéleni s konstantnim rozptylem vzhledem k poctu

zaméstnancuy.
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ResSeni:

V tabulce jsou pomocné vypocty:

i Xi Vi X X vi

1 3 0,8 9 2.4 0,64

2 5 1,2 25 6,0 1,44

3 5 1.5 25 75 2.5

4 8 1,9 64 15,2 3,61

5 9 1,8 81 16,2 3,24

6 11 2.4 121 26,4 5,76

7 12 2,5 144 30,0 6,25

8 15 3,1 225 46,5 9,61

> 68 15,2 694 150,2 32,80

Vlastni vypocty provedeme v nasledujicich krocich.

1) Jde o regresni pfimku, takze s vyuzitim vyse uvedenych vzorct obdrzime pro n = 8

8 68
j, jejiz determinant je det H = 8-694 — 68> = 928, tak’e

z tabulky matici H =
68 694

bodovy odhad g, je

_ 8-150,2-68-15,2
928

Dale je x=68/8 =8,5, y=15,2/8 = 1,9, takZe bodovy odhad p, je

b, =0,1810344 ~ 0,181.

b1=1,9-0,1810344-8,5=0,3612068 ~ 0,361.
Potom bodovy odhad regresni funkce je y=0,361 +0,181x.

2) Minimalni hodnota rezidualniho souctu ¢tvercti je
S =32,80- 0,3612068.15,2 — 0,1810344-150,2 ~ 0,1182758
a bodovy odhad rozptylu o2, resp. smérodatné odchylky o, je
s =0,1182758/(8 —2) =0,0197126, resp. s = +/0,0197126 ~0,1404017.
3) Diagonalni prvky matice H™' jsou
h'' = 694/928 ~ 0,7478448, h*> = 8/928 ~ 0,00862069.
Z tabulky T2 je pro 8 — 2 = 6 stupfid volnosti #y975 = 2,447. Intervalovy odhad regresniho

koeficientu S, je
B, € <0,1810344 — 2,447-0,1404017 4/0,00862069 ;

0,1810344 +2,447-0,1404017+/0,00862069 > = < 0,1491353; 0,2129334 > =
~<0,149; 0,213 >.
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Bodovy odhad ptirtistku ro¢niho obratu odpovidajiciho zvyseni poétu zaméstnanct firmy o
jednoho je tedy 181 000 K¢ a intervalovy odhad tohoto pfirtstku se spolehlivosti 0,95 je
149 000 K¢ az 213 000 K¢.

4) Pozorovana hodnota testového kritéria pro H: S, =0,2 je

0,3612068 - 0,2

= ~ 1,3277.
0,14040174/0,7478448

Pro alternativni hypotézu H : B #02 je Wmos =<-2,447; 2,447 >. Vzhledem k tomu, Ze
t € W,ys, hypotézu S = 0,2 na hlading vyznamnosti 0,05 nezamitame. Na dané hlading

vyznamnosti vlastné nezamitdme hypotézu, ze firma bez zaméstnanct (pracuji jen majitelé),
nebot’ (0) = S, bude mit ro¢ni obrat okolo 200 000 K¢.
5) Bodovy odhad stfedni i individualni hodnoty ro¢niho obratu firmy pro 10
zaméstnanct je
¥(10)=0,3612068 + 0,1810344-10 = 2,1715508 ~ 2,172.
U dané firmy lze tedy o¢ekavat ro¢ni obrat okolo 2 172 000 K¢. Protoze

+_ 1, 8010-8,5)
928

h =0,1443965,

je intervalovy odhad se spolehlivosti 0,95 stiedni hodnoty ro¢niho obratu firmy s 10

zameéstnanci

1(10) € <2,1715508 —2,447-0,1404017 /0, 1443965 ;

2,1715508 + 2,447-0,1404017/0,1443965 > = < 2,0409985; 2,3021031 > ~

~ < 2,040; 2,302 >.
Se spolehlivosti 0,95 Ize ofekavat, ze stfedni hodnota rocniho obratu takové firmy bude od
2040 000 K& do 2 302 000 K&. Jestlize pouzijeme ve vypoétu 1 + 4 misto 4, dostaneme
intervalovy odhad se spolehlivosti 0,95 individudlni hodnoty ro¢niho obratu firmy s 10

zaméstnanci
1(10) € < 2,1715508 — 2,447-0,14040174/1,1443965 ;
2,1715508 + 2,447-0,1404017/1,1443965 > = < 1,8040193; 2,5390823 > ~
~ < 1,804; 2,539 >,

Se spolehlivosti 0,95 1ze oc¢ekavat, ze individualni hodnota ro¢niho obratu takové firmy bude

od 1 804 000 K¢ do 2 539 000 K¢.
6) Koeficient korelace je r = 0,984798, takZe index determinace je »* = 0,969827 .
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Z grafu na obr. 4.2 a velikosti koeficientu korelace vidime, ze zvoleny tvar regresni funkce

vcelku dobfe vystihuje danou zavislost. Podle Casto pouzivané konvence lze fici, ziskana
regresni  funkce vyjadiuje celkem 77100 % ~ 96,98 % zmén (variability) pozorovaného

obratu firmy.

Zavislost obratu na po¢tu zaméstnancl

Obr. 4.2

Priklady k procviceni
Priklad 4.2
Pti sledovani primérnych cen y (KC¢) v roce 2005 a primérnych cen x (K¢) v roce 2004 u 6

vybranych druhti zbozi byly ziskany néasledujici hodnoty:

Xi 3,4 4,3 5,4 6,7 8,7 10,6

Vi 4,5 5,8 6,8 8,1 10,5 | 12,7

Urcete regresni funkci y = S, + £, x, bodovy odhad y(5,4), intervalové odhady f,, B, a ¥(5,4)

se spolehlivosti 0,95, a koeficient korelace.

Vysledek: y=0,7744 + 1,1190 x; B, € <0,3095; 1,2394 >; 3, € <1,0524; 1,1856 >;
¥(5,4) = 6,8171; y(5,4) € <6,6350; 6,9992 >, resp. < 6,3710; 7,2632 >;
r=0,999082
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Piiklad 4.3
Poptavka po uritém vyrobku y* (v tis. ks) pii jeho raznych cenach x (K¢) zjisténa

statistickym prizkumem uvedena v tabulce:

x; 100 110 140 160 | 200

1

yvi 120 | 89 | s6 | 41 | 22

. (. , < : , , 5 .
Vyjadfete zavislost poptavky na cené mocninnou regresni funkei y* = yx" , uréete bodové a

intervalové odhady (se spolehlivosti 0,95) regresnich koeficientd a poptavky pro cenu

vyrobku 120 K¢&. (Navod: logaritmujte mocninnou funkci.)

Vysledek: Iny ~ 1564395236035 Inx"; " =6,224-10°x" ™
Iny = S e<13,95342; 17,33448 >, § = f, € <-2,37817; -2,34253 >;
y'(120) = 77; ¥ (120) e < 69,8; 84,9 >, resp. < 62,0; 95,6 >

Piiklad 4.4

U 6 vyrobkt jedné firmy byly zjistény naklady y (K¢) a ceny x (K¢):

Xi 40 64 34 15 57 45

Vi 33 46 23 12 56 40

Urdete regresni funkci y =S+ fx, bodovy odhad rozptylu o, intervalovy odhad

koeficientu /3 se spolehlivosti 0,95 a testujte hypotézu £ = 0 na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Vysledek: y=-1,3082 + 0,8543 x; o~ 39,8439; [, € (0,404; 1,305), takze hypotézu
zamitdme

Piiklad 4.5

Pro posouzeni zavislosti leto$ni poptavky y na loiiské poptadvce x na jisty druh zbozi byly u

6 obchodniki zjisStény udaje (ks):

Xi 20 60 70 100 | 150 | 260

Vi 50 60 60 120 | 230 | 320

Urcete bodové a intervalové odhady (se spolehlivosti 95 %) koeficientli regresni piimky a
hodnoty letoSni poptavky pro lotiskou poptavku 110 kus. Na hladiné vyznamnosti 5 %

testujte hypotézu, ze B, = 0 a urCete koeficient korelace.
Vysledek: y=0,687+ 1,266x; f, € <-57,194; 58,568 >; f3, € <0,836; 1,696 >;
y(110) = 140; y(110) € <106,55; 173,45 >, resp. < 51,50; 228,50 >;
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hypotézu nezamitame; = 0,97198
Piiklad 4.6
Pozorovanim mnozstvi y prodanych akcii v zavislosti na odchylce ceny x (k¢) jedné akcie

firmy STAMET od emisni hodnoty byla ziskana data:

Xi -60 | -32 | -15 1 15 30 55

vi | 781 | 824 | 840 | 855 | 868 | 882 | 897

Vypoitéte regresni funkci y= B+ fx, bodovy odhad rozptylu o, intervalovy odhad
koeficientu f se spolehlivosti 0,95 a bodovy 1 intervalovy odhad hodnoty y pro x =-30 a
x=15.
Vysledek: y=850,4+0,991x; o~ 46,67; [ € (0,773; 1,208); »(-30) = 820,7;

v(=30) € (810,6; 830,8); »(15) = 865,3; y(15) € (861,8; 868,8)
Priklad 4.7
Velikost cistého zisku y* (tis. K¢&) firmy STATEX v prvnich 6 letech x jeji Cinnosti je

v nasledujici tabulce:

y; 112 149 238 354 580 867

Aproximujte data exponencidlni regresni funkci y* = yexp(éx*) a urcete bodové 1 intervalové
odhady (se spolehlivosti 95 %) regresnich koeficienti a piedpovédi zisku v 7. roce ¢innosti
firmy, a koeficient korelace. (Navod: logaritmujte exponencialni funkei.)
Vysledek: Iny ~4,22798 +0,42020x; " = 68,57875 exp(0,42020 x°);
y =exp(f,) € <59,40715;79,16632 >; 6 =, € <0,38333; 0,45706 >;
V' (7) = 1299,04; y'(7) € < 1125,30; 1499,59 >, resp. < 1052,24; 1603,71 >;
r~ 0,99801 pro linearizovanou regresni funkci
Priklad 4.8
Me¢étenim byly ziskdny hodnoty:

Xi 0,75 | 1,50 | 2,25 | 3,00 | 3,75 | 4,50 | 5,10 | 6,10 | 6,70 | 7,50

Vi 0,017 | 0,046 | 0,075 | 0,110 | 0,142 | 0,167 | 0,188 | 0,224 | 0,262 | 0,282

Urdete regresni funkci y = £, + B x, vypoététe bodovy odhad rozptylu o, testujte hypotézu
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Ai=0 na hladiné¢ vyznamnosti 5% a vypoctéte intervalovy odhad koeficientu f se
spolehlivosti 95 %.
Vysledek:y=-0,012009 + 0,039686x; o”~ 2,07-107; hypotézu 5, = 0 zamitame;

S € (0,038066; 0,041064)
Piiklad 4.9
Na soutadnicové vrtacce byla za teploty 20 °C nastavena vzdalenost 1 m od poc¢atku souradné
soustavy a méfena diference y (m) mezi skute¢nou a nastavenou vzdalenosti v zavislosti na

prirastku teploty x (°C):

10 20 30 40 50 60

Xi

0,00018 | 0,00035 | 0,00048 | 0,00065 | 0,00084 | 0,00097

Vi

Pomoci regresni funkce y = £, + 3, x vypocCtéte bodovy a intervalovy odhad chyby pocate¢niho
nastaveni f,, koeficientu tepelné roztaznosti £, a skute¢né vzdalenosti d =y + 1 od pocatku
soutadné soustavy pro teplotu 35 °C se spolehlivosti 95 %.
Vysledek: f,~1,93333-10° m; g, € (-2,31756:107; 6,18423-10”) m;
By~ 1,59714-10° m-°C™"; B, € (1,48799-107; 1,70630-10”) m-°C™";
d(35) = 1,000578333 m; d(35) € (1,000559669-10; 1,000596998-10) m,
resp. d(35) € (1,000528953-107; 1,000627714-10°) m;
Piiklad 4.10

Urcete odhad regresni funkce y=p + f,x, +fB,x, a vypoctéte intervalové odhady
koeficientu B,, f, se spolehlivosti 0,95, jestlize pro kazdou dvojici (xi, x2) je Y ndhodna

veli¢ina s normalnim rozdélenim a veli¢iny Y jsou pro rizné dvojice (xj,x;) nezavislé.

Experimentem byla ziskdna data uvedend v tabulce:

X 1,0 1 301|301 50|70 7090 |110(11,0| 13,0
X 102071011} 03}|02]}06]1|02]02]0,7]0,5
Vi 20 1 28 |53 |59 |74 |56 |87 |11,2(104 (13,2

Vysledek: y=1,82+0918x—2,7x;; 6°=0,5419; 3, €(0,768;1,068);
By €(-5,291,-0,119)

Priklad 4.11

U osobniho automobilu byla métena spotieba paliva y (v litrech na 100 km) v zavislosti na
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jeho rychlosti x (km/hod.) za konstantnich podminek. Byly ziskdny hodnoty:

Xi 40 50 60 70 80 90 100

i 6,4 6,1 6,3 6,8 7,1 8,4 | 10,3

Urcete regresni funkci y = + B,x+ B,x°, bodovy odhad rozptylu o’ a na hlading
vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze zavislost je linearni (tj. B, =0).
Vysledek: y=11,693-2,073-10"x+1,917-107x* ; 6°=5,202-10"; hypotézu f3, =0

zamitame, nebot’ 0 ¢ (1,590-10"3 ; 2,242-10'3> pro spolehlivost 1 —a —0,95

Kontrolni otazky

Co se rozumi regresni analyzou a jaky je statisticky princip regresni analyzy?
Definujte regresni funkci a linedrni regresni funkci?

Na jakych ptedpokladech je zaloZen linearni regresni model?

Jaké odhady a testy statistickych hypotéz pouzivame v regresni analyze?

Jaky je rozdil mezi odhady stfedni a individualni funkéni hodnoty regresni funkce?
Jak posuzujeme vhodnost vypoctené regresni funkce?

Uved'te konkrétni piiklady linedrni a nelinedrni regresni funkce.

® =N kWD =

Uved’te konkrétni aplikaci regresni analyzy ve svém oboru.
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5 ANALYZA ROZPTYLU

Motivace a zakladni pojmy

V ekonomickych, finan¢nich a vyrobnich aplikacich statistickych metod se ¢asto setkdvame
s problémy posouzeni vlivu néjakych faktori na pozorovanou nahodnou veliCinu. Jde
naptiklad o ovéfeni vlivu vySe vzdélani na velikost pfijmu jedince, druhu obchodu na cenu
daného zbozi, typu reklamy a vékové kategorie zdkaznika na objem jim nakupovaného zbozi,
dne vtydnu a smény na kvalitu vyroby, banky a ¢asu na kurz ménové jednotky apod.
Uvazované faktory maji obvykle charakter kategoridlniho znaku, ktery nabyva zndmych a
rozliSitelnych hodnot. V dale popsanych zakladnich metodéch jde sice pfevazné o posouzeni
vlivu faktorti na stfedni hodnotu pozorované ndhodné veli¢iny, ale vlastni analyza vychazi
z rozptylu pozorovanych hodnot této veliCiny, takze hovotime o analyze rozptylu, jejiz
zkratka je ANOV A (z anglického ,,analysis of variance®). Analyzu rozptylu rozliSujeme podle
poctu ovliviiyjicich faktora (tfidicich znakt). V ptipadé€ jednoho znaku 4 hovotime o analyze
rozptylu jednoduchého tiidéni, v ptipad¢ dvou znakli 4 a B jde o analyzu rozptylu dvojného
tiidéni. Analyzu rozptylu dvojného tiidéni se dvéma tfidicimi znaky 4, B dale rozd¢lujeme na
analyzu bez interakce téchto znakl, kdyz nepiedpokladame jejich spole¢né ptlisobeni, a na
analyzu s interakci téchto znaki, kdyz uvazujeme jejich spolecné plisobeni, tj. jakoby tietiho
znaku oznaceného AB. V ptipadé vétsiho poctu tfidicich znakl pak jde o modely s dalSimi
moznymi interakcemi. Poznamenejme jesté, ze ,,ruéni“ zpracovani analyzy rozptylu je inosné
nejvyse pro analyzu rozptylu s jednim nebo dvéma tiidicimi znaky. Metody analyzy rozptylu
jsou velmi rozpracované a implementované do profesiondlniho statistického softwaru a

¢aste¢né 1 do Excelu.

Analyza rozptylu jednoduchého tridéni (ANOVA 1)

Pfedpokladame, Ze pozorovanim néhodné veli€iny X byl ziskén statisticky soubor (x,, ..., xn)
s rozsahem » a dale, ze znak 4 nabyva I riznych kvalitativnich hodnot 4,,...,4,, kde 7 >2.
Pfitom hodnoté 4, daného znaku odpovida skupina (xl.l,...,xin_) srozsahem n,, i=1,...,1,

prvki piivodniho statistického souboru tak, Ze je piivodni soubor statisticky soubor (x,, ..., xn)
1

rozdélen do 7 disjunktnich skupin (podsoubortt). Ziejme je Zni = n . Pro zpracovani analyzy
i=1

rozptylu pouzivame tyto Ciselné charakteristiky:
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kde

n;

: e g . _x. 1 S y
a) aritmeticky pramér i-té¢ skupiny X, :—’:—inf, kde x, :inj je soucet
n; = J=l
prvki i-té skupiny, i=1,...,1,

1 I I n
s e = X, ] - ' . e
b) celkovy primér X, :—:—Znixl.,, kde «x_ :Zx,., = E E x; Jje soucet vSech
n n g i=1 '

i=1 j=1
prvki pivodniho souboru.
Analyza rozptylu jednoduchého tfidéni vychazi z modelu ve tvaru

X, =u+ta,+E,,

E; jsou nezavislé nahodné veli¢iny s normalnim rozd&lenim N(0,0°) a u,a,,0° jsou

neznam¢ parametry. Hypotéze, Zze znak 4 nema vliv na pozorovanou nahodnou veli¢inu X,

odpovida sdruzena hypotéza H : a, =---=a, = 0 s alternativni hypotézou H , Ze aspoti jedno

a, je rizné od ostatnich ¢, , tj. Ze znak 4 ma vliv na ndhodnou veli¢inu X.

kde

Pro testovani pouzijeme rozklad souctu ¢tverct

S, =8,+8,,
e ()
a) celkovy soucet Ctvercii S, = Z (xij - f) :sz,./.z -
=1 j=I =1 j=l n
I I 2 2
b) soucet étvercii mezi skupinami S, = n (X, -X. )2 =y (%) — (x.) ,
; n n

i=1 i=1 i

s oborem nezamitnuti W, = <0; Flfa>, kde F_, je (1—a)-kvantil Fisherova-Snedecorova

rozd€leni s k, =/—-1 a k, =n—1 stupni volnosti — viz tabulku T4. Pro /=2 miZeme

pouzit Studentliv dvouvybérovy test, avSak nikoli pro 7 >2 vSechny dvouvybérové testy,

protoZe vznika problém s nastavenim hladiny vyznamnosti a zavislosti testovych kritérii.

Testovani zapisujeme obvykle do nésledujici tabulky analyzy rozptylu:
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Zdroj Soucet Pocet stupiiti , Testové
. N X . Podil o
variability ctvercu volnosti kritérium

Znak A S, -1 S, /(1-1) S, /(1-1)
S, /(n—1)
Rezidualni S, n—1T S, /( n—1 ) .
Celkovy S, n—1 - -

Pti vypoctu na PC byva tabulka zprava doplnéna o sloupec obsahujici P-hodnotu, ktera
umoziuje test bez pouZiti kvantilu F, .
Jestlize ptijmeme alternativni hypotézu, ze dany tiidici znak ma vliv na tfidéni, pak

obvykle testujeme tzv. kontrasty, tj. hleddme dvojice 4, a 4,, které vliv tfidicitho znaku
zplsobuji. PouZijeme k tomu postupné hypotézy H : a, = e, s alternativami H : a, # o, pro
i=1..,1, k=1..,1, i<k. Tyto hypotézy miiZzeme testovat Studentovym dvouvybérovym

testem anebo pomoci adekvatniho testového kritéria

(fz _fk- )2
-1 nny
F =
S, n, +n,
n—1

se stejnym oborem nezamitnuti W= <O; F;fa> jako ma plivodni sdruzena hypotéza o vlivu
znaku 4.

Pro tGplnost analyzy rozptylu je zapotfebi rozhodnout, zda vsechny rozptyly o
nahodnych veli¢in odpovidajicich jednotlivym skupinam jsou stejné. Jde o test sdruzené
hypotézy H :o] =---=o0, salternativou, 7e aspoil dva rozptyly jsou riizné. Nejéastéji se

k tomu pouziva Bartlettiiv test s Kritériem

I
B:%{(n—])lnsz—Z(I’ll——l)h’lsiz:|a
i=1
kde
1 <! 1
C:l - ’
+3(1 1)(;4—1 n—1
1 e s 1 [&, (%)
S?: (xu__l) - ’j_ l ’
ni_ljzl n,‘_l Jj=1 n;
) 1 < 2 S
= —1 S = .
g n-— ,:1(nl )S’ n—1
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Obor nezamitnuti hypotézy H je Wa =<O, ;(f_a>, kde #;, je (1-a)-kvantil Pearsonova

rozdéleni chi-kvadrat s k£ =7 —1 stupni volnosti — viz tabulku T3. Jde o pfiblizny, ale plné
dostacujici test.

Poznamenejme, zZe zamitnuti sdruzené hypotézy o skupinovych rozptylech mé také za
nasledek odhaleni vlivu znaku A4 na pozorovanou ndhodnou veli¢inu X. Dalsi testy pouzivané
pii analyze rozptylu jednoduchého tiidéni (véetné neparametrického Kruskalova-Wallisova
testu) a metodach analyzy rozptylu s vice tiidicimi znaky bez i s interakcemi 1ze nalézt napf.
v [2], [3], [4], [6], [10], [22], [28].

Priklad 5.1
Sledovanim mési¢nich plath (v tisicich K¢) tii pracovnikli vykonavajicim stejnou praci béhem

pul roku byly ziskany nasledujici udaje, kde 4, odpovida i-tému pracovniku, i =1,2,3, a x;

jsou jeho mésicni platy:
4 ... x; = 225205 19; 205 21; 19,
A, ...ox,, = 20;22;21; 22; 24; 23,
4, ... Xy, = 29; 28; 26; 26; 27; 25.

Pomoci ANOVA 1 testujeme na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu, Ze stfedni méesi¢ni platy

vSech tii pracovniki jsou stejné.

Regeni:

Pomocné vypocty jsou v tabulce:

J X X2j Y3 X, X, x5,

1 22 20 29 484 400 841
2 20 22 28 400 484 784
3 19 21 26 361 441 676
4 20 22 26 400 484 676
5 21 24 27 441 576 729
6 19 23 25 361 529 625
z 121 132 161 2447 2914 4331

D> 414 9692

Ze zadani [ =3, n=18, n, =n, = n, =6 a z tabulky pomocnych vypoctii dostaneme

I n 2 2
5 =33 ) =9692—4112 =170,

i=1 j=1 n
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I 2 2 2 2 2 2
5,-Y (x.) (x.) _121 L1327 1610 4147 | 142,33333,
o N, n 6 6 6
S, =S5 -5,=170-142,33333 = 27,66667 ,
Pocty stupriil volnosti jsou / —1=2 a n—1 =15, takze
S, /(1 -1)=142,33333/2 =71,16667,
S, /(n—1)=27,66667/15=1,84444,
SA
pod=1 . TLI666T . o soi3a.
S, 1,84444
n—1
Tabulka analyzy rozptylu pak je:
Zdroj Soucet Pocet stupiii , Testove
. y X . Podil o
variability ¢tvercl volnosti kritérium
Znak A 142,33333 2 71,66667 38,58434
Reziduélni 27,66667 15 1,84444 ---
Celkovy 170,00000 17 --- ---

Pro ky=1-1=2 a k, =n—1=15 stupiii volnosti je Fj,,; =4,765 ztabulky T4. Tabulka
T4 neobsahuje kvantily F,, ale je F o < F 4,5, c0Z k naSemu testu staci, ale napf. z Excelu

pomoci funkce FINV dostaneme Fj,, = 3,682 . Protoze F =38,58434 zWo,.os = <0; 3,862> ,

zamitdme sdruzenou hypotézu H o stejnych stfednich mési¢nich platech na hlading
vyznamnosti 0,05. Testujeme proto dale kontrasty, tj. rozdily stfednich mési¢nich plati dvojic
pracovnikd.

Z tabulky pomocnych vypocti je

. =2 21200 16667, %, = 22 =132 - 2 00000, ¥, =2 = 100 - 56 83333,

n, 6 n, 6 n, 6

Pti testech kontrastii obdrzime:

a) 1. pracovnik <> 2. pracovnik:
(%.-%.) (20,16667 —22,00000)’
F=—HiI=1 "% - 2 68 £ 2,73343 € Wos =(0;3,862),
S, n+n, 1,84444 6+6

n—1

takZe hypotézu o rovnosti stitednich mési¢nich platt 1. a 2. pracovnika nezamitame,

-62 -



b) 1. pracovnik <> 3. pracovnik:

(%.-%.) (20,16667 —26,83333)’
F=—i»_-1 "h - 2 00 3614458 ¢ Wos = (0;3,862),
S, m+n, 1,84444 6+6
n—1

takze hypotézu o rovnosti sttednich mésicnich platt 1. a 3. pracovnika zamitame,

¢) 2.pracovnik <> 3. pracovnik:

(%,. - %) (22,00000 — 26,83333)’
F=—»==1 ™h . 2 60 - 38,99849 ¢ .05 = (0;3,862),
Se mytn, 1,84444 6+6
n—1

takZe hypotézu o rovnosti stfednich mésicnich platd 2. a 3. pracovnika zamitame.

Pro Bartlettv test rovnosti skupinovych rozptyli je:

1
R > 1 :1+L(1+l+l—iji1,08889,
3(1-)\SF'n-1 n-1 3.25 5 5 15

n 2 2
- (foj _ () ] = §(2447 - 1261 j 1,36667,
— n

nz 2 2
S22 = 1 zxzzj—(xz‘) J:§(2914_1362 j:Z,OOOOO,

ny 2 2
- ngj_(x3') ]:%(4331—1661 Ji2,16667,

n, =13 n,
$ =20 184444,
n—1
takZe
1 2 . 2 |
B:E (n=1)Ins* =) (n,—1)Ins} |=
i=1
S [151n1,84444 — (51n1,36667 +5In2 +51n2,16667) | = 0,26548 .
1,08889

Protoze B =0,26548 € Woos = (0;5,991), kde zgo5 =5,991 pro k =1 —1=2 stupiiii volnosti

z tabulky T3, nezamitame sdruzenou hypotézu o rovnosti skupinovych rozptylu.
Na obr. 5.2 jsou pro ilustraci krabicové grafy skupin (mésicnich plati jednotlivych
pracovnikil), které naznacuji nenormalni rozdéleni pravdépodobnosti (kladna asymetrie pro 1.

a 3. pracovnika), takZze by bylo pro analyzu rozptylu adekvatnéj$i pouzit neparametricky
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Kruskaliv-Wallistiv test [2], [3]. Vzhledem k tomu, Ze rozsahy skupin jsou pomérné malé, to

ale neni zcela nezbytné.

Box-and-Whisker Plot
| : :
s _c
3 = B

19 21 23 25 27 29
X

Obr. 5.2
Test sdruzené hypotézy H o rovnosti stiednich hodnot v analyze rozptylu s jednim
nebo dvéma tfidicimi znaky (faktory) mizeme také realizovat snadno v Excelu, kde zvolime
Nastroje/Analyza dat/Analyza: jeden faktor. Ukazka kompletniho vystupu této analyzy pro

nas piiklad 5.1 je v néasledujici tabulce:

Anova: jeden faktor
Faktor
Vyber Pocet |Soucet| Priimeér | Rozptyl
Al 6 121 {20,16667(1,366667
A2 6 132 22 2
A3 6 161 [26,83333(2,166667
ANOVA
Zdroj variability SS  |Rozdill] MS F |Hodnota P| F krit
Mezi vybéry 142,3333| 2 |71,16667(38,58434| 1,22E-06 (3,682317
Vsechny vybéry 27,66667| 15 |1,844444
Celkem 170 17

Priklady k procvic¢eni
Priklad 5.2

U Ctyt odriid brambor oznacenych 4, 4,, 4;, A, se zjistovala celkova hmotnost brambor

vyrostlych vzdy z jednoho trsu. Vysledky (v kg) jsou v nésledujici tabulce:
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Odrtda Hmotnost
4 09 0,8 0,6 09
A, L3 1,0 1,3
A, L3 1,5 1,6 1,1 1,5
A4, L1 1,2 1,0

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze stfedni hodnota hmotnosti trsu brambor

nezavisi na odriidé. Zamitnete-1i nulovou hypotézu, zjistéte, které dvojice odrid se 1isi na

hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Vysledek: k, =3,k =11,F=9,97¢ Wo,gs = <O; 3,59> ; hypotézu o nezavislosti na
odriid¢ zamitame; statisticky vyznamné se li§i pouze odridy 4, a 4,

Priklad 5.3

Ve firmé PRASTAT se méfil cas, ktery potteboval kazdy ze tii délnikti D1, D2 a D3

k uskute¢néni téhoz pracovniho ukonu. Dosazené ¢asy v minutach:

Dl 3,6 3,8 397 375
D2 | 43 | 39 | 42 | 39 | 44 | 47
D3 | 42 | 45 | 40 | 41 | 45 | 44

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vykony téchto tii délnikli jsou stejné.
Zamitnete-1i tuto hypotézu, urcete dvojice d€lniki, jejichz vykony se 1isi na dané hlading
vyznamnosti.

Vysledek: kK, =2, k, =13, F=9,665¢ Wo,os = (0; 3,806> ; hypotézu o stejnych

vykonech zamitame; li§i se vykony dvojic d€lnikid (D1,D2), (D1,D3) a

nelisi se (D2,D3).
Piiklad 5.4
Pracovnici vybrané firmy byly Skoleni z metod fizeni jakosti za vyuziti péti vyukovych
metod: tradi¢ni zpusob, programova vyuka, audiotechnika, audiovizualni technika a vizudlni
technika. Z kazdé skupiny byl vybran ndhodny vzorek pracovnika a vSichni byli podrobeni
témuz pisemnému testu. Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze znalosti vSech
pracovnikill jsou stejné a nezdvisi na pouzité vyukové metod€. V piipad¢ zamitnuti hypotézy
zjistéte, které metody se liSi na hladin¢ vyznamnosti 0,05. Dosazené body dle metod jsou

v nésledujici tabulce:
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tradi¢ni 76,2148,385,1|63,7|91,6(87,2

programova |85,2|74,3|76,5|80,3|67,4167,9|72,1|60,4

metoda audio 67,3160,1|55,4172,3| 40

audiovizudlni | 75,8 | 81,6 90,3 | 78 | 67,8 (57,6

vizualni  |50,5(70,2 (88,8 (67,1 (77,7(73,9

Vysledek: k, =4, k, =26, F=1,624¢ Wo,os = (0; 2, 743); hypotézu nezamitame,

znalosti nezdvisi na pouzité vyukové metodé
Piiklad 5.4
Student soukromé vysoké Skoly Akademie Sting v Brné miiZze cestovat ze svého brnénského
bydlisté¢ do skoly tfemi riznymi zpusoby: trolejbusem (A), autobusem (B) a osobnim autem
(C). Mame k dispozici jeho naméfené Casy cestovani do Skoly v dobé ranni Spicky (vcetné

¢ekani na prislusny spoj) v minutach:

A 32 39 42 37 34 38

B 30 34 28 26 32

C 40 37 31 39 38 33 34

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze doba cestovani do prace nezdvisi na
zpusobu dopravy. V ptipadé zamitnuti nulové hypotézy zjistéte, které zpiisoby dopravy do
prace se od sebe lisi na hladin¢ vyznamnosti 0,05.

Vysledek: k,=2,k, =15, F=6,715¢ Wo,os = <0; 3,682); hypotézu zamitame, zplisob

dopravy ma vliv na dobu cestovani; nelisi se zpiisoby (A,C) a 1i8i se zpisoby

(A,B)a (B,C)

Kontrolni otazky

1. Popiste motivaci analyzy rozptylu a uved'te piiklady na ANOVA 1 a ANOVA 2 bez i
s interakci.

2. Popiste model ANOVA 1 pro sdruzenou hypotézu stiednich hodnot.

3. Co rozumime rozkladem celkového souctu ¢tvercii?

4. Kdy a jakym zpisobem testujeme kontrasty a rovnost skupinovych rozptyla?
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6 KATEGORIALNi ANALYZA

Motivace

Pti statistickém vyhodnocovani prizkumu napt. zajmu o vyrobky, sluzby, zbozi a tispé$nosti
reklamy jde Casto o posouzeni a postizeni zavislosti a vzajemného ovliviiovani sledovanych
vicerozmérnych kategoridlnich (kvalitativnich) znakt jak nominélniho, tak i ordindlniho typu.
Vychézime pfitom pievazné pouze z absolutnich ¢etnosti nastoupeni ndhodnych jevi, které
odpovidaji uvazovanym kategoridlnim znakiim. Byla proto vypracovana tada efektivnich
metod tzv. kategoridlni analyzy pro aplikace v raznych oblastech: sociologie, marketing,
psychologie, medicina, pedagogika apod. Tyto metody jsou povétSinou implementovany do
profesiondlniho statistického softwaru, nebot’ pfi statistickych Setfenich dostdvame v soucasné
dob¢ velmi rozsahlé databazové soubory, pro né€z neni ,;ru¢ni® zpracovani unosné. V této

kapitole je pouze nepatrny nastin téchto metod a vice mizeme nalézt v [2], [3], [22], [28].

Pearsonuyv test nezavislosti a homogenity

Mgjme néhodny vektor (X,Y) s konenym diskrétnim sdruZenym rozdé&lenim pravd&podob-

nosti, pficemz nadhodnd veli¢ina X nabyva hodnot i =1,..., a ndhodna veli¢ina ¥ hodnot

j=1..c,kde r>2 a c¢>2. Pfedpokladejme, Ze se uskutecnil ndhodny vybér o rozsahu
nz4 z (XY ) a n; Je poCet pripadi, kdy se ve vyberu vyskytla dvojice (i, j). Matice
absolutnich Cetnosti »; ma pak multinomické rozdéleni pravdépodobnosti s parametrem 7 a

s pravdépodobnostmi p; . Pozorované hodnoty »n, zapisujeme do tzv. kontingencni tabulky:

Y
X
1 c by
1 nl 1 nlc n]-
r nrl o nrc nrt
Z n.l cee n.c n

C r r C r C
kde n, = Znij, n,, = anj jsou margindlni ¢etnosti a plati n = Z”,—- = Zn.j = ZZnU .
=1 i=1

i=1 =1 i=l j=1
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Test nezavislosti X a Y je ekvivalentni testu sdruZené hypotézy H : p, = p,.p,; pro

vSechny dvojice (i, j ) ,kde p,, = Z p; ap,;= Z p;; Jsou tzv. margindlni pravdépodobnosti
i=1

J=1

slozek X a ¥ nahodného vektoru (X,Y ) . Hypotézu H testujeme pomoci Pearsonova testového

kritéria

Hypotézu H nezamitdme na hlading vyznamnosti e, jestlize y* e W, = <O; ;(f_a> Jkde 77 je
(1—«a)-kvantil Pearsonova (chi-kvadrat) rozdéleni s k =(r—1)(c—1) stupni volnosti — viz
tabulku T3. Test je asymptoticky a obvykle poZadujeme, aby pro vSechny dvojice (i, j) bylo

ey >5.
n
Uvedeny test lze také pouzit k tzv. testu homogenity, kdy testujeme hypotézu, ze
pozorované cetnosti ve vSech tadcich kontingencni tabulky maji multinomicka rozdéleni

pravdepodobnosti s parametry n, a se stejnymi pravdépodobnostmi g, =p,, =-=p,,

j=1,...,c. Misto fadkli mizeme se stejnym vysledkem testu zapsat pozorované cetnosti do

sloupcti kontingen¢ni tabulky.
Jestlize r =2 a ¢ =2, jde o tzv. Ctyipolni tabulku pro alternativni (dichotomické)
statistické znaky X a Y (napf. pro odpovédi respondentil ,,ano* anebo ,,ne*). Pro dostate¢né

velké Cetnosti 7, mizeme op€t pouzit Pearsondv test nezavislosti X a ¥ s vySe uvedenym

testovym kritériem anebo ve tvaru

;{2 —n (”11”22 — NNy, )2

n].nzon.ln-Z
Pocet stupiiti volnosti je £ =1. Tento test lze také aplikovat pfi testovani hypotézy o rovnosti
parametri dvou binomickych rozdéleni misto testu uvedeného v kapitole 3.
Piiklad 6.1
Prizkumem bylo zjisténo hodnoceni televizniho seridlu u jednotlivych skupin televiznich
divakt. Hodnoceni mélo skalu: vyborny, velmi dobry, dobry, Spatny. Byly zvoleny skupiny

divakt podle jejich nejvyssiho dosazeného vzdélani: ZS, SS, VS. Pomoci Pearsonova testu
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posud’'te na hladiné¢ vyznamnosti 0,05 zavislost hodnoceni televizniho seridlu a nejvyssiho

dosazeného vzdélani televiznich divakd, jestlize byly ziskany Cetnosti:

Hodnoceni televizniho serialu
Vzdélani -
Vyborny | Velmi dobry Dobry Spatny
ZS 9 15 4 4
SS 6 11 14 5
VS 5 7 10 13

ResSeni:

Pomocné vypocty byly ,,rucné

413

provedeny v Excelu a jsou uvedeny v nésledujici tabulce, kde

vnitini buniky (ve 2. az 4. fddku a 2. az 5. sloupci) obsahuji tyto hodnoty:

Y Vyborny | Velmi dobry Dobry Spatny py
X
9 15 4 4 32
7% 6,21359223 | 10,2524272 | 8,69902913 | 6,83495146 32
2,78640777 | 4,74757282 | -4,6990291 | -2,8349515 0
1,24952973 | 2,19844991 | 2,53831484 | 1,17586055 | 7,162155
6 11 14 5 36
5 6,99029126 | 11,5339806 | 9,78640777 | 7,68932039 36
-0,9902913 | -0,5339806 | 4,21359223 | -2,6893204 0
0,14029126 | 0,02472132 | 1,81418554 | 0,94058301 | 2,9197811
5 7 10 13 35
v 6,7961165 | 11,2135922 | 9,51456311 | 7,47572816 35
-1,7961165 | -4,2135922 | 0,48543689 | 5,52427184 0
0,47468793 | 1,5832892 | 0,02476719 | 4,08222166 | 6,164966
) 20 33 28 22 103
7 16,246902
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Z tabulky vidime, ze hodnota testového kritéria je

Pocet stupfidi volnosti k =(3—1)(4—1)=6 a kriticka hodnota pro hladinu vyznamnosti 0,05,

tj. 0,95-kvantil chi-kvadrat rozdéleni se 6 stupni volnosti, je z tabulky T3 ;53’95 =12,592,

takZe na této hladiné vyznamnosti hypotézu o nezavislosti zamitame. Pro vyznamnost 0,01 je
vSak kritickd hodnota 16,812, takze na této hladiné¢ vyznamnosti hypotézu o nezavislosti

nezamitame.

Priklady k procvic¢eni
Priklad 6.2
Celkem 180 ndhodné vybranych matek bylo dotdzano, zda jejich kojenec dostava dudlik.

Zjistoval se téz nejvyssi stupeil dosazeného vzdelani matky. Zjisténé Cetnosti jsou v tabulce:

Vzdélani matky Pocet matek Pocet déti s dudlikem
Zakladni 39 27
StredoSkolské 47 34
Vysokoskolské 18 15

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze podily déti s dudlikem nezéavisi na vzdélani

matky.
Vysledek: k=2, y*=0,19¢ Woss = (O; 5, 992>; hypotézu o nezavislosti na vzdélani

nezamitame
Piiklad 6.3
Na soukromou vysokou Skolu bylo pfijato 142 studentd. Ti byli ndhodné rozdéleni do skupin
A, B, C, D. V kazdé skupin¢ pfedmét M vyucovan jinou metodou. Na konci semestru roku
psali vSichni studenti stejnou pisemnou praci a byly zaznamenany pocty studentl

z jednotlivych skupin, ktefi vytesili vSechny zadané ukoly:

Skupina A B C D
Pocet studentd 35 36 37 34
Pocet uspésnych studentt 9 12 27 32
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Na hladin¢ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze rozdily mezi skupinami jsou zptisobeny

pouze ndhodnymi vlivy.

Vysledek: k=3, y° =12,66¢ Woss = <O; 7, 815>; hypotézu zamitame, metoda vyuky

ovlivnila vysledky (Slo také soucasné o test homogenity rozdéleni pravdé-

podobnosti odpovidajicich fadkim tabulky)

Priklad 6.3

Priizkumem byl zji§tovan zdjem mezi potencidlnimi zdkazniky o novy typ mobilu s kamerou.

Vysledky prizkumu u 140 respondenti jsou po rozttidéni podle zajmu a toho, zda dotazany je

¢i neni majitel mobilu, v tabulce:

Zajem
Majitel mobilu
Ano Ne
Je 49 25
Neni 30 36

Testujte, zda zajem o novy typ mobilu zavisi na tom, zda zédkaznik jiz mobil vlastni.

Vysledek: y°=6,12¢ Woss = <O; 3, 841> ; na hladin¢ vyznamnosti 0,05 hypotézu o

zavislosti zajmu na vlastnictvi mobilu zamitame,
2’ =6,12 ¢ Wow =(0;6,654); na hladin& vyznamnosti 0,01 hypotézu o
zéavislosti zajmu na vlastnictvi mobilu nezamitame,

(pro snizeni pravdépodobnosti chyby druhého druhu by bylo vhodné zvysit

rozsah vybéru a testovat hypotézu znovu)

Kontrolni otazky

1.

A

Popiste motivaci a princip kategoridlni analyzy na konkrétnim piikladu ze svého okoli.
Co je kontingencni tabulka a jak se konstruuje?

Jaka omezeni mé Pearsoniv test nezévislosti?

Co rozumime testem homogenity?

Kdy se pouziva ¢tytpolni tabulka?
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STATISTICKE TABULKY

T1 Hodnoty distribuéni funkce @(u) normovaného normalniho rozdéleni N(0;1)

u 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 1 0,50000 | 50399 | 50798 | 51197 | 51596 | 51994 | 52392 | 52791 | 53188 | 53586

0,1 | 53983 | 54380 | 54776 | 55172 | 55567 | 55962 | 56356 | 56750 | 57143 | 57535

0,2 | 57926 | 58317 | 58707 | 59096 | 59484 | 59871 | 60257 | 60642 | 61026 | 61409

0,3 | 61791 | 62172 | 62552 | 62930 | 63307 | 63683 | 64058 | 64431 | 64803 | 65173

0,4 | 65542 | 65910 | 66276 | 66640 | 67003 | 67365 | 67724 | 68082 | 68439 | 68793

0,5 | 69146 | 69498 | 69847 | 70195 | 70540 | 70884 | 71226 | 71566 | 71904 | 72241

0,6 | 72575 | 72907 | 73237 | 73565 | 73892 | 74216 | 74537 | 74857 | 75175 | 75490

0,7 | 75804 | 76115 | 76424 | 76731 | 77035 | 77337 | 77637 | 77935 | 78231 | 78524

0,8 | 78815 | 79103 | 79389 | 79673 | 79955 | 80234 | 80511 | 80785 | 81057 | 81327

0,9 | 81594 | 81859 | 82121 | 82382 | 82639 | 82894 | 83147 | 83398 | 83646 | 83891

1,0 | 84135 | 84375 | 84614 | 84850 | 85083 | 85314 | 85543 | 85769 | 85993 | 86214

1,1 | 86433 | 86650 | 86864 | 87076 | 87286 | 87493 | 87698 | 87900 | 88100 | 88298

1,2 | 88493 | 88686 | 88877 | 89065 | 89251 | 89435 | 89617 | 89796 | 89973 | 90147

1,3 | 90320 | 90490 | 90658 | 90824 | 90988 | 91149 | 91309 | 91466 | 91621 | 91774

1,4 | 91924 | 92073 | 92220 | 92364 | 92507 | 92647 | 92786 | 92922 | 93056 | 93189

1,5 | 93319 | 93448 | 93574 | 93699 | 93822 | 93943 | 94062 | 94179 | 94295 | 94408

1,6 | 94520 | 94630 | 94738 | 94845 | 94950 | 95053 | 95154 | 95254 | 95352 | 95449

1,7 | 95543 | 95637 | 95728 | 95819 | 95907 | 95994 | 96080 | 96164 | 96246 | 96327

1,8 | 96407 | 96485 | 96562 | 96638 | 96712 | 96784 | 96856 | 96926 | 96995 | 97062

1,9 | 97128 | 97193 | 97257 | 97320 | 97381 | 97441 | 97500 | 97558 | 97615 | 97670

2,0 | 97725 | 97778 | 97831 | 97882 | 97932 | 97982 | 98030 | 98077 | 98124 | 98169

2,1 | 98214 | 98257 | 98300 | 98341 | 98382 | 98422 | 98461 | 98500 | 98537 | 98574

2,2 | 98610 | 98645 | 98679 | 98713 | 98745 | 98778 | 98809 | 98840 | 98870 | 98899

2,3 | 98928 | 98956 | 98983 | 99010 | 99036 | 99061 | 99086 | 99111 | 99134 | 99158

2,4 | 99180 | 99202 | 99224 | 99245 | 99266 | 99286 | 99305 | 99324 | 99343 | 99361

2,5 | 99379 | 99396 | 99413 | 99430 | 99446 | 99461 | 99477 | 99492 | 99506 | 99520

2,6 | 99534 | 99547 | 99560 | 99573 | 99585 | 99598 | 99609 | 99621 | 99632 | 99643

2,7 | 99653 | 99664 | 99674 | 99683 | 99693 | 99702 | 99711 | 99720 | 99728 | 99736

2,8 | 99744 | 99752 | 99760 | 99767 | 99774 | 99781 | 99788 | 99795 | 99801 | 99807

2,9 | 99813 | 99819 | 99825 [ 99831 | 99836 | 99841 | 99846 | 99851 | 99856 | 99861

3,0 | 99865 | 99869 | 99874 | 99878 | 99882 | 99886 | 99889 | 99893 | 99896 | 99900

3,1 ] 99903 | 99906 | 99910 | 99913 | 99916 | 99918 | 99921 | 99924 | 99926 | 99929

3,2 | 99931 | 99934 | 99936 | 99938 [ 99940 | 99942 | 99944 | 99946 | 99948 | 99950

3,3 | 99952 | 99953 | 99955 | 99957 | 99958 | 99960 | 99961 | 99962 | 99964 | 99965

3,4 | 99966 | 99968 | 99969 | 99970 | 99971 | 99972 | 99973 | 99974 | 99975 | 99976

3,5 | 99977 | 99978 | 99978 | 99979 | 99980 | 99981 | 99981 | 99982 | 99983 | 99983

3,6 | 99984 | 99985 | 99985 | 99986 | 99986 | 99987 | 99987 | 99988 | 99988 | 99989

3,7 | 99989 | 99990 | 99990 | 99990 [ 99991 | 99991 [ 99992 | 99992 | 99992 | 99992

3,8 | 99993 | 99993 | 99993 | 99994 | 99994 | 99994 | 99994 | 99995 | 99995 | 99995

3,9 ] 99995 | 99995 | 99996 | 99996 | 99996 | 99996 | 99996 | 99996 | 99997 | 99997

[ 4,00 | 99997 | 4,10 ] 99998 | 4,20 | 99999 | 4,30 | 99999 | 4,40 99999 [4,50 | 99999 |
Poznamka: @(—u) =1- @(u) s U9~ 1,645; Up,975 = 1,960; Up99 ~ 2,326; Up,995 ~ 2,576 .
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T2 Kvantily tr Studentova rozdéleni S(k)

k L 0,95 0,975 0,99 0,995 0,999 0,9995
1 6,314 12,706 31,821 63,656 318,289 636,578

2 2,920 4,303 6,965 9,925 22,328 31,600

3 2,353 3,182 4,541 5,841 10,214 12,924

4 2,132 2,776 3,747 4,604 7,173 8,610

5 2,015 2,571 3,365 4,032 5,894 6,869

6 1,943 2,447 3,143 3,707 5,208 5,959

7 1,895 2,365 2,998 3,499 4,785 5,408

8 1,860 2,306 2,896 3,355 4,501 5,041

9 1,833 2,262 2,821 3,250 4,297 4,781
10 1,812 2,228 2,764 3,169 4,144 4,587
11 1,796 2,201 2,718 3,106 4,025 4,437
12 1,782 2,179 2,681 3,055 3,930 4,318
13 1,771 2,160 2,650 3,012 3,852 4,221
14 1,761 2,145 2,624 2,977 3,787 4,140
15 1,753 2,131 2,602 2,947 3,733 4,073
16 1,746 2,120 2,583 2,921 3,686 4,015
17 1,740 2,110 2,567 2,898 3,646 3,965
18 1,734 2,101 2,552 2,878 3,610 3,922
19 1,729 2,093 2,539 2,861 3,579 3,883
20 1,725 2,086 2,528 2,845 3,652 3,850
21 1,721 2,080 2,518 2,831 3,627 3,819
22 1,717 2,074 2,508 2,819 3,505 3,792
23 1,714 2,069 2,500 2,807 3,485 3,768
24 1,711 2,064 2,492 2,797 3,467 3,745
25 1,708 2,060 2,485 2,787 3,450 3,725
26 1,706 2,056 2,479 2,779 3,435 3,707
27 1,703 2,052 2,473 2,771 3,421 3,689
28 1,701 2,048 2,467 2,763 3,408 3,674
29 1,699 2,045 2,462 2,756 3,396 3,660
30 1,697 2,042 2,457 2,750 3,385 3,646
35 1,690 2,030 2,438 2,724 3,340 3,591
40 1,684 2,021 2,423 2,704 3,307 3,551
45 1,679 2,014 2,412 2,690 3,281 3,520
50 1,676 2,009 2,403 2,678 3,261 3,496
60 1,671 2,000 2,390 2,660 3,232 3,460
70 1,667 1,994 2,381 2,648 3,211 3,435
80 1,664 1,990 2,374 2,639 3,195 3,416
90 1,662 1,987 2,368 2,632 3,183 3,402
100 1,660 1,984 2,364 2,626 3,174 3,390
120 1,658 1,980 2,358 2,617 3,160 3,373
140 1,656 1,977 2,353 2,611 3,149 3,361
160 1,654 1,975 2,350 2,607 3,142 3,352
180 1,653 1,973 2,347 2,603 3,136 3,345
200 1,653 1,972 2,345 2,601 3,131 3,340
300 1,650 1,968 2,339 2,592 3,118 3,323
500 1,648 1,965 2,334 2,586 3,107 3,310
1000 1,646 1,962 2,330 2,581 3,098 3,300
0 1,645 1,960 2,326 2,576 3,090 3,290

Poznamka: Pro 0 < P<0,5 pouzijeme vztah tp = —t,_p.
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T3 Kvantily y; Pearsonova rozdéleni Xz(k)

N 0,005 0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,99 0,995
1| 0000 | 0000 | 0001 0004]| 3841 | 5024 | 6635 7,879
2| 0010 0020] 0051 | 0103 | 5991 | 7,378 | 9210 | 10597
3| 0072| 0115| 0216 | 0352 | 7,815 | 9,348 | 11,345 | 12.838
4| 0207 | 0297 | 0484 | 0711 | 9488 | 11,143 | 13277 | 14,860
5| 0412 | 0554 | 0831 | 1145 | 11,070 | 12,832 | 15086 | 16,750
6| 0676 | 0872 | 1237 | 1635 | 12,592 | 14,449 | 16,812 | 18,548
7| 0989 | 1239 | 1690 | 2167 | 14,067 | 16,013 | 18475 | 20.278
8| 1344 | 1647 | 2180 | 2733 | 15507 | 17,535 | 20,090 | 21,955
o | 1735 | 2088 | 2700 | 3325 | 16,919 | 19,023 | 21,666 | 23,589

10 | 2,156 | 2,558 | 3,247 | 3,940 | 18,307 | 20,483 | 23,209 | 25188
11 | 2,603 | 3,053 | 3816 | 4575 | 19.675 | 21,920 | 24,725 | 26,757
12 | 3074 | 3571 | 4404 | 5226 | 21,026 | 23337 | 26217 | 28,300
13 | 3565 | 4107 | 5000 | 5892 | 22,362 | 24,736 | 27,688 | 29.819
14 | 4,075 | 4660 | 5629 | 6571 | 23,685 | 26,119 | 29,141 | 31,319
15 | 4.601 | 5229 | 6262 | 7,261 | 24,996 | 27,488 | 30,578 | 32,801
16 | 5142 | 5812 | 6908 | 7,962 | 26,296 | 28,845 | 32,000 | 34,267
17 | 5697 | 6,408 | 7,564 | 8672 | 27,587 | 30,191 | 33,409 | 35718
18 | 6,265 | 7,015 | 8231 | 9390 | 28,869 | 31,526 | 34,805 | 37.156
19 | 6,844 | 7,633 | 8907 | 10117 | 30,144 | 32,852 | 36,191 | 38,582
20 | 7434 | 8260 | 9591 | 10,851 | 31,410 | 34170 | 37.566 | 39,997
21 | 8034 | 8897 | 10,283 | 11,5901 | 32,671 | 35479 | 38,932 | 41,401
22 | 8643 | 9542 | 10,982 | 12,338 | 33,924 | 36,781 | 40,289 | 42,796
23 | 9260 | 10,196 | 11,689 | 13,091 | 35172 | 38,076 | 41,638 | 44,181
24 | 9886 | 10,856 | 12,401 | 13,848 | 36415 | 39,364 | 42,980 | 45558
25 | 10,520 | 11,524 | 13,120 | 14,611 | 37,652 | 40646 | 44314 | 46928
26 | 11160 | 12198 | 13,844 | 15379 | 38,885 | 41,923 | 45642 | 48,290
27 | 11,808 | 12,878 | 14573 | 16,151 | 40113 | 43,195 | 46,963 | 49645
28 | 12,461 | 13,565 | 15,308 | 16,928 | 41,337 | 44461 | 48,278 | 50,994
29 | 13121 | 14.256 | 16,047 | 17,708 | 42,557 | 45722 | 49,588 | 52,335
30 | 13,787 | 14,953 | 16,791 | 18493 | 43,773 | 46,979 | 50,892 | 53,672
31 | 14458 | 15,655 | 17,539 | 19,281 | 44,985 | 48232 | 52,191 | 55,002
32 | 15134 | 16,362 | 18,291 | 20,072 | 46,194 | 49.480 | 53,486 | 56,328
33 | 15815 | 17,073 | 19,047 | 20,867 | 47,400 | 50,725 | 54,775 | 57,648
34 | 16,501 | 17,789 | 19,806 | 21,664 | 48,602 | 51,966 | 56,061 | 58,964
35 | 17192 | 18,509 | 20,569 | 22,465 | 49802 | 53,203 | 57.342 | 60,275
36 | 17,887 | 19,233 | 21,336 | 23,269 | 50,998 | 54,437 | 58,619 | 61,581
37 | 18586 | 19,960 | 22,106 | 24,075 | 52192 | 55,668 | 59.893 | 62,883
38 | 19,289 | 20,691 | 22,878 | 24,884 | 53384 | 56,895 | 61,162 | 64,181
30 | 19,996 | 21,426 | 23,654 | 25695 | 54572 | 58120 | 62,428 | 65475
40 | 20,707 | 22,164 | 24.433 | 26,509 | 55,758 | 59,342 | 63,691 | 66,766
41 | 21421 | 22,906 | 25215 | 27,326 | 56,942 | 60,561 | 64,950 | 68,053
42 | 22,138 | 23,650 | 25099 | 28,144 | 58,124 | 61,777 | 66.206 | 69,336
43 | 22,860 | 24,398 | 26,785 | 28,965 | 59,304 | 62,990 | 67.459 | 70,616
44 | 23584 | 25148 | 27575 | 29.787 | 60,481 | 64,201 | 68,710 | 71,892
45 | 24311 | 25901 | 28,366 | 30,612 | 61,656 | 65410 | 69,957 | 73,166
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T3 Kvantily y; Pearsonova rozdéleni Xz(k)

(pokracovani)

N 0,005 0,01 0,025 0,05 0,95 0,975 0,99 0,995
46 | 25,041 26,657 | 29,160 | 31,439 | 62,830 | 66,616 | 71,201 74,437
47| 25775 | 27,416 | 29,956 | 32,268 | 64,001 67,821 72,443 | 75,704
48 | 26,511 28,177 | 30,754 | 33,098 | 65,171 69,023 | 73,683 | 76,969
49| 27,249 | 28,941 31,555 | 33,930 | 66,339 | 70,222 | 74,919 | 78,231
50 | 27,991 29,707 | 32,357 | 34,764 | 67,505 | 71,420 | 76,154 | 79,490
51 28,735 | 30,475 | 33,162 | 35,600 | 68,669 | 72,616 | 77,386 | 80,746
52 | 29,481 31,246 | 33,968 | 36,437 | 69,832 | 73,810 | 78,616 | 82,001
53| 30,230 | 32,019 | 34,776 | 37,276 | 70,993 | 75,002 | 79,843 | 83,253
54 | 30,981 32,793 | 35586 | 38,116 | 72,153 | 76,192 | 81,069 | 84,502
55| 31,735 | 33,571 36,398 | 38,958 | 73,311 77,380 | 82,292 | 85,749
56 | 32,491 34,350 | 37,212 | 39,801 74,468 | 78,567 | 83,514 | 86,994
57| 33,248 | 35,131 38,027 | 40,646 | 75,624 | 79,752 | 84,733 | 88,237
58 | 34,008 | 35914 | 38,844 | 41,492 | 76,778 | 80,936 | 85950 | 89,477
59| 34,770 | 36,698 | 39,662 | 42,339 | 77,930 | 82,117 | 87,166 | 90,715
60| 35534 | 37,485 | 40,482 | 43,188 | 79,082 | 83,298 | 88,379 | 91,952
61 36,300 | 38,273 | 41,303 | 44,038 | 80,232 | 84,476 | 89,591 93,186
62| 37,068 | 39,063 | 42,126 | 44,889 | 81,381 85,654 | 90,802 | 94,419
63| 37,838 | 39,855 | 42,950 | 45,741 82,529 | 86,830 | 92,010 | 95,649
64| 38610 | 40,649 | 43,776 | 46,595 | 83,675 | 88,004 | 93,217 | 96,878
65| 39383 | 41,444 | 44603 | 47,450 | 84,821 89,177 | 94,422 | 98,105
66 | 40,158 | 42,240 | 45,431 48,305 | 85,965 | 90,349 | 95,626 | 99,330
67 | 40,935 | 43,038 | 46,261 49,162 | 87,108 | 91,519 | 96,828 | 100,554
68 | 41,714 | 43,838 | 47,092 | 50,020 | 88,250 | 92,688 | 98,028 | 101,776
69| 42,493 | 44,639 | 47924 | 50,879 | 89,391 93,856 | 99,227 | 102,996
70 | 43,275 | 45442 | 48,758 | 51,739 | 90,531 95,023 | 100,425 | 104,215
71 44,058 | 46,246 | 49,592 | 52,600 | 91,670 | 96,189 | 101,621 | 105,432
72| 44,843 | 47,051 50,428 | 53,462 | 92,808 | 97,353 | 102,816 | 106,647
73] 45629 | 47,858 | 51,265 | 54,325 | 93,945 | 98,516 | 104,010 | 107,862
74| 46,417 | 48,666 | 52,103 | 55,189 | 95,081 99,678 | 105,202 | 109,074
75| 47,206 | 49,475 | 52,942 | 56,054 | 96,217 | 100,839 | 106,393 | 110,285
80| 51,172 | 53,540 | 57,153 | 60,391 | 101,879 | 106,629 | 112,329 | 116,321
85| 55170 | 57,634 | 61,389 | 64,749 | 107,522 | 112,393 | 118,236 | 122,324
90| 59,196 | 61,754 | 65647 | 69,126 | 113,145 | 118,136 | 124,116 | 128,299
95| 63,250 | 65,898 | 69,925 | 73,520 | 118,752 | 123,858 | 129,973 | 134,247

100 | 67,328 | 70,065 | 74,222 | 77,929 | 124,342 | 129,561 | 135,807 | 140,170
110 | 75,550 | 78,458 | 82,867 | 86,792 | 135,480 | 140,916 | 147,414 | 151,948
120 | 83,852 | 86,923 | 91,673 | 95,705 | 146,567 | 152,211 | 158,950 | 163,648
130 | 92,223 | 95,451 | 100,331 | 104,662 | 157,610 | 163,453 | 170,423 | 175,278
150 | 109,142 | 112,668 | 117,985 | 122,692 | 179,581 | 185,800 | 193,207 | 198,360
200 | 152,241 | 156,432 | 162,728 | 168,279 | 233,994 | 241,058 | 249,445 | 255,264
500 | 422,303 | 429,387 | 439,936 | 449,147 | 553,127 | 563,851 | 576,493 | 585,206
1000 | 888,563 | 898,912 | 914,257 | 927,594 | 1074,68 | 1089,53 | 1106,97 | 1118,95
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T4 Kvantily Fp Fisherova — Snedecorova rozdéleni F(ki,k;) pro P= 0,975

ki 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ky
1]647,793| 799,482 | 864,151| 899,599 | 921,835 | 937,114 | 948,203 | 956,643 | 963,279 | 968,634
2| 38,506| 39,000| 39,166| 39,248| 39,298| 39,331| 39,356| 39,373| 39,387| 39,398
3| 17,443| 16,044| 15,439| 15,101| 14,885| 14,735| 14,624| 14,540| 14,473| 14,419
4| 12,218| 10,649 9,979| 9,604| 9,364| 9,197| 9,074| 8,980| 8,905 8,844
5| 10,007| 8,434| 7,764| 7,388| 7,146| 6,978| 6,853| 6,757| 6,681 6,619
6] 8,813| 7,260 6,599| 6,227| 5988| 5820| 5,695 5600 5,523| 5,461
7| 8,073| 6,542 5,890| 5,523| 5285 5119| 4,995| 4,899| 4,823| 4,761
8| 7,571| 6,059 5416| 5,053| 4,817| 4,652| 4,529| 4,433| 4,7357| 4,295
9| 7,209| 5,715| 5,078| 4,718| 4,484| 4320| 4,197| 4,102| 4,026| 3,964
10| 6,937| 5,456| 4,826| 4,468| 4,236| 4,072 3,950| 3,855| 3,779| 3,717
11| 6,724| 5,256| 4,630| 4,275| 4,044| 3,881| 3,759| 3,664| 3,588 3,526
12| 6,554| 5,096| 4,474| 4,121 3,891| 3,728| 3,607| 3,512| 3,436| 3,374
13| 6,414| 4,965| 4,347| 3996| 3,767| 3,604| 3,483 3,388| 3,312 3,250
14| 6,298| 4,857| 4,242| 3892 3663| 3,501 3,380| 3,285| 3,209| 3,147
15| 6,200| 4,765| 4,153| 3,804| 3,576| 3,415 3,293| 3,199| 3,123| 3,060
16| 6,115| 4,687| 4,077| 3,729| 3,502| 3,341| 3,219| 3,125| 3,049 2,986
17| 6,042 4619| 4,011| 3665| 3,438| 3,277 3,156| 3,061| 2,985 2922
18] 5,978| 4,560| 3,954| 3,608| 3,382| 3,221| 3,100| 3,005| 2,929 2,866
19| 5,922| 4,508| 3,903| 3,559| 3,333| 3,172| 3,051| 2,956| 2,880| 2,817
20| 5,871| 4,461| 3,859| 3,515| 3,289| 3,128| 3,007| 2913| 2,837| 2,774
21| 5,827| 4,420| 3,819| 3,475| 3,250| 3,090] 2,969| 2,.874| 2,798 2735
22| 5,786| 4,383| 3,783| 3,440| 3,215| 3,055| 2,934| 2.839| 2,763| 2,700
23| 5,750 4,349| 3,750| 3,408| 3,183| 3,023| 2,902| 2,808| 2,731 2,668
24| 5,717| 4,319| 3,721| 3,379| 3,155| 2,995| 2,874| 2,779| 2,703| 2,640
25| 5,686| 4,291 3,694| 3,353| 3,129| 2,969| 2,848| 2,753| 2,677 2,613
26| 5,659| 4,265| 3,670| 3,329| 3,105| 2,945| 2,824| 2,729| 2,653 2590
27| 5,633| 4,242| 3,647| 3,307| 3,083| 2,923 2,802| 2,707| 2,631 2,568
28| 5,610 4,221| 3,626| 3,286| 3,063| 2,903 2,782| 2,687| 2611 2547
29| 5,5588| 4,201| 3,607| 3,267| 3,044| 2884 2,763| 2669 2592| 2529
30| 5,568| 4,182| 3,589| 3,250| 3,026| 2,867| 2,746| 2651| 2575| 2511
35| 5,485| 4,106| 3,517| 3,179| 2,956| 2,796| 2,676| 2,581| 2,504| 2,440
40| 5,424| 4,051| 3,463| 3,126| 2,904| 2,744| 2,624| 2529| 2452 2,388
45| 5377| 4,009| 3,422| 3,086| 2864| 2,705 2,584| 2489| 2412 2,348
50| 5,340| 3,975| 3,390| 3,054| 2,833| 2674| 2,553| 2458| 2,381 2,317
55| 5,310| 3,948| 3,364| 3,029| 2,807| 2,648| 2,528| 2433| 2355| 2,291
60| 5,286| 3,925| 3,343| 3,008 2,786| 2,627| 2,507 2412| 2,334| 2,270
70| 5,247| 3,890| 3,309| 2,975| 2,754| 2595| 2474| 2379| 2,302| 2,237
80| 5,218| 3,864| 3,284| 2950| 2,730| 2,571| 2,450 2,355| 2277| 27213
90| 5,196| 3,844| 3,265| 2,932| 2,711 2552| 2432| 2336| 2,259| 2,194
100 5,179| 3,828| 3,250| 2917| 2,696| 2,537| 2417| 2,321| 2244 2179
120| 5,152| 3,805| 3,227| 2,894| 2674| 2,515 2,395 2299| 2222| 2,157
150| 5,126| 3,781| 3,204| 2.872| 2,652| 2,494| 2373| 27278 2200| 2,135
250 5,085| 3,744| 3,169| 2,837 2618| 2,459| 2,338| 2243| 2,165 2,100
500 5,054| 3,716| 3,142| 2,811| 2,592| 2434| 2313| 2217| 2139| 2,074
o 5024| 3689| 3,116| 2,786| 2566| 2,408| 2,288 2,192| 2,114| 2,048
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T4

Kvantily Fp Fisherova — Snedecorova rozdéleni F(kq,k2) pro P=0,975
(pokra€ovani)

A ki 12 15 20 24 30 40 60 100 250 0

1]1976,725]| 984,874 | 993,081|997,272| 1001,40| 1005,60| 1009,79|1013,16| 1016,22 | 1018,26

2] 39,415| 39,431| 39,448| 39,457| 39,465| 39,473| 39,481| 39,488| 39,494| 39,498

3| 14,337| 14,253| 14,167| 14,124| 14,081| 14,036| 13,992| 13,956| 13,924| 13,902

4] 8,751 8,657| 8560 8511| 8461| 8,411| 8,360 8,319| 8,282| 8,257

5] 6,525| 6,428| 6,329| 6,278| 6,227| 6,175 6,123| 6,080] 6,041] 6,015

6] 5,366| 5269| 5,168 5,117| 5,065| 5,012| 4,959 4915| 4,876] 4,849

7] 4,666 4,568| 4,467 4,415 4,362 4,309| 4,254| 4,210] 4,170| 4,142

8] 4,200 4,101] 3,999| 3,947| 3,894 3,840 3,784| 3,739| 3,698| 3,670

9] 3868 3,769, 3,667 3,614 3,560| 3,505| 3,449| 3,403] 3,361| 3,333
10] 3,621 3,622 3,419| 3,365 3,311 3,255| 3,198| 3,152| 3,109| 3,080
11] 3,430 3,330| 3,226] 3,173| 3,118]| 3,061 3,004| 2,95 2912| 2,883
12| 3,277 3,177 3,073| 3,019| 2963 2,906| 2,848 2,800 2,755| 2,725
13] 3,153 3,053| 2,948 2,893| 2,837 2,780 2,720| 2,671| 2,626| 2,595
14] 3,050] 2,949| 2,844 2,789| 2,732 2,674 2,614 2,565| 2,519| 2487
15] 2,963 2,862| 2,756 2,701| 2,644| 2,585| 2,524| 2474| 2,427 2,395
16] 2,889 2,788| 2,681 2,625| 2,568| 2,509| 2,447| 2,396 2,349| 2,316
17] 2,825 2,723 2,616 2,560| 2,502 2,442 2,380| 2,329 2,280 2,247
18] 2,769 2,667 2,559 2,503| 2,445| 2,384| 2,321| 2,269| 2,220| 2,187
19] 2,720] 2,617 2,509 2,452| 2,394| 2,333| 2,270 2217| 2,167 2,133
20| 2,676 2,573 2464 2,408| 2,349| 2,287 2,223| 2170] 2,120] 2,085
21] 2,637 2,534| 2,425| 2368| 2,308| 2,246 2,182 2,128 2,077 2,042
221 2,602] 2,498| 2,389| 2,332 2272| 2,210 2,145| 2,090] 2,039| 2,003
23] 2,570 2,466| 2,357 2,299| 2239| 2176] 2,111| 2,056] 2,004| 1,968
241 2,541 2437 2,327 2,269| 2,209| 2,146| 2,080 2,024, 1972| 1,935
25| 2515] 2411 2,300 2,242| 2,182 2,118 2,052 1,996 1,942| 1,906
26] 2,491 2387 2276 2217 2,157| 2,093 2,026| 1,969| 1915 1,878
271 2,469 2,364 2,253 2,195| 2,133| 2,069| 2,002] 1,945| 1,891 1,853
28| 2,448| 2,344| 2,232| 2174 2,112] 2,048 1,980 1,922 1,867 1,829
29| 2,430 2,325| 2,213 2,154 2,092 2,028] 1,959| 1,901 1,846 1,807
30] 2412 2,307 2,195 2,136| 2,074 2,009 1,940| 1,882 1,826 1,787
35| 2,341 2,235 2,122 2,062] 1,999| 1,932 1,861 1,801 1,743] 1,702
40| 2,288 2,182| 2,068| 2,007| 1,943 1,875 1,803 1,741 1,680 1,637
45| 2,248| 2,141 2,026] 1,965 1,900 1,831 1,757 1,694 1,631 1,586
50] 2,216 2,109| 1,993| 1,931 1,866 1,796| 1,721 1,656 1,592| 1,545
55| 2,190, 2,083| 1,967| 1904| 1,838 1,768| 1,692| 1,625 1,559 1,511
60] 2,169| 2,061 1,944| 1,882 1,815 1,744| 1,667 1,599| 1,532] 1,482
70] 2,136| 2,028 1,910 1,847 1,779| 1,707| 1,628 1,558 1,488| 1,436
80] 2,111| 2,003| 1,884| 1,820] 1,752| 1,679 1,599| 1,527| 1,455| 1,400
90| 2,092 1983| 1,864, 1,800] 1,731 1,657 1,576 1,503| 1,428 1,371
100] 2,077] 1,968| 1,849 1,784 1,715 1,640] 1,558| 1,483 1,407 1,347
120] 2,055| 1,945 1,825| 1,760 1,690, 1,614| 1530 1454 1,374 1,310
1501 2,032 1,922| 1,801 1,736 1,665 1,588| 1,502 1,423| 1,340 1,271
2500 1997, 1,886 1,764 1697| 1,625 1546 1457 1,374 1,282 1,201
500 1,971 1,859| 1,736] 1,669 1,596 1,515 1,423] 1,336| 1,235 1,137
0 1,945| 1,833] 1,708, 1,640] 1,566| 1,484 1,388 1,296/ 1,183] 1,000
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Kvantily Fp Fisherova — Snedecorova rozdéleni F(kq,k2) pro P = 0,995

ki 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ky
1]16212,5|19997,4 | 21614,1 | 22500,8 | 23055,8 | 23439,5 | 23715,2 | 23923,8 | 24091,5 | 24221,8
2] 198,503| 199,012 | 199,158 | 199,245 | 199,303 | 199,332| 199,361 | 199,376 | 199,390 | 199,390
3| 55,552| 49,800 47,468| 46,195| 45,391| 44,838| 44,434| 44,125| 43,881| 43,685
4| 31,332| 26,284| 24,260| 23,154| 22,456| 21,975| 21,622| 21,352| 21,138| 20,967
5| 22,785| 18,314| 16,530| 15,556| 14,939| 14,513| 14,200| 13,961| 13,772| 13,618
6| 18,635| 14,544| 12,917| 12,028 11,464| 11,073| 10,786| 10,566| 10,391| 10,250
7] 16,235| 12,404| 10,883| 10,050| 9,522| 9,155| 8,885| 8,678| 8,514 8,380
8| 14,688| 11,043| 9,597| 8,805| 8,302| 7,952| 7,694| 7496| 7,339| 7,211
9] 13,614| 10,107| 8,717| 7,956| 7,471| 7,134| 6,885 6,693| 6,541 6,417
10| 12,827 9,427| 8,081| 7,343| 6,872| 6,545| 6,303| 6,116| 5968| 5,847
11| 12,226 8,912| 7,600/ 6,881 6,422| 6,102 5865| 5,682 5537| 5,418
12| 11,754 8,510| 7,226| 6,521| 6,071| 5,757| 5,524| 5,345 57202| 5,085
13| 11,374| 8,186| 6,926| 6,233| 5791| 5482| 5253| 5,076| 4,935 4,820
14| 11,060 7,922| 6,680 5,998| 5562| 5257 5031 4,857 4,717| 4,603
15| 10,798 7,701| 6,476| 5,803| 5,372| 5,071| 4,847| 4,674| 4536| 4,424
16| 10,576| 7,514| 6,303| 5,638| 5212| 4,913| 4692| 4,521 4,384| 4,272
17| 10,384| 7,354| 6,156| 5,497| 5,075| 4,779| 4,559| 4,389| 4254| 4142
18] 10,218| 7,215| 6,028| 5,375| 4,956| 4,663| 4,445 4276| 4,141| 4,030
19] 10,073| 7,093| 5,916| 5268| 4,853| 4561| 4,345 4177| 4,043| 3,933
20| 9,944| 6,987| 5.818| 5174| 4,762 4472| 4257 4,090| 3,956| 3,847
21| 9,829| 6,891 5,730| 5,091 4,681| 4,393| 4,179 4,013| 3,880| 3,771
22| 9,727| 6,806| 5,652| 5,017 4,609| 4,322| 4,109| 3,944| 3,812| 3,703
23] 9,635| 6,730 5,582| 4,950 4,544| 4,259| 4,047 3,882| 3,750/ 3,642
24| 9,551| 6,661 5519| 4,890 4,486| 4,202| 3991 3826| 3,695 3,587
25| 9,475| 6,598| 5462| 4,835 4,433| 4150| 3,939 3,776| 3,645 3,537
26] 9,406| 6,541 5409| 4,785 4,384| 4,103| 3,893| 3,730| 3,599| 3,492
271 9,342| 6,489 5361| 4,740 4,340| 4,059| 3,850 3,687| 3,557| 3,450
28] 9,284| 6,440 5317| 4,698 4,300| 4,020/ 3,811 3,649| 3,519 3,412
29| 9,230| 6,396 5,276| 4,659 4,262| 3,983| 3,775| 3,613| 3,483| 3,376
30] 9,180| 6,355| 5,239| 4,623| 4,228| 3949| 3,742| 3580| 3,451| 3,344
35| 8,976| 6,188| 5,086| 4,479| 4,088 3,812| 3,607| 3,447| 3,318 3,212
40| 8,828| 6,066| 4,976| 4,374| 3,986| 3,713| 3,509| 3,350| 3,222| 3,117
45| 8,715| 5974| 4,892| 4294| 3,909| 3,638 3,435 3,276| 3,149| 3,044
50| 8,626| 5,902| 4,826| 4,232| 3,849| 3579| 3,376| 3,219 3,092| 2,988
55| 8,554| 5,843| 4,773| 4,181| 3,800 3,531| 3,330| 3,173| 3,046| 2,942
60| 8,495| 5,795 4,729| 4,140, 3,760 3,492| 3,291 3,134| 3,008 2,904
70| 8,403| 5,720/ 4,661 4,076| 3,698 3431| 3,232| 3,076 2950| 2,846
80| 8,335| 5,665 4,611| 4,028/ 3,652 3,387| 3,188 3,032| 2,907 2,803
90| 8,282| 5,623| 4573| 3,992 3617| 3,352| 3,154 2999| 2,873| 2,770
100] 8,241| 5,589| 4,542| 3,963| 3,589| 3,325| 3,127| 2,972| 2,847| 2,744
120 8,179| 5,539| 4,497| 3,921| 3,548| 3,285 3,087| 2,933 2,808| 2,705
150 8,118| 5,490| 4,453| 3,878| 3,508| 3,245 3,048 2,894| 2,770| 2,667
250| 8,021| 5412| 4,382| 3,812| 3,444| 3,183| 2,987| 2833| 2,709 2607
500 7,950| 5,355| 4,330| 3,763| 3,396 3,137| 2,941| 2,789| 2665 2,562
o 7879 5,298| 4,279| 3,715| 3,350| 3,091 2.897| 2,744| 2621| 2,519
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Kvantily Fp Fisherova — Snedecorova rozdéleni F(kq,k2) pro P = 0,995
(pokra€ovani)

A ki 12 15 20 24 30 40 60 100 250 &
1]124426,7|24631,6 | 24836,5|24937,1 | 25041,4 | 25145,7 | 25253,7 | 25339,4 | 25413,9 | 25466, 1
21199,419| 199,434 | 199,449 199,449/ 199,478 199,478 | 199,478 | 199,478 | 199,507 | 199,507
3| 43,387 | 43,085| 42,779| 42,623| 42,466| 42,310| 42,150 42,022| 41,906| 41,829
4] 20,705| 20,438| 20,167| 20,030| 19,892| 19,751| 19,611| 19,497| 19,394| 19,325
5| 13,385] 13,146| 12,903| 12,780| 12,656| 12,530| 12,402 12,300| 12,206| 12,144
6] 10,034| 9,814| 9,589| 9474| 9,358| 9,241| 9,122| 9,026 8,938| 8,879
7] 8176 7,968| 7,754| 7,645 7,534| 7422 7,309| 7,217| 7,132| 7,076
8] 7,015 6,814 6,608 6,503 6,396 6,288| 6,177| 6,087| 6,006] 5,951
9] 6,227] 6,032] 5,832 5,729| 5,625| 5,519| 5,410| 5,322 5,242| 5,188
10] 5,661 5471 5274 5173| 5,071 4,966| 4,859| 4,772] 4,692| 4,639
11] 5,236] 5,049| 4,855| 4,756| 4,654| 4,551| 4,445| 4,359| 4,279 4,226
12] 4,906 4,721 4,530 4,431 4,331 4,228| 4,123| 4,037] 3,958| 3,904
13] 4,643| 4,460 4,270| 4,173 4,073| 3,970 3,866| 3,780 3,700| 3,647
14] 4,428 4,247 4,059 3,961| 3,862 3,760| 3,655| 3,569| 3,490| 3,436
15] 4,250| 4,070 3,883| 3,786 3,687| 3,585 3,480 3,394 3,314 3,260
16] 4,099| 3,920| 3,734| 3,638| 3,539| 3437 3,332| 3,246 3,166] 3,111
17] 3,971 3,793| 3,607 3,511 3412 3,311| 3,206 3,119 3,039| 2,984
18] 3,860| 3,683| 3,498| 3,402| 3,303] 3,201 3,096| 3,009 2,929| 2,873
19] 3,763| 3,587 3402| 3,306| 3,208 3,106| 3,000 2913| 2,832 2,776
20] 3,678] 3,502| 3,318| 3,222| 3,123| 3,022| 2916| 2,828| 2,747 2,690
21] 3,602 3,427 3,243| 3,147 3,049 2947| 2,841 2,753| 2,671 2,614
22] 3,535| 3,360 3,176 3,081 2,982| 2,880 2,774 2,685| 2,602| 2,546

23] 3474 3,300 3,116| 3,021 2,922| 2,820 2,713| 2,624| 2,541 2,484
24] 3,420 3,246| 3,062| 2967 2,868 2,765| 2,658 2,569| 2,486| 2,428
25| 3,370 3,196 3,013| 2918| 2,819| 2,716] 2,609| 2,519| 2435| 2377
26] 3,325| 3,151| 2,968| 2,873| 2,774| 2671 2563| 2473 2,389 2,330
27| 3,284 3,110 2,927| 2,832 2,733| 2,630 2,522| 2,431| 2,346| 2,287
28] 3,246 3,073| 2,890 2,794| 2,695| 2,592| 2,483 2,392| 2,307| 2,247
29] 3,211 3,038] 2,855| 2,759| 2,660| 2,557 2,448| 2,357| 2,270 2,210
30) 3,179 3,006 2,823| 2,727| 2,628| 2,524| 2415| 2,323| 2,237| 2,176
35] 3,048 2,876 2,693| 2,597 2,497 2392 2,282 2,188| 2,099 2,036
40] 2,953| 2,781 2,598 2,5602| 2401 2,296| 2,184 2,088 1,997| 1,932
45| 2,881 2,709| 2,527 2,430| 2,329| 2,222| 2,109| 2,012] 1,918] 1,851
50] 2,825 2,653| 2,470| 2373 2,272 2,164| 2,050] 1,951 1,8565| 1,786
55| 2,779| 2,608| 2425 2327 2,226| 2,118 2,002| 1,902| 1,804 1,733
60| 2,742| 2,570 2,387 2,290 2,187 2,079] 1,962| 1,861 1,761 1,689
70] 2,684 2513| 2,329 2231| 2,128 2,019| 1,900| 1,797 1,694 1,618
80] 2,641| 2,470 2,286 2,188| 2,084| 1974| 1,854 1,748 1,643| 1,563
90] 2,608 2,437| 2,253| 2,155| 2,051 1,939 1,818 1,711 1,602 1,520
100] 2,583 2411 2,227 2128 2,024| 1912 1,790] 1,681 1,570 1,485
120] 2,544| 2,373| 2,188| 2,089| 1,984| 1,871 1,747 1,636 1,521 1,431
150] 2,506 2,335 2,150 2,050] 1,944| 1,830 1,704 1,590 1,471 1,374
250) 2,446| 2,275| 2,089 1989| 1,882 1,765 1,636 1,516| 1,387 1,274
500] 2,402 2,230 2,044| 1,943| 1,835 1,717 1,584 1,460 1,319| 1,184
0 2,358 2,187| 2,000, 1,898 1,789 1,669| 1,533] 1,402 1,245 1,000
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T5 Kvantily wp Wilcoxonova rozdéleni

(n=5,..., 30)
0,005 0,01 0,025 0,05
5 - - - 0
6 - - 0 2
7 - 0 2 3
8 0 1 3 5
9 1 3 5 8
10 3 5 8 10
1 5 7 10 13
12 7 9 13 17
13 9 12 17 21
14 12 15 21 25
15 15 19 25 30
16 19 23 29 35
17 23 27 34 41
18 27 32 40 47
19 32 37 46 53
20 37 43 52 60
21 42 49 58 67
22 48 55 65 75
23 54 62 73 83
24 61 69 81 91
25 68 76 89 100
26 75 84 98 110
27 83 92 107 119
28 91 101 116 130
29 100 110 126 140
30 109 120 137 151
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T6 Kvantily vo Mannova — Whitneyova rozdéleni pro P = 0,025

(m=2,...,20; n=9,..., 20)

9 10 1" 12 13 14
m

2 0 0 0 1 1 1
3 2 3 3 4 4 5
4 4 5 6 7 8 9
5 7 8 9 11 12 13
6 10 11 13 14 16 17
7 12 14 16 18 20 22
8 15 17 19 22 24 26
9 17 20 23 26 28 31
10 20 23 26 29 33 36
11 23 26 30 33 37 40
12 26 29 33 37 41 45
13 28 33 37 41 45 50
14 31 36 40 45 50 55
15 34 39 44 49 54 59
16 37 42 47 53 59 64
17 39 45 51 57 63 67
18 42 48 55 61 67 74
19 45 52 58 65 72 78
20 48 55 62 69 76 83

15 16 17 18 19 20
2 1 1 2 2 2 2
3 5 6 6 7 7 8
4 10 11 11 12 13 13
5 14 15 17 18 19 20
6 19 21 22 24 25 27
7 24 26 28 30 32 34
8 29 31 34 36 38 41
9 34 37 39 42 45 48
10 39 42 45 48 52 55
11 44 47 51 55 58 62
12 49 53 57 61 65 69
13 54 59 63 67 72 76
14 59 64 67 74 78 83
15 64 70 75 80 85 90
16 70 75 81 86 92 98
17 75 81 87 93 99 105
18 80 86 93 99 106 112
19 85 92 99 106 113 119
20 90 98 105 112 119 127
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T7 Kvantily kp binomického rozdéleni Bi(n;0,5)

0,05

10

0,025

0,01

0,005

10
11
12
13
14

15
16
17

18
19
20

21

22
23

24

25
26

27

28
29

30
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DODATEK 1 — ZAKLADY POPISNE STATISTIKY

1.1 Zakladni pojmy

Pti statistickém zkoumani se zabyvame jevy a procesy, které maji hromadny charakter a
vyskytuji se u rozsahlého souboru individualnich objektii (vyrobky, osoby apod.), nazyvaného
zdakladni soubor nebo také populace. Zkoumané objekty jsou tzv. statistické jednotky a
sledujeme u nich vytypované vlastnosti - statistické znaky (veliCiny, parametry atd.), které
nabyvaji pozorovatelnych hodnot (iirovni).

Podle druhu hodnot délime statistické znaky na kvantitativni, které nabyvaji ¢iselnych
hodnot (hmotnost, délka, pevnost, cena, doba, zivotnost, ...) a kvalitativni, které nemaji
Ciselny charakter a Ize je vyjadrit slovné (barva, jakostni tfida, podminky provozu, tvar, ...).
Sledujeme-li jen jeden znak, hovofime o jednorozmérném znaku, naopak o vicerozmérném
znaku.

Kvantitativni znaky délime na diskrétni, jestlize nabyvaji pouze oddélenych ciselnych
hodnot (pocet zmetkt, pocet vad, kusova produkce apod.) a spojité, které nabyvaji vSech
hodnot z néjakého intervalu redlnych c¢isel (rozmér vyrobku, doba do poruchy, cenovy index
apod.).

Kvalitativni znaky délime na ordindlni, jejichz slovni hodnoty ma smysl uspotadat
(jakostni ttidy, klasifikace apod.) a memindlni, jejichz slovni hodnoty postradaji vyznam
poradi (barva, tvar, dodavatelé apod.).

Podstatou statistickych metod je, Ze informace o zakladnim souboru nezjistujeme u
vSech jeho jednotek, ale jen u nékterych, které ziskame tzv. vybérem. Vedou nés k tomu rizna
omezeni, napf. dosaZitelnost vSech jednotek, velky rozsah zékladniho souboru, zplsob
ziskavani informaci (zkouSky zivotnosti, ovéfeni opotiebeni atd.), naklady na statistické
sledovani a dalsi. PoCet vybranych jednotek je rozsah vybéru. Dle rozsahu délime vybéry na
malé (obvykle do 30 az 50) a velké (fadové stovky, tisice i vice). Toto dé€leni je relativni a
zavisi na okolnostech statistického sledovani. Vybér by mél byt reprezentativni (poskytovat
informace bez omezeni) a homogenni (bez vlivu dalSich raznych faktortl). To vSak casto
nelze v plné mife verifikovatelné zajistit a proto obvykle vybirdme statistické jednotky do
vybéru ndhodné, ovSem s rizikem, Ze vybér muize poskytnout vice ¢i méné zkreslené
informace o zdkladnim souboru. Podle zptisobu provedeni rozliSujeme vybéry:

— bez opakovdni (kazda jednotka miize byt vybrdna nejvyse jednou),

— s opakovdnim (kazda jednotka muize byt vybréna vicekrat),
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— zdamérny (vybirame typické jednotky),
— oblastni (zdkladni soubor rozdélime na podmnoziny a z nich provedeme ¢asti vybéru),
— systematicky nebo mechanicky (vybirame vzdy nékolikatou jednotku co do potadi pfi
realizaci vybéru).
Hodnoty znaku, pozorované ¢i zjisténé na statistickych jednotkach z vybéru o rozsahu

n, tvoii statisticky soubor s rozsahem n. Pro jednorozmérny znak X ziskdme jednorozmérny

statisticky soubor (x,,...,x,), kde x, je pozorovand hodnota znaku X u i—té statistické

jednotky, i=1,..., n. Analogicky pro dvourozmérny znak (X, Y) obdrzime dvourozmérny

statisticky soubor ((xl, V1 )sees (X, yn)) apod.

1.2 Jednorozmérny statisticky soubor s kvantitativnim znakem

Ziskany statisticky soubor (x,,...,x,) s rozsahem n se také nazyva neroztfidény statisticky
soubor. Dle potieby jej mizeme uspofadat podle rostoucich hodnot x, a obdrZime
usporddany statisticky soubor (x(l),...,x(n)), kde X < Xy PTO vSechny indexy i. Interval
<x(1);x(n)> Jje variacni obor a jeho délka x, —x,, je rozpéti statistické¢ho souboru.

Pti velkém rozsahu statistického souboru nebo z diivodu dal§iho zpracovani (n¢ktera
grafickd vyjadieni anebo uZziti matematicko - statistickych metod) plivodni soubor roztiidime.
Roztiidény statisticky soubor ziskame pokrytim variacniho oboru systémem disjunktnich

intervalll (obvykle zleva otevienych a zprava uzavienych), tzv. #id o poctu m, které maji
obvykle stejnou délku h. Kazda tiida je reprezentovana uspotfadanou dvojici (xj S ) , kde x;
je stied j-té tiidy, x; < x;H, a f; Je absolutni Cetnost j-té tridy, j=1,..,m. Absolutni

Cetnost f; je poCet prvkil x; piivodniho neroztiidéného statistického souboru, které lezi v j-té

t¥idg. Cislo i je relativni Cetnost a uvadi se t¢z v %. Plati z fi=n.
n -
j=1

Pocet tfid m volime obvykle pfiblizné¢ 1+3,3logn (pro statisticky soubor

symetrického charakteru) anebo Jn o oaz 2dn (pro statisticky soubor asymetrického

, wri Xy ~ Xy . .. , " .

charakteru). Délka tiidy je h =~ ———— a stanovujeme ji tak, aby odpovidala ptesnosti
m

ziskani hodnot x, a aby stied tridy x; byl zaokrouhlené ¢islo. U diskrétniho znaku volime

obvykle za stiedy tfid pfimo hodnoty, kterych tento znak miize nabyvat. Pokud tfidéni
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provadime na PC, méli bychom zkontrolovat, zda nastaveni parametr m, resp. & pouzitého

statistického software odpovidd nasim pozadavkim.

. J , F. .
Cislo F, = z /. je kumulativni absolutni Cetnost, Cislo —~ je kumulativni relativni
S kel n

Cetnost, j=1,..,m, a uvadi se téz v %. Plati, ze F,,, =F, + f,,, pro j=L..,m—-1, kde

F = f,takze F, =n.
Roztiidény statisticky soubor zapisujeme do tzv. fetnostni tabulky pro razné typy

cetnosti, napt. pro absolutni ¢etnosti:

* * *
X; X, X,

f, f £

Vyznamné vlastnosti statistického souboru vyjadiuji v koncentrované formé jeho

nasledujici Ciselné (empirické) charakteristiky. Jde zejména o charakteristiky polohy,
proménlivosti a soumérnosti.
Zakladni charakteristiky polohy statistického souboru jsou:

1. Aritmeticky prumér

N s

X=— Z X, pro neroztiidény soubor,
n o

__li Ix Hdeny soub

¥=- X pro rozttidény soubor.

Vlastnosti aritmetického praméru jsou:

a) y=ax+b=>y=ax+b pro realné konstanty a, b,

b) x+y=x+Yy,
©) X SX <X,

d) X ma tentyZ rozmér jako znak X .

Nekdy se uziva téz vdaZeny aritmeticky primér

kde w, 20 jsou vdhy (vhodn€ stanovend redlna cisla, z nichZ asponi jedno je nenulové)
hodnot x,, které vyjadiuji jejich vyznam, napt. piesnost.

2. Median pro nerozttidény statisticky soubor
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X, pro licha n ,
5

1

—| X, X, prosuda n.

2[5 G

Vlastnosti medidnu:
a) y=ax+b= y=ax+b pro realné konstanty a, b,
b) x, <x<x,,
c) X ma tentyZ rozmér jako znak X .
Median rozdé€luje statisticky soubor na "dolni polovinu" a "horni polovinu" hodnot x,; (viz

obr. 1.1). Jde o robustni charakteristiku, kterd je oproti aritmetickému priméru malo citliva
na extrémné odchylené hodnoty. Pro roztfidény soubor se k vypoctu medianu uziva vhodna

aproximace.

3. Modus x je cislo, v jehoz okoli je nejvice hodnot x,, resp. je to stied x] ttidy
s nejvetsi absolutni Cetnosti /. Modus ma tytéz vlastnosti jako aritmeticky primér i median
a dle potieby se pocitd vhodnou aproximaci (napft. pro rozttidény soubor).

Zékladni charakteristiky proménlivosti (variability) statistického souboru jsou:

1. Rozptyl (disperze, variance)

13 _ 1< — NP
S == (x,-%) = (—zxfj -x° pro neroztiidény soubor,
ni nio
2 1 2 * j— 2 1 - *7 —2 M7 1Y ’
s == f(x;-%) =| =D ;x> |-%" pro roztiidény soubor.
no nojo

Dle potfeby a také pro zdfiraznéni znaku X nékdy piSeme s°(x) apod. Vlastnosti rozptylu

jsou:
a) s°>0,
b) y=ax+b = s*(y)=a’s’(x) pro realné konstanty a, b,
) =0 x, ==X, IeSp. X, ==X,

d) s° marozmér rovny kvadratu rozméru znaku X .

Vétsi proménlivosti znaku X odpovida vétsi rozptyl a naopak. Pii vypoctech se také uziva jiny
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! . Takto vypocteny rozptyl je

N 1 < ,
vzorec pro rozptyl, kdyz vyraz — zaménime vyrazem
n n—

ls2 > s> (pro s°#0). Zdvodnéni vyrazu
n— n—

roven c¢islu

plyne z pozadavki

uvedenych v kapitole 6 a 7.

2. Smeérodatna odchylka s = \/s_2 .
Dle potieby také piSeme s(x). Vlastnosti smeérodatné odchylky jsou:
a) s>0,
b) y=ax+b =s(y)= |a|s(x) pro realné konstanty a, b,

*

c) s=0&x, =-=x,, 1ep. X, ==X,
d) s ma tentyz rozmér jako znak X .

Vétsi proménlivosti znaku X odpovidé vétsi smerodatné odchylka a naopak.

3. Variacni koeficient v =

=l |«

Dle potieby také piSeme v(x). Vlastnosti variaéniho koeficientu jsou:
4
a

b) v je bezrozmérné ¢islo.

a) v(ax)=-—v(x) pro realnou konstantu a =0,

Jde o relativni miru variability znaku X a uvadi se téZ v %. Ma smysl pouze pro znak X, ktery
nabyva pouze kladnych anebo zapornych hodnot. Neni proto napf. vhodny pro znak X
vyjadiujici odchylky od n¢jaké nominalni hodnoty.

4. Rozpéti x,,, — x,, . Rozpéti ma stejné vlastnosti jako smérodatna odchylka.

Zakladni charakteristikou soumérnosti statistického souboru je koeficient Sikmosti

(koeficient asymetrie)

pro neroztiidény soubor,

I & . —
;Zf,(xj —x)3
A= J=1

3 pro rozttidény soubor.

S

Dle potieby také piSeme A(x). Vlastnosti koeficientu Sikmosti jsou:
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a) A>0< vétsSina hodnot x; je mensi nez (lezi pod) ¥,
b) A4=0< hodnotyx, jsourozloZeny soumérné€ vzhledemk X,

c) A<0<« vétsina hodnot x; je vEétsi nez (lezi nad) X,

d) y=ax+b=Ay)= |Z—|A(x) pro redlné konstanty a, b, a # 0,

e) A je bezrozmérné Cislo.
Existuje tada dalSich ciselnych charakteristik statistického souboru. Napt. pro
pomérové znaky (cenové a objemové indexy, urokové miry apod.) se misto aritmetického
praméru uziva geometricky primeér

X, =%x..x

g n

a ve specidlnich ptipadech (napf. pro znaky vyjadiujici rychlost néjakého dé&je) pocitdme

1
(1
x_(nzx] |

Dle potieby se také nékdy pocita koeficient Spicatosti (koeficient excesu)

1 & _\4
;;(xl.—x)

4
S

harmonicky primér

-3,

ktery vyjadiuje specifickym zptisobem miru koncentrace hodnot statistického souboru.

Y I | IR 'i"""l""""T—
0 4 8 12 16
(x 1000)

Obr. 1.1

Mnoho rychlych a cennych informaci poskytuji o statistickych souborech jejich
graficka vyjadieni. Pro jednorozmérny neroztiidény resp. uspoiadany statisticky soubor se
zejména uziva krabicovy graf - obr. 1.1, kde tu¢né vyznaceny obdélnik obsahuje stfedni ¢ast

usporddaného souboru (cca polovinu vSech jeho hodnot) tak, Ze nalevo a napravo od
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1991

Pro jednorozmérny rozttidény statisticky soubor s diskrétnim znakem X se uzivaji
36

1950

vlevo a vpravo zakoncené kratkymi svislymi ¢arami vyjadiuji pfijatelné obory pro zbyvajici
40

vyznacené obdélniky na sebe nenavazuji a nékdy se kresli ve vodorovné poloze. Koldcovy
(vysecovy) graf na obr. 1.3 je kruh rozdéleny na vysece, jejichz uhel odpovida ¢etnostem tiid,
ptipadné jsou nékteré zvolené vysece vysunuty z kruhu. V uvedenych grafech se rliznymi
barvami nebo Srafovanim zvyraziiuji potfebné informace a mnohdy se dale geometricky a

dolni a horni ¢tvrtinu souboru. Hodnoty mimo tyto usecky jsou povazovany za podezielé,
obvykle nasledujici grafy. Sloupcovy grafna obr. 1.2 je podobny histogramu z obr. 1.4, av§ak

uvniti je v misté¢ medidnu. Vyska obdélniku je imérna rozsahu souboru a usecky ("vousy")

obdélniku lezi vzdy cca ctvrtina hodnot uspoiddaného souboru. Leva (prava) svisld strana
obdélniku odpovida tzv. dolnimu (hornimu) kvartilu statistického souboru a svisld ¢ara

pripadné extrémné odchylené. Existuji dal$i modifikace tohoto grafu a jina vyjadieni.

vytvarné prezentacné modifikuji.

30
20
10

a

321012 3 45
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Pro jednorozmérny roztiidény statisticky soubor se v ptipad¢ spojitého znaku X
uzivaji nejcastéji nasledujici dva typy grafi. Histogram na obr. 1.4 je soustava obdélnikii v
kartézské soutadné soustavé, jejichz zékladny jsou tfidy a vysky jsou Cetnosti tiid (absolutni,
relativni, kumulativni atd.). Polygon na obr. 1.5 je lomena Cara v kartézské souradné soustaveé
spojujici body, jejichz x-ova soufadnice je stied tiidy, pfip. horni hranice tfidy pro

kumulativni Cetnosti, a y-ova soufadnice je Cetnost tiidy.

f 15 L F 50
401
10T
30T
o 20}
10
0 _— 0 _
3-2-101 2 3 45 32-101 2 3 4 5
X X
Obr. 1.5

Reseny piiklad 1.1

Meéienim délky X (mm) 10 valecki byly ziskany hodnoty: 5,38; 5,36; 5,35; 5,40; 541;
5,34; 5,29; 5,43; 5,42; 5,32. Urcete rozsah, variacni obor, variani rozpéti, aritmeticky
pramér, rozptyl, smérodatnou odchylku, varia¢ni koeficient a medién statistického souboru.
Refent:

Rozsah daného souboru je n = 10, takze nemd smysl jej tridit. Protoze x,, =5,29 mm a
X0y =5,43 mm, je variani obor <5,29; 5,43> mm a variacni rozpéti je 5,43 — 5,29 = 0,14
mm. Dale je:

x =(5,38 +...+5,32)/10 = 53,70/10 = 5,37 mm ... primérna délka,

s*=(5,38%+ ...+ 5,32%)/10 — 5,37% = 288,388/10 — 28,8369 = 0,0019 mm?,

5 =4/0,0019 ~0,0435889894 ~ 0,044 mm,

v =4/0,0019/5,37 = 0,0435889894/5,37 ~ 0,00811713 ~ 0,8117 %,
X =(5,36 +5,38)/2 =5,37 mm ...median délky.

Pro grafické vyjadieni tohoto statistického souboru by byl vhodny krabicovy graf.
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ReSeny piiklad 1.2
Pti kontrole byl zjistovan objem napoje X v 50 lahvich a byly naméfeny nasledujici odchylky
(ml) od hodnoty na etiket¢:

1,2; 2,1; 1,7, 09; 0,3; 20, -1,3; -0,1; 3,2; 2.8;

0,8, 44; 29, 12; 0,0, -23; 12; 09; 23; -0.2;

0,1; 1,9 -1,9; -0,2; -1,3; 1,5; 0,5 2,0; -1,3; 3,7;

0,9, 1,0, 04; 1,9 14, -13; 1,6; 14; 3,1; -0,1;

1,8, 0,0; 4,1; 1,3; 3,0, 04; 3,8; -08; 3,1; 0,9.
Roztiid'te dany statisticky soubor, graficky jej znazornéte a vypodtéte x, s°, s, X, 4.
Regeni:
Rozsah souboru n=350; x,) = —2,3 ml a x, = 4,4 ml, takZe variacni obor je <-2,3; 4,4>
ml a rozpéti je 4,4 — (-2,3) = 6,7 ml. Volime pocet tiid m = 7 (tj. asi J50 ) a délku ttidy 7 =1
(tj. asi 6,7/7). Volba tifid a jejich stfedl, roztfidéni do tiid a vypocet absolutnich a
kumulativnich Cetnosti je v nasledujici tabulce, kde napt. // znac¢i 2 hodnoty a ## znaci 5

hodnot lezicich v dané tfidé:

Jj tiida X zatazeni do tiid S F,
1 -2,5;-1,5 -2 /! 2 2
2 -1,5; -0,5 -1 4 5 7
3 -0,5; 0,5 0 H ] 11 18
4 0,5; 1,5 1 HH 11T 13 31
5 1,5; 2,5 2 HH 11T 9 40
6 2,5; 3,5 3 HH ] 6 46
7 3,5; 4,5 4 11 4 50

Histogramy a polygony tohoto statistického souboru jsou na obr. 1.4 a 1.5. Dalsi vypocty jsou

pro piehlednost znazornény v nasledujici tabulce, ze které dostaneme:

56/50 = 1,12 ml; s*=180/50 — 1,12> =2,3456 ml*; s = +/2,3456 ~1,532 ml;

x

stied t¥idy s nejveétsi Cetnosti ¥ = 1 ml; dalsim vypocétem obdrzime A4 ~ 0,098502.
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J X / /) 1%
1 2 2 4 8
2 -1 5 -5 5
3 0 11 0 0
4 1 13 13 13
5 2 9 18 36
6 3 6 18 54
7 4 4 16 64
> — 50 56 180

1.3 Dvourozmérny statisticky soubor s kvantitavnimi znaky

Ziskany statisticky soubor ((x,,3,),...(x,,»,)) s rozsahem n je neroztiidény statisticky
soubor. Vynechanim prvni, resp. druhé, hodnoty v kazdé dvojici obdrzime jednorozmérné
statistické soubory (xl,...,xn) a ( Vis-s Y, ). Zpracovanim téchto soubort ziskame jejich
&iselné charakteristiky X, ¥, s*(x), s°(») atd.

Roztiidény dvourozmérny statisticky soubor ziskame roztfidénim jednorozmérnych
statistickych soubord (x,,...,x,) a (¥,,....»,), pii¢emZ oba roztfidéné soubory mohou mit
rizné pocty téid i jejich délky. Dostaneme tak dvourozmérné tiidy se stiedy (xj., yZ) a

absolutnimi Cetnostmi f,, j=1,...m a k=1,..,m,. Dle potfeby se dale urcuji relativni

Cetnosti &, kumulativni Cetnosti F, atd.
" .

Roztiidény dvourozmérny statisticky soubor zapisujeme do Cetmnostni tabulky pro

rizné typy Cetnosti. Nasledujici tabulka je pro absolutni Cetnosti /), , kde Cisla f; a f, jsou

margindlni (okrajové) Cetnosti a plati

my m my my mm
L :ijk o S =ijk 5 foj :nyk ZZijk =n.
k=1 =1 j=1 k=1 j=1 k=1
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Vi

* yl* y:'lz ‘f;g
X .

J

X, Ju Jim, Ja
xr*nl fmll te fml my frml
o o om, n

Pro roztiidéné jednorozmérné statistické soubory (x] , fx/.) , j=L..,m,a ( Vi fyk),
k =1,...,m, , obdrzime jejich &iselné charakteristiky ¥, ¥, s°(x), s°(y) atd.

Mirou zavislosti znakl X a Y je koeficient korelace (korelacni koeficient)

1< _ I —
2 (=X, -Y) X xy -
U= N vr1x

pro neroztiidény soubor,

- s(x)s(») s(x)s()
1 m m, X _ X _ 1 m m, . .
;ZZL/{ (xj_x)(yk_y) ;Zijkxjyk_xy
_ ek N pro roztiidény soubor,
s(x)s(y) s(x)s(y)

pficemz citatelé ve vSech zlomcich vyjadiuji tzv. kevarianci, kterou zna¢ime cov. Nékdy pro

zduiraznéni znakl X, Y piSeme r(x, y), resp. cov(x, y). Vlastnosti koeficientu korelace:
a) u=ax+b,v=cy+d=r(u,v)= ﬁr(x, y) pro realné konstanty a, b, c, d,
ac
a#z0,c#0,
b) r(y,x)=r(x,y),
c) —-1<r<i,
d r=tleoy=ax+b,a#0,
e) rje bezrozmérné Cislo.
Koeficient korelace 7 je pouze mirou linearni zavislosti mezi znaky X a Y. Cim je jeho

vvvvv

ptimce. Jeho kladna (zapornd) hodnota odpovida celkove rostouci (klesajici) zavislosti mezi X
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a Y. Hodnota blizka 0 vyjadiuje, ze zavislost neni linedrni a znaky X, ¥ mohou byt nezavislé.

8 : : : : g 8 : : o

Obr. 1.6
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Pro grafické vyjadieni dvourozmérného neroztiidéného statistického souboru se uziva
rozptylovy graf na obr.1.6, kde jsou rovnéz uvedeny pro ilustraci hodnoty koeficientu
korelace, a pro dvourozmérny roztfidény statisticky soubor tfirozmérny histogram na obr.

1.7, ptipadné tiirozmérny sloupcovy graf pro diskrétni znaky X, Y.

W W,
e

4

Il
(11 Ui =

18
o il 220 1y
1600 2106 2600 .. 1'3" y
3100 3500 1100 4600

Reseny piiklad 1.3
Statistickym Setfenim nakladi X (K¢) a cen Y (KC) pro stejny vyrobek u 10 vyrobcu byl
ziskdn dvourozmérny statisticky soubor:
(30,18; 50,26), (30,19; 50,23), (30,21, 50,27), (30,22; 50,25), (30,25; 50,22),
(30,26; 50,32), (30,26; 50,33), (30,28; 50,29), (30,30; 50,37), (30,33; 50,42).
Vypoététe X, 7, s°(x), s> () , s(x), s(v), c, r.
Redent:
Vzhledem k malému rozsahu » = 10 soubor netfidime. Pouzitim vysSe uvedenych vztaha

dostaneme:
x =(30,18 + ... +30,33)/10 = 30,248 K¢ ... primérné naklady,
y =(50,26 + ... + 50,42)/10 = 50,296 K¢ ... primérna cena,

s?(x) =(0,18% + ... +30,33%)/10 - 30,248 = 0,002096 K&,
s*(y) = (50,26 + ... + 50,42%)/10 - 50,296 = 0,003684 K&,
s(x) = 4/0,002096 ~0,0457821 K& ~ 0,0458 K&,

s(y) = 4/0,003684 =~ 0,0606960 K¢ = 0,0607 K¢,
cov=(30,18.50,26 + ... + 30,33.50,42)/10 - 30,248.50,296 = 0,002292 K&,

-98 -



r=0,002292/(0,0457821-0,0606960) = 0,82481996263 ~ 0,8248.
Vzhledem k velikosti koeficientu korelace r lze ptedpokladat, Ze mezi obéma znaky X a ¥
(nadklady a cenou) je zavislost viceméné blizka linedrni. Jeho kladna hodnota odpovida tomu,
ze s rostoucimi naklady roste cena vyrobku. Rozptylovy graf daného statistického souboru je

na obr. 1.8.

50,45

50,40 -

50,35
y

50,30 A

50,25 1

50,20

30,15 30,20 30,25 30,30 30,35
X

Obr. 1.8

1.4 Statistické soubory s kvalitativnimi znaky

Jednorozmérny statisticky soubor s kvalitativnim znakem (xl,...,xn) s rozsahem n
vyjadfujeme pomoci Cetnostni tabulky, kde x; jsou mozné slovni hodnoty znaku X'a f; jsou
Getnosti téchto hodnot v piivodnim souboru, j=1,..,m. Ciselné charakteristiky se az na
vyjimky (variabilitu) nepouzivaji - viz napi. [40]. Ke grafickému vyjadieni souboru slouzi
sloupcovy graf, kolacovy graf apod. Dvourozmérny statisticky soubor s kvalitativnimi znaky

((xl, V1 )sees (X5 0, )) s rozsahem # vyjadfujeme pomoci detnostni tabulky podobné jako pro
kvantitativni znaky, kde (xj., yk) jsou dvojice moznych slovnich hodnot dvourozmérného

kvalitativniho znaku (X,Y) a f, jsou Cetnosti téchto hodnot v pivodnim souboru

pro j=1,...m ak=1,.,m,. Z Ciselnych charakteristik se uZivaji pfedev§im rizné miry
zavislosti znaki X a Y - viz napt. [2], [3], [8], [15], [17], [30]. Ke grafickému vyjadieni
souboru slouzi ttirozmérny sloupcovy graf podobny tiirozmérnému sloupcovému grafu pro

dvourozmérny diskrétni kvantitativni znak.
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DODATEK 2 - ELEMENTY TEORIE PRAVDEPODOBNOSTI

2.1 Nahodné jevy

Nahodny jev je vysledek pokusu (realizace urcitého systému podminek), ktery muze,
ale nemusi nastat. Miru moznosti jeho nastoupeni vyjadfuje v Ciselné formé jeho

pravdépodobnost. U nahodnych jevl poZadujeme hromadnost a stabilitu, tj.

dostate€nou opakovatelnost a neménnost pokusu. Nezbytnym pfedpokladem je také

rozpoznatelnost nahodnych jevu.

Jednotlivym  moznym (uvazovanym) vysledkim pokusu odpovidaji

elementarni jevy, které vyjadifujeme pomoci jednoprvkovych mnozin {®}. V8echny

mozné vysledky pokusu tvofi mnozinu Q nazyvanou zakladni prostor, pficemz
o € Q. Pfi pokusu nastane pravé takovy nahodny jev A, ktery obsahuje pozorovany
elementarni jev {®}. Nahodné jevy A, B, Ai, A,... proto vyjadfujeme jako
podmnoziny Q. Jisty jev nastane pfi kazdém pokusu a je ekvivalentni zakladnimu

prostoru Q. Nemozny jev nenastane pfi Zzadném pokusu a vyjadfuje jej prazdna

mnozina <.
Vztahy mezi nahodnymi jevy vyjadifujeme pomoci mnozinovych inkluzi:

a) A c B znamen4, Ze nastoupeni nahodného jevu A ma za nasledek nastoupeni

nahodného jevu B.

b) A = B vyjadfuje rovnost nahodnych jevl A a B.

Operace s nahodnymi jevy vyjadfujeme pomoci mnozinovych operaci:

a) Sjednoceni A U B nastane, jestlize nastane aspon jeden z nahodnych jevi A

a B, tedy A nebo B. Analogicky definujeme UAi a UAi, které nastanou, jestlize
i=1 i=1

nastane aspon jeden jev A..

b) Prinik A n B nastane, jestlize nastanou oba nahodné jevy A a B. Analogicky
definujeme ﬂAi a ﬂAi , které nastanou, jestlize nastanou vSechny jevy A .

i=1 i=1

c) Rozdil A — B nastane, jestlize nastane nahodny jev A a nenastane nahodny
jev B.

d) Opadny nahodny jev  A=Q-A k nahodnému jevu A nastane, jestlize
nenastane jev A.

e) Nahodné jevy A a B jsou disjunktni, jestlize A~ B = .
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Vlastnosti operaci s nahodnymi jevy jsou samozfejmé totozné s vlastnostmi
operaci s mnozinami. Abychom mohli definovat pravdépodobnost nahodného jevu,
zabyvame se jenom takovymi nahodnymi jevy na Q, které tvofi nasledujici strukturu.

Jevové pole X je mnozina nahodnych jevl (systém podmnozin zakladniho
prostoru Q) s vlastnostmi:

1.0 e, QeX.

2. Pro kazdy nahodny jev AcX také Acx.

3. Pro kazdou posloupnost nahodnych jevi Ai X, i=1, 2, ... také ﬂAi ex.

i=1
Priklad 2.1

Nahodny pokus spoc€iva v jednom hodu hraci kostkou ve tvaru krychle se sténami

oCislovanymi od 1 do 6. Nahodny jev A nastoupi, jestlize padne sudé Cislo a
nahodny jev B nastoupi, jestlize padne &islo vétsi nez 4. Urgete O, A, B, AUB,
AnB,A-B,B-AZX.
Redeni:
Zakladni prostor je Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6} je konecCny a elementarni nahodné jevy jsou
{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}. Dale je A = {2, 4, 6} a B ={5, 6}, takze

A={1, 3, 5} ... padne liché &islo,

B={1, 2, 3, 4} ... padne &islo mensi nez 5,

AuB={246}uU{5 6}= {2,4,5,6}... nepadne Cislo 1 a 3,

ANnB={2 4,6} {5 6} = {6} ... padne Cislo 6,

A-B=1{2,4,6}-{5, 6}={2, 4} ... padne Cislo 2 nebo 4,

B-A={5,6}-{2, 4, 6}={5}... padne Cislo 5.
ProtoZze nejsou stanovena zadna omezeni na nahodné jevy, muzeme uvazovat
maximalni jevové pole (tj. mnozinu vSech podmnozin zakladniho prostoru Q)

T ={J, {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {1, 2}, {1, 3},....{5, 6},..., {2, 3,4, 5,6}, Q},

které obsahuje 2° = 64 nahodnych jeva.

2.2 Pravdépodobnost a jeji vlastnosti

Jestlize pfi opakovanych sériich nahodnych pokusu, které sestavaji vzdy z N pokusl,

sledujeme chovani relativni Cetnosti nastoupeni nahodného jevu A, tj. posloupnosti
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N(A)

Cisel N kde N(A) je pocet nastoupeni jevu A v dané sérii N pokusu, pak vidime,

Ze posloupnosti relativnich ¢etnosti maji ve skoro vSech sériich snahu konvergovat

pro dostatecné velky pocet pokusu N k jisté pevné hodnoté P(A) — viz na obr. 2.1.

N(A
% 1.|:|lt
gk
06l ¢ W*, ..
P(A) 0.4 :O—O—OTOTOﬁO—.T..—...—O—'—Q—'—‘—‘i.i‘—&-—O-.—O—-—O—
0zl
0.0 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Obr. 2.1. Priklad posloupnosti %

Teoreticka hodnota P(A) vyjadfuje miru moznosti nastoupeni ndhodného jevu A
v jednotlivém pokusu a hovofime o tzv. ,statistické definici pravdépodobnosti*

nahodného jevu A. Z jakékoliv realizované série N pokust vSak muizeme

N(A)

pravdépodobnost P(A) nahodného jevu A pomoci zjisténé relativni Cetnosti N

pouze vice Ci méné pfesné odhadnout. Naopak pravdépodobnost P(A) znamena, Ze
pfi mnoha pokusech (fadové tisice a vice) nastoupi nahodny jev A zhruba ve
100P(A) % pokusu. Na vlastnostech relativni ¢etnosti

N(A) B N(AuUB) N(A) N(B)
OS—N <1, AnB=Yg = N =N + N’

je zaloZena nasledujici obecna (axiomaticka) definice pravdépodobnosti ndhodného

jevu.

Pravdépodobnost P(A) nahodného jevu A € X je realna funkce definovana na X

s vlastnostmi:
1. P(A) > 0 pro vSechny nahodné jevy A € X.
2. P(Q)=1.

3. Pro kazdou posloupnost disjunktnich nahodnych jevi Aie £, i=1,2,..., je

P(QAiJ=iP(Ai).
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Usporfadana trojice (Q, X, P) se nazyva pravdépodobnostni prostor.
Plati:

a) P(A)=1-P(A); P(@)=0; 0<P(A)<1.
b) AcB=P(A)<P(B), PB-A)=P(B)-PA).
c) PA,U...UA )=1-P(A,N..nA )=
-y P(Ai)—zn:P(Ai A+ +(1)TPA, A.AA,),
= =
i(]
specialng pron =2je P(AUB)=1-P(AnB)=P(A)+P[B)-P(ANB).
Pro konecny nebo spocCetny zakladni prostor Q (ij. elementarni jevy {®} lze

usporadat do posloupnosti) je
P(A)= X P({o})-
weA

Specialné pro zakladni prostor Q s n stejné pravdépodobnymi elementarnimi

jevy je

kde m je podet elementarnich jevd {®}, z nichZ sestava nahodny jev A. Rikame, Ze

.,m_je pocet prFiznivych vysledkd pokusu“ a ,n_je pocet vysledkl pokusu“ a Ze jde o

tzv. klasickou definici pravdépodobnosti.

Priklad 2.2
Vypoététe pravdépodobnosti P(A), P(B), P(A), P(B), P(A U B), P(A n B), P(A — B),

P(B — A) nahodnych jevi z pfikladu 1, jestlize kostka je z homogenniho materialu.

Reseni:
Elementarni nahodné jevy maji vzhledem Kk pravidelnosti a homogennosti hraci

kostky stejnou pravdépodobnost P({w}) =% a n = 6. Pfimym vypoc¢tem z ,klasické

definice pravdépodobnosti“ obdrzime
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P(AUB) =

, P(ANB) =

DN o s
W= N

PA-B)=Z=_, P(A-B)=

Z vlastnosti pravdépodobnosti Ize napf. urcit

_ 1 1
P(A)=1-P(A)=1--=2,
P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B)=%+%—%:§ .

Pfiklad 2.3

V dodavce 100 hfideli nema pozadovany primér 10 kusl, poZzadovanou délku nema

20 kusu a souCasné nema pozadovany priumér i délku 5 kusl. Urcete

pravdépodobnost toho, Ze nahodné vybrany hfidel ma pozadovany pramér i délku.

Reseni:

Jestlize A, popf. B, znaci, Ze nahodné vybrany hfidel nema pozadovany prameér,

popf. délku, potom pravdépodobnost toho, Ze nahodné vybrany hfidel ma

pozadovany prumér i délku je
P(ANB)=1-P[ANB)=1-P(AUB) =1-[P(A) + P(B)—P(A NB)| =

=1-(0,10+0,20-0,05)=0,75.

2.3 Podminéna pravdépodobnost a nezavislé jevy

Pravdépodobnost ndhodného jevu A € ¥ za podminky (pfedpokladu), Zze nastane
nahodny jev B € X, P(B) # 0, je podminéna pravdépodobnost

P(A N B)
PB)

P(A/B)=

Plati:
a)  P(Ar N ... Ay = P(A)PAIAY) ... PAYAL A ... A An_1),
specialné je P(A n B) = P(A)P(B/A) = P(B)P(A/B),

b) Pronahodnyjev Ac UBi , kde B;, jsou disjunktni nahodné jevy,
i=1

i=1,...,n, jetzv. uplna pravdépodobnost

P(A)=2_P(B,)P(A/B))

n
i=1
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a pro P(A) = 0 plati Bayesuv vzorec

p@, /A= CPATE) g

> P(BP(A/B,)

i=1

Priklad 2.4

Ze skupiny 100 vyrobku, ktera obsahuje 10 zmetku, vybereme nahodné bez vraceni

3 vyrobky. Pravdépodobnost toho, Ze prvni vyrobek neni zmetek - nahodny jev Ay,
druhy vyrobek neni zmetek — nahodny jev A; a tfeti vyrobek je zmetek — nahodny jev

A, je

P(A,NnA, nA,)=PA)PA,/APA, /A, NA,)=
=(90/100)89/99)10/98) ~ 0,08256 .

Priklad 2.5
Do obchodu s potravinami dodavaji rohliky 3 pekarny v poétech 500, 1000 a 1500

kusu denné. Zmetkovitost jejich dodavek je 5%, 4% a 3%. Jejich dodavky jsou
v obchodé smichany do celkové zasoby. UrCete pravdépodobnost, ze
a) nahodné vybrany rohlik z celkové zasoby je zmetek,
b) nahodné vybrany rohlik z celkové zasoby, ktery je zmetek, byl dodan druhou
pekarnou.
Reseni:
OznaCme nahodné jevy
A ... vybrany rohlik je zmetek,
Bi ... rohlik byl dodan i-tou pekarnou, i =1, 2, 3.
Pravdépodobnosti jsou

) 500 1
~ 500+1000+1500 6
B 1000 2

500+1000+1500 6

P(B,) = 1500 _3 PA/B,)=003.
500 +1000+1500 6

a) Podle vzorce pro uplnou pravdépodobnost je

P(A) = 0,05%+0,o4§+0,o3%=% — 0,036 ~0,03667

P@B,) , P(A/B,)=0,05,

P(B,)

, P(A/B,)=0,04,
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takZze zmetkovitost z hlediska zakaznika je pfiblizné 3,667 %.

b) Z Bayesova vzorce je proj = 2

2
0,04~ o
PB,/A)=— 226 - 8’22 0,36 ~0,36364 .

6

Analogicky Ize ziskat P(B1/A) = 0,22727 a P(B3/A) ~ 0,40909, takZe nejvétsi podil
na zmetkovitosti celkové zasoby ma 3. pekarna. Pfitom ma absolutné nejmensi

zmetkovitost ze vSech tfi dodavatell, avSak dodava nejvétsi pocet rohliku.

Nahodné jevy A, B € ¥ jsou nezavislé, jestlize P(A/B) = P(A) anebo P(B) = 0.

Nahodné jevy Aq,..., A, € £ jsou vzajemné nezavislé, jestlize jsou nezavislé vSechny

nahodné jevy ve dvojicich
A, Aj pro i#j,
A, AinAcproi=j, i#Kk,
AL ANANAL pro i=j,izk a i=m,
atd.
Plati:
a) A, B jsou nezavislé, pravé kdyz P(A n B) = P(A)P(B).
b) Jestlize A4, ..., Aj jsou vzajemné nezavislé, pak
P(A1 ... Ay) = P(A1) ... P(An),
PAT U...UA)=1-[1-P(A1)] ... [1 =P(A)],

B1, ..., Bn jsou vzajemné nezavislé pro libovolné varianty B, = A,, Ki, Q.

Pfiklad 2.6

Jaka je pravdépodobnost, Ze v prvnim hodu pravidelnou homogenni Sestisténnou

kostkou padne sudé Cislo (nahodny jev A) a ve druhém hodu touto kostkou padne
liché Cislo (nahodny jev B)?

Reseni:

Nahodné jevy A a B jsou nezavislé a jejich pravdépodobnosti jsou P(A) = P(B) = 1/2,
takze P(A n B) = (1/2).(1/2) = 1/4.
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Priklad 2.7
Vyrobek prochazi tfemi nezavislymi operacemi, pfi kterych jsou pravdépodobnosti
vyroby zmetku P(A4) = 0,05, P(A2) = 0,08 a P(A3) = 0,03. UrCete pravdépodobnost

vyroby zmetku po vSech tfech operacich.

Reseni:

Vzhledem k nezavislosti operaci jsou vzajemné nezavislé nahodné jevy A4, Az, Az a
vyrobek je zmetek, jestlize nastane aspon jeden z téchto jevl, takze

P(A1 U Ay U A3z) = 1-[1 = P(A1)][1 — P(A2)][1 — P(A3)] =1 — 0,95.0,92.0,97 = 0,15222.

2.4 Nahodna veli€ina a jeji funkéni charakteristiky

Nahodna veliina (nahodna proménna) X je realna proménna, ktera nabyva nahodné

realnych Ciselnych hodnot x — blize v [1], [2], [3]. Jeji distribu¢ni funkce je
F(x) = P(X < x) = P[Xe&(-; X)], X&(-00;+o).

Distribuéni funkce ma vlastnosti:

a) 0 <F(x) <1 pro vSechna xe&(-o0;+©),

b) F(x) je neklesajici a zleva spojita na (-oo0;+w).

c) lim F(x)=0, lim F(x)=1,

d) P(a < X <b)=F(b)—F(a) pro libovolna realna Cisla a < b,

e) P(X =c)=limF(x)-F(c) pro libovolné realné Cislo c .

Nékdy se distribu¢ni funkce definuje vztahem F(x) = P(X < x). Tato distribuc¢ni

funkce je zprava spojita, P(a < X < b) = F(b) — F(a) a P(X=c)=F(c)- Iim_F(x).

Potkame se s ni zejména ve statistickych softwarovych produktech.

Nahodna velicina X je diskrétni a fikame, Ze ma diskrétni rozdéleni

pravdépodobnosti, jestlize nabyva nejvyse spoCetné mnoha hodnot x = x4, Xo, ....

Jeji pravdépodobnostni funkce je posloupnost

p(x) =P(X=x)>0 prox=xy, X, ....
Plati:

a) Yp(x)=1,

b) F(x)=>p(t) pro viechna xe(-w0;+w),

t(x

c) P(XeM)=> p(x) pro libovolnou mnoZinu realnych &isel M.
xeM
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Distribuéni funkce diskrétni ndhodné veli€iny ma “schodovity tvar” — viz obr. 2.2.

Priklad 2.8

Pravdépodobnost poruchy kazdé ze tfi nezavisle pracujicich vyrobnich linek je

0 <p< 1. Diskrétni nahodna veliCina X, ktera vyjadfuje pocet vyrobnich linek
v poruse, nabyva hodnot x = 0, 1, 2, 3 a hodnoty jeji pravdépodobnostni funkce jsou
p(0) = (1 -p)’,
p(1) = 3p(1 - p)*,
p(2) = 3p*(1 - p),
p(3) =p°
Jeji distribucni funkce je
F(x) =0 pro x € (-, 0),
F(x)=p(0)=(1-p)° pro x e (0, 1),
F(x) =p(0) + p(1) = (1 + 2p)(1 - p)* pro x e (1, 2),
F(x) =p(0) + p(1) + p(2) = (1 + p + p*)(1=p) =1-p° pro x e (2, 3),
F(x) =p(0) + p(1) +p(2) + p(3) =1 pro x e (3; ).
Na obr. 2.2 jsou grafy p(x) a F(x) pro p = 0,5. Pravdépodobnost toho, Ze alespon
jedna linka ma poruchu je
P(X>1)=P(1< X< +w0) = F(+) = F(1) = 1 = (1 = p)°.

Prob.. Mas_s Fen. n=3,p=05 Cum.I Dist: Fcn. n=3,p=05
Binomial Binomial
0.5 1 B
o—e
0.4 " b 0.8
0.3 0.6
prob. mass cum. prob. o—e
0.2 0.4
)
0.1 d 0.2
[0
0 0
0 1 2 3 1 0 1 2 3 4
X X
(@) (b)

Obr. 2.2 Grafy pravdépodobnostni funkce (a) a distribuéni funkce (b) diskrétniho

rozdéleni pravdépodobnosti
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Nahodna veliCina X je spojita a Fikdme, Ze ma spojité rozdéleni

pravdépodobnosti, jestlize ma spojitou distribu¢ni funkci (tedy X nabyva vSech

hodnot z néjakého intervalu apod.). Jeji hustota pravdépodobnosti, je takova

nezaporna funkce f(x), Ze
F(x) = ]f(t)dt pro vSechna xe(-o0;+o).
Plati:
a) +]‘Of(x)dx =1,

b) f(x) = F'(x), pokud derivace existuje,

c) F(x) je spojita funkce pro viechna xe (-o0;+0),
b
d) Pl@as<X<b)=Pa<X<b)=Pla<X<b)=P@a<X<b)= J'f(x)dx:F(b)_F(a)

pro libovolna realna Cisla a<b,

e) P(X=c)=0 pro libovolné realné Cislo c.

Pifiklad 2.9

Nahodna veli¢ina X ma hustotu pravdépodobnosti f(x) = cx pro x € (0; 2) a 0 pro

x ¢ (0; 2). Z vlastnosti spojité nahodné veli€iny ziskdme nasledujici vysledky. Je

+o0 0 2 +00
[f()dx = [odx+ [exdx+ [Odx =...=2¢c =1,
—o —0 0 2
takze c =1/2 a f(x) :g pro x € (0; 2). Distribuéni funkce nahodné veli€iny X je
= IOdt =0 pro x e (- «; 0),
0 X t X

F(x)= |0dt+ |-dt= — pro x € (0; 2),

(%) j sz pro x < (0; 2)

0 2 X
t
F(x)= |0dt+ |=dt+ |0dt=...=1 pro x € (2;+x).
(x) j sz j )

Na obr. 2.3 jsou grafy f(x) a F(x). Pravdépodobnost toho, ze nahodna veliCina
nabude hodnotu x € (1; 3) je P(1<X<3)=F(3)-F(1)=1-(1%4)=0,75.
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1.5 1.5

f(x) F(x)

0.5 0.5 /

0 0
2 41 0 1 2 3 4 2 4 0o 1 2 3 4
X X
(a) (b)

Obr. 2.3 Grafy hustoty pravdépodobnosti (a) a distribu¢ni funkce (b) spojitého

rozdéleni pravdépodobnosti

2.5 Ciselné charakteristiky nahodné veli¢iny

Ciselné charakteristiky nahodné veliginy X jsou realna &isla, ktera koncentrované

vyjadfuji jeji dulezité vlastnosti.

Polohu rozdéleni pravdépodobnosti charakterizuje stfedni hodnota nahodné

veliciny X

E(X)= pr(x) pro diskrétni nahodnou veli€inu X,

E(X)= Ixf(x)dx pro spojitou nahodnou veliinu X,

—00

pokud sumace, pfip. integral, konverguje absolutné.
Stfedni hodnota ma vlastnosti:

a) E(aX+b)=aE(X)+b prolibovolna realna Cisla a, b,
b) E(Z xiJ =Y E(X;) pro nahodné veliginy Xj,..., Xn.
i=1 i=1

Miru kolisani hodnot ndhodné veliCiny X kolem jeji stfedni hodnoty E(X)

vyjadrfuje jeji rozptyl (disperze, variance) D(X) = E[(X—E(X))ZJ.

Rozptyl ma vlastnosti:

a) D(X) =) (x—E(X))’p(x) =>_x*p(x)—(E(X))* pro diskrétni nahodnou

X
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veli¢inu X,
D(X)= [(x—E(X))*f(x)dx = [x*f(x)dx —(E(X))* pro spojitou ndhodnou

veliCinu X, pokud sumace , pfip. integral, konverguiji,
b) D(X) >0,
c) D(@X +b)=a?D(X) pro libovolna realna &isla a, b,

e) D(in] =>'D(X,)  pro nezavislé nahodné veliginy Xi, ..., X.
i=1 i=1

Smérodatna odchylka nahodné veliginy X je o(X)=+/D(X) .

Smeérodatna odchylka ma vlastnosti:
a) o(X)>0;
b) o(aX + b)=]al o(X) pro libovolna realna Cisla a, b.
Stfedni hodnota, popf. rozptyl, nahodné veli¢iny X je specialni pfipad tzv.

obecného, popf. centralniho _momentu. Blize o momentovych charakteristikach

(varianim koeficientu, koeficientech Sikmosti a Spi€atosti) v [1], [2], [3].

P-kvantil nebo také 100P%-kvantil nahodné veli¢iny X je pro 0 <P <1 jeji

hodnota xp = inf {x; F(x) > P}. Pro spojitou nahodnou veli€¢inu X s rostouci distribu¢ni
funkci je F(xp) = P. Median nahodné veli€iny X je jeji kvantil xo5 a charakterizuje jeji

polohu. DalSi kvantilové charakteristiky jsou v [2], [3].

Modus x nahodné veli¢iny X je jeji hodnota, v niZ nabyva pravdépodobnostni

funkce nebo hustota pravdépodobnosti maximum, pfip. suprémum.

Piiklad 2.10
Nahodna veli€ina X z pfikladu 2.9 ma stfedni hodnotu
0 2 X +00 4
E(X)= [x-0dx+ [x=dx+ [x-0dx=...=—~133333,
—0 0 2 2 3
rozptyl
‘ 2 X 4y 16 2
D(X)= [x*-0dx+ [x* ~dx+ ij-de—(—j —2-—=2%~022222,
R 372 ; 3 9 9

a smérodatnou odchylku

o(X)= 2 L 047140 .
9
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X2

P-kvantil xp je kofen rovnice T:P z intervalu (0; 2), tedy xp = 24/P . Odtud

median nahodné veli¢iny X je xo5= 2,/0,5 ~141421. Z grafu f(x) na obr. 3 vidime, ze

modus nahodné veliginy X je x= 2.

2.6 Néktera vyznamna rozdéleni pravdépodobnosti

Diskrétni rozdéleni pravdépodobnosti

a) Binomické rozdéleni Bi(n, p), kde n je pfirozené Cislo, p je realné Cislo, 0 < p < 1:

p(x)=[DpX(1—p)”, x=0,1,...,n;

EX)=np; D(X)=np(1-p); (n+1p-1<Xx<(n+1)p.

Toto rozdéleni ma pocCet nastoupeni sledovaného nahodného jevu

v posloupnosti n vzajemné nezavislych pokusl (napf. poCet zmetki x mezi n
vyrobky, kdyZ p je pravdépodobnost vyroby zmetku). Jedna se také o popis tzv.

vybéru s vracenim, kdy napf. postupné vybirame z dodavky n vyrobkl a kazdy

vybrany vyrobek vracime zpét do dodavky.

Pfiklad 2.11

V sérii 50 vyrobkl je 5 zmetkl(. Ze série jsou nahodné vybrany 3 vyrobky. Pocet

zmetkU mezi vybranymi vyrobky je nahodna veli¢ina X. UrCete typ jejiho rozdéleni
pravdépodobnosti, jeji pravdépodobnostni funkci p(x), stfedni hodnotu E(X), rozptyl
D(X), smérodatnou odchylku o(X), median Xxos5, modus X a P(1<X <3).
Predpokladejte, Ze kazdy vybrany vyrobek se vrati nazpét do série, takZe jde o
nahodny vybér s vracenim.

Reseni:

Nahodna veli¢ina X ma rozdéleni Bi(n,p), kde n =3 a p = 5/50 = 0,1. X nabyva

hodnot x =0, 1, 2, 3. Pravdépodobnostni funkce je
3 5
p(x) = « 0,1.0,9°* pro x=0,1, 2, 3.

Stfedni hodnota je E(X) = np =3.0,1 =0,3,
rozptyl je D(X) = np(1 -p)=3.0,1.0,9 = 0,27,
smérodatna odchylka je o(X) = \/D(X) =4/0,27 ~ 0,51962,
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median Xo5 = 0, nebot p(0) = 0,729,
modus X=0, nebot (n+1)p-1=-0,6 a (n+ 1)p=0,4,
P(1 <X <3)=p(2) + p(3) = 0,027 + 0,001 = 0,028.

b) Hypergeometrické rozdéleni H(N,M,n), kde N, M a n jsou pfirozena Ccisla,
1<n<N, 1T<M<N:

MY(N-M
X —
p(x):T, x =max {0, M—=N +n}, ..., min {M, N};
o
M M(, MN-n_ . (M+1)(n+1)
E(X)_nN, D(X)_nN(1—NjN_1, a-1<x<a, kde a= Neo

Toto rozdéleni popisuje tzv. nahodny vybér bez vraceni, kdy napfi. N je

celkovy pocet vyrobkl, M pocet zmetkl a vybereme nahodné (bez vraceni)

n vyrobkl, mezi nimiz je x zmetka.

Pfiklad 2.12

V sérii 50 vyrobkl je 5 zmetkl. Ze série jsou nahodné vybrany 3 vyrobky. Pocet

zmetkl mezi vybranymi vyrobky je nahodna veli¢ina X. Ur¢ete typ jejiho rozdéleni
pravdépodobnosti, jeji pravdépodobnostni funkci p(x), stfedni hodnotu E(X), rozptyl
D(X), smérodatnou odchylku o(X), median xos, modus X a P(1<X <3).
Predpokladejte (na rozdil od pfikladu 2.11), Ze vybrany vyrobek se nevraci nazpét,
takze jde o nahodny vybér bez vraceni.

Reseni:

Nahodna veli¢ina X ma rozdéleni H(N,M,n), kde N = 50, M =5 a n = 3. X nabyva

hodnot x =0, 1, 2, 3. Pravdépodobnostni funkce je

s
p(X):x5—30—x pro x=0,1, 2, 3.
<)

Stfedni hodnota je E(X) = n— =3.0,1=0,3,

ZZ

- 113 -



M

rozptyl je D(X) = D(X) =n N

Mj N-n _
(1— ) N1 = 3.0.1.09. (47/49) ~ 0,25898,

smérodatna odchylka je o(X) = y/D(X) ~ 1/0,25898 ~ 0,50890,
median xp5 = 0, nebot max p(x) = p(0) = 0,724,

. M+1)(n+1
modus X = 0, nebot a:%z 046154, a—1 ~ -0,53846,

P(1 <X <3)=p(2) + p(3) ~ 0,023 + 0,0005 = 0,0235.

c) Poissonovo rozdéleni Po(L), kde A je realné Cislo, A > 0:

2 A
p(x):;e‘k, x=0,1,...; EX)=%;, DX)=4;, A-1<X<A.

Toto rozdéleni se obvykle uzZiva pro vyjadieni pravdépodobnosti poctu
nastoupeni sledovaného jevu v urcitém C€asovém intervalu (poc€et poruch, nehod,

katastrof, zmetk( apod.) s malou pravdépodobnosti vyskytu.

Priklad 2.13

Béhem 1 minuty navstivi prodejnu primérné 3 zakaznici. Najdéte vhodny typ

rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny X vyjadfujici pocet zakaznikd, ktefi
navstivi prodejnu za 1 minutu, stfedni pocet zakaznikl, rozptyl jejich poctu a
nejpravdépodobnéjsi pocet zakaznikl za 1 minutu. UrCete dale pravdépodobnost, Ze
béhem 1 minuty pfijde a) pravé 1 zakaznik, b) aspon 1 zakaznik.

Reseni:

Nahradime-li stfedni poCet zakazniku, ktefi navstivi prodejnu béhem 1 min, jejich
primérnym poctem, mizeme vyjadfit nahodnou veli€¢inu X pomoci Poissonova
rozdéleni pravdépodobnosti Po()) s pravdépodobnostni funkci

:37:6—3
Stfedni hodnota E(X) = A = 3, rozptyl D(X) = A =3, pro modus je A -1< X<, takze
x=2a3,

p(x) , x=0,1,....

1

P(X=1)=p(1)= -e* =0, 14936,

0

PX>1)=p(1) +p@2)+...=1-p(0)=1- %e3 ~1— 0, 04979 = 0,95021.
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Spojita rozdéleni pravdépodobnosti

a) Rovnomérné rozdéleni R(a, b), kde a < b jsou realna Cisla:

1
f(x) = o, Proxe (a;b),
=0  proxg(ab),
F(x)=0 pro x e (-;a),
x-a

= pro x € (a;b),

=1 pro x e (b;+o),

a+b (b—a)’

Toto rozdéleni slouzi predev§im k simulaci realnych procesu nebo

E(X) =Xp5 =

numerickym vypoc&tim tzv. metodou Monte Carlo na pocitaci a pro vypocéty pomoci

tzv. geometrické pravdépodobnosti.

Pfiklad 2.14

K preruseni optického kabelu v délce 500 m muize dojit v libovolné vzdalenosti od

jeho pocatku, pficemz pravdépodobnost nahodného jevu, Ze dojde k preruseni
v né€jakém useku je pfimo umérna délce useku a nezavisi na jeho poloze. UrCete
rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliCiny X vyjadfujici vzdalenost mista
pferuseni kabelu od jeho pocatku, jeji hustotu pravdépodobnosti a zakladni Ciselné
charakteristiky a pravdépodobnost, Ze k pferuseni kabelu dojde v useku od 300 m do
400 m od pocatku.

ReSeni:

Nahodna veli€ina X ma rozdéleni R(a,b), kde a=0 a b=500 s hustotou

pravdépodobnosti f(x) = % pro x €(0; 500) a f(x)=0 pro x & (0; 500).

Stredni vzdalenost a median E(X)=x,5 = 0 +2500 =250 m,

(500-0Y

rozptyl D(X) = ~20833,3m? ,

smérodatna odchylka o(X) = 4/D(X) ~ 4/20833,3 ~ 144,34 m,
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oravdépodobnost P(300 < X < 400) = F(400) - F(300) = 220 _300 _4 5
500 500

b) Normalni rozdéleni N(u, 6%), kde p, o° jsou realna &isla, o> 0:

f(x) = 1 exp[— M] X € (- o0, + o);

oA 2T 202

E(X) =X05= X=pn, D(X)=c%

Toto nejrozSifenéjsSi rozdéleni (nazyvané také Gaussovo rozdéleni) se uziva

k vyjadfeni nahodnych veli€in, které Ize interpretovat jako aditivni vysledek mnoha
nezavislych vlivli (napf. chyba méreni, odchylka rozméru vyrobku apod.). Nékdy se
také hovofi o zakonu chyb.

Transformaci

dostaneme normované (zakladni) normalni rozdéleni N(0;1), jehoz distribuéni funkce

®(x) je tabelovana (viz tabulku T1) anebo jeji hodnoty uréime vypoctem na PC, napf.
pomoci software Excel. Plati

Dd(-x) = 1 - D(x).
Pro nahodnou veliginu X s normalnim rozdélenim N(u, c°) je

F(x)=c1>(x‘“j,

o

a napf. P(u -30c <X<u+ 30)~0,9973 (tzv. pravidlo tfi sigma).

Pfiklad 2.15

Jaka je pravdépodobnost, Ze nahodna veli¢ina X, ktera ma rozdéleni N(20;16),

nabude hodnotu a) mensi nez 16, b) vétsi nez 20, c) v mezich od 12 do 28, d) mensi
nez 12 nebo vétsi nez 28 ?

Reseni:
Ze vztahu F(x):CI)[HJ a tabulky T1 dostaneme
()

a) P(X < 16) = F(16) — F(=0) = F(16) — 0 = ®((16 — 20) / 4) = &(-1) = 1 - ®(1) ~
~1-0,84135 = 0,15865 ;
b) P(X>20)=1-P(X<20)=1-F(20)=1-®((20—20)/4)=1-d(0) =
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=1-05=0,5;
c) P(12 < X <28) = F(28) — F(12) = ®((28 — 20) / 4) — ®((12 — 20) / 4) =
= B(2) — O(-2) = B(2) — (1 — D(2)) = 20(2) — 1 ~ 2.0,97725 — 1 =
= 0,9545 ;
d) P((X<12) v (X>28))=1-P(12 <X <28)~ 1 —0,9545 = 0,0455 .

Informace o dalSich v praxi ¢asto uzivanych rozdélenich pravdépodobnosti a

nahodnych vektorech Ize najit napf. v [1], [2], [3].
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