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1 Zakladni aspekty a problematika odhadu a testu

Odhady (fitovani) rozdeéleni pravdépodobnosti pozorovanych ndhodnych veli¢in a nahodnych

vektortl maji zdsadni vyznam jak pro odhady parametri, tak i1 pro testovani statistickych hypotéz o

parametrech. Podle zplisobu jejich realizace je miZzeme rozdélit na empirické a inferencni.

Empirické odhady rozdéleni pravdépodobnosti jsou zaloZeny na:

= teoretickych a zkuSenostnich prfedpokladech a dalSich informacich o tvaru rozdéleni,

= grafickych vyjadienich statistickych soubori pomoci histogramu, polygonti, krabicovych grafii,

rozptylovych grafii aj.

Inferencni (indukcni) odhady rozdéleni pravdépodobnosti se intenzivné rozviji a patii mezi né:

Pearsonovy krivky,

Gramovy — Charlierovy rady,
Johnsonovy krivky,

jadrové odhady,

odhady pomoci kvazinorem.




Postup empirického 1 inferenéniho odhadovani a ndsledna verifikace hypotetického rozdéleni
pravdépodobnosti na zaklad¢ ziskaného statistického souboru probiha v krocich:

1. Grafické znazornéni statistického souboru.

2. Vlastni odhad rozdéleni.

3. Testovani shody rozdéleni.

Pti empirickych 1 inferen¢nich odhadech musime fesit fadu ukolu:

e rozhodnout, zda pouzijeme spojity anebo diskrétni model s ohledem na presnost
pozorovani (méreni) a mozny obor jejich hodnot,

e posoudit Sikmost, Spicatost a vicemodalitu rozdéleni pozorované nahodné veliiny,

e posoudit autokorelaci dat v zavislosti na poradi pozorovani,

o odfiltrovat extrémné odchylené pozorované hodnoty,

e zvazit nutnost respektovani dimenze vicerozmérného statistického souboru.

Odhady rozdéleni a testy shody se provadi pomoci statistického software na PC. Jejich kvalita a

veérohodnost se vyviji a je dosti rizna (zejména s ohledem na piipadné odhady parametrit).




Nejcastéji pouzivané testy dobré shody (goodness-of-fit tests) rozdéleni pravdépodobnosti:

e Pearsoniiv test (chi kvadrat test) pro jedem vybér a pro vice vybéru (kategoridlni

analyza),

e Kolmogoroviiv — Smirnoviv test pro jeden a dva vybéry,

¢ modifikovany Kolmogoroviuv — Smirnovuyv test pro jeden vybér (D test),

e Shapiruv-Wilkiv test (W test),

o Kuiperuv test (V test),

e Crameriv — Misesiiv test (W’ test),

e Watsoniv test (U test),

e Andersoniiv — Darlingiiv test (A’ test).
Uvedené testy se tykaji az na Pearsoniiv test pouze odhadl rozdéleni ndhodnych veli¢in — nikoli
nahodnych vektort. Pearsonovu testu je blizky tzv. Pitmantiv-Hellingertyv test.
Nekteré testy byly puvodné vyvinuty pro odhady spojitych rozdéleni, ale pozdé€ji byly upraveny 1
pro odhady diskrétnich rozdéleni.
Pt1 testovani normality rozd€leni se také vyuzivda moZnost testovat jeho Sikmost (asymetrie) a

SpiCatost (exces).




2 Empirické odhady rozdéleni

Pro grafické vyjadieni pozorovanych hodnot jednorozmérné nahodné wveliCiny X obvykle

pievadime ziskany neroztiidény statisticky soubor (x1 o xn) nebo usporddany statisticky soubor

(x(l) serr Xy ) » Xy S Xy £= 1,...,n, s rozsahem n na roztiidény statisticky soubor (varia¢ni fadu):

sk
X, b AL g

|

Ptitom xj. je stied tiidy, f, je Cetnost hodnot x ;) v j-té tfid¢, j=1,...,m; tfidy jsou zleva oteviené a

zprava uzavien¢ intervaly:

I:oHI:H—————IIHoHI - +Heo il ° :I
Y IE) Yoy ) .
X, X; X,

Pocet ti'id j¢ m <n a obvykle volime m =1+ 3,3logn pro soubory symetrického charakteru nebo

m=~In az 2Jn pro soubory nesymetrického charakteru.




Priklad normalniho rozdéleni N(10;2)

Ptiklad ilustruje zakladni grafické zpracovani statistického souboru o rozsahu 100 ziskaného
generatorem nahodnych cCisel pro normalni rozdé€leni se stfedni hodnotou 4 =10 a rozptylem
o’ =4, odhady parametrli a naslednou verifikaci pomoci testli shody. Grafy a vypocéty byly
realizovany pomoci statistického softwaru Statgraphics.
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Uncensored Data - RAND1

Analysis Summary

Data variable: RAND1
100 values ranging from 4,25663 to 14,9898

Fitted normal distribution:

mean = 10,131
standard deviation = 2,15925

Tests for Normality for RAND1

Computed Chi-Square goodness-of-fit statistic = 19,52
P-Value = 0,55182

Shapiro-Wilks W statistic = 0,981384
P-Value = 0,600628

Z score for skewness = 0,837386
P-Value = 0,402374
Z score for kurtosis = -0,439584

P-Value = 0,660235




Goodness-of-Fit Tests for RANDI1

Chi-Square Test

Observed
Frequency

Expected
Frequency

Chi-Square

at or below

6,57937
7,36383
7,89310
8,31375
8,67463
8,99871
9,29902
9,58398
9,85968
10,1310
10,4024
10,6781
10,9630
11,2633
11,5874
11,9483
12,3689
12,8982
13,6827

6,57937
7,36383
7,89310
8,31375
8,67463
8,99871
9,29902
9,58398
9,85968
10,1310
10,4024
10,6781
10,9630
11,2633
11,5874
11,9483
12,3689
12,8982
13,6827

5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00

0,20
1,80
0,20
0,80
3,20
1,80
0,80
0,80
0,20
0,20
0,20
0,20
0,20
5,00
0,20
0,20
0,00
0,00
0,80
0,80

Chi-Square

17,6 with 17 d.f.

P-Value

0,414482




Estimated Kolmogorov statistic DPLUS = 0,0348125
Estimated Kolmogorov statistic DMINUS = 0,0698938
Estimated overall statistic DN = 0,0698938
Approximate P-Value = 0,713002

EDF Statistic Value Modified Form P-Value
Kolmogorov-Smirnov D 0,0698938 0,70418 >=0.10%*
Kuiper V 0,104706 1,06088 >=0.10%*
Cramer-Von Mises W*2 0,0539431 0,0542128 0,4510*
Watson U”2 0,0474934 0,0477309 0,5026*
Anderson-Darling A*2 0,312734 0,315149 0,5434%*

*Indicates that the P-Value has been compared to tables of critical values specially
constructed for fitting the currently selected distribution. Other P-values are based
on general tables and may be very conservative.




Priklad Weibullova rozdéleni W(1,5;10)

Priklad ilustruje zakladni grafické zpracovani statistického souboru o rozsahu 100 ziskaného
generatorem nahodnych cisel pro Weibullovo rozdéleni s parametrem tvaru 1,5 a parametrem
méritka 10, odhady parametrii a naslednou verifikaci pomoci testii shody. Grafy a vypocty byly
realizovany pomoci statistického softwaru Statgraphics.
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Uncensored Data — RAND2

Analysis Summary

Data variable: RAND2
100 values ranging from 0,523124 to 33,136

Fitted Weibull distribution:

shape
scale

1,53209
10,8573

Tests for Normality for RAND2

Computed Chi-Square goodness-of-fit statistic = 44,0
P-Value = 0,00233817

Shapiro-Wilks W statistic = 0,888196
P-Value = 2,73469E-10

Z score for skewness = 3,1973
P-Value = 0,00138734

Z score for kurtosis = 2,62291
P-Value = 0,00871837




Goodness-of-Fit Tests for RAND2

Chi-Square Test

Observed
Frequency

Expected
Frequency

Chi-Square

at or below

1,56234
2,49933
3,31649
4,07890
4,81454
5,53976
6,26618
7,00346
7,76066
8,54732
9,37434
10,2552
11,2074
12,2558
13,4373
14,8122
16,4906
18,7130
22,2197

1,56234
2,49933
3,31649
4,07890
4,81454
5,53976
6,26618
7,00346
7,76066
8,54732
9,37434
10,2552
11,2074
12,2558
13,4373
14,8122
16,4906
18,7130
22,2197

5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00
5,00

1,80
0,80
5,00
0,80
0,00
0,00
0,20
0,00
0,20
0,80
0,20
3,20
0,20
1,80
0,20
1,80
0,00
1,80
0,20
0,20

Chi-Square

19,2 with 17 d4d.f.

P-Value

0,317174




Estimated Kolmogorov statistic DPLUS = 0,0508244
Estimated Kolmogorov statistic DMINUS = 0,05203
Estimated overall statistic DN = 0,05203
Approximate P-Value = 0,949458

EDF Statistic Value Modified Form P-Value
Kolmogorov-Smirnov D 0,05203 0,5203 >=0.10%*
Kuiper V 0,102854 1,02854 >=0.10%*
Cramer-Von Mises W”*2 0,0500082 0,0510084 >=0.10%*
Watson U*2 0,0441107 0,0449929 >=0.10%*
Anderson-Darling A*2 0,398667 0,406641 >=0.10%*

*Indicates that the P-Value has been compared to tables of critical values specially
constructed for fitting the currently selected distribution.

Other P-values are based on general tables and may be very conservative.




3 Inferen¢ni metody odhadu
3.1 Pearsonovy krivky

K. Pearson vySel z diferencidlni rovnice pro hustotu pravdépodobnosti ve tvaru

d x+d

A = R

e, e e ¢
Podle toho, jakych hodnot nabyvaji parametry rovnice, dostavaji hustoty pravdépodobnosti f (x)
rizné vyrazy a v grafickém zobrazeni maji rizné geometrické tvary. K. Pearson zavedl celkem 7
typt rozdéleni, znaenych I az VII, ptficemZ nékteré z nich maji jest¢ vyrazné odliSené podtypy
zna¢ené indexy. Celkem se tedy uvadi 12 typi a podtypu.
Obecné fesSeni diferenciadlni rovnice je

f= foev(x) ’
kde

U(x):_[ Ahd dx

2
T RN e
a U(x) zna¢i vhodnou primitivni funkci k danému integrandu. Typové zavisi integrdl na

hodnotach koeficientli ve ymenovateli, takZze se vychazi z feSeni rovnice
c, +cx+c,x’ =0.




Konstanty ¢,,c,c,,d lze vyjadiit pomoci normovanych momentl #,7,%,7, hustoty
pravdépodobnosti f(x) ve tvaru

Co=—<72S+1,clz—d=—%s+2,czz 1 ,
s—2 205 s—2
kde
6(1”4—1”32—1)
3221, 46

pficemz . =0,7, =1 a & je rozptyl rozdéleni s hustotou f (x)

Pro urceni konkrétniho typu kiivky pouZijeme za kritérium veliinu x; jejiz zapis pomoci momentii
K,7, )¢
i (1 +3)
4(4r, - 317 )(2r, - 357 - 6)
Vyznam kritéria x vyjadiuje rozepsany kvadraticky trojclen
¢ | 4002

2
c.textexi=c || x+—— K'(K‘—l)
0 1 2 2 2 c
Ze &

=




Nasledujici obrazek popisuje rozdéleni Pearsonovych kiivek na grafu paraboly y = K‘(K‘ - 1):

I I 1

L. pro k<0
II. pro k=0 a r,<3
I1I. pro x=ztoo 3 0 9
IV. < k< [ T
\Y pro 0< k<1 I, . e (>1) )
V. pro k=1

= —
VI. pro x> 1 L, L

I I I} v VI I

VIL proxk=0 a ry >3 P P t}t},g)mt}p t}rpvt:ﬂ) P

Je-li k=0 a ry =3, jedna se o normalni rozdéleni.




Ukazka typu I

-/{m)\‘ N
-1, 0 T

2
g, >1,q,>1 O0<g, <1, g, >1
I
ﬂ L,
ql}lli}{q,-::l O{qI{l[}{q,{l

4 f,(z) f, (z)

k_ Y
€, 1,7 I, i, * i, T
—l<gqg, <0, g, >1 —l<g, <0, —l<ql<[},

L <1 —1 , <0
iz O0<gqg, < fiz) <qg, <
a, 1, 1, L

g, =1 —-1<gqg, <0 O<g, <lL.—-1<g, <0




Piiklad
Hodnoty v nasledujici tabulce udavaji vék X védeckych pracovniki v SSSR v roce 1928. Relativni
cetnosti n; jsou v %o a statisticky soubor je roztiidény.

Ttidy n; Ttidy n
20 -24 11 55-59 67
25-29 93 60 - 64 40
30-34 163 65 - 69 24
35-39 178 70 - 74 12
40 - 44 176 75-79 3
45 - 49 132 80 - 84 1
50 - 54 100 > 1000

Z tabulky se ziskaji vypoctem popisné charakteristiky daného statistického souboru a kritérium
x =—0,26. Protoze je x <0, pouzijeme Pearsonovu kiivku typu I. DalSim vypoctem obdrzime

odhady Cetnosti
* 1,256 o 5,016
L X b,
n, =179,43 1+ — 1-—2 :
3,017 12,043




Vypoctené Cetnosti jsou:

j | THdy | x; , 7, i AT Ay Y™, , 7,
1 20 -24 i) 11 12 8 55-59 57> 67 68
2 25-29 0.5 93 99 9 60 - 64 62,5 40 41
3 30-34 3285 163 161 10 65 - 69 57,5 24 22
4 35-39 g i 178 179 11 70 - 74 0.5 12 10
5 40 - 44 42,5 176 166 12 75-79 77,5 3 4
6 45 -49 47,5 132 136 13 80 - 84 82,5 1 1
. 50 -54 ) U5 100 101 1000 1000

Vykreslenim puvodnich Cetnosti n, a kiivky prokladajici vypoctené Cetnosti 7, do

dostavame vysledny tvar rozdéleni.

grafu




200
180 A .
160
140
120 A
100 A
80
60
40
20
o+ ==

20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85

Z grafu je zfeyma dobra aproximace ptivodniho neznamého rozdéleni.




3.2 Gramovy — Charlierovy rady

Ttidy téchto rozdé€leni vychazi z vyjadieni funkce Ingp(#;n, p), kde

o(t;n, p) = i(’;jpx (l_p)n—x o :[p(eit _1)+1:|n

je charakteristickd funkce binomického rozdéleni Bi(n,p), pomoci ortogonalniho systému funkci

tvoriciho bazi zalozenou:

e ve spojitém pripad¢ (vzhledem k 7) na hustoté normalniho rozdéleni (typ A),

o v diskrétnim ptipad€ (vzhledem k p) na pravdépodobnostni funkci Poissonova rozdéleni (typ B).

Rozdéleni typu A

Odhadovana hustota pravdépodobnosti ma tvar

) S AL e e R S et AN

b

kde

je hustota normovaného normalniho rozdéleni N (0;1) a f () (x) je n-ta derivace f(x) podle x.




Po fadé€ uprav dostaneme pomoci normovanych momentl 7, aproximaci neznamé hustoty

w2 —10 — 157, +30
k) A ST AC) RS E e S e SICAR e

Ve vétsSiné praktickych pripadi postacuje zjednoduSeny tvar s pouze prvnimi tiemi ¢leny

Fo(8) = £ (5) =2 0 (x)+ 22 10 (),

Prvni Clen pravé ¢asti nam dava normalni rozdé€leni, druhy ¢len reflektuje Sikmost a treti Clen

Spicatost hledaného rozd¢leni.
Odhady cetnosti pro neznamou nahodnou veli¢inu v piipadé rozttidéného souboru uréime pro

stredy tiid x; ze vztahu

N /) ]
n; =;fA(xj).

Zde znalime cCetnosti 7, resp. jejich odhady 7, misto f, resp. f,. Pfi rozsahu souboru n>400 se

doporucuje aplikovat Sheppardovy korekce odhadl centralnich momentli na rozttidény soubor.




Priklad
Méfenim mezi pevnosti X (kg/ cm’ ) pii stlaceni vzorku z borového dieva podél vlaken byly po

rozttidéni ziskany hodnoty v nasledujici tabulce:

. *
Mez pevnosti x;,

g 15V F28 5 R29SK k3 36k F3 TSHEATISH BAS S
(kg/cm™)

Pocet zkousek 7, 7 122 (102|260 |386|461 | 356

Mez pevnosti x;

) 495 | 535 | 575 | 615 | 655 2
(kg/cm”)

Pocet zkousek 7, 2391108 | 40 | 15 | 4 2000




Sheppardovy korekce jsou:

v 1
/Ll2 :11’[2 _Ehza
/[13 =t
1 7
i, = 4, ——h* +——h.
My = Hy 2/12 240
Do vztahu s prvnimi tfemi ¢leny
e Aoy e D
3 6 24

dosadime normované momenty 7, a 7, a obdrzime odhad hustoty

f.(x)=£(x)=0,034 £ (x)+0,001 £ (x).

Postupny vypocet Cetnosti z tohoto vzorce je v dale uvedené tabulce. Vykreslenim plvodnich

Cetnosti 7, a kiivky prokladajici vypoctené Cetnosti 72, do grafu dostavame vysledny tvar rozd¢leni.




X n, | x—-m x=x;ml Al W (50 () ﬁ,~=§fA(X)
175 0 | -6,041 | -3,4480 | 0,0010| 0,0320 | 0,0763 | 1,7E-05 0,01
215 7 | -5,041 | -2,8772 | 0,0063 | 0,0965 | 0,1389 | 0,0031 3,62
255 22 | -4041 | -2,3065 | 0,0279 | 0,1493 |-0,0172 | 0,0227 26,01
295 | 102 | -3,041 | -1,7357 | 0,0884 | 0,0019 |-0,5306 | 0,0879 100,36
335 | 260 | -2,041 | -1,1649 | 0,2024 | -0,3873 | -0,6681 | 0,2150 245,49
375 | 38 | -1,041 | -0,5941 | 03343 |-0,5259 | 0,3365 | 0,3526 402,56
415 | 461 | -0,041 | -0,0234 | 0,3988 |-0,0280 | 1,1951 | 0,4008 457,57
455 | 356 | 0,959 | 05473 | 03434 | 0,5076 | 0,4437 | 0,3264 372,69
495 | 239 | 1,959 1,1181 | 0,2135| 0,4177 | -0,6273 | 0,1986 226,81
535 | 108 | 2,959 1,6889 | 0,0958 | 0,0238 | -0,5729 | 0,0945 107,89
575 40 | 3,959 | 2,2597 | 0,0310 | -0,1478 | -0,0485 | 0,0360 41,16
615 15 | 4,959 | 28304 | 0,0072|-0,1030 | 0,1388 | 0,0109 12,45
655 4 | 5959 3,4012 | 0,0012 | -0,0357 | 0,0827 | 0,0025 2,87
695 0 | 6,959 3,9720 | 0,0001 |-0,0075 | 0,0235 | 0,0004 0,49
s | 2000 I P — | 1,7520|  2000,04




500 -

400 -

300 -

200 -

100 -

D | | | I I I I I | | | 1 1
175 215 255 295 335 375 415 455 495 535 575 615 655 695

Z tabulky 1 grafu je zfteyma velmi dobra aproximace piivodniho nezndmého rozdéleni.




Rozdéleni typu B

Odhadovana pravdépodobnostni funkce ma tvar

Py (x)=v(x) 25,6, (x),
m=0
kde w(x) je pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni w(x)= i' o M =5 3 W
x!
polynom
n n! g (—l)hih X
G, (x)=(-1 ,
()= 2w 2, (n—h)!

kde x!*! je variace k-té tfidy z x prvkl bez opakovani. Pak odhad pravdépodobnostni funkce je
X 2 3
L A ez{“_ﬂz —ﬂ{x[ ] _ 7,1 +/12}_ = +2/1{x[] _ix[z] +/1_2x[1] _/1_3}_

x!

Py (%) 2 | 2 2 e 6 2 > 6

+:“4_6/“3+(11_6ﬁ)ﬂ2_31(2_2){x[4] A B ﬁzx[2] A /14}+ }
7 b e

Odhady ¢etnosti pro jednotlivé tiidy roztfidéného souboru jsou 7, = np, (x).




Priklad
Odhadnéte diskrétni rozd€leni z nasledujicich dat, kde Cetnosti udavaji pocty o-Castic
emitovanych poloniem v konstantnich ¢asovych intervalech (1/8 minuty):

Pocet a-¢astic x ' 0 1 9) 3 4 5 6 7

Cetnost n; 57 | 203 | 383 | 525 | 532 | 408 | 273 | 139

Pocet a-Castic x; | 8 9 L0V NL T o SR SIS [ TS~

Cetnost n, GRS 07! SO M G = R 1M D605

Po vypoctu dostaneme
3,872%

!
Xj.

i [2] [1]
+0,001 f6 ~1,936x,* +7,4962x " —9,6751 | +

2
X
e - {1—0,0118[ : —3,872xj[1]+7,4962]+

i, =2608

xj[4] [3] [2] [1]
+0,0179 % —0,6353x " +3,7481x ' —9,6751x " +9,3655 | =

3,872°

|
Xj.

— 2608 e {1,0695-0,12x,1 +0,0593x 1 - 0,0114x, " + 0,00075x 11}




Vypocet Cetnosti z tohoto vzorce je v nasledujici tabulce. Vykreslenim odhadnutych Cetnosti 7, a
puvodnich Cetnosti #; obdrzime dale uvedeny sloupcovy graf:

n, 1,0695-0,12x ! +0,0593x [*! - .
g o % n | —0,0114x " +0,00075x () k.
’ J > J
0 57 0 |0,020817 1,0695 0,0222 58,06
1 203 1 | 0,080602 0,9495 0,0765 199,59
2 383 2 | 0,156046 0,9481 0,1479 385,84
3 525 3 |0,201403 0,9969 0,2007 523,63
4 532 4 0,194958 1,0455 0,2038 531,58
5 408 5 | 0,150976 1,0615 0,1602 417,96
6 273 6 | 0,097430 1,0305 0,1004 261,84
7 139 7 | 0,053893 0,9561 0,0515 134,38
8 45 8 | 0,026084 0,8599 0,0224 58,49
9 27 9 |0,011222 0,7785 0,0087 22,78
10 10 10 | 0,004345 0,7785 0,0033 8,82
11 4 11 |0,001529 0,9265 0,0014 3,69
12 0 12 | 0,000494 1,3191 0,0006 1,69
13 1 13 |0,000147 2,0679 0,0003 0,79
14 1 14 | 4,07E-05 3,3025 0,0001 0,35
3 2608 — | 1,000000 1,0005 2609,54
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385

523

418

261

585 | 227

369

1,69

0,35

[ pozorované Cetnosti

57

383

525

408

273

45 27

Z tabulky 1 grafu je ziejma velmi dobré aproximace pivodniho neznamého rozdéleni.




3.3 JOHNSONOVY KRIVKY
Johnsonovy Ctytfparametrické odhady spojitych rozdéleni pravdépodobnosti vychazi z nelinearni

transformace normovaného normalniho rozdéleni s hustotou

f(x)= \/;—ﬂeXp(—xZ—zj-

V aplikacich se ukazuje, Ze ¢asto vystacime se tfemi jednoduchymi typy nelinearni transformace:

expx ,
= EX [TTe s =R e 1 [ i
l+expx

Tvarova rozmanitost rozdéleni se ve vSech tfech pripadech dociluje dvéma parametry tvaru k a m,
k nimzZ ptistupuji jeSté parametr polohy a a parametr meéftitka b.

x—k

m

fL(z)—\/Zl(nz_a)exp{—;{k+mln(zgaﬂz},

kde z>a,m>0,b>0,keR,aecR. Jde vlastné o tfiparametrické lognormalni rozdéleni

1. Transformaci z, = bexp( j + a dostaneme hustotu pravdépodobnosti

s prahovou hodnotou a, které se oznacuje jako Johnsonovo rozdéleni typu §, (L = lognormal).




e¥
exp
m
(o
1+exp
m

s hustotou pravdépodobnosti

I (Z)W’%(z—a)(z—m)“p{‘;{“mm(zfzfaﬂz}’

kde ze(a,a+b>,m>0,b>0,ke]R,ae]R.

2. Transformaci z, =b + a ziskame Johnsonovo rozdéleni typu S, (B = bounded)

x—k

3. Transformaci z,, = bsinh( j + a dostavame Johnsonovo rozdéleni typu S, (U =

m

unbounded) s hustotou pravdépodobnosti

fU(Z):\/’;lﬂ_ \/(Z_:)2+b2 exp —% k+mln[(zbaj+\/(zbaj2+1J ;

kde ze R, m>0,6>0,keR, aeR.

Uvedena rozdéleni jsou cCtyiparametrickd a jejich parametry obvykle urCujeme metodou

maximalni vérohodnosti.




3.4 Jadrové odhady

Jadrové odhady hustoty spojitého rozdéleni pravdépodobnosti vychazeji z tzv. jadrové funkce K,

coZ je nezaporna funkce na R vyhovujici podmince

f K (x) dx =1.
Jddrovy odhad s jadrem K hustoty pravdépodobnosti f(x) pozorované spojité nahodné veli¢iny

X je pak funkce

f’(x):izn:K(x;lx"j,

i=l1

kde parametr /4 je SiFka vyhlazovaciho okna (vyhlazovaci parametr) a x, je pozorovana hodnota

X, tj. prvek statistického souboru (x,,...,x, ), ktery netfidime.




NejcCastéji se uzivaji jadra:

e Epanechnikovo jidro K (x)=

o Trojiihelnikové jadro K (x)=

e Gaussovo jidro K(x)= 1

o Jadro s dvojnasobnou vahou

o Obdélnikové jadro

4

2z

K(x):

0 jinde
e ‘x‘ pro ‘x‘ =
0 jinde
x2
exp(—;j pro x € (—oo,0)
15 2
K (x) = E(l—xz) pro x| <1
0 jinde
% pro ‘x‘ <1
0 jinde




Zéakladni problémy aplikace jadrovych odhadi:

volba jadra a §itka vyhlazovaciho okna,

respektovani pozadavki spojitosti, pip. hladkosti ziskané hustoty pravdépodobnosti,
vyjadieni odpovidajici distribuc¢ni funkce,

snadnost vypoctu kvantili,

pokryti celého rozsahu hodnot nahodné veli¢iny X (jadrové odhady maji nékdy charakter Sumu

na koncich rozdéleni).




Priklad

Data v tabulce vyjadiuji délky erupci x, (v minutach), i=1,...,107, gejziru Old Faithful
v Yellowstonském narodnim parku (USA):
4,37 | 3,87 (4,00 |4,03|3,50|4,082,25(4,70|1,73 4,93 |1,73 4,62 |3,43|4,25

1,68 13,92 |3,68|3,10|4,03|1,77|4,08|1,75|3,20| 1,85 (4,62 |1,97 4,50 | 3,92
4,35 (2,33 {3,83 | 1,88 4,60 1,80|4,73 |1,77|4,57|1,85]|3,52|4,00|3,70 | 3,72
4,25 3,58 (3,80 | 3,77 (3,75 2,50 | 4,50 | 4,10 | 3,70 | 3,80 | 3,43 | 4,00 | 2,27 | 4,40
4,05 4,25(3,33 2,00 |4,332,93|4,58|1,90|3,58 3,73 |3,73| 1,82 |4,63]|3,50
4,00 | 3,67 | 1,67 | 4,60 | 1,67 | 4,00 | 1,80 | 4,42 | 1,90 | 4,63 | 2,93 | 3,50 | 1,97 | 4,28
1,83 14,13 | 1,83 | 4,65 | 4,20 | 3,93 | 4,33 | 1,83 | 4,53 2,03 4,18|4,43 4,07 |4,13
3,95 14,102,772 4,58 | 1,90 | 4,50 | 1,95 | 4,83 | 4,12

Pro ndhodnou veli¢inu X s neznamym rozdélenim pravdépodobnosti je typickd bimodalita. Pro
modelovani jeji hustoty pravdépodobnosti by bylo mozno uvazovat smés dvou rozdé€leni, avSak
bylo by nutno expertné¢ odhadnout jejich tvar.

Na nasledujicich obrazcich jsou znazornény jadrové odhady hustoty pro uvedena data
pomoci Gaussova jadra potizené demoverzi programu QCExpert pouze z prvnich deseti hodnot
délky erupci x, gejziru Old Faithful z vySe uvedené tabulky pro ruzné Sitky jadra 4 (hustota
normalniho rozdé€leni je pro porovnani riiznych métitek). Za optimalni lze vzit Sitku okna / lze
vzit hodnotu od 0,4 do 0,6.
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3.5 Odhady diskrétnich rozdeleni pomoci kvazinorem

Necht funkce f(u) je konvexni na (0,), striktné¢ konvexni v u=1 a f(1)=0.

f—divergenci rozdéleni pravdépodobnosti p, q na diskrétnim pravdépodob-
nostnim prostoru (Q,Z,Pj rozumime funkcional

D, (P,q)=;q(x)f[P(X)j

q(x) )-
Necht p=(p,...p ) a po:{r}qv"'»;}qJ pro m>1 jsou diskrétni rozdéleni

z pravdépodobnostniho prostoru (Q,Z,Pj, a D, je f-divergence definovana na
daném prostoru. Kvazinormou rozd€leni pravdépodobnosti p=(p,...,p ) na

(Q,Z,P) rozumime f—divergenci D, (p,po). Plati:

1 &
° Df(papo):ZZ_;f(mpj)a

e D, (p,P,) je nezaporna symetricka funkce proménnych p ol 0




Volime:

a) Hellingerovu vzdalenost D, ,(p,q), z niz ziskame tzv. Hellingerovu kvazinormu

D(p,po)=i[\/7 \F] —2—— Jp;

b) [I-divergenci /(p.q), z niz ziskame tzv. Shannonovu kvazinormu

m m

S(p, p,) :Z(pj Inp, ——ln(—n :ij Inp, +Inm
=l =

c) y2-divergenci y2(p,q), z niz ziskame tzv. Pearsonovu kvazinormu

ppo 22

j=1 P b




Pozorovanim nahodné veli¢iny X, jejiz rozd€leni pravdépodobnosti p=(p,,...,p, )
chceme odhadnout, ziskdme statisticky soubor (xl,. . .,xn)

(o)

J; ... absolutni Cetnost pozorované hodnoty x”

n ... pocet pozorovani

Rozdéleni pravdépodobnosti p ma tzv. minimadlni kvazinormu za K pocatecnich
momentovych podminek, jestlize pfiisluSna kvazinorma nabyva minimalni
hodnoty pro
m f] -
M, =2 ~x; k=0,...,K

j=1 1 i




Jestlize K<m—1, pak obdrzime pro minimalni

1

K
m{ D ﬂ,kxj.k
=0

a) Hellingerovu kvazinormu p, =

2 b

K

—1-> A x|,
&

b) Shannonovu kvazinormu p, =exp

1
K A~
lexk]

=0 o L

c) Pearsonovu kvazinormu P;=

Jj=L...m, kde 4, k=0,...,K, jsou Lagrangeovy multiplikatory pro Lagrangeovu
funkci

K m
A(p, )= D, (p.py) + Zﬁk (ijxj'k o Mkj
k=0 P

A= s )

5




Priklad
Sledovanim diskrétni nahodné veli¢iny X jsme ziskali statisticky soubor o rozsahu

n = 60, ktery je bimodalni:

X 1 2 3 4 5 6 7

V. 5 12 7 5 9 14 8

Vysledky za postupného piidavani momentovych podminek pro vSechny
kvazinormy jsou ilustrovany tabulkou a obrazky.

Vzdalenost M, M,, M, M M, M, MM, M, M, | My,M,M,,M,, M,
D(p,pO) 0 0,0039139 0,0040676 0,0041245 0,0318283
S(p.p,) 0 0,0078253 | 0,0080530 0,0081838 0,0647159
P(P,PO) 0 0,0156410 0,0168758 0,0169991 0,1250675
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Odhad pomoci Shannonovy kvazinormy
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Odhad pomoci Pearsonovy kvazinormy
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