Zadani semestralni prace, DU 9

Reste konvektivné-difuzni dlohu (2D Burgersova rovnice s viskozitou)

w + uuy +uuy, =eAu pro (z,y) € Q,

u(acyo):u(xy):{Ql pro (z,y) € Q1
» Yy 0\ QQ pro (Sﬂ',y) c 927
% =0 na hranici 02 .

on

Pritom = (a,b) X (c,d) je obdélnfkovd oblast, ktera se sklid4 ze dvou podoblasti 2 a
Qq, tj. Q = Qy Uy, Zvolte napiiklad

Q:<_171>X<_171>7 le{(l’,y)|ﬂf2+y2<0,4}7 Q1:107 Q2:1

Koeficient € > 0 reprezentuje viskozni uéinky. Ulohu feste na ¢asovém intervalu 0,7T).
Prostorovou diskretizaci provedte na pravidelné obdélnikové siti. Zvolte N, > 1, N, > 1,
polozte Az = (b— a)/N,, Ay = (d — ¢)/Ny, oznacte v; = a+ (i — 3)Az, i =1,2,..., N,
yi=c+ (j — %)Ay, j=1,2,...,N,. Oblast Q je sjednocenim obdélnikovych kone¢nych
objemu (bunék)

O = <37i71/2, 371;+1/2> X <yj—1/2, yj+1/2> ) i=1,2,..., Ny, j=12,...,N,,

kde z;_1/2 = x; — %AI, Tip1/2 = Ti + %A% Yj—1/2 = Yj — %Ayv Yj+1/2 = Y; + %Ay. Na
intervalu (0,7 zvolte déleni

0:t0<t1<"'<tk<tk+1<"~<tQ_1<tQ:T

a oznacme 7, = tp — tp_1 délku casového kroku. Ma se spocitat piiblizné teseni Ui’;
v buitkéch €2;; pro ¢asy ti. Pro prezentaci vysledkt pouzijte rovnomérné délent t?“t = jAt,
j=0,1,..., M, kde At = T /M. Vypocet organizujte tak, aby mnozina vypocetnich ¢asu
{t,}2_, obsahovala mnozinu cast {to 3L,

Pocatecni hodnoty tfeSeni pocitejte jako aproximace

1
Qij

Vlastni vypocet provedte ve dvou krocich. Nejdiive feste jen konvektivni tilohu
Uy + Uty + uty, =0
metodou konecnych objemu, tj. spoctéte
Tk

U = Uz‘l; N A_x(HiH/ZJ — Hivya5) =

Tk

A—y(Hi,m/z — Hij-1/2).

Zde Hii125, H; j+1/2 jsou numerické toky,

7.]7



Hii105 = H(UZ;, UZ'fHJ) z bunky €;; do buiky Q41 , tj. ve sméru osy z,
H; 1/9;:= H(UE 1j> ) z bunky ,_1 ; do bunky €2;;, tj. ve sméru osy z,
H; ;10 = H(U i Z]H) z bunky ;; do bunky €2; ;41, tJ ve Sméru osy v,
Hij 12 := H(UF;_,,U}) z buiiky €; ;1 do buniky Q;; , tj. ve sméru osy y.

Pouzijte néasledujici numerické toky:

Godunov : Heg(u,v) = f(q), kde g uréime takto:

if w > v then if u+v > 0 then ¢ := u else q:=v
else if u > 0 then ¢ :=u
else if v < 0 then ¢ := v else ¢ := 0;

Lag-Friedrich - Hyp(u,v) = %( Flw) + (@) + 5y (u =)
Laz- Wendroff : Hpw(u,v) = f (%(u +0) + QA—;(f (u) = f (v)))
Van-Leer Hyy(u,v) = % (f(u) +f) - ‘P (“ . “) ‘ (v— u))

Vijayasundaram : Hy (u,v) = pt (u ‘; U) ut p- (u + v) ”

Steger-Warming : Hsw(u,v) = 15+(U)U + ﬁ_(v)v

Pritom H (u,v) je aproximace jednorozmérného toku f(w) z bunky, v niz je w = u, do
sousedni buniky, v niz je w = v, pro nasi tlohu je f(w) = %w2. Za h volime Az nebo Ay
podle toho, zda jde o tok ve sméru osy x nebo y. V Laxové-Friedrichové toku je d dimenze,
tedy v nasem pifpadé d = 2. Déle P(w) = f'(w) = w. Protoze tok f(w) = jw? nenf
homogenni funkce Fadu 1 (tj. neplati f(aw) = af(w), kde « je ¢islo), Vijayasundaramuv
tok ani tok Stegera-Warminga nelze pifmo pouzit. Muzeme vSak pouzit modifikace téchto
metod, pro které bereme P(w) = %w = 3 f'(w). Vyznam hornich indexia *~ je tento:
a™ = max(a,0), = = min(a,0). Laxova-Wendrofova metoda je tddu 2, zbyvajici metody
jsou jen tadu 1.
Laxovo-Friedrichsovo schéma se obvykle zapisuje v nekonzervativnim tvaru

U:; - (Uzk 1,5 + U’Llj—l_] + U 3,j—1 + Ui]fj-‘rl)_

Tk Tk

~ g Uk y) = FUEL) = & (FU ) = F(U)-

U bunék sousedicich s hranici 09 vyuzijte Neumannovu okrajovou podminku. To
lze provést uzitim fiktivnich bunék, pomoci kterych obklopime oblast €2 a v nichz jsou
hodnoty symetrické podle okraje. Tedy ve fiktivnich bunkach QOJ polozime U(’f] = Ulk],
j=1,2,...,N,, v buiikdch Q; polozime U}y = Uk, i=1,2,..., N,, na zbyvajicich dvou

stranéch postupujeme podobné.



V druhém kroku feste parabolicky problém
u = eAu

diferen¢ni metodou, tj. spoctéte

kE+1 * Tk * * *
Ui =U;+ 5@(%—14 —2U5+ Ul ) +e

Tk

W(U‘* —2U5+ Ul j4)-

i,j—1
U bunék sousedicich s hranici 0€2 vyuzijte opét Neumannovu okrajovou podminku. I ten-
tokrat pouzijte fiktivni buiiky, do nich vsak ted vlozte hodnoty spoc¢tené v konvektivnim
kroku. Tedy napriklad Ug; = Uy, j = 1,2,...,N,, Uy = Uj, © = 1,2,..., N;, podobné
na zbyvajicich dvou stranach.

Reseni vykreslete pro nékolik reprezentativnich cast. Vypocet provedte pro riizné
hodnoty viskozity . Pii vypoctu je tieba zajistit splnéni podminek stability: pro e = 0
jde pouze o CFL podminku

< Cerr <

N | —

Tk
max |UF | =

ax U2
kde h = max(Ax, Ay), pro € > 0 je tfeba pridat podminku stability pro feseni parabolické
ulohy explicitni Eulerovou metodou, tj. podminku

Tk <1
E— —.
h? — 4

Tato podminka se pro velmi malou viskozitu prakticky neuplatni, pro vétsi € vSak prevazi
a ¢asovy krok 7, vyrazné omezi. To by nds nemélo prekvapit, vidyt pravé proto se ex-
plicitni Eulerova metoda pro feseni parabolickych 1loh témeéi nepouziva.

Pro nulovou nebo velmi malou viskozitu vykazuje Lax-Wendroffovo schéma nezadouci
zvlnéni v okoli razové viny. To je typickd vlastnost schémat vyssich radu. ZvInéni lze
zhladit zvétSsenim hodnoty viskozniho koeficientu e. Totéz plati také pro modifikovany
Vijayasundaramuv tok, pomuze opét zvétseni viskozity, protoze vsak jde o metodu fadu 1,
Vijayasundaramuv tok nelze pro feseni Burgersovy rovnice doporucit.



