
Zadáńı semestrálńı práce, DU 9a

Řešte konvekčně-difúzńı úlohu (1D Burgersova rovnice s viskozitou)

ut + uux = εuxx pro x ∈ (0, `), t ∈ (0, T ) ,

u(x, 0) = u0(x) pro x ∈ (0, `) ,

ux(x, t) = 0 pro x = 0, x = `, t ∈ (0, T ) .

Koeficient ε ≥ 0 reprezentuje viskozńı účinky. Zvolte rovnoměrně děleńı intervalu 〈0, `〉,
tj. pro N > 1 položte h = `/N a označte xi = (i − 1

2
)h, i = 1, 2, . . . , N . Úsečka 〈0, `〉 je

sjednoceńım N buněk

Bi ≡ 〈xi−1/2, xi+1/2〉 , i = 1, 2, . . . , N ,

kde xi−1/2 = xi − 1
2
h, xi+1/2 = xi + 1

2
h. Na intervalu 〈0, T 〉 zvolte děleńı

0 = t0 < t1 < · · · < tk < tk+1 < · · · < tQ−1 < tQ = T

a označme τk = tk − tk−1 délku časového kroku. Má se spoč́ıtat přibližné řešeńı Uk
i

v buňkách Bi pro časy tk. Pro prezentaci výsledk̊u použijte rovnoměrné děleńı tout
j = j∆t,

j = 0, 1, . . . ,M , kde ∆t = T/M . Výpočet organizujte tak, aby množina výpočetńıch čas̊u
{tk}Q

k=0 obsahovala množinu čas̊u {tout
j }M

j=0.
Počátečńı hodnoty řešeńı poč́ıtejte jako aproximace

U0
i ≈

1

h

∫

Bi

u0(x) dx ≈ u0(xi) .

Vlastńı výpočet proved’te ve dvou kroćıch. Nejdř́ıve řešte jen konvekčńı úlohu

ut + uux = 0

metodou konečných objemů, tj. spočtěte

U∗
i = Uk

i −
τk

h
(Hi+1/2 −Hi−1/2) .

Zde Hi+1/2, Hi−1/2 jsou numerické toky,

Hi+1/2 := H(Uk
i , Uk

i+1) z buňky Bi do buňky Bi+1 ,

Hi−1/2 := H(Uk
i−1, U

k
i ) z buňky Bi−1 do buňky Bi .

Použijte následuj́ıćı numerické toky:

Godunov : HG(u, v) = f(q) , kde q urč́ıme takto:

if u > v then if u + v > 0 then q := u else q:=v

else if u ≥ 0 then q := u

else if v ≤ 0 then q := v else q := 0;
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Lax-Friedrich : HLF (u, v) =
1

2
(f(u) + f(v)) +

h

2τ
(u− v)

Lax-Wendroff : HLW (u, v) = f

(
1

2
(u + v) +

τ

2h
(f(u)− f(v))

)

Van-Leer : HV L(u, v) =
1

2

(
f(u) + f(v)−

∣∣∣∣P
(

u + v

2

)∣∣∣∣ (v − u)

)

Roe : HR(u, v) = P̃+

(
u + v

2

)
u + P̃−

(
u + v

2

)
v

Engquist-Osher : HEO(u, v) = P̃+(u)u + P̃−(v)v

Přitom H(u, v) je aproximace toku f(w) z buňky, v ńıž je w = u, do sousedńı pravé
buňky, v ńıž je w = v, pro naši úlohu je f(w) = 1

2
w2. Dále P (w) = f ′(w) = w. Protože

tok f(w) = 1
2
w2 neńı homogenńı funkce řádu 1 (tj. neplat́ı f(αw) = αf(w), kde α je

č́ıslo), Vijayasundaramův tok ani tok Stegera-Warminga nelze př́ımo použ́ıt. Můžeme

však použ́ıt modifikace těchto metod, pro které bereme P̃ (w) = 1
2
w = 1

2
f ′(w). Význam

horńıch index̊u +,− je tento: a+ = max(a, 0), a− = min(a, 0). Laxova-Wendrofova metoda
je řádu 2, zbývaj́ıćı metody jsou jen řádu 1.

Poznamenejme, že modifikovaný Vijayasundaramův tok je totožný s tokem Roeovým
(Roe’s flux), který je zase totožný s tokem Murmana-Colea (Murman-Cole’s flux) a modi-
fikovaný tok Stegera-Warminga je totožný s tokem Engquista-Oshera (Engquist-Osher’s
flux), viz [1].

Laxovo-Friedrichsovo schéma se obvykle zapisuje v nekonzervativńım tvaru

U∗
i =

1

2
(Uk

i−1 + Uk
i+1 −

τk

h
(f(Uk

i+1)− f(Uk
i−1)) .

U buněk B1 a BN využijte Neumannovu okrajovou podmı́nku. To lze provést užit́ım
fiktivńıch buněk B0 resp. BN+1, v nichž předeṕı̌seme hodnoty symetrické podle okraje
x = 0 resp. x = `. Ve fiktivńıch buňkách tedy polož́ıme Uk

0 = Uk
1 , Uk

N+1 = Uk
N .

V druhém kroku řešte parabolický problém

ut = εuxx

diferenčńı metodou, tj. spočtěte

Uk+1
i = rU∗

i−1 + (1− 2r)U∗
i + rU∗

i+1 , i = 1, 2, . . . , N, kde r = ε
τk

h2
.

U buněk soused́ıćıch s hranićı ∂Ω využijte opět Neumannovu okrajovou podmı́nku. I ten-
tokrát použijte fiktivńı buňky, do nich však ted’ vložte hodnoty spočtené v konvekčńım
kroku. Tedy U∗

0 = U∗
1 , U∗

N+1 = U∗
N .

Řešeńı vykreslete pro několik reprezentativńıch čas̊u. Výpočet proved’te pro r̊uzné
hodnoty viskozity ε. Při výpočtu je třeba zajistit splněńı podmı́nek stability: pro ε = 0
jde pouze o CFL podmı́nku

max
i
|Uk

i |
τk

h
≤ 1 , (CFL)
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pro ε > 0 je třeba přidat podmı́nku stability pro řešeńı parabolické úlohy explicitńı Eule-
rovou metodou, tj. podmı́nku

ε
τk

h2
≤ 1

2
. (DIFF)

Tato podmı́nka se pro velmi malou viskozitu prakticky neuplatńı, pro větš́ı ε však převáž́ı
a časový krok τk výrazně omeźı. To by nás nemělo překvapit, vždyt’ právě proto se ex-
plicitńı Eulerova metoda pro řešeńı parabolických úloh téměř nepouž́ıvá.

Při řešeńı parabolického problému lze použ́ıt také implicitńı Eulerovu metodu. V tom
př́ıpadě Uk+1

i dostaneme jako řešeńı soustavy rovnic

−rUk+1
i−1 + (1 + 2r)Uk+1

i − rUk+1
i+1 = U∗

i , i = 1, 2, . . . , N.

Rovnici pro i = 1 uprav́ıme užit́ım podmı́nky Uk+1
0 = Uk+1

1 a podobně v rovnici pro i = N
použijeme Uk+1

N+1 = Uk+1
N . Výsledná soustava rovnic se symetrickou tř́ıdiagonálńı matićı

soustavy se vyřeš́ı snadno. Délku kroku ř́ıd́ıme jen podmı́nkou (CFL), podmı́nka (DIFF)
se neuplatńı, takže pro větš́ı ε je výpočet výrazně rychleǰśı.

Pro nulovou nebo velmi malou viskozitu vykazuje Lax-Wendroffovo schéma nežádoućı
zvlněńı v okoĺı rázové vlny. To je typická vlastnost schémat vyšš́ıch řád̊u. Zvlněńı lze
zhladit zvětšeńım hodnoty viskozńıho koeficientu ε. Totéž plat́ı pro Roe̊uv tok, pomůže
opět zvětšeńı viskozity nebo také zmenšeńı časového kroku.
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