Zadani semestralni prace, DU 9a

Reste konvekéné-difizn{ dlohu (1D Burgersova rovnice s viskozitou)

Up + Uy = EUgy pro xz € (0,¢), t € (0,7),

u(z,0) = ug(x) pro z € (0,¢),

uz(x,t) =0 prox=0, x=/{ te(0,T).
Koeficient £ > 0 reprezentuje viskozn{ u¢inky. Zvolte rovnomérné délen{ intervalu (0, 0y,
tj. pro N > 1 polozte h = (/N a oznacte x; = (i — 2)h, i = 1,2,..., N. Usecka (0, /) je

2
sjednocenim N bunék

BiE<Ii_1/2,l’i+1/2>, i:1,2,...,N,
kde z;_1/9 = x; — %h, Tiy1)2 = T; + %h. Na intervalu (0,7") zvolte déleni
O=to<ti < - <t <l < - <tga<tog=T

a oznatme 7, = tp — tp_1 délku casového kroku. Ma se spocitat piiblizné feseni UF
v bunkach B; pro ¢asy t;. Pro prezentaci vysledku pouzijte rovnomérné déleni t;?“t = jAt,
j=0,1,..., M, kde At = T /M. Vypocet organizujte tak, aby mnozina vypocetnich ¢asu
{t,}2_, obsahovala mnozinu cast {t7 3L,

Pocatecni hodnoty feSeni pocitejte jako aproximace

1
Uy ﬁ/ up(z) do = ug(z;) .
B;

Q

Vlastni vypocet provedte ve dvou krocich. Nejdifve feste jen konvekéni tilohu
up + uu, =0

metodou konecnych objemu, tj. spoctéte

§ Ti
U' = Uf - f(HiJrl/Z - Hifl/Q) :

Zde H;i /2, H;_1 /5 jsou numerické toky,
Hi+1/2 = H(Uzk, Ui]:-l) Z bUflky BZ do bUflky Bi+1 s
Hi71/2 . H(Ulk_l, Uzk) Z bUﬁky Bi—l do bU.flky Bz .
Pouzijte nésledujici numerické toky:
Godunov:  Hg(u,v) = f(q), kde ¢ uréime takto:

if u > v then if u + v > 0 then ¢ := u else q:=v
else if u > 0 then ¢ :=u
else if v < 0 then g := v else ¢ := 0;



h
Laz-Friedrich : Hpp(u,v) = %(f(u) + f(v)) + —T(u —)

2
Laz-Wendroff:  Huw(u,v) = f (%(u )+ o (f ) - f@)))
Van-Leer Hyy(u,v) = % (f(u) f) - ‘P <“ - ”) ' (v— u)>
Roe : Hp(u,v) = P* “;”)u+ﬁ— (“;”’)u

Engquist-Osher:  Hgo(u,v) = P (uw)u+ P~ (v)v

Pritom H(u,v) je aproximace toku f(w) z buinky, v niz je w = u, do sousedni pravé

buiiky, v niZ je w = v, pro nadi tlohu je f(w) = sw?. Déle P(w) = f'(w) = w. Protoze

tok f(w) = w? nenf homogenn{ funkce fadu 1 (tj. neplati f(ow) = af(w), kde a je

¢islo), Vijayasundaramuv tok ani tok Stegera-Warminga nelze piimo pouzit. Muzeme
1

viak pouzit modifikace téchto metod, pro které bereme P(w) = tw = 1f'(w). Vyznam
hornich indexu '~ je tento: ¢ = max(a,0), a~ = min(a, 0). Laxova-Wendrofova metoda
je radu 2, zbyvajici metody jsou jen radu 1.

Poznamenejme, ze modifikovany Vijayasundaramuv tok je totozny s tokem Roeovym
(Roe’s flux), ktery je zase totozny s tokem Murmana-Colea (Murman-Cole’s flux) a modi-
fikovany tok Stegera-Warminga je totozny s tokem Engquista-Oshera (Engquist-Osher’s
flux), viz [1].

Laxovo-Friedrichsovo schéma se obvykle zapisuje v nekonzervativnim tvaru

P k Tk k k
Ui :§<Ui—1 + Ui — E(f(Ui—o—l) — J(UZ)-

U bunék B; a By vyuzijte Neumannovu okrajovou podminku. To lze provést uzitim
fiktivnich bunék By resp. Byy1, v nichz predepiSeme hodnoty symetrické podle okraje
z = 0 resp. x = (. Ve fiktivnich buiikdch tedy polozime U = UF, UX ., = U}.

V druhém kroku teste parabolicky problém

Ut = EUgy

diferen¢ni metodou, tj. spoctéte

UM = rUr , + (1= 20U +0U7,,  i=1,2,...,N, kde r= g%.
U bunék sousedicich s hranici 02 vyuzijte opét Neumannovu okrajovou podminku. I ten-
tokrat pouzijte fiktivni buiiky, do nich vsak ted vlozte hodnoty spoétené v konvekénim
kroku. Tedy Uj = Uy, Uy, = Uy.
Resen{ vykreslete pro nékolik reprezentativnich ¢ast. Vypocet provedte pro rizné
hodnoty viskozity €. Pii vypoctu je tieba zajistit splnéni podminek stability: pro ¢ = 0
jde pouze o CFL podminku

max |UF| 75 < 1, (CFL)



pro € > 0 je tfeba pridat podminku stability pro feseni parabolické tlohy explicitni Eule-
rovou metodou, tj. podminku

Tk 1

SO (DIFF)

Tato podminka se pro velmi malou viskozitu prakticky neuplatni, pro vétsi e vSak prevazi
a ¢asovy krok 7, vyrazné omezi. To by nds nemélo prekvapit, vidyt pravé proto se ex-
plicitni Eulerova metoda pro feseni parabolickych 1loh témeér nepouziva.

Pti feSeni parabolického problému lze pouzit také implicitni Eulerovu metodu. V tom
pripadé Uf“ dostaneme jako feSeni soustavy rovnic

k+1 k41 k41 _ e .
—rU + (A +2n) U — UL =U;, i=1,2,...,N.

Rovnici pro i = 1 upravime uzitim podminky Uy ™ = U™ a podobné v rovnici pro i = N

pouzijeme Uyt = Unt'. Vyslednd soustava rovnic se symetrickou tiidiagonaln{ maticf

soustavy se vyfesi snadno. Délku kroku fidime jen podminkou (CFL), podminka (DIFF)
se neuplatni, takze pro vétsi € je vypocet vyrazné rychlejsi.

Pro nulovou nebo velmi malou viskozitu vykazuje Lax-Wendroffovo schéma nezadouci
zvlnéni v okoli razové viny. To je typicka vlastnost schémat vyssich tadu. Zvinéni lze
zhladit zvétsenim hodnoty viskozniho koeficientu . Totéz plati pro Roeuv tok, pomuze
opét zvétseni viskozity nebo také zmenseni casového kroku.
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