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Předmluva
Tento učebńı text je určen pro studijńı obor Matematické inženýrstv́ı. V zimńım se-

mestru druhého ročńıku se v předmětu Matematická analýza 3 prob́ıraj́ı obyčejné di-
ferenciálńı rovnice. V zimńım semestru třet́ıho ročńıku je zařazen předmět Parciálńı
diferenciálńı rovnice. Protože látka navazuje na obyčejné diferenciálńı rovnice, začátek
semestru je věnován stručnému opakováńı obyčejných diferenciálńıch rovnic a doplněńı
daľśımi vybranými zaj́ımavými partiemi z obyčejných diferenciálńıch rovnic.

Tento text obsahuje potřebnou látku z obyčejných diferenciálńıch rovnic. Jako daľśı
literaturu lze doporučit učebnici [1] a přehledy [8] a [9].
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5. Okrajové úlohy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .51
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Úvod
Připomeňme základńı pojmy. Rovnost je výrok, má smysl o něm uvažovat, zda je

pravdivý nebo nepravdivý. Např́ıklad 1 + 2 = 3 je pravdivý a 2 + 3 = 6 nepravdivý
výrok s konkrétńımi č́ısly (konstantami). Jsou to individuálńı výroky. V matematice často
individuálńı výroky spojujeme do hromadného t́ım, že konstanty nahrad́ıme proměnnými
(např. a, x, . . . ) a urč́ıme množinu, ze které za tyto proměnné dosazujeme. Hromadný
výrok, který spojuje konjunkćı individuálńı výroky stejného typu, obsahuje tzv. výrokovou
formu s proměnnými a obecný kvantifikátor

”
pro každé“ (symbol ∀) s množinou, ze které

hodnoty proměnné vyb́ıráme. Např́ıklad výrok
”
∀x ∈ ⟨0,∞) plat́ı

√
x2 = x“ je pravdivý,

v tomto př́ıpadě M je množina nezáporných č́ısel.
Naproti tomu rovnice, např́ıklad x2−3x+2 = 0, neńı výrokem, nemá smysl uvažovat,

zda je pravdivá nebo neńı. Rovnice se opět skládá z výrokové formy s proměnnou, kterou
nazýváme neznámou, a z množiny M , ze které vyb́ıráme hodnoty proměnné.

Rovnice v tomto smyslu je:

Úloha naj́ıt tzv. řešeńı (obor pravdivosti), tj. všechny hodnoty proměnné z M ,
pro které se výroková forma stává pravdivým výrokem.

V uvedené rovnici je řešeńım množina {1, 2}. Při řešeńı obvykle postupujeme tzv.
ekvivalentńımi úpravami, při kterých se množina řešeńı neměńı, až do tvaru, ze kterého lze
řešeńı zjistit. V našem př́ıpadě rovnici x2−3x+2 = 0 uprav́ıme na tvar (x−1)(x−2) = 0,
odkud plyne x = 1 nebo x = 2.

Rovnice rozlǐsujeme podle množiny M pro neznámé a typu výrokové formy – vlastńı
rovnice. Např́ıklad pro M množinu reálných č́ısel R rozlǐsujeme rovnice lineárńı, kvadra-
tické, kubické,. . . , iracionálńı s odmocninami, exponenciálńı, logaritmické, goniometrické,
atd. Neznámá v př́ıpadě soustavy lineárńıch (i nelineárńıch) rovnic má tvar vektoru (dvo-
jice, trojice, n-tice č́ısel).

V př́ıpadě obyčejné diferenciálńı rovnice je (v obvyklém označeńı) neznámou funkce
y(x) jedné reálné proměnné x na nějakém intervalu I = (a, b) reálných č́ısel R. Výroková
forma přitom obsahuje derivaci neznámé. Řád nejvyšš́ı derivace, která se v rovnici vysky-
tuje, nazýváme řád rovnice. Např́ıklad

y′ − 2xy = x2 , y′′ − 3y′ + 2y = ex , y′′′ + y′ = 0

jsou rovnice prvńıho, druhého a třet́ıho řádu.
Obecně lze obyčejnou diferenciálńı rovnici n-tého řádu zapsat ve tvaru

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0

kde F (x, y0, y1, y2, . . . , yn) je funkce n+2 proměnných a y(n) je n-tá derivace funkce y(x).
Připomeňme ještě, že v př́ıpadě ODR se do funkce F (x, y0, y1, y2, . . . , yn) dosazuj́ı

hodnoty neznámé a jej́ıch derivaćı se stejnou hodnotou nezávisle proměnné x. V opačném
př́ıpadě mluv́ıme o ODR se zpožděńım nebo obecně s odkloněným argumentem, např́ıklad
y′(x) = f(x, y(x− τ(x)), kde τ(x) je daná funkce.
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1. Rovnice prvńıho řádu (ODR1)

Každou obyčejnou diferenciálńı rovnici prvńıho řádu lze zapsat ve tvaru

F (x, y, y′) = 0 . (1.1)

Definice 1.1 Řekneme, že funkce y(x) je řešeńım rovnice (1.1) na intervalu I, jestliže:

(a) funkce y(x) je spojitá a má spojitou prvńı derivaci y′(x) na celém I,

(b) pro každé x ∈ I je hodnota funkce F (x, y(x), y′(x)) definována a

(c) pro každé x ∈ I plat́ı rovnost F (x, y(x), y′(x)) = 0.

Poznámky 1.2

(a) Stručně řečeno neznámá y(x) muśı mı́t všechny derivace, které se v rovnici vysky-
tuj́ı, funkce F muśı být pro tyto hodnoty definována a konečně po dosazeńı hod-
not do rovnice nastane rovnost. V krajńım bodě intervalu (pokud intervalu nálež́ı)
vyžadujeme jednostrannou spojitost i konečnou jednostrannou limitu derivace y′(x).

(b) Protože platnost podmı́nky (c) vyžaduje platnost předchoźıch dvou podmı́nek, často
se požadavky (a) a (b) vynechávaj́ı.

(c) Řešeńı ODR se ř́ıká také integrál dané rovnice.

(d) Pozor, řešeńı rovnice je určeno nejen předpisem y(x), ale také intervalem I. Řešeńı
považujeme za r̊uzná, i když jsou určena stejným předpisem y(x), ale jsou definována
na r̊uzných intervalech.

(e) V některých př́ıpadech se řešeńı zapisuje v implicitńım tvaru g(x, y) = 0. Protože
implicitńı vyjádřeńı nemuśı být jednoznačné, vedle intervalu je nutno doplnit jednu
hodnotu y(x0) = y0. Při ”

zkoušce“ derivaci y′(x) vyjádř́ıme pomoćı Věty o implicitńı
funkci: pokud g′y(x, y) ̸= 0 potom y′(x) = −g′x(x, y)/g′y(x, y) .

Základńı tvar rovnice a počátečńı úloha

Z obecného tvaru (1.1) nelze př́ımo zjistit, zda řešeńı rovnice existuje, proto se často
rovnice zapisuje v základńım tvaru (nejsou t́ım však zahrnuty všechny ODR1), ve kterém
je rovnice

”
rozřešena“ vzhledem k derivaci y′:

y′(x) = f(x, y(x)) , nebo zkráceně y′ = f(x, y) . (1.2)

Protože samotná rovnice má obvykle nekonečně mnoho řešeńı, rovnici doplňujeme tzv.
počátečńı podmı́nkou, která určuje hodnotu y0 řešeńı y(x) v jednom bodě x0 intervalu I.
Rovnici s podmı́nkou nazýváme počátečńı úloha, často také podle angličtiny počátečńı
problém:

y′(x) = f(x, y(x)) , ∀x ∈ I ,
y(x0) = y0 .

(1.3)

Řešeńım počátečńı úlohy na intervalu I je tedy spojitá a spojitě diferencovatelná funkce
na intervalu I, která splňuje rovnici ve všech bodech x ∈ I a podmı́nku y(x0) = y0.
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Poznámka 1.3 Obyčejnou diferenciálńı rovnice prvńıho řádu lze také zapsat ve tvaru di-
ferenciálu p(x, y) dx+q(x, y) dy = 0. Skutečně, vyděleńım obou stran výrazem q(x, y) dx,
přičemž zlomek dy/ dx nahrad́ıme y′ dostaneme základńı tvar

y′(x) = f(x, y) , kde f(x, y) = −p(x, y)
q(x, y)

.

V tomto tvaru lze však rovnici zapsat mnoha zp̊usoby, stač́ı obě funkce p(x, y), q(x, y)
vynásobit libovolnou nenulovou funkćı. Zápis se využ́ıvá v př́ıpadě tzv. exaktńı rovnice.

Daľśı pojmy

(a) Řešeńı rovnice y′ = f(x, y) lze geomet-
ricky znázornit pomoćı tzv. směrového
pole. V bodech (x, y) definičńıho
oboru funkce f(x, y) vykresĺıme

”
malý“

násobek vektoru (1, f(x, y)) zvaný
směrový element. Je to tečný vektor
ke grafu řešeńı v tomto bodě. Tyto vek-
tory tvoř́ı směrové pole rovnice. Obr. 1: Směrové pole rovnice y′ = 1 + x+ y.

(b) Množinu řešeńı rovnice lze chápat jako jednoparametrický systém křivek, paramet-
rem může být třeba hodnota řešeńı v bodě x0.

(c) Partikulárńım řešeńım rozumı́me obvykle jedno konkrétńı řešeńı rovnice.

(d) Obecné řešeńı rovnice je výraz s konstantou (parametrem) c z dané množiny
parametr̊u, který pro r̊uzná c dává obvykle všechna řešeńı dané rovnice.

(e) Pokud pro řešeńı y1(x) na intervalu I1 a řešeńı y2(x) na I2 plat́ı I1 ⊂ I2, (I1 ̸= I2),
přičemž y1(x) = y2(x) pro všechna x ∈ I1, ř́ıkáme, že řešeńı y2(x) je prodloužeńım
nebo rozš́ı̌reńım řešeńı y1(x) z intervalu I1 na I2 a obráceně řešeńı y1(x) je zúžeńım
řešeńı y2(x) na I1.

(f) Úplné řešeńı (také maximálńı řešeńı) je řešeńı, které nelze prodloužit na větš́ı
interval.

(g) Navazováńı řešeńı. Maj́ı-li funkce y−(x) rovnici na intervalu (a, x0⟩ a funkce
y+(x) na ⟨x0, b) stejné hodnoty a stejné jednostranné (konečné) derivace v bodě x0,
tj. splňuj́ı-li podmı́nky

y−(x0) = y+(x0) , y′−(x0) = y′+(x0) ,

potom obě řešeńı lze spojit do jednoho řešeńı
y(x) na intervalu (a, b). Pokud tyto jednostranné
derivace jsou r̊uzné, řešeńı navázat neńı možné.

xa xb x

Obr. 2: V bodě xa navázat řešeńı
nelze, v bodě xb je to možné.

Existence a jednoznačnost řešeńı

V př́ıpadě rovnice zapsané ve tvaru (1.2) lze existenci a jednoznačnost řešeńı vyšetřovat
pomoćı následuj́ıćı jednoduché věty:
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Věta 1.4 Uvažujme úlohu (1.3), tj. rovnici y′ = f(x, y) s počátečńı podmı́nkou
y(x0) = y0. Potom plat́ı

(a) Jestliže funkce f(x, y) je definovaná a spojitá v okoĺı bodu (x0, y0), potom t́ımto
bodem procháźı alespoň jedno řešeńı, tj. úloha (1.3) má řešeńı v okoĺı bodu x0.

(b) Jestliže spojitá funkce f(x, y) je nav́ıc lipschitzovská v proměnné y, tj. splňuje
Lipschitzovu podmı́nku v okoĺı U bodu (x0, y0): existuje konstanta L > 0, že plat́ı

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2| , ∀ (x, y1), (x, y2) ∈ U , (1.4)

potom řešeńı úlohy (1.3) je v okoĺı bodu (x0, y0) jednoznačné.

Poznámky 1.5

(a) Prvńı tvrzeńı se nazývá Peanova věta, druhé silněǰśı tvrzeńı je Picardova věta.

(b) Jednoznačnost řešeńı v okoĺı bodu (x0, y0) znamená, že bodem procháźı jediné řešeńı,
tj. jediná křivka. Matematická formulace zńı: Pokud řešeńı y1(x) a y2(x) splňuj́ı
y1(x0) = y2(x0) = y0 , potom y1(x) = y2(x) plat́ı i v nějakém okoĺı bodu x0. Mimo
toto okoĺı se řešeńı mohou lǐsit. Pokud Lipschitzova podmı́nka plat́ı podél celého
grafu řešeńı, je toto řešeńı jednoznačné na celém svém intervalu. Řešeńı se mohou

”
rozdělit, kř́ıžit“ jen v bodech, kde Lipschitzova podmı́nka neńı splněna.

(c) Často se využ́ıvá skutečnosti, že Lipschitzova podmı́nka je splněna, pokud v okoĺı
existuje (konečná) parciálńı derivace f ′

y funkce f(x, y). Skutečně, Věta o středńı
hodnotě pro diferencovatelnou funkci pro y1 < y2 ř́ıká:

f(x, y1)− f(x, y2) = f ′
y(x, η) · (y1 − y2) , kde η ∈ (y1, y2) .

Je-li tedy derivace v okoĺı (x0, y0) omezena konstantou L, podmı́nka (1.4) plat́ı.

(d) Tato lokálńı věta má globálńı d̊usledek. Je-li funkce f(x, y) definovaná a spojitá
v nějaké oblasti G, řešeńı lze prodlužovat, dokud

”
nenaraźı“ na hranici oblasti G.

Má-li funkce f(x, y) nav́ıc v celém G spojitou parciálńı derivaci podle y, řešeńı je
ve všech bodech G také jednoznačné.

(e) Znaménko hodnoty f(x, y) v rovnici y′ = f(x, y) určuje chováńı řešeńı v bodě (x, y).
V okoĺı, kde f(x, y) je kladná (záporná) je i derivace y′(x) kladná (záporná) a řešeńı
y(x) je proto rostoućı (klesaj́ıćı) .

(f) Jestliže f(x, y) nezáviśı na x ř́ıkáme, že rovnice je autonomńı. Je-li y(x) řešeńı
y′ = f(y) na intervalu (a, b), potom také yc(x) = y(x−c) je řešeńım na (a+c, b+c),
tj. grafy daľśıch řešeńı dostaneme posunut́ım grafu řešeńı y(x) ve směru osy x.

Několik instruktivńıch př́ıklad̊u

Př́ıklad 1.6 Najděte všechna řešeńı rovnice y′ = 1 + y2 .

Řešeńı: Funkce f(x, y) je definovaná a spojitá v celé rovině R2, řešeńı proto procháźı
každým bodem roviny. Parciálńı derivace f ′

y(x, y) = 2y je konečná v okoĺı každého bodu,
řešeńı je proto v každém bodě jednoznačné, grafy r̊uzných úplných řešeńı (křivky v rovině)
jsou proto disjunktńı. Nav́ıc funkce f(x, y) = 1 + y2 ≥ 1 je kladná, proto všechna řešeńı
budou rostoućı.
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Ověřme tvrzeńı výpočtem řešeńı. Z rovnice plyne

y′

1 + y2
= 1 ,

odkud dostáváme arctg y = x − c, protože [arctg(y(x))]′ = y′/(1 + y2) a [x − c]′ = 1.
Protože arctg x nabývá hodnot (−π

2
, π
2
), plat́ı x− c ∈ (−π

2
, π
2
), což dává obecné řešeńı

y(x) = tg(x− c) , x ∈
(
−π
2
+ c,

π

2
+ c

)
, c ∈ R .

Řešeńı tvoř́ı systém
”
rovnoběžných“ tangent posunutých o konstantu c ve směru osy x.2

x

Obr. 3: Grafy řešeńı rovnice y′ = 1 + y2.

Př́ıklad 1.7 Najděte všechna řešeńı rovnice y′ + 2
√
y = 0 .

Fyzikálńı interpretace úlohy: Fyzikálńı úloha o vodě vytékaj́ıćı z válcové nádoby vede
na uvedenou rovnici. Uvažujme válcovou nádobu o pr̊uřezu velikosti S > 0, která má
kruhový otvor o pr̊uřezu s > 0 ve stěně válce ve výšce y = 0, kterým voda může vytékat.
V čase x0 je válec naplněn do výšky y0 > 0. Odvod’me rovnici modeluj́ıćı tento jev.

Za neznámou zvolme výšku hladiny y(x) v čase x. Rychlost vytékaj́ıćı vody v(x) souviśı
s rychlost́ı −y′(x) klesaj́ıćı hladiny ve válci vztahem (zákon zachováńı objemu)

s · v(x) = S · (−y′(x)) .

Rychlost v(x) vytékaj́ıćı vody záviśı na tlaku vody v mı́stě výtoku: potenciálńı energie
y(x) ρ g se měńı na kinetickou energii 1

2
v2(x)ρ, kde ρ je hustota vody a g je gravitačńı

zrychleńı. Vyděleńım hustotou ρ > 0 dostáváme

2y(x) g = v2(x) .

Odmocněńım rovnosti na v(x) =
√

2 y(x) g pomoćı
předchoźıho vztahu dostáváme

y′(x) = − s

S
v(x) = − s

S

√
2 y(x) g = − s

S

√
2g ·

√
y(x) ,

odkud snadno źıskáme rovnici

y′(x) + k
√
y(x) = 0 , kde konstanta k =

s

S

√
2g .

0

y(x)

Obr. 4: Nádoba, z které
vytéká voda
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Vhodnou volbou jednotek délky a času můžeme dosáhnout hodnoty k = 2. Doplněńım
výšky hladiny y(x0) = y0 v čase x0 dostáváme počátečńı úlohu

y′(x) + 2
√
y(x) = 0 , x > x0 , y(x0) = y0 .

Řešeńı: Ukažme nejprve rutinńı řešeńı. Rovnici uprav́ıme na tvar

1

2
[y(x)]−

1
2 · y′(x) = −1 .

Primitivńı funkce na obou stranách pomoćı vzorce
∫
yp = 1

p+1
yp+1 + c pro p = −1

2

dávaj́ı
√
y(x) = −x+ c , odkud po umocněńı dostáváme obecné řešeńı

y(x) = (x− c)2 .

Grafy řešeńı tvoř́ı systém parabol y = x2
”
vo-

dorovně“ posunutých o konstantu c ∈ R.
Pod́ıvejme se na výsledek: Fyzikálńı význam
řešeńı ř́ıká, že hladina nejprve klesá k nule
a pak stoupá stále rychleji, což je v rozporu
s praktickou zkušenost́ı. Také řešeńı se kř́ıž́ı
každém bodě (x, y), y > 0, tj. řešeńı je
dvojznačné: v dané situaci také hladina může
v rozporu se zkušenost́ı klesat nebo r̊ust. Obr. 5: Rutinńı řešeńı.

Kde jsme udělali chybu? Jaké je správné řešeńı? Podle existenčńı věty rovnice přepsa-
ná do tvaru y′ = −2

√
y má pravou stranu f(x, y) = −2

√
y. Je to funkce definovaná a

spojitá pro uzavřenou horńı polorovinu y ≥ 0. Derivace f ′
y(x, y) = −1/

√
y je definovaná

a spojitá pouze pro y > 0. Pro y > 0 je řešeńı jednoznačné, pro y = 0 jednoznačnost neńı
zaručena, na př́ımce y = 0 řešeńı nemuśı být jednoznačné.

Při rutinńım výpočtu jsme nejprve při děleńı rovnice neznámou
√
y(x) neověřili, zda

y(x) = 0 neńı řešeńım. T́ım jsme ztratili singulárńı řešeńı y(x) = 0. Druhou chybu jsme
udělali při umocněńı. V rovnici

√
y = −x + c si muśıme uvědomit, že levá strana je

nezáporná, proto i pravá muśı být nezáporná, tj. −x+ c ≥ 0. Umocněńı pak dává rovnost
y(x) = (x − c)2 pouze pro −x + c ≥ 0, tj. pro x ∈ (−∞, c⟩. Řešeńım jsou proto jen levé
klesaj́ıćı části paraboly.

Protože v bodě (c, 0) jsou jak hodnota y(c)
tak derivace y′(c) řešeńı y(x) nulové, můžeme na
ni navázat nulové řešeńı. Všechna úplná řešeńı
rovnice proto jsou:

y(x) = 0 , x ∈ R ,

y(x) =

{
(x− c)2 , x ∈ (−∞, c⟩ ,
0 , x ∈ ⟨c,∞) ,

c ∈ R .

V prvńım př́ıpadě (singulárńı řešeńı) hladina
vody je stále nulová, ve druhém (obecné řešeńı)
hladina klesá k nule, od bodu c už je nulová. 2

0

y0

x0 x

Obr. 6: Správné řešeńı popisuj́ıćı realitu.

Př́ıklad 1.8 Najděte všechna řešeńı rovnice y′ =
√
1− y2 .

Řešeńı: Pravá strana f(x, y) =
√
1− y2 je definovaná a spojitá pro y ∈ ⟨−1, 1⟩, jej́ı
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derivace f ′
y(x, y) = 1

2
(1 − y2)−1/2 · (−2y) je spojitá pouze pro y ∈ (−1, 1). Proto řešeńı

existuje v uzavřeném pásu y ∈ ⟨−1, 1⟩, jednoznačnost je však pouze v otevřeném pásu
y ∈ (−1, 1), kde je f(x, y) kladná, řešeńı je zde rostoućı.

Před vyděleńım neznámou zjist́ıme, že
√
1− y2 = 0 pro y = ±1. Odtud máme dvě sin-

gulárńı řešeńı y(x) = −1 a y(x) = 1. Rovnici pak uprav́ıme na tvar (1− y2)−1/2 · y′(x) = 1.
Přechodem k primitivńı funkci na obou stranách s využit́ım vzorce

∫
1/
√

1− y2 dy =
arcsin(y) + c, dostáváme vztah arcsin(y) = x − c . Funkce arcsin však nabývá pouze
hodnot ⟨−π

2
, π
2
⟩, proto rovnost plat́ı pouze pro x− c ∈ ⟨−π

2
, π
2
⟩. Řešeńım je funkce

y(x) = sin(x− c) , x ∈
⟨
−π
2
+ c,

π

2
+ c

⟩
.

Řešeńı lze navázat v bodech, kde y = ±1, tj. v bodech (−π
2
+c,−1) a (π

2
+c, 1) . Dostáváme

tak systém úplných řešeńı

y(x) = 1 , x ∈ R ,
y(x) = −1 , x ∈ R ,

y(x) =


−1 , x ∈ (−∞,−π

2
+ c⟩ ,

sin(x− c) , x ∈ ⟨−π
2
+ c, π

2
+ c⟩ , c ∈ R .

1 , x ∈ ⟨π
2
+ c,∞) ,

2

Obr. 7: Řešeńı rovnice y′ =
√
1− y2 .

Př́ıklad 1.9 Najděte všechna řešeńı rovnice y′ = 3 3
√
y2 .

Řešeńı: Pravá strana rovnice f(x, y) = 3 3
√
y2 je definovaná a spojitá pro všechna (x, y),

jej́ı derivace f ′
y(x, y) existuje a je spojitá všude kromě osy y = 0, mimo tuto osu je kladná.

Proto každým bodem roviny procháźı řešeńı, na ose x se řešeńı mohou prot́ınat, ostatńımi
body mimo osu x procháźı jediné řešeńı a toto řešeńı je rostoućı.

Opět f(x, y) = 0 pro y = 0, proto y(x) = 0 je singulárńı řešeńı. Pro y > 0 vyděleńım
f(x, y) dostáváme rovnici 1

3
y−2/3 ·y′ = 1, jej́ıž integraćı źıskáme y1/3 = x−c, odkud plyne

y(x) = (x− c)3. Protože levá strana je nezáporná, řešeńı plat́ı pouze pro x > c. Podobně
pro y < 0 dostáváme řešeńı y(x) = (x− c)3 pro x < c. Obě obecná řešeńı lze navázat na
řešeńı singulárńı i na sebe, proto dostáváme čtyři typy řešeńı:

y(x) = 0 , x ∈ R ,

y(x) =

{
0 , x ∈ (−∞, c⟩ ,
(x− c)3 , x ∈ ⟨c,∞) ,

c ∈ R ,

y(x) =

{
(x− c)3 , x ∈ (−∞, c⟩ ,
0 , x ∈ ⟨c,∞) ,

, c ∈ R ,
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y(x) =


(x− c1)

3 , x ∈ (−∞, c1⟩ ,
0 , x ∈ ⟨c1, c2⟩ ,
(x− c2)

3 , x ∈ ⟨c2,∞) .
c1, c2 ∈ R , c1 ≤ c2 .

2

Obr. 8: Řešeńı rovnice y′ = 3 3
√
y2 .

Př́ıklad 1.10 Najděte všechna řešeńı rovnice y′ = −x
y
.

Řešeńı: Pravá strana rovnice f(x, y) = −x/y je definovaná a spojitá mimo body y = 0,
tj. kromě osy x. Derivace f ′

y(x, y) = x/y2 je
také spojitá kromě osy x. Proto každým bo-
dem roviny kromě osy x procháźı právě jedno
řešeńı. Podle znaménka f(x, y) uvnitř druhého a
čtvrtého kvadrantu je řešeńı rostoućı a v prvńım
a třet́ım kvadrantu klesaj́ıćı.

Jednoduchou úpravou dostáváme rovnost
y · y′ + x = 0, neboli y dy+x dx = 0, odkud inte-
graćı dostáváme x2+y2 = c . Protože levá strana
je nezáporná, zvoĺıme c = r2 > 0. Úplná řešeńı
jsou proto horńı a dolńı poloviny kružnice

y(x) =
√
r2 − x2, x ∈ (−r, r), r ∈ (0,∞) ,

y(x) = −
√
r2 − x2, x ∈ (−r, r), r ∈ (0,∞) .

2 Obr. 9: Úplná řešeńı rovnice y′ = −x/y.

Vybrané metody řešeńı
Připomeňme vybrané základńı metody řešeńı rovnic prvńıho řádu.

A. Rovnice typu y′(x) = f(x)

Řešeńı rovnice s počátečńı podmı́nkou y(x0) = y0 dostaneme integraćı:

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t) dt .

Ověřme, že vzorec dává řešeńı úlohy. Protože derivace integrálu podle horńı meze dává
hodnotu integrované funkce v horńı mezi, derivaćı vzorce dostáváme y′(x) = 0 + f(x).
Dı́ky

∫ x0

x0
f(t) dt = 0 je splněna i počátečńı podmı́nka y(x0) = y0.
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B. Rovnice typu y′(x) = f(y)

Pokud rovnice f(y) = 0 má kořen yr, dostáváme singulárńı řešeńı y(x) = yr. Pro
f(y0) ̸= 0 rovnici vyděĺıme f(y) a integraćı rovnice y′(x)/f(y) = 1 źıskáme implicitńı
vyjádřeńı počátečńı úlohy

H(y(x)) = x− x0 , kde H(y) =

∫ y

y0

1

f(t)
dt .

V Př́ıkladech 1.6 – 1.9 byly rovnice tohoto typu.

C. Rovnice se separovanými proměnnými y′(x) = g(x)h(y)

Oba předchoźı typy rovnic byly speciálńım př́ıpadem této rovnice. Patř́ı sem i lineárńı
rovnice typu y′ = a(x) y.

Po ověřeńı, zda h(y) = 0 nemá nějaký kořen yr, který by dal singulárńı řešeńı y(x) = yr,
rovnici uprav́ıme na tvar

1

h(y)
y′ = g(x) , který lze zapsat jako

1

h(y)
dy = g(x) dx .

Bud’te G(x) =
∫
g(x) dx , H(y) =

∫
1/h(y) dy př́ıslušné primitivńı funkce. Potom řešeńı

rovnice lze zapsat v implicitńım tvaru

H(y) = G(x) + c , (1.5)

který, pokud H(y) má inverzńı funkci H−1(y), lze upravit na tvar

y(x) = H−1(G(x) + c) .

Řešeńı počátečńı úlohy s podmı́nkou y(x0) = y0 pro h(y0) ̸= 0 lze potom zapsat ve tvaru∫ y

y0

1

h(t)
dt =

∫ x

x0

g(t) dt .

Pokud h(y0) = 0, potom y(x) = y0 je singulárńı řešeńı. V Př́ıkladu 1.10 byla rovnice
tohoto typu.

D. Exaktńı rovnice typu p(x, y) dx+ q(x, y) dy = 0

Metodu lze už́ıt, když rovnice y′ = −p(x, y)/q(x, y) přepsaná do tvaru

p(x, y) dx+ q(x, y) dy = 0

je diferenciálem nějaké funkce F (x, y) = 0 . Diferenciál funkce F (x, y) je forma

dF (x, y) = F ′
x(x, y) dx+ F ′

y(x, y) dy ,

a tedy plat́ı F ′
x(x, y) = p(x, y) a F ′

y(x, y) = q(x, y) . Protože smı́̌sené derivace jsou záměnné:
F ′′
xy(x, y) = F ′′

yx(x, y), z rovnost́ı F ′′
xy(x, y) = p′y(x, y) a F ′′

yx(x, y) = q′x(x, y) plyne tzv.
podmı́nka exaktnosti

∂p

∂y
(x, y) =

∂q

∂x
(x, y) . (1.6)
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Pokud je tato podmı́nka splněna na jednoduše souvislé oblasti (tj. oblasti bez
”
d́ıry“),

tzv. kmenová funkce F (x, y) existuje a lze ji spoč́ıtat z podmı́nky F ′
x(x, y) = p(x, y).

Integraćı dostáváme
∫
p(x, y) dx = F (x, y) + C(y), kde C(y) je nějaká

”
konstanta“, tj.

funkce, která nezáviśı na x, ale může záviset na y.
Derivováńı této rovnosti podle y dává F

′
y(x, y)+C ′(y) = q(x, y), odkud plyne rovnice

C ′(y) = q(x, y) − F
′
y(x, y) . Podmı́nka exaktnosti zaruč́ı, že pravá strana nezáviśı na

x. Pokud záviśı, ve výpočtu je chyba, nebo rovnice neńı exaktńı. Integraćı podle y tak
źıskáme funkci C(y) a polož́ıme F (x, y) = F (x, y)+C(y). Źıskáme tak implicitńı vyjádřeńı
F (x, y) = c řešeńı y(x).

Při výpočtu lze také zač́ıt s integraćı druhé podmı́nky F (x, y) =
∫
q(x, y) dy a derivace

této podmı́nky podle x dává rovnici, ze které opět spoč́ıtáme stejnou kmenovou funkci.

Př́ıklad 1.11 Řešte rovnici (3 x2 + y) dx+ (x+ 3 y2) dy = 0 .

Řešeńı: Rovnice je zapsána ve tvaru diferenciálu, kde p(x, y) = 3x2+y , q(x, y) = x+3 y2.
Ověř́ıme podmı́nku exaktnosti (1.6):

∂p

∂y
(x, y) = 1 ,

∂q

∂x
(x, y) = 1 ,

podmı́nka je tedy splněna. Integrace p(x, y) dává

F (x, y) =

∫
(3x2 + y) dx = x3 + x y + C(y) .

Podmı́nka ∂F
∂y
(x, y) = q(x, y) dává x + C ′(y) = x + 3 y2 , tedy C ′(y) = 3 y2, odkud plyne

C(y) = y3 − c. Dostali jsme tak řešeńı v implicitńım tvaru

x3 + x y + y3 = c .
2

Poznámky 1.12

(a) V př́ıpadě separovaných proměnných y′(x) = g(x)h(y) je podmı́nka exaktnosti rov-
nice 1

h(y)
dy − g(x) dx = 0 automaticky splněna, nebot’ p′y(x, y) = 0, q′x(x, y) = 0.

(b) Metoda integračńıho faktoru spoč́ıvá v tom, že p̊uvodńı rovnici, která neńı
exaktńı, vynásob́ıme vhodnou funkćı tzv. integračńım faktorem tak, abychom dostali
rovnice exaktńı, kterou už umı́me řešit.

E. Metoda substituce

Metoda substituce neznámé y(x) spoč́ıvá v převedeńı rovnice s neznámou y(x) na
rovnici s neznámou u(x) určenou vztahem y(x) = g(x, u(x)). Potom

y′(x) = g′x(x, u(x)) + g′u(x, u(x)) · u′(x)

a rovnice y′(x) = f(x, y(x)) tak přejde na rovnici

u′(x) =
1

g′u(x, u(x))
(f(x, g(x, u(x))− g′x(x, u(x))) .
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Podobně lze substitućı nezávislé proměnné x převést rovnici s neznámou y(x) na rov-
nici s neznámou u(t). Substituce φ : t 7→ x = φ(t) převád́ı interval J na interval I.

Funkci inverzńı k φ(t) označme ψ : x 7→ t = ψ(x). Substituce φ(t) a ψ(x) je dvojice
rostoućıch nebo klesaj́ıćıch funkćı splňuj́ıćıch ψ(φ(t)) = t pro t ∈ J a φ(ψ(x)) = x pro
x ∈ I . Derivace druhé rovnosti dává rovnost φ′(ψ(x)) · ψ′(x) = 1, odkud plyne rovnost
1/ψ′(x) = φ′(ψ(x)), kterou budeme potřebovat.

Derivováńım vztahu y(x) = u(ψ(x)) dostáváme y′(x) = u′(ψ(x))·ψ′(x) . Dosazeńım do
rovnice y′(x) = f(x, y(x)) dostáváme rovnici u′(ψ(x)) ·ψ′(x) = f(x, u(ψ(x)). Jednoduchá
úprava s využit́ım ψ(x) = t a odvozeného vztahu 1/ψ′(φ(t)) = φ′(t) vede na rovnici

u′(t) = φ′(t) · f(φ(t), u(t)) , t ∈ J .

Oba typy substituce lze kombinovat. Substituce ovšem má smysl, pokud výslednou rovnici
už umı́me řešit. Určeńı vhodné substituce často neńı jednoduché a předpokládá stejně jako
hledáńı primitivńı funkce techniku i uměńı.

Uved’me vhodné substituce pro několik typ̊u pravé strany f(x, y).

(a) Homogenńı rovnice y′(x) = g
(
y
x

)
V př́ıpadě, kdy pravá strana f(x, y) splňuje f(tx, ty) = f(x, y) ∀t, ř́ıkáme, že rovnice

je homogenńı. Funkci lze zapsat ve tvaru f(x, y) = g( y
x
) pomoćı vhodné funkce g. V tomto

př́ıpadě je vhodnou substitućı y(x)/x = u(x), tj. y(x) = xu(x). Derivace y(x) = xu(x)
dává vztah y′(x) = u(x) + xu′(x) a rovnice y′ = g( y

x
) přejde na u(x) + xu′(x) = g(u(x)),

kterou uprav́ıme na rovnici se separovanými proměnnými pro neznámou u(x)

u′(x) =
1

x
(g(u(x))− u(x)) .

Př́ıklad 1.13 Řešte rovnici y′ = x
y
+ y

x
.

Řešeńı: Rovnice je homogenńı, pomoćı substituce u = y
x
lze pravou stranu f(x, y) = y

x
+ x

y

přepsat na g(u) = u + 1
u
. Protože y′(x) = u(x) + xu′(x), po úpravě máme u′(x) = 1

xu(x)
,

což je rovnice se separovanými proměnnými. Integraćı rovnice uu′ = 1
x
dostáváme řešeńı

1
2
u2(x) = ln|x|+ c . Zpětná substituce dává po úpravě řešeńı y(x) v implicitńım tvaru

y2(x) = 2 x2(ln|x|+ c) .
2

(b) Bernoulliova rovnice y′(x) = a(x)y(x) + b(x)yr(x)

Necht’ a(x) a b(x) jsou spojité funkce, b(x) ̸= 0, r ̸= 0, r ̸= 1. Potom substituce
u(x) = [y(x)]1−r dává u′(x) = (1 − r)[y(x)]−r y′(x) a Bernoulliova rovnice přejde na
snadno řešitelnou tzv. lineárńı rovnici

u′(x) = (1− r) a(x)u(x) + (1− r) b(x) .

Vyloučené př́ıpady pro b(x) = 0, r = 0 a r = 1 jsou také lineárńı rovnice.

(c) Rovnice typu y′(x) = g
(
a1x+b1y+c1
a2x+b2y+c2

)
I tuto rovnici umı́me řešit. Skutečně, pokud c1 = c2 = 0, je rovnice homogenńı. Pokud

c1 ̸= 0 nebo c2 ̸= 0 mohou nastat dva př́ıpady:
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(ca) Jestliže nav́ıc a1b2 ̸= a2b1, substitućı x = u + A, y = v + B, kde konstanty A,B
splňuj́ı a1A + b1B + c1 = 0 , a2A + b2B + c2 = 0, rovnice přejde na homogenńı

rovnici v′(u) = g
(

a1u+b1v(u)
a2u+b2v(u)

)
pro neznámou v(u).

(cb) Jestliže nav́ıc a1 b2 = a2 b1, b1 ̸= 0 použijeme substituci z(x) = a1 x+b1 y(x). Protože
a2 x+ b2 y(x) = kz(x), z′(x) = a1 + b1 y

′(x), a rovnice přejde na tvar

z′(x)

b1
=
a1
b1

+ g

(
z(x) + c1
kz(x) + c2

)
, tj. z′(x) = f(z(x)) ,

což je rovnice typu B. Pokud a1b2 ̸= a2b1 , b1 = 0 , b2 ̸= 0 , lze analogicky použ́ıt
substituci z(x) = a2 x + b2 y(x). V př́ıpadě b1 = b2 = 0 je výsledná rovnice rovnićı
se separovanými proměnnými.

Lineárńı rovnice (LODR1) y′(x) = a(x)y(x) + b(x)
Zvláštńı postaveńı mezi ODR1 maj́ı lineárńı rovnice. Jsou to rovnice, ve kterých pravá

strana f(x, y) je funkce lineárńı v proměnné y, tj. f(x, y) = a(x) y + b(x). Funkce a(x)
se nazývá koeficient rovnice a b(x) pravá strana rovnice. Pokud b(x) = 0, tj. y′ = a(x) y,
tedy y′−a(x) y = 0, mluv́ıme o lineárńı rovnici bez pravé strany. V opačném př́ıpadě
rovnici y′ − a(x) y = b(x) nazýváme lineárńı rovnićı s pravou stranou:

y′(x) = a(x) y(x) , y′(x) = a(x) y(x) + b(x) . (1.7)

Často už́ıvaný termı́n homogenńı rovnice a nehomogenńı rovnice je méně vhodný,
protože se plete s homogenńı rovnićı typu y′ = g( y

x
).

Z věty o existenci a jednoznačnosti plyne, že lineárńı rovnice maj́ı řešeńı v celé rovině
mimo př́ımky nebo pásy I × (−∞,∞) kolmé na osu x, kde intervaly I jsou množiny, kde
a(x) nebo b(x) nejsou definované nebo spojité. Protože derivace f ′

y(x, y) = a(x) je spojitá
tam, kde je spojitá a(x), řešeńı je jednoznačné všude tam, kde existuje. Rovnice proto
nemá singulárńı řešeńı, řešeńı vzniklé při děleńı y(x) už je zahrnuto v obecném řešeńı.

Všechna úplná řešeńı existuj́ı na celém intervalu, na kterém a(x), b(x) jsou spojité.

Struktura množiny řešeńı

Uvažujme lineárńı rovnici y′ = a(x) y + b(x) a libovolná dvě jej́ı řešeńı y1(x), y2(x).
Potom u(x) = y1(x) − y2(x) je řešeńım př́ıslušné rovnice bez pravé strany. Proto každé
dvě řešeńı se lǐśı jen o řešeńı rovnice bez pravé strany. Násobek řešeńı rovnice bez pravé
strany je opět řešeńım stejné rovnice. Dı́ky tomu můžeme popsat všechna řešeńı lineárńı
rovnice:

Věta 1.14 Bud’ y′(x) = a(x) y(x) + b(x) lineárńı rovnice a předpokládejme, že koefici-
enty a(x), b(x) jsou spojité na intervalu I. Potom každé řešeńı na intervalu I lze zapsat
ve tvaru

y(x) = yp(x) + c u(x) , x ∈ I , c ∈ R , (1.8)

kde u(x) je nenulové řešeńı rovnice y′(x) = a(x) y(x) a dále yp(x) je kterékoliv řešeńı
rovnice s pravou stranou y′(x) = a(x) y(x) + b(x) .

V geometrickém smyslu řešeńı rovnice bez pravé strany tvoř́ı jednorozměrný lineárńı
podprostor v prostoru spojitých funkćı na intervalu I, řešeńı rovnice s pravou stranou pak

”
posunutý“ prostor zvaný lineárńı podmnožina ve stejném prostoru.
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Výpočet řešeńı lineárńıch rovnic

Každé řešeńı lineárńı rovnice má tvar (1.8) obsahuj́ıćı konstantu c , kterou lze určit
z počátečńı podmı́nky y(x0) = y0. Tato podmı́nka vede na rovnici yp(x0) + c u(x0) = y0.
Pokud u(x0) ̸= 0, rovnice má jediné řešeńı c.

Výpočet obecného řešeńı provedeme ve dvou kroćıch. V prvńım urč́ıme nenulové řešeńı
u(x) lineárńı rovnice bez pravé strany y′(x) = a(x) y(x). Tato rovnice má vždy nu-
lové řešeńı y(x) = 0, my však hledáme řešeńı nenulové. Je to rovnice se separovanými
proměnnými. Integraćı rovnice 1

y(x)
dy = a(x) dx dostáváme

ln|y(x)| = A(x) + ln|c| , kde A(x) =

∫
a(x) dx .

Odlogaritmováńı dává |y(x)| = |c| · eA(x), protože c může být kladné i záporné, absolutńı
hodnoty můžeme vynechat. Zvoĺıme jedno nenulové řešeńı y(x), které označ́ıme u(x).

Ve druhém kroku hledáme řešeńı rovnice y′(x) = a(x) y(x)+b(x) tzv. metodou variace
konstanty. Řešeńı přitom hledáme ve tvaru y(x) = C(x)u(x). Dosad́ıme do rovnice

y′(x) ≡ C ′(x)u(x) + C(x)u′(x) = a(x)C(x)u(x) + b(x) .

Protože u(x) jakožto řešeńı rovnice bez pravé strany splňuje C(x)u′(x) = C(x) a(x)u(x),
rovnice se zjednoduš́ı na C ′(x)u(x) = b(x), což dává rovnici pro C ′(x) = b(x)/u(x) ,
odkud integraćı spoč́ıtáme

”
konstantu“ C(x)

C(x) =

∫
b(x)

u(x)
dx+ k .

Dosazeńım C(x) do y(x) = C(x)u(x) źıskáme obecné řešeńı. Výpočet obsahuje kontrolu,
pokud se člen s nederivovaným C(x) na obou stranách nezruš́ı, ve výpočtu je chyba.

Řešeńı rovnice s podmı́nkou y(x0) = y0 se dá poč́ıtat také (bez kontroly) vzorcem

y(x) =

(∫ x

x0

b(t)

u(t)
dt+ y0

)
u(x) , kde u(x) = exp

(∫ x

x0

a(t) dt

)
.

Ověřme počátečńı podmı́nku. Pro x = x0 je u(x0) = exp(0) = 1, a proto y(x0) = y0.

Několik instruktivńıch př́ıklad̊u

Př́ıklad 1.15 Řešte rovnici y′ = y − 1 , určete všechna úplná řešeńı.

Řešeńı: Existence a jednoznačnost je zaručena v celé rovině. Řešeńı rovnice y′ = y dává
y(x) = c ex, zvoĺıme u(x) = ex. Ve druhém kroku řešeńı hledáme ve tvaru y(x) = C(x) ex.
Dosazeńım do rovnice dostáváme

y′(x) ≡ C ′(x) ex + C(x) ex = C(x) ex − 1 ,

odkud plyne C ′(x) ex = −1. Integrace rovnice C ′(x) = −e−x dává C(x) = e−x + k, proto
y(x) = (e−x + k) ex , tj. obecné řešeńı má tvar

y(x) = 1 + k ex , x ∈ R , k ∈ R . �
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Obr. 10: Řešeńı rovnice y′ = y − 1. Obr. 11: Řešeńı rovnice xy′ = y + x2.

Př́ıklad 1.16 Určete všechna úplná řešeńı rovnice xy′ = y + x2 .

Řešeńı: Rovnici lze přepsat ve tvaru y′ = y
x
+ x. Existence a jednoznačnost je zaručena

všude mimo př́ımku x = 0. Řešeńı rovnice y′ = y
x
dává y(x) = c x, zvoĺıme u(x) = x.

Ve druhém kroku řešeńı hledáme ve tvaru y(x) = C(x)x. Dosazeńı do rovnice dává

x y′(x) ≡ x(C ′(x)x+ C(x) · 1) = C(x)x+ x2 ,

odkud x2C ′(x) = x2. Integrace rovnice C ′(x) = 1 dává C(x) = x+k, tedy y(x) = (x+k)x ,
tj. obecné řešeńı má tvar

y(x) = x2 + k x , x ∈ R , k ∈ R .

Body (0, y0) pro y0 ̸= 0 neprocháźı žádné řešeńı, bodem (0, 0) procházej́ı všechna řešeńı.
Pro r̊uzná c řešeńı y(x) maj́ı v nule r̊uzné směrnice y′(0) = k, nelze je proto v nule
navazovat. 2

Poznamenejme, že rovnice ve tvaru y′ = y
x
+x nemá řešeńı definované pro x = 0, úplná

řešeńı jsou pouze na (−∞, 0) a na (0,∞), jsou to tedy r̊uzná řešeńı. Řešeńı však splňuj́ı
p̊uvodńı rovnici x y′ = y + x2 i v bodě x = 0, proto úplná řešeńı jsou y(x) = x2 + c x na
celém intervalu (−∞,∞).

Př́ıklad 1.17 Určete všechna úplná řešeńı rovnice xy′ = 2y + x .

Řešeńı: Rovnici lze přepsat ve tvaru y′ = 2 y
x
+ 1. Existence a jednoznačnost je zaručena

všude mimo př́ımku x = 0. Řešeńı rovnice y′ = 2 y
x
dává y(x) = c x2, zvoĺıme u(x) = x2.

Ve druhém kroku metodou variace konstanty hledáme řešeńı ve tvaru y(x) = C(x)x2.
Dosazeńı do rovnice dává

x y′(x) ≡ x
(
C ′(x)x2 + C(x) 2x

)
= 2C(x) x2 + x ,

odkud plyne C ′(x)x3 = x. Integrace rovnice C ′(x) = x−2 dává C(x) = − 1
x
+ k, proto

y(x) = (− 1
x
+ k)x2 , tj. obecné řešeńı má tvar

y(x) = −x+ k x2 , x ∈ R , k ∈ R .
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Body (0, y0) pro y0 ̸= 0 neprocháźı žádné řešeńı, bodem (0, 0) procházej́ı všechna řešeńı.
Pro všechna k je y′(0) = −1, řešeńı maj́ı stejné směrnice a lze je v nule navazovat.

Opět rovnice ve tvaru y′ = 2 y
x
+ x nemá řešeńı definované pro x = 0, úplná řešeńı

jsou jen na (−∞, 0) a (0,∞). Řešeńı však splňuj́ı p̊uvodńı rovnici i v bodě x = 0, proto
všechna úplná řešeńı jsou na celém R, řešeńı však může j́ıt po jedné parabole do nuly a
po jiné parabole pokračovat dál, všechna úplná řešeńı proto jsou

y(x) =

{ −x+ k1 x
2 x ∈ (−∞, 0⟩ ,

−x+ k2 x
2 x ∈ ⟨0,∞) ,

k1, k2 ∈ R .
2

Obr. 12: Řešeńı rovnice xy′ = 2y + x mohou po-

kračovat v x = 0 po libovolné parabole. Obr. 13: Řešeńı rovnice xy′ + y = 2x.

Př́ıklad 1.18 Určete všechna úplná řešeńı rovnice x y′ + y = 2 x .

Řešeńı: Rovnici přeṕı̌seme na y′ = − y
x
+ 2. Existence a jednoznačnost je zaručena opět

všude mimo př́ımku x = 0. Řešeńı rovnice y′ = − y
x
dává y(x) = c · 1

x
, zvoĺıme u(x) = 1

x
.

Ve druhém kroku hledáme řešeńı ve tvaru y(x) = C(x) · 1
x
. Dosazeńı do rovnice

x y′ + y = 2 x dává

x

(
C ′(x)

1

x
− C(x) · 1

x2

)
+ C(x)

1

x
= 2 x ,

odkud C ′(x) = 2x. Integraćı dostaneme C(x) = x2 + c, tedy y(x) = (x2 + c) 1
x
, proto

obecné řešeńı je

y(x) = x+
c

x
, x ̸= 0 , c ∈ R .

Body (0, y0) pro y0 ̸= 0 neprocháźı žádné řešeńı, bodem (0, 0) jediné řešeńı y(x) = x.
Ostatńı úplná řešeńı y(x) = x + c

x
, c ̸= 0 jsou bud’ jen na (−∞, 0) nebo na (0,∞).

Protože nejsou definována v nule, o navazováńı nelze uvažovat. 2
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2. Rovnice vyšš́ıch řád̊u (ODRn)

Obecně lze obyčejnou diferenciálńı rovnici n-tého řádu (n = 2, 3, . . . ) zapsat ve tvaru

F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1), y(n)) = 0 ,

kde y(k) znač́ı k-tou derivaci funkce y(x) a F (x, y0, y1, y2, . . . , yn−1, yn) je funkćı n+2
proměnných závislá na yn. O řešeńıch této rovnice však obecně nelze nic ř́ıci. Proto rovnici
zapisujeme rozřešenou vzhledem k nejvyšš́ı derivaci, v tzv. normálńım tvaru:

y(n) = f(x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)) , (2.1)

kde f(x, y0, y1, y2, . . . , yn−1) je daná funkce n+1 proměnných. Rovnici (2.1) doplněnou n
počátečńımi podmı́nkami

y(x0) = γ0 , y′(x0) = γ1, y′′(x0) = γ2, . . . , y(n−1) = γn−1 (2.2)

nazýváme počátečńı úlohou (také počátečńı problém) pro ODRn.

Existenci a jednoznačnost řešeńı lze určit pomoćı následuj́ıćı věty:

Věta 2.1 Uvažujme rovnici (2.1) s počátečńımi podmı́nkami (2.2). Potom plat́ı:

(a) Necht’ funkce f(x, y0, y1, y2, . . . , yn−1) je v okoĺı bodu (x0, γ0, γ1, γ2, . . . , γn−1) spo-
jitá, potom počátečńı úloha (2.1), (2.2) má v okoĺı x0 alespoň jedno řešeńı y(x) .

(b) Necht’ funkce f(x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)) splňuje Lipschitzovu podmı́nku v pro-
měnných y0, y1, y2, . . . , yn−1 v okoĺı bodu (x0, γ0, γ1, γ2, . . . , γn−1), potom řešeńı
y(x) počátečńı úlohy (2.1), (2.2) je v bodě x0 určeno jednoznačně.

Poznámky 2.2

(a) Funkce f(x, y0, y1, y2, . . . , yn−1) splňuje Lipschitzovu podmı́nku v proměnné yk, po-
kud pro všechna pevná x, y1, . . . , yk−1, yk+1, . . . , yn−1 a libovolná ξ, η v okoĺı yk plat́ı

|f(x, y0, . . . , yk−1, ξ, yk+1, . . . , yn−1)−f(x, y0, . . . , yk−1, η, yk+1, . . . , yn−1)| ≤ L|ξ−η| .

(b) Jako v př́ıpadě ODR1 jestliže funkce f(x, y0, y1, y2, . . . , yn−1) má omezenou parciálńı
derivaci podle proměnné yk, potom splňuje Lipschitzovu podmı́nku v proměnné yk .

(c) Jednoznačnost řešeńı ODR1 zaručila skutečnost, že grafy r̊uzných úplných řešeńı
byly disjunktńı, tj.

”
nekř́ıžily“ se. V př́ıpadě ODRn (n ≥ 2) už tato vlastnost

pro grafy řešeńı neplat́ı, grafy se mohou prot́ınat, protože k určeńı řešeńı nestač́ı
počátečńı podmı́nka y(x0) = y0. Disjunktńı jsou až

”
grafy“ řešeńı obsahuj́ıćı i deri-

vace, tj. křivky v (n+1)-rozměrném prostoru

{(x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n−1)(x)) ∈ Rn+1 , x ∈ I} .

Lineárńı rovnice n-tého řádu (LODRn)
Rovnici n-tého řádu nazveme lineárńı, pokud funkce f(x, y0, y1, y2, . . . , yn−1) je lineárńı

v proměnných y0, y1, . . . , yn−1 , tj. rovnici lze zapsat ve tvaru L(y) = b , kde

L(y) = y(n) + an−1(x) y
(n−1) + · · ·+ a2(x) y

′′ + a1(x) y
′ + a0(x)y . (2.3)
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Opět funkce an−1(x), . . . , a1(x), a0(x) nazýváme koeficienty a b(x) pravou stranou. Podle
Věty 2.1 o existenci a jednoznačnosti řešeńı plat́ı, že řešeńı existuje a je jednoznačné pro
všechna x z intervalu I, kde všechny funkce ak(x) a b(x) jsou

spojité. Rovnici L(y) = 0 nazveme rovnićı bez pravé strany a L(y) = b(x) rovnićı
s pravou stranou.

Struktura řešeńı

Jako v př́ıpadě LODR1 odvod́ıme strukturu řešeńı. Necht’ y(x) a y∗(x) jsou dvě řešeńı
rovnice L(y) = b(x) na intervalu I. Potom jejich rozd́ıl y(x) − y∗(x) je řešeńım rovnice
bez pravé strany L(y) = 0. Řešeńı rovnice bez pravé strany splňuj́ı následuj́ıćı vlastnosti:
nulová funkce, násobek řešeńı i součet dvou i v́ıce řešeńı splňuj́ı stejnou rovnici bez pravé
strany. Protože každá kombinace n nezávislých počátečńıch podmı́nek (2.2) určuje jedno-
značně řešeńı, množina řešeńı tvoř́ı n-rozměrný podprostor v prostoru spojitých funkćı na
intervalu I. Libovolná n-tice nezávislých řešeńı proto tvoř́ı bázi tohoto prostoru. Výsledek
shrneme ve větě:

Věta 2.3 Necht’ koeficienty ak(x) a b(x) jsou funkce spojité na intervalu I. Potom pro
každé řešeńı y(x) rovnice L(y) = b(x) existuj́ı c1, . . . , cn ∈ R tak, že

y(x) = c1 u1(x) + c2 u2(x) + · · ·+ cn un(x) + yp(x) , (2.4)

kde yp(x) je libovolné (tzv. partikulárńı) řešeńı rovnice L(y) = b(x) a u1(x), . . . , un(x)
je n-tice nezávislých řešeńı rovnice L(y) = 0 bez pravé strany.

Také pro libovolné c1, . . . , cn vztah (2.4) určuje řešeńı rovnice L(y) = b(x).

Kdy řešeńı uk(x) jsou nezávislá? K tomu je vhodný pojem Wronského matice:

Definice 2.4 Necht’ funkce u1(x), . . . , un(x) maj́ı spojité derivace do řádu n−1. Výraz

W [u1, . . . , un](x) =


u1(x) u2(x) . . . un(x)
u′1(x) u′2(x) . . . u′n(x)
u′′1(x) u′′2(x) . . . u′′n(x)

...
...

. . .
...

u
(n−1)
1 (x) u

(n−1)
2 (x) . . . u

(n−1)
n (x)


se nazývá Wronského matice funkćı u1, . . . , un . Determinant Wronského matice
detW [u1, . . . , un] se nazývá wronskián funkćı u1, . . . , un.

Wronského matice a wronskián vypov́ıdaj́ı o nezávislosti funkćı i řešeńı rovnice:

Věta 2.5 Diferencovatelné funkce u1(x), . . . , un(x) jsou nezávislé na intervalu I, právě
když jejich Wronského matice je regulárńı, nebo ekvivalentně, když jejich wronskián, tj.
determinant Wronského matice je nenulový na celém I.

Tedy řešeńı u1(x), . . . , un(x) lineárńı rovnice L(y) = 0 na intervalu I jsou nezávislá,
právě když jejich Wronského matice je regulárńı, nebo ekvivalentně, když jejich wron-
skián je r̊uzný od nuly.

V tomto speciálńım př́ıpadě nav́ıc plat́ı, že je-li wronskián nenulový v jednom bodě
x0 ∈ I, je nenulový na celém intervalu I.
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Řešitelnost počátečńı úlohy

Necht’ koeficienty ak(x) a b(x) jsou spojité funkce na intervalu I a x0 ∈ I. Potom
počátečńı úloha pro rovnici L(y) = b(x) pro libovolné γ0, . . . , γn−1 ∈ R v počátečńıch
podmı́nkách (2.2) v bodě x0 má právě jedno řešeńı.

Skutečně, dosazeńı obecného řešeńı do jednotlivých počátečńıch podmı́nek

y(k)(x0) = y(k)p (x0) + c1u
(k)
1 (x0) + · · ·+ cnu

(k)
n (x0) = γk , k = 0, 1, · · · , n− 1

vede na soustavu lineárńıch rovnic pro neznámé konstanty c1, . . . , cn ∈ R

u1(x0) c1 + u2(x0) c2 + . . . + un(x0) cn = γ0 − yp(x0)
u′1(x0) c1 + u′2(x0) c2 + . . . + u′n(x0) cn = γ1 − y′p(x0)
u′′1(x0) c1 + u′′2(x0) c2 + . . . + u′′n(x0) cn = γ2 − y′′p(x0)

...
...

. . .
...

...
...

u
(n−1)
1 (x0) c1 + u

(n−1)
2 (x0) c2 + . . . + u

(n−1)
n (x0) cn = γn−1 − y

(n−1)
p (x0) .

Matićı této soustavy lineárńıch rovnic je Wronského maticeW [u1, . . . , un] v bodě x0. Podle
předpokladu řešeńı u1(x), . . . , un(x) jsou nezávislá, proto Wronského matice je regulárńı
a soustava má právě jedno řešeńı c1 . . . , cn. Počátečńı úloha proto má řešeńı pro libovolné
hodnoty počátečńıch podmı́nek γi i libovolné partikulárńı řešeńı yp(x).

Výpočet řešeńı

Obecné řešeńı lineárńı rovnice má tvar y(x) = c1 u1(x) + · · · + cn un(x) + yp(x). Pro
jeho určeńı potřebujeme spoč́ıtat partikulárńı řešeńı yp(x) rovnice L(y) = b(x) a n-tici
nezávislých řešeńı rovnice L(y) = 0 bez pravé strany.

Všechna řešeńı uk(x) rovnice L(y) = 0 dovedeme spoč́ıtat v př́ıpadě lineárńı rovnice
s konstantńımi koeficienty (pokud umı́me určit kořeny charakteristického polynomu) a ve
vybraných př́ıpadech nekonstantńıch koeficient̊u, např́ıklad u tzv. Eulerovy rovnice.

Partikulárńı řešeńı yp(x) lze spoč́ıtat tzv. metodou variace konstant. V př́ıpadě
rovnice s konstantńımi koeficienty a určitých typ̊u pravé strany je snadněǰśı tzv. metoda
neurčitých koeficient̊u.

Lineárńı rovnice s konstantńımi koeficienty
Lineárńı rovnice s konstantńımi koeficienty je rovnice s koeficienty, které nezávisej́ı na

proměnné x, tj. rovnice L(y) = b(x) s levou stranou

L(y) = y(n) + an−1 y
(n−1) + an−2 y

(n−2) + · · ·+ a2 y
′′ + a1 y

′ + a0 y ,

kde koeficienty ak jsou reálná č́ısla, pravá strana b(x) však může záviset na x.

Výpočet nezávislých řešeńı rovnice bez pravé strany

Řešeńı u(x) budeme hledat ve tvaru exponenciálńı funkce u(x) = eλx. Spoč́ıtáme
derivace u′(x) = λ eλx , u′′(x) = λ2 eλx , obecně u(k)(x) = λk eλx a dosad́ıme do rovnice
L(y) = 0. Každý člen rovnice obsahuje kladný činitel eλx. Vyděleńım rovnice členem eλx

dostáváme rovnici P (λ) = 0, kde P (λ) je tzv. charakteristický polynom

P (λ) = λn + an−1 λ
n−1 + · · ·+ a2 λ

2 + a1 λ+ a0 . (2.5)
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Tedy je-li λ ∈ C kořenem polynomu P (λ), potom u(x) = eλx je řešeńım rovnice L(y) = 0.

Potřebujeme však n nezávislých řešeńı. V ideálńım př́ıpadě, kdy P (λ) má n r̊uzných
reálných kořen̊u λ1, . . . , λn, máme n nezávislých řešeńı u1(x) = eλ1x, . . . , un(x) = eλnx.

Z teorie polynomů v́ıme, že polynom s reálnými koeficienty ak má kořeny reálné
nebo dvojice komplexně sdružených kořen̊u. Kořeny mohou být přitom jednoduché nebo
násobné. Součet počtu všech kořen̊u s jejich násobnost́ı je stupeň n charakteristického
polynomu P (λ), který je roven řádu n lineárńı rovnice.

Komplexně sdružené kořeny. V př́ıpadě dvojice komplexně sdružených kořen̊u µ± i ν
dostáváme dvě komplexńı řešeńı, využijeme přitom vztah ex+i y = ex(cos y + i sin y):

y1(x) = e(µ+i ν)x = eµx[cos(νx)+i sin(νx)] , y2(x) = e(µ−i ν)x = eµx[cos(νx)−i sin(νx)] ,

která jsou také komplexně sdružené funkce. Jejich kombinacemi 1
2
(y1 + y2) a

1
2i
(y1 − y2)

źıskáme dvě nezávislá reálná řešeńı

u1(x) = eµx cos(νx) , u2(x) = eµx sin(νx) .

Násobné kořeny. Necht’ λ1 = λ2 je dvojnásobný reálný kořen polynomu P (λ). Potom
u1(x) = eλ1x je řešeńım rovnice. Ověřme, že funkce u2(x) = x eλ1x je druhým řešeńım
rovnice, které je nezávislé na u1(x). Spoč́ıtejme derivace funkce x eλx

u′2(x) = eλx + λx eλx ,
u′′2(x) = 2λ eλx + λ2 x eλx ,

u′′′2 (x) = 3λ2 eλx + λ3 x eλx ,
...

...
...

u
(k)
2 (x) = k λk−1 eλx + λk x eλx .

Dosad’me derivace do operátoru L(y) = y(n) + an−1 y
(n−1) + · · · + a2 y

′′ + a1 y
′ + a0 y .

Po sdružeńı člen̊u s výrazy eλx, x eλx dostáváme

L(x eλx) = Q(λ) eλx + P (λ) x eλx ,

kde P (λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 je charakteristický polynom rovnice L(y) ,

Q(λ) = nλn−1 + an−1(n− 1)λn−2 + · · ·+ a3 3λ
2 + a2 2λ+ a1 .

Protože λ1 je kořenem P (λ), plat́ı P (λ1) = 0. Polynom Q(λ) je derivaćı polynomu P (λ).
V př́ıpadě dvojnásobného kořene λ1 polynomu P (λ), je λ1 také jednoduchým kořenem
Q(λ). Tvrzeńı lze snadno ověřit derivováńım kořenového součinu

P (λ) = (λ− λ1)(λ− λ2)(λ− λ3) · · · (λ− λn) .

Pokud λ1 = λ2 je dvojnásobný kořen, derivováńım P (λ) dostaneme součet n součin̊u,
z nichž každý obsahuje bud’ nulový činitel (λ− λ1) nebo nulový (λ− λ2) nebo oba.

Řešeńı u1(x) a u2(x) jsou nezávislá, jejich wronskián je

W [u1, u2] = u1 u
′
2 − u′1 u2 = eλ1x(eλ1x + xλ1e

λ1x)− λ1e
λ1x · xeλ1x = e2λ1x > 0 .
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V př́ıpadě trojnásobného kořene λ1 třet́ı řešeńı je u3(x) = x2 eλ1x d́ıky skutečnosti, že
λ1 je nav́ıc kořenem druhé derivace P ′′(λ) charakteristického polynomu P (λ). V př́ıpadě
čtyřnásobného kořene λ1 polož́ıme nav́ıc u4(x) = x3 eλ1x, atd.

Násobné komplexně sdružené kořeny. V př́ıpadě dvojnásobné dvojice komplexně
sdružených kořen̊u λ1,2,3,4 = µ±i ν dvojici řešeńı u1(x) = eµx cos(νx) , u2(x) = eµx sin(νx)
doplńıme řešeńımi u3(x) = x eµx cos(νx) , u4(x) = x eµx sin(νx) . V př́ıpadě trojnásobné
dvojice komplexně sdružených kořen̊u přidáme daľśı dvě řešeńı násobená x2.

Poznámka 2.6 Pokud urč́ıme všechny kořeny charakteristického polynomu P (λ), což
může být problém, snadno urč́ıme všech n nezávislých řešeńı lineárńı rovnice L(y) = 0.

Metoda variace konstant

Pro výpočet touto metodou potřebujeme n-tici nezávislých řešeńı u1, . . . , un př́ıslušné
lineárńı rovnice L(y) = 0. Obecné řešeńı y(x) rovnice

y(n) + an−1 y
(n−1) + · · ·+ a2 y

′′ + a1 y
′ + a0 y = b(x) (2.6)

hledáme ve tvaru s proměnnými, tj.
”
variabilńımi“ , konstantami

y(x) = C1(x)u1(x) + C2(x)u2(x) + · · ·+ Cn(x)un(x) . (2.7)

Dosazeńım do rovnice (2.6) dostaneme soustavu rovnic pro derivace C ′
1(x), · · · , C ′

n(x):

W [u1, · · · , un](x) ·C ′(x) = b(x) , (2.8)

kde W [u1, · · · , un] je Wronského matice nezávislých řešeńı u1, . . . , un, C ′(x) je sloupcový
vektor derivaćı (C ′

1(x), . . . , C
′
n(x))

T a pravá strana sloupcový vektor b = (0, . . . , 0, b(x))T .

Odvod’me uvedený vzorec pro rovnici třet́ıho řádu

y′′′ + a2 y
′′ + a1 y

′ + a0y = b(x) . (2.9)

Řešeńı hledáme ve tvaru

y(x) = C1(x)u1(x) + C2(x)u2(x) + C3(x)u3(x) . (2.10)

Spoč́ıtejme derivaci posledńı rovnosti (argument (x) budeme vynechávat):

y′ = C ′
1 u1 + C ′

2 u2 + C ′
3 u3 + C1 u

′
1 + C2 u

′
2 + C3 u

′
3 .

Položme součet člen̊u s derivovanými
”
konstantami“ Ci roven nule

C ′
1 u1 + C ′

2 u2 + C ′
3 u3 = 0 (2.11)

a zbývaj́ıćı rovnici

y′ = C1 u
′
1 + C2 u

′
2 + C3 u

′
3 (2.12)

opět derivujme

y′′ = C ′
1 u

′
1 + C ′

2 u
′
2 + C ′

3 u
′
3 + C1 u

′′
1 + C2 u

′′
2 + C3 u

′′
3 .

Položme znovu součet derivovaných
”
konstant“ Ci roven nule

C ′
1 u

′
1 + C ′

2 u
′
2 + C ′

3 u
′
3 = 0 . (2.13)
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Zbývaj́ıćı členy dávaj́ı rovnost

y′′ = C1 u
′′
1 + C2 u

′′
2 + C3 u

′′
3 , (2.14)

kterou opět derivujme

y′′′ = C ′
1 u

′′
1 + C ′

2 u
′′
2 + C ′

3 u
′′
3 + C1 u

′′′
1 + C2 u

′′′
2 + C3 u

′′′
3 .

Do rovnice (2.9) dosad́ıme z rovnost́ı (2.10), (2.12), (2.14). Protože ui je řešeńım rovnice
L(y) = 0, plat́ı

Ci(u
′′′
i + a2 u

′′
i + a1 u

′
i + a0 ui) = 0 , i = 1, 2, 3 .

T́ım se nám rovnice (2.9) zjednoduš́ı na

C ′
1 u

′′
1 + C ′

2 u
′′
2 + C ′

3 u
′′
3 = b(x) . (2.15)

Spolu s (2.11), (2.13) dostáváme tak soustavu tř́ı lineárńıch rovnic pro derivace C ′
i

C ′
1 u1 + C ′

2 u2 + C ′
3 u3 = 0 ,

C ′
1 u

′
1 + C ′

2 u
′
2 + C ′

3 u
′
3 = 0 ,

C ′
1 u

′′
1 + C ′

2 u
′′
2 + C ′

3 u
′′
3 = b(x) ,

což je soustava lineárńıch rovnic pro neznámé C ′
1, C

′
2, C

′
3. Jej́ı matice soustavy je regulárńı

Wronského matice řešeńı u1, u2, u3. Soustava proto má právě jedno řešeńı C ′
1, C

′
2, C

′
3 .

Integraćı źıskáme
”
konstanty“

Ci(x) =

∫
C ′

i(x) dx+ ki

a dosazeńım do (2.10) źıskáme obecné řešeńı y(x) se třemi konstantami k1, k2, k3 .

Poznamenejme, že touto metodou lze poč́ıtat obecné řešeńı i rovnic L(y) = b s nekon-
stantńımi koeficienty ak(x), muśıme však znát nezávislá řešeńı u1, . . . , un.

Metoda neurčitých koeficient̊u

Metoda vycháźı z myšlenky, že partikulárńı řešeńı rovnice s konstantńımi koefici-
enty je stejného typu jako pravá strana b(x), což plat́ı pro určité typy pravé strany.
Řešeńı yp(x) hledáme ve tvaru pravé strany s neurčitými (neznámými) koeficienty, které
urč́ıme zkouškou: řešeńı s neznámými koeficienty dosad́ıme do rovnice L(y) = b(x) a
řešeńım vzniklé soustavy lineárńıch rovnic źıskáme konkrétńı hodnoty těchto koeficient̊u.
V př́ıpadě, kdy b(x) je

”
podobné“ typu řešeńı ui(x), tvar hledaného řešeńı uprav́ıme.

Metodu lze už́ıt jen pro př́ıpad lineárńı rovnice s konstantńımi koeficienty a pravé
strany vybraných typ̊u.

Pokud pravá strana b(x) je součtem r̊uzných
”
typ̊u“ funkćı b(x) = b1(x)+· · ·+bk(x), je

vhodné poč́ıtat jednotlivé typy zvlášt’, tj. poč́ıtat jednotlivá řešeńı yi rovnice L(y) = bi(x)
a potom je seč́ıst yp(x) = y1(x) + · · · + yk(x) . Podle typu pravé strany bi(x) a kořen̊u
P (λ) voĺıme typ partikulárńıho řešeńı yi, ř́ıd́ıme se přitom několika pravidly:

A. Exponenciálńı funkce bi(x) = c eλ0x. V př́ıpadě, kdy λ0 neńı kořenem charak-
teristického polynomu P (λ), řešeńı hledáme ve tvaru yi(x) = A eλ0x. Pokud λ0 je jedno-
duchým kořenem, funkce yi(x) = eλ0x je řešeńım rovnice L(yi) = 0 a

”
nepřidá“ nic na
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pravou stranu. Řešeńı proto hledáme ve tvaru yi(x) = Ax eλ0x. Pokud λ0 je dvojnásobný
(k-násobný) kořen P (λ), řešeńı hledáme ve tvaru Ax2 eλ0x (ve tvaru Axk eλx) .

B. Funkce typu sin(νx), cos(νx). Pokud pravá strana bi(x) obsahuje sin(νx) nebo
cos(νx), v obou př́ıpadech řešeńı hledáme ve tvaru s oběma funkcemi

yi(x) = A cos(νx) + B sin(νx) .

Pokud ±i ν byly kořeny charakteristického polynomu P (λ), uvedený typ řešeńı dává
L(yi) = 0, proto muśıme přidat x: yi(x) = Ax cos(νx) +B x sin(νx).

C. Funkce typu eµx sin(νx), eµx cos(νx). Tento typ pravé strany bi(x) odpov́ıdá dvojici
č́ısel λ1,2 = µ±i ν. Pokud tato č́ısla nejsou mezi kořeny charakteristického polynomu P (λ),
řešeńı yi(x) hledáme ve tvaru

yi(x) = A eµx cos(νx) +B eµx sin(νx) .

Pokud č́ısla µ± i ν jsou k-násobnými kořeny P (λ), řešeńı hledáme ve tvaru

yi(x) = Axk eµx cos(νx) + B xk eµx sin(νx) .

D. Předchoźı typy s polynomem. V př́ıpadě, kdy bi(x) je polynomem stupně k,
řešeńı hledáme ve tvaru polynomu stejného stupně s neurčitými koeficienty:

yi(x) = Akx
k + Ak−1x

k−1 + · · ·+ A1x+ A0 .

Lze ukázat, že v př́ıpadě, kdy nula je k-násobným kořenem P (λ), polynom násob́ıme xk.
V př́ıpadě součinu polynomu s eµx a př́ıpadně s některým z výraz̊u cos(νx) nebo

sin(νx), řešeńı hledáme ve stejném tvaru jako v předchoźıch př́ıpadech, pouze daný výraz
vynásob́ıme polynomem stejného stupně s neurčitými koeficienty.

E. Souhrnné pravidlo. Všechny předchoźı typy pravé strany lze obecně popsat
následovně: pro člen pravé strany

bi(x) = Q1(x) e
µx cos(νx) +Q2(x) e

µx sin(νx) ,

kde Qi jsou polynomy stupně nejvýše p, řešeńı hledáme ve tvaru

yi(x) = R1(x)x
k eµx cos(νx) +R2(x) x

k eµx sin(νx) ,

kde R1 , R2 jsou polynomy s neurčitými koeficienty stupně p a k je násobnost kořene
µ± i ν polynomu P (λ). Pokud µ± i ν neńı mezi kořeny P (λ), polož́ıme k = 0.

Poznámky 2.7

(a) Obecný př́ıpad E zahrnuje všechny předchoźı př́ıpady: V př́ıpadě ν = 0, p = 0
dostáváme př́ıpad A, µ = 0, p = 0 př́ıpad B, µ ̸= 0, ν ̸= 0 je př́ıpad C.

(b) Pokud b(x) obsahuje součet člen̊u se stejným µ a ν , řeš́ıme je současně, př́ıpad
r̊uzných µ nebo ν řeš́ıme každý zvlášt’ a źıskaná řešeńı sečteme.

(c) Pokud vám vyjde, že rovnice pro neurčité koeficienty nemá řešeńı, nebo že koeficient
obsahuje x, ve výpočtu je chyba, nebo hledáte řešeńı v nesprávném tvaru.
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Př́ıklad 2.8 Určete obecné řešeńı rovnice y′′ − 3 y′ + 2 y = 2 x2 − 3 + ex + 6 e−x .

Řešeńı: Charakteristický polynom rovnice P (λ) ≡ λ2 − 3λ + 2 = (λ− 1)(λ− 2) má dva
jednoduché reálné kořeny λ1 = 1, λ2 = 2 , př́ıslušná řešeńı jsou u1(x) = ex , u2(x) = e2x .

Výpočet partikulárńıho řešeńı provedeme nejprve metodou variace konstant, potom
metodou neurčitých koeficient̊u.

Metoda variace konstant
Řešeńı hledáme ve tvaru y(x) = C1(x)u1(x) + C2(x)u2(x) = C1(x) e

x + C2(x) e
2x.

Podle (2.8) derivace koeficient̊u splňuj́ı soustavu lineárńıch rovnic W [u1, u2]C
′(x) = b(x):

exC ′
1 + e2xC ′

2 = 0
exC ′

1 + 2 e2xC ′
2 = 2x2 − 3 + ex + 6 e−x ,

která dává C ′
1(x) = −(2x2 − 3)e−x − 1− 6 e−2x , C ′

2(x) = (2 x2 − 3)e−2x + e−x + 6 e−3x .
Integraćı metodou

”
per partes“ dostáváme

C1(x) = (2x2+4x+1)e−x−x+3 e−2x+k1, C2(x) = (−x2−x+1)e−2x−e−x−2e−3x+k2.

Dosazeńım do y(x) = C1(x)u1(x) + C2(x)u2(x) po úpravě źıskáme obecné řešeńı

y(x) = (k1 − 1)ex + k2 e
2x + x2 + 3x+ 2− xex + e−x . 2

Metoda neurčitých koeficient̊u
Pravou stranu b(x) = 2 x2 − 3 + ex + 6 e−x rozlož́ıme na tři části: b1(x) = 2 x2 − 3 ,

b2(x) = ex , b3(x) = 6 e−x .

Pravá strana b1(x) je polynom druhého stupně se členem e0 = 1, λ = 0— neńı kořenem
P (λ). Řešeńı proto hledáme ve tvaru polynomu druhého stupně s neurčitými koeficienty
y1(x) = Ax2 +B x+ C. Dosazeńı y1 do rovnice y′′ − 3 y′ + 2 y = b1(x) dává

2A−3(2Ax+B)+2(Ax2+Bx+C) = 2Ax2+(−6A+2B)x+(2A−3B+2C) = 2x2−3 ,

odkud máme A = 1, B = 3 , C = 2 , tedy y1(x) = x2 + 3x+ 2 .

Pravá strana b2(x) = ex je funkce odpov́ıdaj́ıćı λ = 1, která je kořenem P (λ), řešeńı
hledáme v tvaru y2(x) = Ax ex. Dosazeńı y2 do rovnice y′′ − 3 y′ + 2 y = b2(x) dává

A(2ex+xex)−3A(ex+x ex)+2Axex = (2A−3A)ex+(A−3A+2A)xex = −Aex = ex ,

odkud plyne A = −1 , a proto y2(x) = −x ex .
Konečně pravá strana b3(x) = 6e−x je funkce odpov́ıdaj́ıćı λ = −1, která neńı kořenem

P (λ), řešeńı hledáme v tvaru y3(x) = A e−x. Dosazeńı do y′′ − 3 y′ + 2 y = b3(x) dává

A e−x + 3A e−x + 2A e−x = 6A e−x = 6 e−x ,

odkud plyne A = 1, a tedy y3(x) = e−x .

Obecné řešeńı rovnice je proto y(x) = c1 e
x + c2 e

2x + x2 + 3x+ 2− x ex + e−x . 2
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Obě metody vedou ke stejnému výsledku: konstantě k1 − 1 ∈ R v metodě variace
konstant odpov́ıdá konstanta c1 v metodě neurčitých koeficient̊u. Metoda variace kon-
stant je však bývá obvykle značně pracněǰśı. Proto je vhodněǰśı už́ıt metodu neurčitých
koeficient̊u, pokud je možné ji použ́ıt.

Př́ıklad 2.9 Určete obecné řešeńı rovnice y′′ − 6y′ + 9 y = 2 e3x .

Řešeńı: Charakteristický polynom P (λ) = λ2 − 6λ + 9 má dvojnásobný kořen λ1,2 = 3,
řešeńı rovnice bez pravé strany jsou u1(x) = e3x , u2(x) = x e3x .

Partikulárńı řešeńı urč́ıme metodou neurčitých koeficient̊u. Pravá strana b(x) = 2 e3x

odpov́ıdá λ = 3, což je dvojnásobný kořen. Partikulárńı řešeńı proto budeme hledat ve
tvaru yp(x) = Ax2 e3x. Dosazeńım do zadané rovnice dostáváme L(yp) = 2A e3x = 2 e3x ,
odkud plyne A = 1 . Dostáváme tak obecné řešeńı

y(x) = c1 e
3x + c2 x e

3x + x2 e3x . 2

Př́ıklad 2.10 Určete obecné řešeńı rovnice y′′ + 4y = 8 e2x + 3 cos x+ 4 sin(2x) .

Řešeńı: Charakteristický polynom P (λ) = λ2+4 má dvojici komplexně sdružených kořen̊u
λ1,2 = ±2i , řešeńı rovnice bez pravé strany jsou u1(x) = cos(2x) , u2(x) = sin(2x) .

Pravou stranu rozlož́ıme na tři části a řeš́ıme metodou neurčitých koeficient̊u.
Pro b1(x) = 8 e2x , λ = 2 neńı kořenem P (λ), proto řešeńı hledáme ve stejném tvaru

y1(x) = A e2x. Dosazeńım do rovnice y′′ + 4y = b1(x) vyjde A = 1, tj. y1(x) = e2x .
Pro b2(x) = 3 cosx , λ = ± i neńı kořenem P (λ). Řešeńı proto hledáme ve tvaru

y2(x) = A cos x + B sinx . Dosazeńım do rovnice y′′ + 4y = b2(x) dostáváme A = 1 ,
B = 0 , tj. y2(x) = cos x .

Funkci b3(x) = 4 sin(2x) odpov́ıdá λ = ±2i , což jsou jednoduché kořeny P (λ). Řešeńı
proto budeme hledat ve tvaru y3(x) = Ax cos(2x) + B x sin(2x) . Dosazeńım do rovnice
y′′ + 4y = b3(x) źıskáme A = −1 , B = 0 , tj. y3(x) = −x cos(2x) . Řešeńı rovnice tedy je

y(x) = c1 cos(2x) + c2 sin(2x) + e2x + cosx− x cos(2x) . 2

Př́ıklad 2.11 Určete obecné řešeńı rovnice y′′ − 4y′ + 5y = e2x +8 cosx+ 2 e2x sinx .

Řešeńı: Charakteristický polynom P (λ) = λ2 − 4λ+5 má dvojici komplexně sdružených
kořen̊u λ1,2 = 2± i , řešeńı jsou proto u1(x) = e2x cos x , u2(x) = e2x sinx .

Partikulárńı řešeńı hledáme metodou neurčitých koeficient̊u. Pravou stranu rozlož́ıme
do tř́ı část́ı.

Pro b1(x) = e2x , λ = 2 neńı kořenem P (λ) a řešeńı hledáme ve tvaru y1(x) = A e2x.
Dosazeńım y1 do rovnice y′′ − 4y′ + 5y = b1(x) vyjde A = 1, tj. y1(x) = e2x .

Pro b2(x) = 8 cosx , λ = ± i neńı kořenem P (λ). Řešeńı proto hledáme ve tvaru
y2(x) = A cosx+ B sinx . Dosazeńı y2 do y′′ − 4y′ + 5y = b2(x) dává A = 1 , B = −1 tj.
y2(x) = cosx− sinx .

V př́ıpadě b3(x) = 2 e2x sin x , λ = 2 ± i jsou jednoduché kořeny P (λ). Řešeńı proto
muśıme hledat ve tvaru y3(x) = Ax e2x cosx + B x e2x sinx . Dosazeńım y3 do rovnice
y′′−4y′+5y = b3(x) po deľśım výpočtu źıskámeA = −1 ,B = 0 , tedy y3(x) = −x e2x cosx.
Obecné řešeńı rovnice je proto

y(x) = c1 e
2x cos(2x) + c2 e

2x sin(2x) + e2x + cos x− sin x− x e2x cos x . 2

25



Eulerova rovnice
Uvedeme ještě typ lineárńıch rovnic s nekonstantńımi koeficienty, který dovedeme řešit.

Je to Eulerova rovnice, ve které koeficientem u k-té derivace y(k) je násobek xk:

xn y(n) + an−1 x
n−1 y(n−1) + · · ·+ a2 x

2 y′′ + a1 x y
′ + a0 y = b(x) .

Př́ıklad 2.12 Určete řešeńı lineárńı Eulerovy rovnice druhého řádu bez pravé strany

x2 y′′ − 6 x y′ + 6 y = 0 .

Řešeńı: V tomto př́ıpadě řešeńı hledáme ve tvaru mocniny y(x) = xλ. Spoč́ıtejme derivace:

y(x) = xλ, y′(x) = λxλ−1, y′′ = λ(λ− 1)xλ−2.

Dosazeńım do rovnice dostáváme

x2 λ(λ− 1)xλ−2 − 6xλxλ−1 + 6 xλ = 0 .

Po vyděleńı xλ dostáváme kvadratickou rovnici pro exponent λ

λ2 − 7λ+ 6 = 0 ,

která má dva kořeny λ1 = 1 a λ2 = 6. Tyto kořeny dávaj́ı dvě řešeńı u1(x) = x1 = x ,
u2(x) = x6. Obecné řešeńı rovnice proto je

y(x) = c1 x+ c2 x
6 , x ∈ (−∞,∞) , x ∈ R .

T́ımto zp̊usobem lze rovnici vyřešit v př́ıpadě, kdy charakteristická rovnice má dva r̊uzné
reálné kořeny λi. 2

Eulerova rovnice n-tého řádu

Označme

L(y) = xn y(n) + an−1 x
n−1 y(n−1) + · · ·+ a2 x

2 y′′ + a1 x y
′ + a0 y (2.16)

a hledejme řešeńı rovnice L(y) = 0 ve tvaru u(x) = xλ . Spoč́ıtejme derivace

u′(x) = λxλ−1, u′′(x) = λ(λ− 1)xλ−2, . . . , u(k)(x) = λ(λ− 1) · · · (λ− k + 1)xλ−k

a dosad’me je do rovnice. Dostáváme rovnici P (λ)xλ = 0, kde

P (λ) = λ · · · (λ− n+ 1) + an−1λ · · · (λ− n+ 2) + · · ·+ a2λ(λ− 1) + a1λ+ a0 (2.17)

je charakteristický polynom stupně n. Zřejmě pro nezáporný kořen λ polynomu P (λ)
je u(x) = xλ řešeńım rovnice L(y) = 0 na celém R. Pro záporný kořen λ je rovnice splněna
pouze na intervalech (−∞, 0) , (0,∞). Pokud tedy P (λ) má jen jednoduché reálné kořeny
λ1, . . . , λn, rovnice L(y) = 0 má obecné řešeńı

y(x) = c1 x
λ1 + c2 x

λ2 + · · ·+ cn x
λn .
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Řešeńı Eulerovy rovnice substitućı

Abychom dostali všechna řešeńı i v př́ıpadech, kdy charakteristický polynom má
násobné nebo komplexně sdružené kořeny, využijeme skutečnosti, že transformaćı x = et

Eulerova rovnice přejde na rovnici s konstantńımi koeficienty.
Uvažujme rovnici

xn y(n) + an−1 x
n−1y(n−1) + · · ·+ a2 x

2 y′′ + a1 x y
′ + a0 y = b(x) . (2.18)

Pro x > 0 použijeme substituci x = et. Inverzńı zobrazeńı je t = ln x, při kterém
se x ∈ (0,∞) zobraźı na t ∈ (−∞,∞). Neznámou y(x) převedeme na z(t) = y(et).
Spoč́ıtejme derivace y(x) = z(lnx), po úpravě dostáváme

x y′(x) = z′(lnx) ,

x2 y′′(x) = z′′(lnx)− z′(lnx) ,

x3 y(3)(x) = z(3)(lnx)− 3 z′′(lnx) + 2 z′(lnx) ,

x4 y(4)(x) = z(4)(lnx)− 6 z(3)(lnx) + 11 z′′(lnx)− 6 z′(lnx) ,
...

...
...

...

Do Eulerovy rovnice (2.18) dosad́ıme spoč́ıtané derivace. Dostáváme tak rovnici s kon-
stantńımi koeficienty pro neznámou z(t) a novými konstantńımi koeficienty bi

z(n)(t) + bn−1 z
(n−1)(t) + · · ·+ b2 z

′′(t) + b1 z
′(t) + b0 z(t) = b(et) , (2.19)

přičemž lze ukázat, že charakteristický polynom této rovnice je stejný jako charakteristický
polynom P (λ) daný vztahem (2.17). Polynom stupně nmá n kořen̊u poč́ıtáno s násobnost́ı.
Kořeny charakteristického polynomu λi pak dávaj́ı řešeńı rovnice bez pravé strany
(a) je-li λi reálný kořen, je řešeńım eλit, v proměnné x pak ui(x) = exp(λi ln|x|) = xλi ,

(b) je-li λi dvojnásobný kořen, druhým řešeńım je t eλit, kterému odpov́ıdá ln|x| xλi ,

(c) jsou-li µ± i ν komplexně sdružené kořeny, potom řešeńı eµt cos(νt), eµt sin(νt) dávaj́ı
dvojici řešeńı xµ cos(ν ln|x|), xµ sin(ν ln|x|) .

Pro výpočet partikulárńıho řešeńı lze využ́ıt metodu neurčitých koeficient̊u pro trans-
formovanou rovnici pro z(t) v proměnné t, přičemž t nahrad́ıme ln|x|, nebo použijeme
metodu variace konstant aplikovanou př́ımo na rovnici v x.

Eulerova rovnice druhého řádu

Uved’me výsledky substituce pro rovnici druhého řádu

x2y′′ + a x y′ + b y = 0 .

Př́ıslušný charakteristický polynom je

P (λ) = λ(λ− 1) + aλ+ b = 0 .

Mohou nastat 3 př́ıpady:

(a) Polynom má dva r̊uzné reálné kořeny λ1, λ2. Potom

y(x) = c1 x
λ1 + c2 x

λ2

je obecným řešeńı rovnice na celém R, pokud kořeny λ1 i λ2 jsou nezáporné. V
př́ıpadě záporného λi jde o řešeńı pouze na intervalech (−∞, 0) , nebo (0,∞).
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(b) Polynom má dvojnásobný reálný kořen λ0, potom

y(x) = c1 x
λ0 + c2 x

λ0 ln|x|

je obecné řešeńı na intervalech (−∞, 0) , nebo (0,∞) .

(c) Polynom má dvojici komplexně sdružených kořen̊u λ1,2 = µ± i ν, potom

y(x) = c1 x
µ cos(ν ln|x|) + c2 x

µ sin(ν ln|x|)

je obecné řešeńı na intervalech (−∞, 0) nebo (0,∞) .
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3. Soustavy rovnic prvńıho řádu (SODR1)

Soustavu m diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu pro sloupcový vektor n neznámých funkćı
y(x) = (y1(x), . . . , yn(x))

T lze obecně napsat po složkách nebo vektorově:

F1 (x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n) = 0,

...
...

...
...

Fm(x, y1, . . . , yn, y
′
1, . . . , y

′
n) = 0,

F(x,y,y′) = 0 ,

kde F = (F1, . . . , Fm) : G ⊂ R2n+1 → Rm je daná vektorová funkce. O této soustavě však
obecně nelze nic ř́ıci.

Vhodněǰśı je tzv. normálńı tvar soustavy m = n diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu
opět pro vektor n neznámých funkćı y(x) = (y1(x), . . . , yn(x))

T na intervalu I, kterou
zapisujeme ve tvaru, ve kterém derivace neznámých tvoř́ı levé strany rovnic. Soustavu
doplńıme stejným počtem počátečńıch podmı́nek:

y′1 = f1(x, y1, . . . , yn) , y1(x0) = γ1,
...

...
...

...
y′n = fn(x, y1, . . . , yn) , yn(x0) = γn.

(3.1)

Tuto soustavu můžeme zapsat také ve vektorovém tvaru

y′ = f(x,y) , y(x0) = γγγγγ, (3.2)

přičemž v rovnićıch f ≡ (f1, . . . , fn)
T : G ⊂ Rn+1 → Rn vystupuje vektorová funkce n+1

proměnných a v podmı́nkách jsou daná reálná x0, γ1, . . . , γn, přičemž γγγγγ ≡ (γ1, . . . , γn)
T .

Soustava rovnic s podmı́nkami zapsaná ve tvaru (3.1) nebo (3.2) tvoř́ı tzv. počátečńı
(Cauchyovu) úlohu, pro kterou už lze vyslovit tvrzeńı o existenci a jednoznačnosti:

Věta 3.1 (Cauchyova úloha - existence a jednoznačnost)

(a) Necht’ v okoĺı bodu (x0, γγγγγ) ∈ I × Rn jsou funkce fi spojité, potom v okoĺı x0
existuje řešeńı počátečńı úlohy (3.1) .

(b) Necht’ nav́ıc v okoĺı bodu (x0, γγγγγ) jsou funkce fi lispchitzovské v proměnných
y1, . . . , yn, potom v okoĺı x0 řešeńı y(x) počátečńı úlohy (3.1) je jednoznačné.

Vztah ODRn a SODR1

Jaký je vztah mezi ODR n-tého řádu a soustavou ODR prvńıho řádu?

Věta 3.2 Každou obyčejnou diferenciálńı rovnici n-tého řádu na intervalu I lze převést
na soustavu n obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu na stejném intervalu.

Tvrzeńı dokážeme t́ım, že danou ODRn převedeme na SODR1. Uvažujme obyčejnou
diferenciálńı rovnici na intervalu I v normálńım tvaru

y(n) = f(x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)) .

Za nové neznámé y(x) = (y1, y2, . . . , yn)
T soustavy rovnic prvńıho řádu vezmeme nultou

až (n-1)derivaci neznámé funkce y v rovnici n-tého řádu takto:

y1 = y , y2 = y′ , y3 = y′′ , . . . , yn = y(n−1) .
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Vztah mezi jednotlivými derivacemi dává prvńıch n−1 rovnic

y′1 = y2 , y′2 = y3 , y′3 = y4 , . . . , y
′
n−1 = yn , (3.3)

posledńı rovnici dostaneme t́ım, že jednotlivé derivace y(k) nahrad́ıme neznámou yk+1 :

y′n = f(x, y1, y2, y3, . . . , yn) .

T́ım jsme źıskali soustavu n obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu.

V př́ıpadě rovnice zapsané v obecném tvaru F (x, y, y′, y′′, . . . , y(n)) = 0, n−1 rovnic
(3.3) doplńıme rovnićı F (x, y1, y2, y3 . . . , yn, y

′
n) = 0.

Počátečńı podmı́nky ODRn

y(x0) = γ0 , y′(x0) = γ1 , y′′(x0) = γ2 , . . . , y
(n−1)(x0) = γn−1 ,

přitom přejdou na počátečńı podmı́nky soustavy n obyčejných diferenciálńıch rovnic:

y1(x0) = γ0 , y2(x0) = γ1 , y3(x0) = γ2 , . . . , yn(x0) = γn−1 .

Většina metod numerického řešeńı obyčejných diferenciálńıch rovnic vyšš́ıho řádu využ́ıvá
toto převedeńı rovnice na soustavu rovnic prvńıho řádu. Převod soustavy n rovnic prvńıho
řádu na jednu rovnici řádu n obecně neńı možný. Jen soustavu lineárńıch rovnic s kon-
stantńımi koeficienty je možné převést na rovnici n-tého řádu, jak si ukážeme v daľśım.

Soustava lineárńıch rovnic prvńıho řádu (SLODR1)
Soustavu rovnic (3.2) nazveme lineárńı, pokud jednotlivé funkce fi(x, y1, . . . , yn) jsou

lineárńı v proměnných y1, . . . , yn. Soustavu tak zaṕı̌seme ve tvaru

y′1 = a11 y1 + a12 y2 + · · · + a1n yn + b1 ,
y′2 = a21 y1 + a22 y2 + · · · + a2n yn + b2 ,
...

...
...

. . .
...

...
y′n = an1 y1 + an2 y2 + · · · + ann yn + bn ,

(3.4)

kde aij(x) jsou funkce zvané koeficienty, bi(x) pravé strany soustavy rovnic. Soustavu
rovnic na intervalu I doplńıme počátečńımi podmı́nkami v bodě x0 ∈ I:

y1(x0) = γ1 , y2(x0) = γ2 , . . . yn(x0) = γn . (3.5)

Soustavu s počátečńımi podmı́nkami přehledně zapisujeme v maticovém tvaru
y′1
y′2
...
y′n

 =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann



y1
y2
...
yn

+


b1
b2
...
bn

,

y1
y2
...
yn

(x0) =

γ1
γ2
...
γn

. (3.6)
Označ́ıme-li matici koeficient̊u A, vektor neznámých y a vektor pravých stran γγγγγ, soustavu
lineárńıch rovnic prvńıho řádu lze přehledně zapsat ve tvaru

y′ = Ay + b , y(x0) = γγγγγ . (3.7)
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Protože fi(x, y1, . . . , yn) = ai1(x) y1 + · · · + ain yn + bi(x) a parciálńı derivace ∂fi/∂yj(x)
jsou aij(x), věta o existenci a jednoznačnosti řešeńı pro soustavu lineárńıch rovnic dává:

Věta 3.3 Necht’ aij(x), bi(x) jsou funkce spojité na intervalu I. Potom soustava lineár-
ńıch rovnic (3.4) s podmı́nkami (3.5) má právě jedno řešeńı y(x) na celém I.

Struktura řešeńı

Podobně jako v př́ıpadě rovnice n-tého řádu snadno zjist́ıme, že rozd́ıl dvou libovolných
řešeńı rovnice y′ = Ay+b je řešeńım rovnice y′ = Ay. Také řešeńı rovnice y′ = Ay jsou
uzavřená vzhledem k operaćım sč́ıtáńı a násobeńı konstantou. Protože pro každé počátečńı
podmı́nky γ1, . . . , γn ∈ R existuje právě jedno řešeńı rovnice y′ = Ay, speciálńımi volbami
γγγγγ1 = (1, 0, . . . , 0, 0)T ,. . . ,γγγγγn = (0, 0, . . . , 0, 1)T źıskáme n nezávislých řešeńı u1,u2, . . . ,un.
Obecné řešeńı pak lze zapsat ve tvaru:

Věta 3.4 Necht’ aij(x), bi(x) jsou funkce spojité na intervalu I.
Obecné řešeńı soustavy lineárńıch rovnic (3.4) lze zapsat ve tvaru

y(x) = c1 u1(x) + c2 u2(x) + · · ·+ cn un(x) + yp(x) , c1, c2, . . . , cn ∈ R , (3.8)

kde u1,u2, . . . ,un je n nezávislých řešeńı soustavy y′ = Ay , yp(x) je libovolné řešeńı
soustavy y′ = Ay + b. Řešeńı ui = (u1i, . . . , uni)

T , i = 1, . . . , n tvoř́ı matici funkćı

U = (u1,u2, . . . ,un) =

 u11 . . . u1n
...

. . .
...

un1 . . . unn


zvanou fundamentálńı řešeńı. Matice funkćı U je regulárńı pro všechna x ∈ I.
Obecné řešeńı tak lze zapsat ve tvaru

y(x) = U(x) · c+ yp(x) , c = (c1, c2, . . . , cn)
T .

Grafem řešeńı y(x) na intervalu I je křivka K = {(x, y1(x), . . . , yn(x)) ∈ Rn+1 , x ∈ I}
v prostoru I × Rn spojitých vektorových funkćı na intervalu I.

Množina řešeńı rovnice y′ = Ay tak tvoř́ı lineárńı podprostor prostoru spojitých
vektorových funkćı na intervalu I a množina řešeńı soustavy rovnic y′ = Ay + b je
lineárńı podmnožina (

”
posunutý“ podprostor) ve stejném prostoru funkćı.

Soustava lineárńıch rovnic s konstantńımi koeficienty
Pro určeńı řešeńı soustavy lineárńıch rovnic potřebujeme spoč́ıtat fundamentálńı řešeńı

U, tj. n nezávislých řešeńı u1(x), . . . ,un(x) rovnice y′ = Ay a tzv. partikulárńı řešeńı
yp(x) splňuj́ıćı rovnici y

′ = Ay + b .
Soustavu n rovnic s konstantńımi koeficienty s neznámými funkcemi y1, . . . , yn lze

převést na jednu rovnici n-tého řádu s jednou neznámou funkćı eliminováńım ostatńıch
proměnných.

Vhodněǰśı bývá řešit soustavu lineárńıch rovnic př́ımo. Fundamentálńı řešeńı U , tj.
n-tici nezávislých řešeńı u1, . . . ,un rovnice y′ = Ay , lze spoč́ıtat Eulerovou metodou
vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u. Partikulárńı řešeńı yp možno potom dopoč́ıtat metodou
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variace konstant a pro některé typy pravé strany metodou neurčitých koeficient̊u.
Řešeńı počátečńı úlohy źıskáme tak, že obecné řešeńı s n konstantami c1, . . . , cn do-

sad́ıme do počátečńıch podmı́nek yi(x0) = γi. Dostaneme soustavu lineárńıch rovnic
u1(x0) c1 + · · · + un(x0) cn = γγγγγ − yp(x0) pro konstanty ci. Matice soustavy je funda-
mentálńı řešeńı U v bodě x0, což je matice regulárńı, proto soustava má právě jedno
řešeńı. Počátečńı úloha má tak právě jedno řešeńı pro každé γi.

Eliminačńı metoda

Podstatou této metody je převedeńı soustavy rovnic na jedinou rovnici nejvýše n-tého
řádu postupným vylučováńım jednotlivých neznámých funkćı. Po vyřešeńı této rovnice
nutno dopoč́ıtat ostatńı neznámé funkce. Ukažme si to na př́ıkladu dvou rovnic. Metodu
lze použ́ıt i pro v́ıce rovnic, výpočet je však složitěǰśı. V některých př́ıpadech, kdy neznámé
v rovnićıch jsou

”
oddělené“, např́ıklad y′1 = a11 y1 + b1(x), y′2 = a22 y2 + b2(x), soustavu

nelze převést na rovnici druhého řádu, obě rovnice prvńıho řádu však lze řešit odděleně.

Př́ıklad 3.5 Určete obecné řešeńı soustavy

y′1(x) = 2 y1(x) + 3 y2(x) − 5 e3x , (1)

y′2(x) = y1(x) + 4 y2(x) − 3 e3x . (2)

a řešeńı splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky y1(0) = 2, y2(0) = −1 .

Řešeńı: Za funkci, kterou budeme eliminovat, zvoĺıme funkci y2(x). Z rovnic na pravé
straně vylouč́ıme y2: od rovnice (1) násobené 4 odečteme rovnici (2) násobenou 3, dosta-
neme tak rovnici 4 y′1 − 3 y2′ = 5 y1 − 11 e3x. Odtud vyjádř́ıme y′2:

y′2 =
1
3
(4 y′1 − 5 y1 + 11 e3x) . (3.9)

Prvńı rovnici zderivujeme y′′1 = 2 y′1 + 3 y′2 − 15 e3x, z rovnosti (3.9) dosad́ıme za y′2 a
neznámé dáme na levou stranu

y′′1 − 6 y′1 + 5 y1 = −4 e3x . (3.10)

Dostali jsme rovnici druhého řádu pro neznámou y1. Jej́ı charakteristický polynom
P (λ) = λ2−6λ+5 má dva reálné kořeny 1, 5, které dávaj́ı řešeńı u1(x) = ex, u2(x) = e5x.
Pravé straně b(x) = −4 e3x odpov́ıdá λ = 3, což neńı kořen P (λ). Partikulárńı řešeńı
proto hledáme metodou neurčitých koeficient̊u ve tvaru yp(x) = A e3x.

Dosazeńı do rovnice (3.10) dává 9A e3x−18A e3x+5A e3x = −4A e3x = −4 e3x, odkud
plyne A = 1. Dostali jsme prvńı složku řešeńı

y1(x) = c1 e
x + c2 e

5x + e3x .

Zbývá dopoč́ıtat druhou složku řešeńı y2(x). Z rovnice (1) plyne y2 =
1
3
(y′1 − 2 y1 +5 e3x).

Dosazeńım za y1 dostáváme

y2(x) =
1

3
[c1 e

x+5 c2 e
5x+3 e3x−2 c1 e

x−2 c2 e
5x−2 e3x+5 e3x] = −1

3
c1 e

x+c2 e
5x+2 e3x .

Obecné řešeńı y(x) můžeme zapsat také ve vektorovém tvaru

y(x) ≡
(
y1
y2

)
(x) = c1

(
1

−1
3

)
ex + c2

(
1
1

)
e5x +

(
1
2

)
e3x .
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Obecné řešeńı dosad́ıme do počátečńıch podmı́nek. Soustava rovnic c1 + c2 + 1 = 2 ,
−1

3
c1 + c2 + 2 = −1 dává c1 = 3, c2 = −2, a t́ım i řešeńı počátečńı úlohy

y(x) =

(
3

−1

)
ex −

(
2
2

)
e5x +

(
1
2

)
e3x , tj.

y1(x) = 3 e3x − 2 e5x + e3x,
y2(x) = −e3x − 2 e5x + 2 e3x. 2

Druhou možnost́ı je eliminovat neznámou y1(x). Kombinace rovnic 1 · (1)−2 · (2) dává
y′1 − 2 y′2 = −5 y2 + e3x, odkud plyne y′1 = 2 y′2 − 5 y2 + e3x. Do druhé zderivované rovnice
y′′2 = y′1 + 4 y′2 − 9 e3x dosad́ıme za y′1 a po úpravě dostáváme rovnici druhého řádu

y′′2 − 6 y′2 + 5 y2 = −8 e3x ,

se stejným charakteristickým polynomem P (λ) = λ2 − 6λ + 5 . Obvyklým zp̊usobem
urč́ıme řešeńı y2(x) = c1e

x + c2 e
5x + 2 e3x. Druhou neznámou y1(x) dopoč́ıtáme z rovnice

(2): y1(x) = y′2(x)− 4 y2(x) + 3 e3x = −3 c1 e
x + c2 e

5x + e3x . Dostali jsme stejný výsledek

y(x) ≡
(
y1
y2

)
(x) = c1

(
−3
1

)
ex + c2

(
1
1

)
e5x +

(
1
2

)
e3x ,

jen s jinou konstantou c1, stejné řešeńı dostaneme, zvoĺıme-li − 1
3
c1 mı́sto c1.

Dosazeńım do počátečńıch podmı́nek dostáváme soustavu rovnic −3 c1 + c2 + 1 = 2,
c1 + c2 + 2 = −1, jej́ıž řešeńı c1 = −1, c2 = −2 dává stejné řešeńı počátečńı úlohy. 2

Poznámka 3.6 Pro zjednodušeńı označeńı se často neznámé funkce označuj́ı y(x), z(x):

y′(x) = a11 y(x) + a12 z(x) + b1(x),

z′(x) = a21 y(x) + a22 z(x) + b2(x).
(3.11)

Eulerova metoda výpočtu fundamentálńıho řešeńı

Zapǐsme soustavu rovnic bez pravé strany v maticovém tvaru: y′ = Ay a řešeńı
rovnice hledejme ve tvaru y(x) = v eλx, kde v je sloupcový vektor konstant. Derivaci
y′(x) = v λ eλx dosad́ıme do rovnice y′ = Ay. Dostáváme

v λ eλx = Av eλx.

Protože eλx ̸= 0, dostáváme rovnici Av = λv, tj. (A − λE)v = 0, kde E je jednotková
matice. Je to soustava lineárńıch rovnic bez pravé strany, která má vždy nulové řešeńı.
Pokud matice soustavy je regulárńı, je to jediné řešeńı. Je-li matice soustavy singulárńı,
existuje nenulové řešeńı vektor v a vektorová funkce u(x) = v eλx je řešeńım soustavy
diferenciálńıch rovnic.

Hledáme proto č́ısla λ, pro která existuje nenulové řešeńı v soustavy (A− λE)v = 0,
což je tzv. úloha o vlastńıch č́ıslech matice. Č́ısla λi, pro která existuje nenulový
vektor řešeńı, se nazývaj́ı vlastńı č́ısla a př́ıslušné nenulové vi vlastńı vektory.

Nenulové řešeńı soustavy rovnic existuje, pokud př́ıslušná matice soustavy A− λE je
singulárńı, tj. jej́ı determinant det(A−λE) je nulový. Výraz P (λ) = (−1)n det(A−λE) je
polynom stupně n v proměnné λ, tzv. charakteristický polynom. Pokud polynom P (λ)
má n r̊uzných, tj. jednoduchých kořen̊u λ1, λ2, . . . , λn s př́ıslušnými nenulovými vlastńımi
vektory v1,v2, . . . ,vn, potom funkce

u1(x) = v1 e
λ1x, u2(x) = v2 e

λ2x, . . . ,un(x) = vne
λnx

jsou nezávislé a tvoř́ı fundamentálńı řešeńı U soustavy y′ = Ay.
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Soustava dvou rovnic

Budeme řešit soustavu dvou lineárńıch rovnic s konstantńımi koeficienty

y′1(x) = a11 y1(x) + a12 y2(x) + b1(x),

y′2(x) = a21 y1(x) + a22 y2(x) + b2(x).
(3.12)

Výpočet fundamentálńıho řešeńı U provedeme ve třech kroćıch:

(1) Urč́ıme polynom P (λ) = (−1)n det(A− λE). V př́ıpadě n = 2 je polynom P (λ)∣∣∣∣a11 − λ a12
a21 a22 − λ

∣∣∣∣ = (a11 −λ)(a22 −λ)− a12a21 = λ2 − (a11 + a22)λ+ a11a22 − a12a21.

Označ́ıme-li součet prvk̊u na hlavńı diagonále tzv. stopu (trace) matice Tr(A) = a11+a22,
charakteristický polynom v př́ıpadě n = 2 má tvar

P (λ) = λ2 − Tr(A)λ+ det(A).

(2) Urč́ıme kořeny P (λ). Zde mohou nastat tři r̊uzné situace:

(2A) Dva r̊uzné reálné kořeny λ1, λ2. Pro reálný kořen λ1 hledáme nenulové řešeńı
soustavy lineárńıch rovnic (A− λ1E)v = 0. Naṕı̌seme si matici soustavy(

a11 − λ1 a12
a21 a22 − λ1

)
.

Pokud jsme správně poč́ıtali, zjist́ıme, že řádky jsou závislé a jeden z nich můžeme vyne-
chat. Zbývaj́ıćı řádek (a, b) přeṕı̌seme na rovnici pro v1 = (v1, v2)

T . Rovnice a v1+b v2 = 0
má nekonečně mnoho řešeńı, která se navzájem lǐśı jen násobkem. Zvoĺıme jedno nenulové
řešeńı — dle možnosti s malými celými č́ısly. Źıskáme t́ım vlastńı vektor v1. Stejným
zp̊usobem urč́ıme vektor v2 jako řešeńı soustavy (A− λ2E) · v = 0.

Druhý a třet́ı př́ıpad komplexně sdružených a násobných kořen̊u probereme později.
(3) Naṕı̌seme řešeńı u1(x) = v1 e

λ1x, u2(x) = v2 e
λ2x, př́ıpadně obecné řešeńı soustavy.

Př́ıklad 3.7 Určete fundamentálńı řešeńı soustavy z př́ıkladu 3.5 Eulerovou metodou

y′1(x) = 2 y1(x) + 3 y2(x) ,

y′2(x) = y1(x) + 4 y2(x) .

Řešeńı: Matice soustavy je A =

(
2 3
1 4

)
. Spoč́ıtáme jej́ı charakteristický polynom.

Stopa matice je Tr(A) = 2+4 = 6 , determinant det(A) = 2 ·4−3 ·1 = 5, proto polynom
P (λ) = λ2 − 6λ+ 5 = (λ− 1)(λ− 5), jeho dva kořeny jsou λ1 = 1 a λ2 = 5.

Pro jednotlivá λ urč́ıme př́ıslušné vlastńı vektory, závislý řádek vypust́ıme:

λ1 = 1 : A− λ1 E =

(
1 3
1 3

)
∼

(
1 3
0 0

)
.

Př́ıslušná rovnice pro vlastńı vektor v1 = (v1, v2) je 1 v1 + 3 v2 = 0 . Zvoĺıme řešeńı

v1 = 3 , v2 = −1, což dává u1(x) =
(

3
−1

)
ex . Dále pro druhý kořen

λ2 = 5 : A− λ2 E =

(
−3 3
1 −1

)
∼

(
1 −1
0 0

)
.
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Př́ıslušná rovnice pro vlastńı vektor v2 je v1 − v2 = 0 . Zvoĺıme řešeńı v1 = 1 , v2 = 1,

což dává u2(x) =
(

1
1

)
e5x .

Naṕı̌seme fundamentálńı řešeńı a obecné řešeńı soustavy

U = (u1,u2) =

(
3 ex 1 e5x

−1 ex 1 e5x

)
, y(x) = c1

(
3

−1

)
ex + c2

(
1
1

)
e5x.

2

(2B) Komplexně sdružené kořeny. Podobně jako v př́ıpadě rovnice vyšš́ıho řádu
spoč́ıtáme dvojici komplexně sdružených řešeńı y1(x), y2(x) a jejich kombinacemi źıskáme
reálné fundamentálńı řešeńı u1(x) =

1
2
(y1(x) + y2(x)) , u2(x) =

1
2i
(y1(x)− y2(x)).

Př́ıklad 3.8 Eulerovou metodou určete fundamentálńı řešeńı soustavy

y′1(x) = y1(x) − 2 y2(x) ,

y′2(x) = 5 y1(x) + 3 y2(x) .

Řešeńı: Matice soustavy je A =
(

1 −2
5 3

)
. Spoč́ıtáme jej́ı charakteristický polynom.

Stopa matice je Tr(A) = 1 + 3 = 4 , determinant det(A) = 1 · 3 + 2 · 5 = 13, proto
polynom je P (λ) = λ2 − 4λ + 13. Protože diskriminant D = 16 − 52 = −36, polynom
má dva komplexně sdružené kořeny λ1,2 = 2± 3 i .

Urč́ıme vlastńı vektor př́ıslušný kořenu λ1 = 2 + 3 i . Ukáže se, že druhý řádek
vynásobený 1 + 3 i je (-5)-násobek prvńıho řádku a můžeme ho vynechat:

λ = 2+3 i : A−λE =

(
−1− 3 i −2

5 1− 3 i

)
∼

(
−1− 3 i −2
5 + 15 i 10

)
∼

(
1 + 3 i 2

0 0

)
.

Př́ıslušná rovnice pro vlastńı vektor v1 = (v1, v2) je (1 + 3 i )v1 + 2 v2 = 0 . Zvoĺıme řešeńı
v1 = 2 , v2 = −1− 3 i , což dává

y1(x) =

(
2

−1− 3 i

)
e(2+3i )x =

(
2

−1− 3 i

)
e2x(cos(3x) + i sin(3x)) .

Komplexně sdružený kořen λ2 = 2− 3 i dává ihned komplexně sdružené řešeńı

y2(x) =

(
2

−1 + 3 i

)
e(2−3i )x =

(
2

−1 + 3 i

)
e2x(cos(3x)− i sin(3x)) .

Abychom źıskali nezávislá reálná řešeńı, provedeme kombinace u1(x) =
1
2
[y1(x) + y2(x)] ,

u2(x) =
1
2 i
[y1(x)− y2(x)], což je vlastně reálná a imaginárńı část řešeńı y1(x):

u1(x) =

(
2 cos(3x)

− cos(3x) + 3 sin(3x)

)
e2x , u2(x) =

(
2 sin(3x)

− sin(3x)− 3 cos(3x)

)
e2x .

Obecné řešeńı soustavy je tedy

y(x) = c1

(
2 cos(3x)

− cos(3x) + 3 sin(3x)

)
e2x + c2

(
2 sin(3x)

− sin(3x)− 3 cos(3x)

)
e2x .

(2C) Dvojnásobný reálný kořen λ1 = λ2. Opět si naṕı̌seme matici A − λE. Jej́ı
hodnost může být nula nebo jedna. V prvńım př́ıpadě je to nulová matice. Př́ıslušná

soustava má dvě nezávislá řešeńı, dva nezávislé vlastńı vektory, např́ıklad v1 =
(

1
0

)
,

v2 =
(

0
1

)
, které dávaj́ı dvě nezávislá řešeńı
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u1(x) =

(
1
0

)
eλx , u2(x) =

(
0
1

)
eλx .

Ve druhém př́ıpadě má matice A − λE hodnost jedna, proto rovnici (A − λE)v = 0
splňuje jen jeden nezávislý vektor v, který dává prvńı řešeńı u1(x) = v eλx.

Druhé řešeńı hledáme ve tvaru u2(x) = v x eλx + w eλx . Spoč́ıtáme derivaci u2 a
dosad́ıme do rovnice y′ = Ay :

v eλx + v λx eλx +w λ eλx = Av x eλx +Aw eλx .

Porovnáńım vektor̊u u člen̊u x eλx , eλx dostáváme dvě vektorové rovnice λv = Av,
v + λw = Aw, které přeṕı̌seme ve tvaru

(A− λE)v = 0 , (A− λE)w = v .

Vektor v splňuje prvńı rovnici. Druhá rovnice má pravou stranu v. Jej́ım řešeńım je vektor
w, který neńı určen jednoznačně, můžeme k němu přidat libovolný násobek vektoru v .

Fundamentálńı řešeńı v tomto př́ıpadě jsou funkce

u1(x) = v eλx , u2(x) = v x eλx +w eλx ,

kde v je nenulové řešeńı soustavy lineárńıch rovnic (A− λE)v = 0 , w libovolné řešeńı
soustavy lineárńıch rovnic (A− λE)w = v .

Př́ıklad 3.9 Eulerovou metodou určete obecné řešeńı soustavy

y′1(x) = y1(x) − 2 y2(x) ,

y′2(x) = 2 y1(x) + 5 y2(x) .

Řešeńı: Matice soustavy je A =
(

1 −2
2 5

)
. Spoč́ıtáme jej́ı charakteristický polynom.

Stopa matice je Tr(A) = 1+5 = 6 , determinant det(A) = 1 ·5+2 ·2 = 9, proto polynom
P (λ) = λ2 − 6λ+ 9 = (λ− 3)2 má dvojnásobný kořen 3.

Naṕı̌seme si matici soustavy A− λE = 0 pro λ = 3 a urč́ıme nenulový vektor v :

λ = 3 :

(
−2 −2
2 2

)
∼

(
1 1
0 0

)
,

z rovnice 1 v1 + 1 v2 = 0 zvoĺıme např́ıklad v =
(

1
−1

)
. Vektor w je určen soustavou

(A− λE)w = v. Naṕı̌seme si př́ıslušnou rozš́ı̌renou matici soustavy

λ = 3 :

(
−2 −2 1
2 2 −1

)
∼

(
1 1 −1

2

0 0 0

)
,

odkud z rovnice w1 + w2 = −1
2
zvoĺıme např́ıklad w = (−1

2
, 0)T . Źıskali jsme funda-

mentálńı řešeńı

u1(x) =

(
1

−1

)
e3x , u2(x) =

(
1

−1

)
x e3x −

(
1
2

0

)
e3x =

(
x− 1

2

−x

)
e3x .

Obecné řešeńı soustavy je tedy

y(x) = c1

(
1

−1

)
e3x + c2

(
x− 1

2

−x

)
e3x , tj.

y1(x) = (c1 + c2(x− 1
2
))e3x,

y2(x) = (−c1 − c2 x)e
3x. 2
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Soustava tř́ı a v́ıce rovnic

Uvažujme opět soustavu n-lineárńıch diferenciálńıch rovnic y′ = Ay. Řešeńı hledáme
ve tvaru y(x) = v eλx, kde v je sloupcový vektor konstant. Dosazeńım řešeńı do rovnice
dostáváme opět soustavu lineárńıch rovnic, kterou přeṕı̌seme do tvaru (A− λE)v = 0.

Soustava má nenulové řešeńı, pokud matice soustavy je singulárńı, tj. λ je kořenem
charakteristického polynomu P (λ) = (−1)n det(A− λE).

Charakteristický polynom

Jaký vypadá charakteristický polynom ve vyšš́ı dimenzi? V př́ıpadě n = 3 dostaneme

P (λ) = −

∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 a13
a21 a22 − λ a23
a31 a32 a33 − λ

∣∣∣∣∣∣ = λ3 − Tr(A)λ2 + I2(A)λ− det(A) ,

kde Tr(A) = a11+a22+a33 je stopa matice a det(A) determinant matice A. Výraz I2(A)
je tzv. druhý invariant matice A, je to součet hlavńıch subdeterminant̊u řádu 2,

I2(A) =

∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ .
Hlavńı subdeterminanty jsou ty subdeterminanty, které jsou symetrické vzhledem ke
hlavńı diagonále . Podle této definice stopa matice je součet prvńıch hlavńıch subdeter-
minant̊u řádu jedna, tedy Tr(A) = I1(A) = a11 + a22 + a33. Také determinant matice je
jediný subdeterminant řádu tři, tj. det(A) = I3(A) . Můžeme proto psát

P (λ) = λ3 − I1(A)λ2 + I2(A)λ− I3(A) .

Součet hlavńıch subdeterminant̊u řádu k matice A, k = 1, 2, . . . , n se nazývá k-tý
invariant matice A, označme ho symbolem Ik(A). Pomoćı tohoto označeńı můžeme cha-
rakteristický polynom P (λ) = (−1)4 det(A− λE) matice čtvrtého řádu zapsat ve tvaru

P (λ) = λ4 − I1(A)λ3 + I2(A)λ2 − I3(A)λ+ I4(A)

a obecně charakteristický polynom P (λ) = (−1)n det(A− λE) matice řádu n

P (λ) = λn+
n∑

k=1

(−1)k Ik λ
n−k = λn−I1(A)λn−1+ · · ·+(−1)n−1In−1(A)λ+(−1)nIn(A) .

Eulerova metoda — jednoduché reálné kořeny

V tomto př́ıpadě postupujeme jako u soustavy dvou rovnic: pro jednotlivé kořeny
λi naṕı̌seme př́ıslušné matice soustav lineárńıch rovnic (A − λi E)vi = 0, po řádkových
úpravách zvoĺıme nenulové vektory vi a naṕı̌seme řešeńı ui(x).

Př́ıklad 3.10 Eulerovou metodou určete obecné řešeńı soustavy

y′1(x) = 3 y1(x) − y2(x) + y3(x) ,

y′2(x) = y1(x) + y2(x) + y3(x) ,

y′3(x) = 4 y1(x) − y2(x) + 4 y3(x) .
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Řešeńı: Matice soustavy je 3 −1 1
1 1 1
4 −1 4

 .

Spoč́ıtejme charakteristický polynom. Stopa Tr(A) = 3 + 1 + 4 = 8, druhý invariant

I2(A) =

∣∣∣∣ 3 −1
1 1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 3 1
4 4

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 1 1
−1 4

∣∣∣∣ = 4 + 8 + 5 = 17 ,

determinant matice A podle Sarrusova pravidla det(A) = 12 − 1 − 4 − 4 + 3 + 4 = 10 .
Źıskali jsme charakteristický polynom P (λ) = λ3 − 8λ2 + 17λ− 10. Obecně neńı snadné
naj́ıt kořeny polynomu třet́ıho a vyšš́ıch stupň̊u, v tomto př́ıpadě si všimneme, že součet
koeficient̊u 1− 8 + 17− 10 = 0, proto λ1 = 1 je jedńım z kořen̊u. Děleńım polynomů

(λ3 − 8λ2 + 17λ− 10) : (λ− 1) = λ2 − 7λ+ 10

źıskáme kvadratický polynom, jehož kořeny λ2 = 2, λ3 = 5 snadno dopoč́ıtáme vzorcem.
Polynom P (λ) má proto tři jednoduché kořeny λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 5.

Pro jednotlivá λi naṕı̌seme matici soustavy (A− λi E), řádkovými úpravami ji upra-
v́ıme a urč́ıme vlastńı vektory:

λ1 = 1 :

 2 −1 1
1 0 1
4 −1 3

 /− r2

/− 3 r2

∼

 1 −1 0
1 0 1
1 −1 0

 ∼

 1 −1 0
1 0 1
0 0 0

 ,

odkud z rovnic v1 − v2 = 0 , v1 + v3 = 0 plyne v2 = v1 , v3 = −v1 , zvoĺıme-li v1 = 1,
máme v1 = (1, 1,−1)T . Stejným zp̊usobem urč́ıme vektor v2:

λ2 = 2 :

 1 −1 1
1 −1 1
4 −1 2

/−r1
/−r1

∼

 1 −1 1
0 0 0
3 0 1

/−r3
∼

 −2 −1 0
0 0 0
3 0 1

 ,

odkud z rovnic −2 v1 − v2 = 0 , 3 v1 + v3 = 0 plyne v2 = −2 v1 , v3 = −3 v1 , zvoĺıme-li
v1 = 1, máme v2 = (1,−2,−3)T . Dále pro

λ3 = 5 :

 −2 −1 1
1 −4 1
4 −1 −1

/+r3
/+r3 ∼

 2 −2 0
5 −5 0
4 −1 −1

/ · 1/2

/−r1/2
∼

 1 −1 0
0 0 0
3 0 −1

 ,

odkud z rovnic v1 − v2 = 0 , 3 v1 − v3 = 0 plyne v2 = v1 , v3 = 3 v1 , zvoĺıme-li v1 = 1,
máme v3 = (1, 1, 3)T . Obecné řešeńı soustavy je

y(x) = c1

 1
1

−1

ex + c2

 1
−2
−3

e2x + c3

 1
1
3

e5x .

Eulerova metoda — komplexně sdružené kořeny

Postup je stejný jako v př́ıpadu dvou rovnic. Dvojice komplexně sdružených kořen̊u
µ± i ν určuje dvojici komplexně sdružených vektor̊u v, v a t́ım také dvojici komplexně
sdružených řešeńı y1(x) = v eµx(cos(νx) + i sin(νx), y2(x) = v eµx(cos(νx)− i sin(νx).

Obvyklé kombinace dávaj́ı reálnou a imaginárńı část: dvě reálná nezávislá řešeńı
u1(x) =

1
2
(y1(x) + y2(x)) ≡ Re(y1(x)), u2(x) =

1
2i
(y1(x)− y2(x)) ≡ Im(y1(x)) .
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Eulerova metoda — násobné kořeny

V př́ıpadě dvojnásobného reálného kořene λ0 dvou rovnic jsme viděli, že tvar řešeńı
záviśı na hodnosti matice A − λ0E. Lze dokázat, že pro soustavu n rovnic v př́ıpadě
hodnosti h(A−λ0E) = n− 2 také existuj́ı dva nezávislé vlastńı vektory v1,v2 vyhovuj́ıćı
soustavě (A− λ0E)v = 0, které dávaj́ı dvě řešeńı u1(x) = v1 e

λ0x , u2(x) = v2 e
λ0x .

V př́ıpadě h(A − λ0E) = n − 1 existuje pouze jeden nenulový vektor v splňuj́ıćı
(A − λ0E)v = 0, který dává řešeńı u1 = v eλ0x. Stejně jako v př́ıpadě dvou rovnic,
druhým řešeńım je funkce u2 = v x eλ0x + w eλ0x , kde w je libovolný vektor splňuj́ıćı
(A− λ0E)w = v . O vektorech v,w ř́ıkáme, že tvoř́ı tzv. řetězec.

Trojnásobný kořen λ0 přináš́ı situaci složitěǰśı. Hodnost matice h(A−λ0E) může být
n−3, n−2, n−1 . V př́ıpadě h(A−λ0E) = n−3 najdeme tři nezávislé vektory v1,v2,v3,
které dávaj́ı tři nezávislá řešeńı u1(x) = v1 e

λ0x, u2(x) = v2 e
λ0x, u3(x) = v3 e

λ0x.
Pokud h(A − λ0E) = n − 2, rovnice (A − λ0E)v = 0 má nekonečně mnoho řešeńı

v, které tvoř́ı dvojrozměrný prostor. Vyberme dva nezávislé vektory e1, e2, které tvoř́ı
bázi tohoto prostoru a mohou dávat dvě nezávislá řešeńı. Třet́ı řešeńı najdeme pomoćı
dvou vektor̊u tvoř́ıćı řetězec v,w. Protože v může být libovolná kombinace e1, e2, budeme
hledat c1, c2, alespoň jedno nenulové, pro které soustava

(A− λ0E)w = c1 e1 + c2 e2

má řešeńı w. Těchto řešeńı je nekonečně mnoho, označme jedno z nich w1 a položme
v1 = c1e1 + c2 e2 pro nalezená c1, c2. Konečně zvolme v2 jako libovolnou jinou kombinaci
e1, e2 nezávislou na v1. Dostáváme tak trojici nezávislých řešeńı

u1(x) = v1 e
λ0x , u2(x) = v2 e

λ0x , u3(x) = v1 x e
λ0x +w1 e

λ0x .

Konečně v př́ıpadě h(A−λ0E) = n−1 rovnice (A−λ0E)v = 0 má jen jedno nezávislé
řešeńı v. K němu najdeme daľśı dva vektory w, vw takové, že v,w,vw tvoř́ı řetězec, tj.
splňuj́ı

(A− λ0E)v = 0 , (A− λ0E)w = v , (A− λ0E)vw = w . (3.13)

Vedle u1(x) = v eλ0x je řešeńım u2(x) = v x eλ0x +w eλ0x jako v př́ıpadě dvojnásobného
kořene. Ukažme, že třet́ım řešeńım je u3(x) = v 1

2
x2 eλ0x +w x eλ0x + vw eλ0x . Spoč́ıtejme

derivaci řešeńı u3 a dosad’me do rovnice y′ = Ay:

v
(
x eλ0x + λ0

x2

2
eλ0x

)
+w

(
eλ0x + λ0 x e

λ0x
)
+vw λ0 e

λ0x = A(v x2

2
eλ0x+w x eλ0x+vw eλ0x).

Porovnáńım koeficient̊u člen̊u 1
2
x2 eλ0x dostáváme λ0 v = Av, koeficienty výrazu x eλ0x

dávaj́ı v+λ0w = Aw a zbývaj́ıćı koeficienty eλ0x maj́ı splňovatw+λ0 vw = Avw. Všechny
tři rovnosti plat́ı d́ıky tomu, že v,w,vw splňuj́ı rovnice (3.11) . Trojici nezávislých řešeńı
tak tvoř́ı funkce

u1(x) = v eλ0x, u2(x) = v x eλ0x +w eλ0x, u3(x) = v 1
2
x2 eλ0x +w x eλ0x +vw eλ0x,

kde vektory v,w,vw tvoř́ı řetězec, tj. splňuj́ı rovnice (3.11).

V př́ıpadě čtyřnásobného kořene charakteristického polynomu P (λ) je situace ještě
rozmanitěǰśı. Hodnost matice A− λ0E může nabývat hodnoty od n− 4 po n− 1.
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V prvńım př́ıpadě h(A− λ0E) = n− 4 máme čtyři nezávislé vektory v1, . . . ,v4 a t́ım
čtyři nezávislá řešeńı ui(x) = vi e

λ0x.
Pokud h(A− λ0E) = n− 3, dostaneme jen tři nezávislé vektory určené báźı e1, e2, e3.

Muśıme naj́ıt jeden řetězec v1,w1 pro vhodnou kombinaci v1 =
∑

i ciei. Daľśı nezávislé
kombinace ei dávaj́ı v2,v3 a t́ım čtveřici nezávislých řešeńı.

V př́ıpadě h(A − λ0E) = n − 2 máme jen dva nezávislé vektory určené báźı e1, e2.
Nyńı mohou existovat dva řetězce v1,w1 a v2,w2 nebo jeden řetězec délky tři v1,w1,vw1

a zbývaj́ıćı vektor v2. V obou př́ıpadech dostaneme celkem čtyři nezávislá řešeńı.
V posledńım př́ıpadě h(A− λ0E) = n− 1 existuje řetězec vektor̊u v,w,vw,ww délky

čtyři, který dá čtveřici řešeńı u1(x),u2(x),u3(x), čtvrté řešeńı je

u4(x) = v x3

6
eλ0x +w x2

2
eλ0x + vw x eλ0x +ww eλ0x .

Metoda variace konstant

Uvažujme soustavu lineárńıch rovnic s konstantńımi koeficienty y′ = Ay + b, kde
obecně b = b(x). Známe-li fundamentálńı řešeńı, tj. n-tici nezávislých řešeńı u1, . . . ,un

rovnice y′ = Ay, můžeme obecné řešeńı y spoč́ıtat metodou variace konstant. Řešeńı
hledáme ve tvaru

y(x) = C1(x)u1(x) + · · ·+ Cn(x)un(x) . (3.14)

Spoč́ıtejme derivaci y a dosad’me do rovnice y′ = Ay + b :

C ′
1(x)u1(x) + · · ·+ C ′

n(x)un(x) + C1(x)u
′
1(x) + · · ·+ Cn(x)u

′
n(x) =

= AC1(x)u1(x) + · · ·+ACn(x)un(x) + b(x) .

Protože ui jsou řešeńım rovnice y′ = Ay, plat́ı u′
i = Aui a rovnost se zjednoduš́ı na

C ′
1(x)u1(x) + · · ·+ C ′

n(x)un(x) = b(x) . (3.15)

Je to soustava lineárńıch rovnic pro neznámé funkce C ′
1(x), . . . , C

′
n(x). Matice soustavy

je tvořená sloupcovými vektory u1, . . . ,un, což je regulárńı matice zvaná fundamentálńı
řešeńı U. Soustava rovnic má proto právě jedno řešeńı C ′

1(x), . . . , C
′
n(x). Integraćı

Ci(x) =

∫
C ′

i(x) dx+ ki

źıskáme funkce Ci(x) s konstantami ki. Dosazeńı do (3.14) dává obecné řešeńı y((x).
Poznamenejme, že metodou variace konstant lze řešit i soustavy rovnic s nekon-

stantńımi koeficienty aij(x) a libovolnou pravou stranu b(x), muśıme však znát př́ıslušná
řešeńı u1(x), . . . ,un(x) a umět spoč́ıtat vzniklé primitivńı funkce.

Spoč́ıtejme metodou variace konstant řešeńı z př́ıkladu 3.5.

Př́ıklad 3.11 Určete obecné řešeńı soustavy

y′1(x) = 2 y1(x) + 3 y2(x) − 5 e3x ,

y′2(x) = y1(x) + 4 y2(x) − 3 e3x .

Řešeńı: Z př́ıkladu 3.7 už máme fundamentálńı řešeńı, tj. dvojici řešeńı u1(x) =
(

3
−1

)
ex ,

u2(x) =
(

1
1

)
e5x . Obecné řešeńı hledáme ve tvaru

y(x) = C1(x)u1(x) + C2(x)u2(x) = C1(x)

(
3

−1

)
ex + C2(x)

(
1
1

)
e5x ,
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přičemž funkce C1(x), C2(x) splňuj́ı soustavu C ′
1(x)u1(x) + C ′

2(x)u2(x) = b(x) , tj.

C ′
1(x)

(
3

−1

)
ex + C ′

2(x)

(
1
1

)
e5x = −

(
5
3

)
e3x .

Úpravou rozš́ı̌rené matice soustavy dostáváme(
3 ex e5x −5 e3x

−ex e5x −3 e3x

)
∼

(
4 ex 0 −2 e3x

−ex e5x −3 e3x

)
∼

(
ex 0 −1

2
e3x

0 e5x −7
2
e3x

)
,

odkud máme C ′
1(x) = −1

2
e2x, C ′

2(x) = −7
2
e−2x. Integraćı dostáváme C1(x) = −1

4
e2x+k1 ,

C2(x) =
7
4
e−2x + k2. Obecné řešeńı je proto

y(x) =

(
−1

4
e2x + k1

)(
3

−1

)
ex +

(
7

4
e−2x + k2

)(
1
1

)
e5x =

= k1

(
3

−1

)
ex + k2

(
1
1

)
e5x +

(
1
2

)
e3x .

Metoda neurčitých koeficient̊u

Metoda vycháźı z předpokladu, že pro pravou stranu b(x) bude partikulárńı řešeńı
stejného typu jen s neurčitými koeficienty, které se urč́ı zkouškou.
(1) V nejjednodušš́ım př́ıpadě, kdy b(x) = d eλ0x , přičemž λ0 ∈ R neńı mezi kořeny P (λ),
řešeńı hledáme ve tvaru yp(x) = vp e

λ0x, kde vp je vektor neurčitých koeficient̊u.
Protože y′

p(x) = vp λ0 e
λ0x = λ0 yp(x), po dosazeńı yp(x) do rovnice y′

p(x) = Ayp(x)+
b(x) přepsané do tvaru (A − λ0E)yp(x) = −b(x) dostáváme soustavu lineárńıch rovnic
pro neznámý vektor vp . Jej́ı rozš́ı̌rená matice soustavy po vyděleńı eλ0x je (A−λ0E|−d) ,
v př́ıpadě dvou rovnic a neurčitého vektoru vp = (A,B)T tedy dostáváme(

a11 − λ0 a12 −d1
a21 a22 − λ0 −d2

)
, (3.16)

odkud řádkovými úpravami snadno urč́ıme konstanty A,B.

Př́ıklad 3.12 Určete obecné řešeńı soustavy

y′1(x) = 2 y1(x) + 3 y2(x) − 5 e3x ,

y′2(x) = y1(x) + 4 y2(x) − 3 e3x .

Řešeńı: Z Př́ıkladu 3.7 už máme řešeńı rovnice bez pravé strany, u1(x) =
(

3
−1

)
ex ,

u2(x) =
(

1
1

)
e5x . Př́ıslušný charakteristický polynom má kořeny λ1 = 1, λ2 = 5. Pravá

strana je b(x) =
(

−5
−3

)
e3x, což odpov́ıdá λ = 3 , který neńı mezi kořeny P (λ). Parti-

kulárńı řešeńı hledáme ve tvaru yp(x) =
(

A
B

)
e3x. Z rozš́ı̌rené matice soustavy (3.16)

řádkovými úpravami urč́ıme konstanty A,B:

λ = 3 ,

(
−1 3 5
1 1 3

)
∼

(
1 −3 −5
0 4 8

)
∼

(
1 0 1
0 1 2

)
,
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odkud plyne A = 1, B = 2, což dává obecné řešeńı

y(x) = c1

(
3

−1

)
ex + c2

(
1
1

)
e5x +

(
1
2

)
e3x .

2

(2) Necht’ opět λ0 neńı kořenem P (λ). V př́ıpadě pravé strany typu b(x) = d(x) eλ0x, kde
d(x) je vektor polynomů, partikulárńı řešeńı hledáme s vektorem neurčitých polynomů.
Např́ıklad v př́ıpadě dvou rovnic pro b(x) = (x2 + 2x, 2x + 1)T eλ0x partikulárńı řešeńı
hledáme ve tvaru yp(x) = (A1x

2 +B1x+C1, A2x
2 +B2x+C2)

T eλ0x, dosad́ıme do řešené
soustavy rovnic a urč́ıme neznámé koeficienty polynomů.

(3) Podobně v př́ıpadech pravé strany b(x) = d1(x) e
µx cos(νx) + d2(x) e

µx sin(νx), kdy
př́ıslušné µ± νi nejsou kořeny P (λ), řešeńı hledáme ve stejném tvaru

yp(x) = v1 e
µx cos(νx) + v2 e

µx sin(νx)

s neurčitými vektory v1,v2. Analogický postup lze použ́ıt v př́ıpadě, kdy b(x) = d(x) eλ0x,
kde d(x) je vektor polynomů.

(4) Pod́ıvejme se nyńı na složitěǰśı př́ıpad, kdy b(x) = d eλ0x a přitom λ0 je jednoduchým
kořenem polynomu P (λ). Ukážeme, že mohou nastat dva př́ıpady: bud’ partikulárńı řešeńı
najdeme ve tvaru yp(x) = veλ0x nebo budeme muset přidat x.

Uvažujme opět soustavu y′ = Ay + d eλ0x, přičemž λ0 ∈ R je jednoduchým kořenem
P (λ) a v0 je řešeńım (A − λ0E)v0 = 0. Zkusme nejprve hledat řešeńı ve stejném tvaru
yp(x) = v eλ0x jako v př́ıpadě, kdy λ0 nebylo kořenem P (λ), např. (3.16). Dostáváme opět
soustavu rovnic (A − λ0E)yp(x) = −b(x) s rozš́ı̌renou matićı soustavy (A − λ0E| − d).
V tomto př́ıpadě však matice soustavy A − λ0E je singulárńı. Pokud náhodou rozš́ı̌rená
matice má stejnou hodnost, existuje vektor vp a t́ım i řešeńı yp(x).

Většinou však soustava (A− λ0E)yp(x) = −b(x) nemá řešeńı. Potom řešeńı muśıme
hledat ve tvaru yp(x) = vp x e

λ0x+wp e
λ0x s neurčitými vektory vp,wp. Spoč́ıtejme derivaci

y′
p(x) a dosad’me do vektorové rovnice y′ = Ay + b(x)

vp e
λ0x + vp λ0 x e

λ0x +wp λ0 e
λ0x = A(vp x e

λ0x +wp e
λ0x) + d eλ0x .

Porovnáńı koeficient̊u výraz̊u x eλ0x , eλ0x vede na vektorové rovnice

(A− λ0E)vp = 0 , (A− λ0E)wp = vp − d . (3.17)

Obě maj́ı singulárńı matici soustavy. Z prvńı rovnice plyne, že vp je libovolný násobek
vlastńıho vektoru v0, tj. vp = k v0. Druhá rovnice má řešeńı wp pro takový násobek v0,
aby rozš́ı̌rená matice soustavy (A−λ0E|v−d) byla také singulárńı. Potom existuje také
vektor w, zvoĺıme jeden a dostáváme hledané partikulárńı řešeńı.

Př́ıklad 3.13 Určete obecné řešeńı soustavy

y′(x) =

(
2 3
1 4

)
y(x) +

(
d1
d2

)
ex

v př́ıpadě pravé strany (a) d1 = 1, d2 = 1 , (b) d1 = 9, d2 = 1 .

Řešeńı: Uvedená soustava má stejnou levou stranu jako v Př́ıkladě 3.12, má však jinou
pravou stranu b(x) = d ex, které odpov́ıdá λ0 = 1, což je kořen P (λ).
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V př́ıpadě (a) řešeńı hledáme ve tvaru yp(x) = v ex, kde v = (A,B)T . Př́ıslušná
rozš́ı̌rená matice (3.16) soustavy rovnic má singulárńı matici soustavy

λ0 = 1 ,

(
1 3 −1
1 3 −1

)
∼

(
1 3 −1
0 0 0

)
,

ale v tomto př́ıpadě má nekonečně mnoho řešeńı, rovnici A+3B = −1 vyhovuje např́ıklad
A = 2, B = −1, což dává obecné řešeńı

y(x) = c1

(
3

−1

)
ex + c2

(
1
1

)
e5x +

(
2

−1

)
ex .

V př́ıpadě (b) zkusme také hledat řešeńı ve tvaru yp(x) = v ex, kde v = (A,B)T . Př́ıslušná
rozš́ı̌rená matice (3.16) soustavy rovnic má opět singulárńı matici soustavy, tentokrát však
řešeńı soustavy neexistuje:

λ0 = 1 ,

(
1 3 −9
1 3 −1

)
∼

(
1 3 −9
0 0 8

)
.

Proto muśıme partikulárńı řešeńı hledat ve tvaru yp(x) = v x ex + w ex s neurčitými
vektory v = (A,B)T , w = (C,D)T . Podle prvńı rovnice v (3.17) vektor v je násobkem
vlastńıho vektoru v0 = (3,−1)T , tj. A = 3 k, B = −k. Napǐsme rozš́ı̌renou matici druhé
rovnice v (3.17) pro neurčitý vektor w = (C,D)T

λ0 = 1 ,

(
1 3 3 k − 9
1 3 −k − 1

)
∼

(
1 3 3 k − 9
0 0 −4 k + 8

)
.

Soustava má řešeńı, pokud 4 k − 8 = 0, neboli k = 2. Potom vektor w = (C,D)T má
splňovat rovnici C + 3D = −3, jedńım z řešeńı je C = 0, D = −1, tj. w = (0,−1)T .
Spoč́ıtali jsme obecné řešeńı soustavy

y(x) = c1

(
3

−1

)
ex + c2

(
1
1

)
e5x +

(
6x

−2x− 1

)
ex .

2

(5) Také v ostatńıch př́ıpadech, kdy b(x) = d1(x) e
µx cos(νx) , d2(x) e

µx sin(νx) a nav́ıc
λ = µ±ν jsou kořeny P (λ), př́ıpadně jsou v́ıcenásobné kořeny P (λ) řešeńı hledáme analo-
gicky jako v př́ıpadě LODRn, tj. řešeńı hledáme ve stejném tvaru jako b(x) s neurčitými
vektorovými funkcemi, v př́ıpadě k-násobných kořen̊u většinou nutno přidat xk.
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4. Existence a jednoznačnost řešeńı

V předchoźıch kapitolách jsme uvedli a využ́ıvali věty o existenci a jednoznačnosti
řešeńı diferenciálńıch rovnic, aniž bychom se zabývali jejich d̊ukazem. Tento nedostatek
nyńı naprav́ıme.

Jedná se o dva typy vět. Prvńı typ zaručuje pouze existenci řešeńı, tato věta se nazývá
Peanova, druhý silněǰśı typ zaručuje nejen existenci ale i jednoznačnost řešeńı počátečńı
úlohy, věta se nazývá Picardova. Moderńı d̊ukaz této věty je založen na Banachově prin-
cipu kontrakce – Větě o pevném bodu kontraktivńıho zobrazeńı.

Ačkoliv př́ıpad rovnice prvńıho řádu je zahrnut v existenčńı větě pro rovnici vyšš́ıho
řádu a také ve větě pro soustavu rovnic prvńıho řádu, pro jednoduchost začneme d̊ukazem
věty pro rovnici prvńıho řádu. Důkazy nebo jejich náznaky lze naj́ıt např. v [4], str. 95,
99. Banachovu větu lze naj́ıt také v [5].

Rovnice prvńıho řádu
Bud’ G oblast v rovině R2 a (x0, y0) bod v oblasti G. Uvažujme počátečńı úlohu pro

rovnici prvńıho řádu

y′ = f(x, y) , y(x0) = y0 , (4.1)

kde f(x, y) je daná funkce definovaná v oblasti G.
Připomeňme, že (tzv. klasickým) řešeńım úlohy (4.1) rozumı́me funkci y(x) definova-

nou na otevřeném intervalu I = (a, b) obsahuj́ıćım bod x0, která má spojitou derivaci na
I, tj. y ∈ C1(I), a která ve všech bodech intervalu I splňuje rovnost y′(x) = f(x, y(x)) .

Existenci a jednoznačnost řešeńı úlohy lze vyšetřovat pomoćı následuj́ıćıch dvou vět:

Věta 4.1 (Peanova věta) Necht’ funkce f(x, y) definovaná v G ⊂ R2 je spojitá
v okoĺı bodu (x0, y0) ∈ G. Potom úloha (4.1) má řešeńı y(x) v okoĺı bodu x0.

Druhá věta je silněǰśı, zaručuje nav́ıc i jednoznačnost řešeńı:

Věta 4.2 (Picardova věta) Necht’ funkce f(x, y) definovaná na G je spojitá a nav́ıc
lipschitzovská v proměnné y v okoĺı bodu (x0, y0).

Potom existuje okoĺı I bodu x0, na kterém existuje právě jedno řešeńı úlohy (4.1).

Důkazy obou vět spoč́ıvaj́ı v konstrukci posloupnosti přibližných řešeńı yn(x). O této
posloupnosti (př́ıpadně podposloupnosti) se dokáže, že konverguje a že jej́ı limita je
řešeńım zkoumané úlohy.

Důkaz druhé věty provedeme pomoćı známé věty z teorie metrických prostor̊u:

Věta 4.3 (Banachova věta o pevném bodu kontraktivńıho zobrazeńı)
Necht’ (P, ρ) je úplný metrický prostor a T zobrazeńı z P do P , které je kontraktivńı,

tj. splňuje Lipschitzovu podmı́nku s konstantou c < 1:

ρ(T (y1),T (y2)) ≤ c ρ(y1, y2) ∀ y1, y2 ∈ P.

Potom zobrazeńı T má pevný bod, tj. existuje y∗ ∈ P takové, že T (y∗) = y∗.
Nav́ıc, pro každé y0 ∈ P posloupnost {yn} definovaná yn+1 = T (yn) konverguje k y

∗.
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D̊ukaz Picardovy věty 4.2. Viz také [4] str. 95 a daľśı prameny.

Důkaz spoč́ıvá ve volbě vhodného metrického prostoru P s metrikou ρ, zobrazeńı
T : P → P a ověřeńı předpoklad̊u uvedené Banachovy věty.

Nejprve úlohu přeformulujeme. Funkce y(x) je řešeńım úlohy (4.1), právě když

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, y(t)) dt . (4.2)

Skutečně, pro spojitou funkci f(x, y) je uvedená primitivńı funkce y(x) spojitá a diferen-
covatelná. Derivaćı vztahu (4.2) podle proměnné x, která se v integrálu vyskytuje pouze
v horńı mezi, dostáváme y′(x) = f(x, y(x)). Nav́ıc pro x = x0 je integrál roven nule a
počátečńı podmı́nka y(x0) = y0 je splněna.

Pravou stranu rovnosti (4.2) využijeme ke konstrukci zobrazeńı T : y 7→ T (y), kde

T (y)(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, y(t)) dt . (4.3)

Z (4.2) plyne, že funkce y∗ je řešeńım úlohy (4.1), právě když y∗ je pevným bodem
zobrazeńı T , tj. plat́ı y∗ = T (y∗).

Existence jednoznačného pevného bodu zobrazeńı T dokážeme pomoćı výše uvedené
Banachovy věty. Zvoĺıme metrický prostor P , metriku ρ a najdeme parametr δ > 0, pro
které zobrazeńı T dané (4.3): (a) zobrazuje prostor P do P a (b) je kontraktivńı.

Necht’ Q = ⟨x0−a, x0+a⟩×⟨y0− b, y0+ b⟩ je omezené obdélńıkové okoĺı bodu (x0, y0),
které je celé obsaženo v G, definičńım oboru funkce f(x, y).

Předpokládáme, že funkce f(x, y) je spojitá na kompaktńı (tj. uzavřené a omezené)
množině Q ⊂ G, proto je omezená na Q nějakou konstantouM > 0, tj. plat́ı |f(x, y)| ≤M
pro (x, y) ∈ Q. Předpokládáme také, že funkce f(x, y) je na množině Q lipschitzovská
v proměnné y s nějakou konstantou L > 0.

Za metrický prostor (P, ρ), ve kterém budeme
hledat řešeńı, zvoĺıme prostor spojitých funkćı y(x)
na intervalu Iδ = ⟨x0 − δ, x0 + δ⟩ s hodnotami
v intervalu ⟨y0 − b, y0 + b⟩ :

P = {y : x ∈ Iδ → ⟨y0 − b, y0 + b⟩} ,

přičemž hodnotu parametru δ ∈ (0, a⟩ urč́ıme
později. Na prostoru P uvažujeme obvyklou maxi-
movou metriku

ρ(y1, y2) = max
x∈Iδ

|y1(x)− y2(x)| .

Podle známého výsledku funkcionálńı analýzy me-
trický prostor (P, ρ) spojitých funkćı s maximovou
metrikou je úplný.

0

y

Q
y0+b

y0

y0−b

x0−a x0 x0+a

δ δ

x

Obr. 14: Metrický prostor P

funkćı na okoĺı bodu (x0, y0).

(a) Protože funkce f(x, y) je spojitá, pro spojité y(x) je složená funkce f(x, y(x)) také
spojitá a jej́ı integrál existuje. Hodnota T (y)(x) je proto funkce spojitá na celém intervalu
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Iδ pro každé δ ≤ a. Nutno ještě zajistit, aby hodnoty funkce T (y)(x) ležely v intervalu
⟨y0 − b, y0 + b⟩. Protože absolutńı hodnoty funkce f(x, y) jsou omezené konstantou M ,
rozd́ıl |T (y)(x)− y0| můžeme odhadnout jak pro x < x0 tak pro x > x0:

|T (y)(x)− y0| =
∣∣∣∣∫ x

x0

f(t, y(t)) dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ x

x0

|f(t, y(t))| dt
∣∣∣∣ ≤ |x− x0|M ≤ δM .

Pokud δ ≤ b/M potom pro x ∈ Iδ plat́ı |(T (y))(x)−y0| ≤ b, a tedy zobrazeńı T zobrazuje
metrický prostor P do sebe.

(b) Zobrazeńı T je kontraktivńı, pokud plat́ı ρ(T (y1),T (y2)) ≤ c ρ(y1, y2) pro nějaké
0 < c < 1 a všechna y1, y2. Využijeme předpokladu, že funkce f(x, y) je lipschitzovská
v proměnné y na obdélńıku Q, tj. že existuje konstanta L > 0 taková, že

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L|y1 − y2| ∀ (x, y1), (x, y2) ∈ Q . (4.4)

Pro libovolné funkce y1(x), y2(x) ∈ P , x ∈ Iδ (x ≤ x0 nebo x ≥ x0) potom plat́ı

|T (y1)(x)− T (y2)(x)| =
∣∣∣∣y0 + ∫ x

x0

f(t, y1(t)) dt− y0 −
∫ x

x0

f(t, y2(t)) dt

∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣∫ x

x0

|f(t, y1(t))− f(t, y2(t))| dt
∣∣∣∣ ≤ |x− x0| · L ·max

x∈Iδ
|y1(x)− y2(x)| .

Jestliže zvoĺıme δ ≤ c/L, potom pro každé y1, y2 ∈ P plat́ı

max
x∈Iδ

|(T (y1))(x)− (T (y2))(x)| ≤ c ·max
x∈Iδ

|y1(x)− y2(x)|,

což je podmı́nka kontraktivnosti zobrazeńı T .

Ukázali jsme, že pro δ = min {a, b/M, c/L} zobrazeńı T v úplném metrickém prostoru
(P, ρ) splňuje předpoklady Banachovy věty 4.3, a proto má pevný bod y∗ = T (y∗), který
je hledaným řešeńım počátečńı úlohy (4.1). 2

Připomeňme ještě konstrukci přibližných řešeńı yn, která je součást́ı d̊ukazu Banachovy
věty, tuto konstrukci lze využ́ıt k výpočtu řešeńı.

Za počátečńı aproximaci y0(x) zvoĺıme konstantńı funkci rovnu stejně označené hod-
notě počátečńı podmı́nky y0. Daľśı hodnoty źıskáme iteracemi

y1 = T (y0) ,

y2 = T (y1) = T (T (y0)) ≡ T 2(y0) ,

y3 = T (y2) = T (T 2(y0)) ≡ T 3(y0) ,
...

...
yn+1 = T (yn) = T (T n(y0)) ≡ T n+1(y0) .
...

...

(4.5)

Konvergence takto sestrojené posloupnosti {yn} a skutečnost, že limita y∗ je pevným
bodem, je zahrnuta v d̊ukazu Banachovy věty.
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Poznámky 4.4

(a) Pokud funkce f(x, y) má omezenou parciálńı derivaci podle y v konvexńım okoĺı,
potom funkce f(x, y) je lipschitzovská v y. Skutečně, podle věty o středńı hodnotě

f(x, y1)− f(x, y2) =
∂f

∂y
(x, ξ)(y1 − y2)

pro nějaké ξ z intervalu (y1, y2) nebo (y2, y1). Proto se často podmı́nka lipschitzov-
skosti v proměnné y nahrazuje silněǰśım předpokladem spojitosti parciálńı derivace
funkce f(x, y) podle y, protože z ńı už plyne omezenost této parciálńı derivace a
t́ım i lipschitzovskost funkce f(x, y) v proměnné y. Z věty plyne existence řešeńı jen
v nějakém okoĺı bodu (x0, y0), proto stač́ı pouze lokálńı lipschitzovskost.

(b) Věta dokazuje existenci řešeńı pouze v intervalu I. Pokud v krajńım bodě intervalu
jsou předpoklady opět splněny, existuje řešeńı i v tomto bodě. Dı́ky jednoznačnosti
obě řešeńı můžeme navázat. Pokud jsou předpoklady splněny v každém bodě oblasti
G, lze řešeńı protahovat na maximálńı interval, dokud graf řešeńı z̊ustává v G.

Důkaz Peanovy věty je založen na následuj́ıćım tvrzeńı, viz např. [8], str. 610:

Věta 4.5 Arzelàova-Ascoliho věta
Necht’ {yn(x)}∞n=1 je posloupnost funkćı na omezeném intervalu I, které jsou:

(a) stejně omezené, tj. existuje M > 0, že pro každé x ∈ I a každé n ∈ N plat́ı

|yn(x)| ≤M, ∀ x ∈ I , ∀n ∈ N ,

(b) stejně spojité, tj. pro každé ε > 0 existuje δ > 0, že pro každé x1, x2 ∈ I, n ∈ N

|x1 − x2| < δ =⇒ |yn(x1)− yn(x2)| < ε .

Potom posloupnost {yn(x)} obsahuje podposloupnost {yn′(x)}, která konverguje stej-
noměrně na celém intervalu I k nějaké spojité funkci y∗(x).

Poznámky 4.6 Pojem stejné omezenosti i stejné spojitosti má smysl jenom pro posloup-
nost funkćı. Předpoklad, že funkce jsou stejně omezené znamená, že všechny funkce jsou
omezeny stejnou konstantou M > 0 nezávislou na n.

V definici stejné spojitosti (také zvané rovnomocné spojitosti) se pro každé ε > 0
vyžaduje δ > 0 univerzálńı pro všechny funkce yn(x), tj. konstanta δ záviśı pouze na ε
a nezáviśı na žádné z veličin n, x1, x2. Při stejnoměrné spojitosti může být δ pro každou
funkci yn(x) jiné a v (obyčejné) spojitosti se δ může měnit i s proměnnou x1.

Idea d̊ukazu Peanovy věty.

Sestroj́ıme posloupnost přibližných řešeńı yn(x) počátečńı úlohy (4.1) na intervalu
I = ⟨x0, x0 + a⟩. Dokážeme, že tato posloupnost splňuje předpoklady Arzelàovy-Ascoliho
věty. Podle této věty posloupnost {yn(x)} obsahuje podposloupnost {yn′(x)} ⊂ {yn(x)},
která konverguje stejnoměrně na intervalu I k nějaké funkci y∗(x). Ukážeme, že tato limita
y∗(x) je řešeńım úlohy (4.1).
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Podobně jako v předchoźım d̊ukazu využijeme skutečnosti, že funkce y(x) je řešeńı
počátečńı úlohy (4.1) jestliže plat́ı

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, y(t)) dt . (4.6)

Tento vztah je implicitńı, obsahuje neznámou y(x) na obou stranách, nelze ho proto využ́ıt
pro definici řešeńı y(x). Pro δ ∈ (0, a) zavedeme funkci yδ(x) se

”
zpožděńım“ δ, tj.

yδ(x) =

{
y0 pro x ∈ ⟨x0, x0 + δ⟩,
y0 +

∫ x−δ

x0
f(t, yδ(t)) dt pro x ∈ (x0 + δ, a⟩. (4.7)

Funkce yδ(x) je definovaná na celém intervalu ⟨x0, x0 + a⟩. Skutečně, pro x ∈ ⟨x0, x0 + δ⟩
plat́ı yδ(x) = y0. Při výpočtu funkce yδ(x) v bodech x > x0 + δ funkci f(t, yδ(t)) integru-
jeme od x0 jen po x− δ, tj. na intervalu, kde už je yδ(x) určena.

Posloupnost {yn(x)} přibližných řešeńı źıskáme t́ım, že ve vztahu (4.7) voĺıme po-
sloupnost zmenšuj́ıćıch se zpožděńı δ = 1/n:

yn(x) ≡ y
1
n (x) =

{
y0 pro x ∈ ⟨x0, x0 + 1

n
⟩,

y0 +
∫ x−1/n

x0
f(t, yn(t)) dt pro x > x0 +

1
n
.

(4.8)

Potřeba ověřit, že předpoklady Arzelàovy-Ascoliho věty jsou splněny. Pro x < x0 +
1
n

je yn(x) konstantńı. Protože funkce f(x, y) je spojitá, v okoĺı (x0, y0) je omezená, tj.
|f(x, y)| ≤M a pro x > x0 +

1
n
plat́ı

|yn(x)| ≤ |y0|+

∣∣∣∣∣
∫ x−1/n

x0

f(t, yn(t)) dt

∣∣∣∣∣ ≤ |y0|+ (x− x0)M ≤ |y0|+ aM.

Tento odhad dává, že funkce yn(x) jsou stejně omezené na intervalu ⟨x0, x0 + a⟩.
Ověřme ještě, že funkce jsou stejně spojité. Pro x1 > x0 +

1
n
, x2 > x0 +

1
n
plat́ı odhad

|yn(x2)− yn(x1)| =

∣∣∣∣∣
∫ x2−1/n

x1−1/n

f(t, yn(t)) dt

∣∣∣∣∣ ≤M |x2 − x1| ,

z kterého plyne stejná spojitost funkćı yn(y), stač́ı pro ε > 0 položit δ = ε/M . Odhad
plat́ı i v př́ıpadě, kdy x1 nebo x2 je menš́ı než x0 +

1
n
.

Podle Arzelàovy-Ascoliho věty tedy existuje vybraná podposloupnost {yn′(x)}, která
stejnoměrně konverguje ke spojité funkci y∗(x). Konečně protože funkce yn(x) jsou stejně
spojité, pro jejich limitu y∗(x) z (4.8) plyne (4.6), y∗(x) je tedy řešeńım.

Analogickým postupem lze dokázat existenci řešeńı i v levém okoĺı bodu x0. 2

Poznámka 4.7 Poznamenejme, že ve tvrzeńı Arzèlovy-Ascoliho věty neńı jednoznačnost
limity y∗(x) vybrané podposloupnosti {yn′(x)}. Různé podposloupnosti {yn′(x)} mohou
konvergovat k r̊uzným limitám, a proto řešeńı y∗(x) neńı určeno jednoznačně.
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Soustava rovnic prvńıho řádu (SODR1)
Počátečńı úlohu pro soustavu (obecně nelineárńıch) rovnic prvńıho řádu lze pomoćı

vektorové symboliky zapsat ve tvaru

y′ = f(x,y) , y(x0) = γγγγγ , (4.9)

kde f ≡ (f1, . . . , fn) : I × Rn → Rn a γγγγγ = (γ1, . . . , γn) ∈ Rn. Řešeńım soustavy na
intervalu I ⊂ R je potom vektorová funkce y ≡ (y1, . . . , yn) : I → Rn taková, že každé
yi ∈ C1(I) a rovnosti v (4.9) plat́ı pro všechna x ∈ I.

Tato úloha je formulována podobně jako úloha (4.1). O jej́ı řešitelnosti plat́ı věty
analogické větám Peanově a Picardově:

Věta 4.8 (o existenci a jednoznačnosti řešeńı)
Necht’ každá složka fi(x, y1, . . . , yn) vektorové funkce f(x,y) je spojitá v okoĺı bodu

(x0, γγγγγ). Potom existuje řešeńı úlohy (4.9) v okoĺı x0.
Necht’ každá složka fi(x, y1, . . . , yn) vektorové funkce f(x,y) je nav́ıc i lipschitzovská

v proměnných y1, . . . , yn v okoĺı (x0, γ1, . . . , γn). Potom řešeńı y(x) úlohy (4.9) je určeno
jednoznačně.

Důkaz věty Picardovy (i Peanovy) lze snadno zobecnit pro př́ıpad soustavy rovnic. Vek-
torová funkce y(x) ≡ (y1(x), . . . , yn(x))

T je řešeńım úlohy (4.9), právě když pro všechna
x ∈ I plat́ı rovnost y(x) = γγγγγ +

∫ x

x0
f(t,y(t)) dt, tj.

yi(x) = γi +

∫ x

x0

fi(t, y1(t), . . . , yn(t)) dt , i = 1, 2, . . . , n . (4.10)

Opět využijeme Banachovu větu o pevném bodu kontraktivńıho zobrazeńı.
Bud’ okoĺı Q = ⟨x0 − a, x0 + a⟩ × ⟨γ1 − b, γ1 + b⟩ × · · · × ⟨γn − b, γn + b⟩ bodu (x0, γγγγγ)

obsaženo v definičńım oboru G ⊂ Rn+1 funkćı fi(x,y).
Za metrický prostor P vezmeme prostor vektorových funkćı spojitých na intervalu

Iδ = ⟨x0 − δ, x0 + δ⟩ a lež́ıćıch v Q:

P =
{
y = (y1, . . . , yn)

∣∣ yi ∈ C(Iδ), |yi(x)− γi| ≤ b pro i = 1, . . . , n
}
,

přičemž hodnotu δ ∈ (0, a⟩ urč́ıme později. Na tomto prostoru definujeme metriku

ρ(y, z) = max
i

max
x

|yi(x)− zi(x)| .

Zvolený metrický prostor je v dané metrice úplný. Dále postupujeme analogicky:

(a) pomoćı (4.10) definujeme operátor T , jehož pevný bod je řešeńım (4.9),

(b) ukážeme, že pro malá δ operátor zobrazuje metrický prostor P do sebe

(c) a pro malá δ zobrazeńı T je kontraktivńı.

Potom z Banachovy věty už plyne existence jediného pevného bodu a t́ım i existence
a jednoznačnost řešeńı naš́ı úlohy. Také d̊ukaz Peanovy věty z rovnice prvńıho řádu lze
rozš́ı̌rit na soustavu rovnic prvńıho řádu.
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Rovnice vyšš́ıho řádu (ODRn)
Počátečńı úlohu pro rovnici n-tého řádu zapisujeme ve tvaru

y(n) = f(x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)) , y(k)(x0) = γk k = 0, 1, . . . , n− 1. (4.11)

Připomeňme, že funkce y(x) je řešeńım úlohy (4.11) na intervalu I, jestliže y ∈ Cn(I),
jsou splněny podmı́nky y(k)(x0) = γk pro k = 0, 1, . . . , n− 1 a rovnost
y(n) = f(x, y(x), y′(x), . . . , y(n−1)(x)) plat́ı na celém intervalu I.

O existenci a jednoznačnosti řešeńı této úlohy vypov́ıdá následuj́ıćı věta:

Věta 4.9 (o existenci a jednoznačnosti řešeńı)
Necht’ funkce f(x, ξ0, ξ1, . . . , ξn−1) je spojitá v okoĺı bodu (x0, γ0, γ1, . . . , γn−1).
Potom existuje řešeńı úlohy (4.11) v okoĺı bodu x0.

Dále necht’ f(x, ξ0, ξ1, . . . , ξn−1) je nav́ıc lipschitzovská v proměnných ξ0, ξ1, . . . , ξn−1

v okoĺı bodu (x0, γ0, γ1, . . . , γn−1).
Potom řešeńı y(x) úlohy (4.11) je jednoznačné.

D̊ukaz. Úlohu (4.11) převedeme na úlohu (4.9) a využijeme Větu 4.8 o existenci a jedno-
značnosti řešeńı soustavy rovnic prvńıho řádu.

Pomoćı transformace

y1 := y , y2 := y′ , y3 := y′′ , . . . , yn := y(n−1)

úloha (4.11) přejde na soustavu n rovnic prvńıho řádu

y′1 = y2 , y1(x0) = γ0 ,
y′2 = y3 , y2(x0) = γ1 ,
...

...
...

...
y′n−1 = yn , yn−1(x0) = γn−2 ,
y′n = f(x, y1, y2, . . . , yn) , yn(x0) = γn−1 .

(4.12)

Podle předpokladu je každá z funkćı pravé strany tohoto systému spojitá, př́ıpadně i
lipschitzovská v ξ0, ξ1, . . . , ξn−1. Proto podle Věty 4.8 o existenci a jednoznačnosti řešeńı
soustav existuje jediné řešeńı y(x) = (y1(x), . . . , yn(x)) soustavy (4.12), vyhovuj́ıćı uve-
deným počátečńım podmı́nkám. Prvńı složka y1(x) tohoto řešeńı je současně hledaným
řešeńım úlohy (4.11). 2
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5. Okrajové úlohy

Zat́ım jsme se zabývali počátečńımi úlohami. Rovnice n-tého řádu nebo soustava n
rovnic prvńıho řádu byla doplněna n podmı́nkami v jednom bodě x0. Diferenciálńımi
rovnicemi obvykle modelujeme situace z technické praxe. Rovnice, ve kterých nezávislá
proměnná xmá význam času, obvykle vedou na počátečńı úlohu — pro modelováńı situace
v čase x > x0 rovnici muśıme doplnit informacemi o stavu v čase x0, z kterého vycháźıme.

V technické praxi se však vyskytuj́ı i situace, které vedou na tzv. okrajové úlohy. Jako
př́ıklad uved’me deformaci nosńıku. Při deformaci nosńıku pr̊uhyb popisuje proměnná
y(x), přičemž x prob́ıhá interval I = ⟨a, b⟩ – proměnná x zde má význam prostorové
souřadnice. Rovnici, kterou uvažujeme uvnitř intervalu I, muśıme doplnit informaćı o si-
tuaci na konćıch nosńıku, tj. v bodech a, b. V př́ıpadě rovnice nosńıku, která je čtvrtého
řádu, rovnici doplńıme čtyřmi podmı́nkami: dvěmi v bodě a, dvěmi v bodě b.

Počátečńı a okrajové úlohy
U počátečńı úlohy má smysl zadávat derivace v jednom bodě; každá

”
rozumná“ sou-

stava nezávislých n podmı́nek pro hodnoty derivaćı nultého až n-1 řádu tyto hodnoty
určuje. V př́ıpadě okrajových úloh je nutné zadávat hodnoty a derivace neznámé funkce
v obou koncových bodech. Smysl má také zadávat podmı́nky ve tvaru kombinace hodnot
a derivaćı: např́ıklad u(a) + u′(a) = A.

Na rozd́ıl od počátečńıch úloh, ve kterých je v podstatě jediná možnost, jak zadat
počátečńı podmı́nky v jednom bodě, v př́ıpadě okrajových úloh lze tedy zadat okrajové
podmı́nky mnoha r̊uznými zp̊usoby.

Z hlediska zkoumáńı existence a jednoznačnosti řešeńı jsou okrajové úlohy obt́ıžněǰśı:
zat́ımco počátečńı úloha pro

”
rozumnou“ funkci f(x, y) má řešeńı pro libovolné počátečńı

podmı́nky, v př́ıpadě okrajové úlohy úloha může mı́t pro některé hodnoty okrajových
podmı́nek právě jedno řešeńı, zat́ımco pro jiné nemá žádné řešeńı, nebo jich má nekonečně
mnoho. Jako př́ıklad uved’me jednoduchou lineárńı rovnici

Př́ıklad 5.1 y′′ + y = 0 , y(a) = A , y(b) = B .

Řešeńı: Obecné řešeńı má tvar y(x) = c1 cosx+ c2 sinx. Polož́ıme-li a = 0, A = 0, řešeńı
má tvar y(x) = c2 sinx. Pokud b neńı násobkem π, pro libovolné B najdeme právě jedno
řešeńı. Pokud však b = π a B ̸= 0, podmı́nku y(π) ≡ c2 sin π = B nelze splnit žádnou
volbou c2 – řešeńı tedy neexistuje. Konečně je-li b = π, B = 0, podmı́nka je splněna pro
každé c2 – řešeńı je nekonečně mnoho. 2

Okrajové úlohy jsou složitěǰśı také z hlediska numerického výpočtu. V př́ıpadě počáteč-
ńı úlohy, počátečńı podmı́nka určuje hodnotu řešeńı v x0 a hodnoty v daľśıch bodech xi
postupně dopoč́ıtáváme; úloha je lokálńı, můžeme kdykoliv skončit. V př́ıpadě okrajové
úlohy rovnici diskretizujeme pomoćı děleńı a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Dostáváme tak
soustavu rovnic pro neznámé y0, y1, . . . , yn, přičemž yi ∼ y(xi). Řešeńı yi dostaneme až
po vyřešeńı celé soustavy, okrajová úloha je v tomto smyslu globálńı.

Okrajová úloha pro rovnici druhého řádu
Budeme se zabývat rovnićı druhého řádu

y′′ = f(x, y, y′) (5.1)

na intervalu (a, b) se spojitou funkćı f(x, ξ, η).
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Různé typy okrajových podmı́nek

Rovnici (5.1) muśıme doplnit dvěmi podmı́nkami; po jedné v koncových bodech x = a
a x = b. V koncovém bodě x = b můžeme předepsat:

(a) Dirichletovu okrajovou podmı́nku: hodnotu y(b) = B ,

(b) Neumannovu okrajovou podmı́nku: derivaci y′(b) = B ,

(c) nebo jejich kombinaci Robinovu okrajovou podmı́nku: y′(b)+ k y(b) = B, které
se ř́ıká také Newtonova okrajová podmı́nka.

B

b x

Obr. 15: Dirichletova okrajová

podmı́nka y(b) = B.

b x

Obr. 16: Neumannova okrajová

podmı́nka y′(b) = 1
2 .

B

b x

Obr. 17: Robinova okrajová

podmı́nka y′(b) + k u(b) = B.

Analogické podmı́nky můžeme předepsat v koncovém bodě x = a. Protože derivaci
v koncovém bodě bereme ve směru vněǰśı normály, tj. ven z intervalu I, v levém koncovém
bodě a ṕı̌seme derivaci se záporným znaménkem, např. −y′(a) + k y(a) = A .

Fyzikálńı význam podmı́nek

Pokud neznámá y(x) má význam teploty v rovnici pro ustálené vedeńı tepla v tyči
⟨a, b⟩, potom podmı́nka y(b) = B má význam předepsané teploty B, např́ıklad y(b) = 0
dosáhneme ponořeńım konce b do nádoby se směśı vody a ledu. Podmı́nka y′(b) = g
znamená předepsaný tepelný tok g ven v konci b, např́ıklad y′(b) = 0 znamená, že koncem
tyče b neprocháźı žádné teplo, což nastává v př́ıpadě izolovaného konce tyče. Robinova
podmı́nka y′(b) = −k(y(b) − B) popisuje situaci, kdy tepelný tok w = −k ux záviśı na
rozd́ılu teploty u(b) a teploty B okoĺı konce tyče b.

Také ve druhém koncovém bodě a předeṕı̌seme jednu podmı́nku z uvedených typ̊u.
Pozor na znaménko. Přilož́ıme-li k levému konci a tyče tepelný zdroj o výkonu g > 0,
podmı́nka bude y′(a) = −A, přilož́ıme-li zdroj o výkonu g k pravém konci b tyče podmı́nka
bude y′(b) = B, jestliže tepelná vodivost je k = 1.

Pokud na obou konćıch požadujeme Dirichletovu (Neumannovu, Robinovu) podmı́nku,
mluv́ıme o Dirichletově (Neumannově,Robinově) úloze. Pokud na obou konćıch předeṕı-
šeme r̊uzné typy podmı́nek, např́ıklad y(a) = A , y′(b) = g, mluv́ıme o smı́̌sené úloze.

Všechny tři uvedené typy podmı́nek lze zapsat ve tvaru

−αa y
′(a) + βa y(a) = A , αb y

′(b) + βb y(b) = B , (5.2)

přičemž nezáporné koeficienty αa, βa a také αb, βb nesměj́ı být současně nulové, což lze
zapsat podmı́nkou

|αa|+ |βa| > 0 , |αb|+ |βb| > 0 . (5.3)

Skutečně, volbou αa = 0 , βa = 1 dostáváme Dirichletovu podmı́nku a volbou αa = 1 ,
βb = 0 Neumannovu podmı́nku na konci a a podobně na konci b.

Obecněji lze uvažovat také podmı́nky ve tvaru nelineárńı kombinace, jako př́ıklad
uved’me (y′(a))2 + (y(a))2 = 1, nebo y′(a)y(a) = 1, nebo y′(a) = sin(y(a)).
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Okrajová úloha pro lineárńı rovnici

O existenci a jednoznačnosti řešeńı okrajové úlohy nelze obecně snadno rozhodnout.
Jak lze očekávat, nejv́ıce prozkoumány jsou rovnice lineárńı.

Obecné řešeńı lineárńı rovnice druhého řádu

L(y)(x) ≡ y′′ + a1(x) y
′ + a0(x) y = f(x) (5.4)

lze zapsat ve tvaru

y(x) = c1 u1(x) + c2 u2(x) + yp(x) , c1, c2 ∈ R , (5.5)

kde u1(x), u2(x) jsou dvě nezávislá řešeńı rovnice bez pravé strany tj. rovnice L(y) = 0 a
yp(x) je partikulárńı řešeńı, tj. libovolné řešeńı rovnice s pravou stranou L(y) = f(x).

Uvažujme Dirichletovu úlohu, rovnici s okrajovými podmı́nkami y(a) = A a y(b) = B.
Dosazeńım obecného řešeńı do okrajových podmı́nek dostáváme

y(a) = c1 u1(a) + c2 u2(a) + yp(a) = A ,

y(b) = c1 u1(b) + c2 u2(b) + yp(b) = B .

Je to soustava dvou lineárńıch rovnic pro konstanty c1, c2, kterou lze zapsat ve tvaru(
u1(a) u2(a)
u1(b) u2(b)

)(
c1
c2

)
=

(
A− yp(a)
B − yp(b)

)
.

Pokud matice této soustavy je regulárńı, soustava má právě jedno řešeńı, jsou to konstanty
c1, c2 v obecném řešeńı okrajové úlohy. Jestliže matice soustavy neńı regulárńı, soustava
a t́ım i okrajová úloha bud’ řešeńı nemá, nebo má řešeńı nekonečně mnoho.

Také v př́ıpadě obecných lineárńıch podmı́nek (5.2) dosazeńı obecného řešeńı do těchto
podmı́nek vede na soustavu lineárńıch rovnic pro konstanty c1, c2 s matićı soustavy(

−αau
′
1(a) + βau1(a) −αau

′
2(a) + βau2(a)

αbu
′
1(b) + βbu1(b) αbu

′
2(b) + βbu2(b)

)
. (5.6)

Opět řešitelnost okrajové úlohy záviśı na této matici: pokud je regulárńı, existuj́ı jediné
konstanty c1, c2 a okrajová úloha má právě jedno řešeńı pro každé hodnoty A,B a libovolné
partikulárńı řešeńı yp(x). Pokud uvedená matice regulárńı neńı, pro některá A,B, yp(x)
okrajová úloha má nekonečně mnoho řešeńı, pro ostatńı A,B, yp(x) řešeńı neexistuje.

Poznamenejme, že v př́ıpadě počátečńı úlohy př́ıslušná matice soustavy rovnic pro
konstanty c1, c2 byla Wronského matice

W [u1, u2](x0) =

(
u1(x0) u2(x0)

u′1(x0) u′2(x0)

)
,

která je regulárńı. Proto počátečńı úloha má vždy právě jedno řešeńı.

Rovnice v divergentńım tvaru

V př́ıpadě okrajových úloh se často studuj́ı lineárńı rovnice druhého řádu zapsané
v tzv. divergentńım tvaru:

− [p(x) y′]
′
+ q(x)y = f(x) , x ∈ (a, b) (5.7)
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s koeficienty p(x) ≥ α > 0 , q(x) > 0. Pro jednoduchost uvažujme Dirichletovu úlohu,
tj. okrajové podmı́nky y(a) = A a y(b) = B. Lze uvažovat i Neumannovy, Robinovy
podmı́nky nebo smı́̌senou úlohu.

Vynásobme rovnici tzv. testovaćı funkćı v ∈ C1(a, b) splňuj́ıćı v(a) = 0 , v(b) = 0
a integrujme přes I = (a, b). Prvńı integrál převedeme pomoćı integrace per partes
−
∫
I
[p y′]′ v dx =

∫
I
p y′ v′ dx. Dostáváme tak identitu∫ b

a

[p(x) y′(x) v′(x) + q(x) y(x) v(x)] dx =

∫ b

a

f(x) v(x) dx , (5.8)

která umožňuje zavést pojem tzv. zobecněného řešeńı:

Definice 5.2 Funkci y(x) nazveme zobecněným řešeńım okrajové úlohy (5.7), jestliže

(a) y(x) má integrovatelnou derivaci,

(b) splňuje okrajové podmı́nky y(a) = A, y(b) = B a splňuje integrálńı identitu (5.8)
pro každou funkci v(x), která má také integrovatelnou derivaci a splňuje nulové
okrajové podmı́nky v(a) = v(b) = 0.

Pomoćı výsledk̊u funkcionálńı analýzy lze dokázat, že za uvedených předpoklad̊u má
uvedená okrajová úloha právě jedno řešeńı.

Formulace zobecněného řešeńı v Definici 5.2 je základem pro výpočet přibližného řešeńı
rovnice (5.7) nejrozš́ı̌reněǰśı numerické metody zvané Metoda konečných prvk̊u.

Okrajová úloha pro rovnici čtvrtého řádu
Rovnici čtvrtého řádu y′′′′ = f(x, y, y′, y′′, y′′′) na intervalu (a, b) muśıme doplnit čtyřmi

podmı́nkami. Obvykle zadáváme dvě podmı́nky v bodě x = a a dvě v bodě x = b.
Tyto podmı́nky svazuj́ı hodnoty y(x), y′(x), y′′(x), y′′′(x) neznámé funkce y(x) v krajńıch
bodech, podmı́nky mohou být libovolné, muśı však být navzájem nezávislé.

Jako př́ıklad uved’me rovnici popisuj́ıćı ohyb tyče a pr̊uhyb nosńıku

y′′′′(x) = f(x) ,

ve které neznámá y(x) má význam pr̊uhybu, tedy posunut́ı nosńıku v bodě x ve směru
kolmém na nosńık, a f(x) popisuje zat́ıžeńı nosńıku. V koncovém bodě x = b zadáváme
dvě z čtyř následuj́ıćıch podmı́nek

y(b) = B0 , y′(b) = B1 , y′′(b) = B2 , y′′′(b) = B3.

Uved’me čtyři základńı dvojice podmı́nek a jejich fyzikálńı význam:

(a) y(b) = B , y′(b) = 0 – vetknutý konec: konec se nemůže posouvat v kolmém
směru ani se nemůže otáčet,

(b) y(b) = B , y′′(b) = 0 – podepřený konec: konec se nemůže posouvat ale může se
volně otáčet okolo kloubu, nep̊usob́ı přitom na něj žádný otáčej́ıćı moment,

(c) y′(b) = 0 , y′′′(b) = 0 – konec se nemůže otáčet, může se však volně posouvat v
kolmém směru, nep̊usob́ı na něj žádná tzv. posouvaj́ıćı śıla. Např́ıklad úloha zrca-
dlově symetrická podle osy x = b vede na tyto podmı́nky v bodě b a
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(d) y′′(b) = 0 , y′′′(b) = 0 – volný konec: konec se může volně posouvat i otáčet,
nep̊usob́ı na něj žádná posouvaj́ıćı śıla ani otáčej́ıćı moment.

B

b x

Obr. 18: Př́ıpad (a).

B

b x

Obr. 19: Př́ıpad (b).

b x

Obr. 20: Př́ıpad (c).

b x

Obr. 21: Př́ıpad (d).

Lze také předepsat kombinaci podmı́nek, např́ıklad dvojice podmı́nek y′′′(b)+k y(b) = B ,
y′′ = 0 popisuje pružné podepřeńı.

Analogické podmı́nky předepisujeme v koncovém bodě x = a, jenom liché derivace se
často ṕı̌śı s opačným znaménkem, protože vněǰśı normála v levém konci je −1.

Řešitelnost okrajové úlohy pro lineárńı rovnici čtvrtého řádu

V obecném př́ıpadě je obt́ıžné odvodit jednoduché podmı́nky zaručuj́ıćı existenci a
jednoznačnost řešeńı okrajové úlohy.

Uvažujme proto rovnici L(y) = f(x) s lineárńım operátorem čtvrtého řádu

L(y) = y′′′′) + a3(x) y
′′′ + a2(x) y

′′ + a1(x) y
′ + a0(x) y

a spojitými koeficienty a3(x), a2(x), a1(x), a0(x). Obecné řešeńı této rovnice má tvar

y(x) = c1 u1(x) + c2 u2(x) + c3 u3(x) + c4 u4(x) + yp(x) c1, c2, c3, c4 ∈ R ,

kde u1(x), u2(x), u3(x), u4(x) je čtveřice nezávislých řešeńı rovnice L(y) = 0 a yp(x) je
partikulárńı řešeńı rovnice L(y) = f(x). Opět dosazeńım obecného řešeńı do okrajových
podmı́nek dostáváme soustavu rovnic pro konstanty c1, c2, c3, c4. Matice této soustavy
odpov́ıdá Wronského matici v př́ıpadě počátečńı úlohy. Pokud je regulárńı, soustava má
právě jedno řešeńı c1, c2, c3, c4, které určuje řešeńı y(x) zkoumané okrajové úlohy.

Uvažujme např́ıklad okrajové podmı́nky

y(a) = A0 , y′′(a) = A1 , y(b) = B0 , y′′(b) = B1 ,

které popisuj́ı situaci, když oba konce nosńıku jsou podepřené, tj. mohou se v pevném
kloubu volně otáčet. Dosazeńım obecného řešeńı do okrajových podmı́nek dostáváme sou-
stavu čtyř lineárńıch rovnic pro konstanty c1, c2, c3, c4 s matićı soustavy

u1(a) u2(a) u3(a) u4(a)
u′′1(a) u′′2(a) u′′3(a) u′′4(a)
u1(b) u2(b) u3(b) u4(b)
u′′1(b) u′′2(b) u′′3(b) u′′4(b)

 .

Pokud je tato matice regulárńı, uvedená okrajová úloha má právě jedno řešeńı pro libo-
volné hodnoty A0, A1, B0, B1 a libovolné partikulárńı řešeńı yp(x).
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Vı́cebodové úlohy
Dosud jsme uvažovali počátečńı úlohu, kdy všechny podmı́nky jsou zadány v jednom

bodě a okrajovou úlohu, ve které jsou podmı́nky zadány v koncových bodech intervalu I,
přitom řešeńı rovnice hledáme v intervalu I. Daľśım zobecněńım jsou úlohy v́ıcebodové,
kdy podmı́nky jsou zadány ve třech nebo v́ıce bodech – počet podmı́nek přitom muśı být
roven řádu rovnice.

Odlǐsnou úlohu dostaneme v situaci, když podmı́nek je v́ıc, než je řád rovnice. Potom
interval I rozděĺıme na několik podinterval̊u Ii a rovnici řeš́ıme na jednotlivých intervalech
Ii. Ve styčných bodech jsou zadány hodnoty řešeńı nebo spojitý přechod hodnot derivaćı,
př́ıpadně zadané skoky derivaćı.

Jako př́ıklad uved’me úlohu, která modeluje most tvořený nosńıkem I = ⟨a, d⟩. Nosńık
je podepřený dvěmi piĺı̌ri v bodech b, c, přičemž a < b < c < d. Zat́ıžeńı nosńıku je dáno
funkćı f(x). Výšku podpor v bodech a, b, c, d označme po řadě A,B,C,D. Předpokládáme,
že nosńık je vetknut na levém konci a pod nulovým úhlem a na pravém konci d je volně
podepřen, tj. bez otáčivého momentu.

Řešeńı y(x) rozděĺıme na tři části: funkci y1(x) na intervalu I1 = ⟨a, b⟩, funkci y2(x)
na I2 = ⟨b, c⟩ a funkci y3(x) na I3 = ⟨c, d⟩. Pokud funkce f(x) je spojitá, hledáme funkce
yi(x), které maj́ı tři spojité derivace v intervalech Ii takové, že:

(a) Ve vnitřńıch bodech interval̊u Ii je splněna rovnice, tj.

y′′′′i (x) = f(x) , x ∈ Ii , i = 1, 2, 3 .

(b) V koncových bodech a, d podmı́nky vetknut́ı a podepřeńı nosńıku dávaj́ı

y1(a) = A , y′1(a) = 0 , y3(d) = D , y′′3(d) = 0 ,

(c) Podepřeńı nosńıku na piĺı̌ŕıch b, c určuj́ı podmı́nky

y1(b) = B , y2(b) = B , y2(c) = C , y3(c) = C .

(d) Podpory v bodech b, c představuj́ı klouby, proto zde prvńı a druhé derivace spojitě
přecházej́ı, nosńık zde neńı

”
zlomen“, neměńı se ani otáčivý moment:

y′1(b) = y′2(b) , y′′1(b) = y′′2(b) , y′2(c) = y′3(c) , y′′2(c) = y′′3(c)

Úloha představuje sdružené tři rovnice čtvrtého řádu na intervalech (a, b), (b, c), (c, d).
Proto jsme potřebovali celkem 3× 4 = 12 podmı́nek.

a b c d x
y1(a) = A

y′1(a) = 0

y1(b) = y2(b) = B

y′1(b) = y′2(b)

y′′1(b) = y′′2(b)

y2(c) = y3(c) = C

y′2(c) = y′3(c)

y′′2(c) = y′′3(c)

y4(d) = D

y′′4(d) = 0

Obr. 22: Čtyřbodová úloha s podmı́nkami pro most s dvěmi piĺı̌ri.

S touto situaćı jsme se setkali při definici kubického splajnu. Také pro soustavy ODR
lze formulovat okrajové i v́ıcebodové úlohy.
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6. Stabilita a atraktivita řešeńı

Stabilita řešeńı (také rovnic, úloh, metod atd.) je d̊uležitá vlastnost, která vypov́ıdá
o tom, jak citlivé je řešeńı na změnu dat, tj. podmı́nek, koeficient̊u, parametr̊u, atd. Už
jsme se s ńı setkali v př́ıpadě soustavy lineárńıch rovnic Ax = b, u nichž se zvažuje, zda
je soustava dobře nebo špatně podmı́něná. Také definice spojitosti funkce f(x) v bodě x0
je vlastně speciálńım př́ıpadem stability funkce f(x) při změně argumentu x v okoĺı x0.

Stabilitu lze obecně charakterizovat větou: malé změny dat (koeficient̊u, parametr̊u)
vyvolaj́ı malou změnu řešeńı.

”
Malost změn“ obvykle definujeme pomoćı tzv. ε–δ

gymnastiky, se kterou jsme se setkali při definici limity funkce: pro každé ε > 0 existuje
δ > 0, takové, že pokud se data změńı o méně než δ, řešeńı se změńı o méně než ε.

V jednotlivých př́ıpadech však nutno specifikovat, která data měńıme, jak změnu dat
měř́ıme a také kde a jak změnu řešeńı měř́ıme.

Stabilita řešeńı počátečńı úlohy ODR1
Nejdř́ıve budeme sledovat závislost řešeńı obyčejné diferenciálńı rovnice prvńıho řádu

na změnách počátečńı podmı́nky: zda malá změna počátečńı podmı́nky vyvolá malou
změnu řešeńı. Přesněji, zkoumáme, zda pro jakkoliv malý rozsah ε > 0 existuje rozsah
δ > 0 počátečńı podmı́nky, který zaruč́ı, že změna hodnot řešeńı na dané množině bude
menš́ı než ε.

Uvažujme diferenciálńı rovnici prvńıho řádu

y′ = f(x, y) , (6.1)

na intervalu I s počátečńı podmı́nkou v bodě x0 ∈ I. Při těchto úvahách obvykle bereme
I = ⟨x0,∞). Dále bud’ y0(x) řešeńı této počátečńı úlohy na intervalu I. Aby následuj́ıćı
definice měla smysl, předpokládáme, že rovnice (6.1) má také řešeńı na celém intervalu
I i pro počátečńı podmı́nky v x0 s hodnotami v určitém okoĺı hodnoty y0(x0). Obvykle
předpokládáme také, že tato řešeńı jsou svoj́ı počátečńı podmı́nkou určena jednoznačně.

Definice 6.1 Řešeńı y0(x) rovnice (6.1) nazveme stabilńı na intervalu I = ⟨x0,∞)
vzhledem k počátečńı podmı́nce v bodě x0, jestliže pro každé ε > 0 existuje δ > 0
takové, že pro každé řešeńı y(x) rovnice (6.1) plat́ı:

|y(x0)− y0(x0)| < δ =⇒ |y(x)− y0(x)| < ε ∀x ∈ I . (6.2)

xx0

ε

ε

δ

δ

y0(x)

Obr. 23: Řešeńı stabilńı vzhledem k počátečńı podmı́nce v x0

Poznámky 6.2

(a) Definice popisuje vlastnost: pokud se počátečńı podmı́nka v x0 změńı o méně než δ,
potom řešeńı na celém intervalu I se změńı a o méně než ε, přičemž pro libovolné
malé kladné ε najdeme kladné δ. Této vlastnosti se ř́ıká ljapunovská stabilita.
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(b) Řekneme, že řešeńı y0(x) je stabilńı na I = ⟨a, b), jestliže je stabilńı vzhledem
k počátečńı podmı́nce v každém x0 ∈ I na ⟨x0, b). Dále řekneme, že rovnice (6.1)
je stabilńı na I, jestliže všechna jej́ı řešeńı jsou stabilńı na I.

(c) Pokud řešeńı rovnice existuje jenom na nějakém omezeném intervalu I = (a, b) ,
definujeme stabilitu pouze na tomto intervalu I.

(d) Obvykle stabilitu uvažujeme na intervalu I = ⟨x0,∞), tj. pro x rostoućı. Pokud nás
zaj́ımá řešeńı pro x klesaj́ıćı, stabilitu definujeme pro interval (−∞, x0⟩, př́ıpadně
na intervalu I = (a, x0⟩.

(e) Někteř́ı autoři, viz [1], zaváděj́ı daľśı druhy stability, např́ıklad stejnoměrnou sta-
bilitu, kdy v definici požadujeme stabilitu vzhledem ke všem bod̊um x0, přičemž
parametr δ > 0 záviśı pouze na ε > 0, tj. nezáviśı na bodě x0.

Dále zavedeme pojem atraktivńıho řešeńı, které přitahuje bĺızká řešeńı:

Definice 6.3 Řešeńı y0(x) rovnice (6.1) nazveme atraktivńı, také přitažlivé, jestliže
řešeńı y0(x) při x rostoućım

”
přitahuje k sobě řešeńı v okoĺı“, přesněji jestliže existuje

δ > 0, že pro každé řešeńı y(x) rovnice (6.1) splňuj́ıćı |y(x0)− y0(x0)| < δ plat́ı

|y(x)− y0(x)| → 0 pro x→ ∞ .

xx0

δ

δ

y0(x)

Obr. 24: Řešeńı atraktivńı vzhledem k počátečńı podmı́nce v x0

Poznámky 6.4

(a) Poznamenejme, že stabilńı řešeńı ještě nemuśı být atraktivńı a naopak existuj́ı řešeńı
atraktivńı podle této definice, které nejsou stabilńı. Proto někteř́ı autoři požaduj́ı,
aby atraktivńı řešeńı bylo také stabilńı.

(b) Obvykle uvažujeme o stabilitě řešeńı na intervalu I = ⟨x0,∞) a atraktivitě řešeńı
pro x → ∞. Analogicky lze definovat stabilitu na libovolném intervalu I = (a, b)
obsahuj́ıćım x0 a také atraktivitu řešeńı pro x → −∞ nebo x bĺıž́ıćı se k jednomu
z koncových bod̊u a, b. Lze také definovat atraktivńı rovnice na intervalu I.

Cvičeńı Zkoumejte stabilitu a atraktivitu řešeńı z Př́ıklad̊u 1.6-1.10.

Stabilita řešeńı lineárńıch rovnic

Za předpokladu, že funkce a(x) i b(x) jsou spojité na intervalu I = ⟨x0,∞), obecné
řešeńı lineárńı rovnice prvńıho řádu y′ + a(x)y = b(x) lze zapsat ve tvaru

y(x) = c u(x) + yp(x) , c ∈ R ,

kde u(x) je nenulové řešeńı rovnice y′ + a(x)y = 0 , yp(x) je partikulárńı řešeńı rovnice
y′ + a(x)y = b(x).
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Při zkoumáńı stability konkrétńıho řešeńı y0(x) je rozd́ıl y(x)− y0(x) roven násobku
řešeńı u(x). Všechna řešeńı jsou proto z hlediska stability na intervalu I stejná: bud’ jsou
všechna stabilńı, nebo všechna nestabilńı. Stabilita tedy nezáviśı na partikulárńım řešeńı
yp(x) ale jenom na chováńı funkce u(x). Proto se obvykle zkoumá stabilita nulového řešeńı
rovnice bez pravé strany; je-li toto řešeńı stabilńı, jsou stabilńı všechna řešeńı rovnice bez
i s pravou stranou.

Dále plat́ı, že pokud řešeńı u(x) je omezené a nenulové, je každé řešeńı y0(x) stabilńı,
tj. rovnice je stabilńı. Ze stejného d̊uvodu jsou také všechna řešeńı atraktivńı, nebo žádné
neńı atraktivńı, zálež́ı opět jenom na chováńı u(x). Jestliže u(x) → 0 pro x→ ∞, budou
také všechna řešeńı atraktivńı.

Cvičeńı Zkoumejte stabilitu a atraktivitu řešeńı rovnic z Př́ıklad̊u 1.15-1.18.

Stabilita soustav diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu
Soustavu n diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu na intervalu I = ⟨x0,∞) s počátečńı

podmı́nkou v bodě x0 ∈ I pro řešeńı y(x) ≡ (y1(x), . . . , yn(x))
T zapisujeme ve tvaru

y′1 = f1(x, y1, . . . , yn) y1(x0) = γ1 ,
...

...
y′n = fn(x, y1, . . . , yn) yn(x0) = γn .

(6.3)

Bud’ y0(x) řešeńı počátečńı úlohy (6.3) definované na intervalu I = ⟨x0,∞) obsahuj́ıćım
bod x0. Aby definice měla smysl, budeme předpokládat, že uvedená soustava rovnic má
řešeńı na celém intervalu I a také pro počátečńı podmı́nky v jistém okoĺı hodnoty y(x0),
proto opět předpokládáme, že funkce fi(x, ξ1, . . . , ξn) vystupuj́ıćı na pravých stranách
rovnic jsou spojité a lipschitzovské v proměnných ξ1, . . . , ξn.

Zaṕı̌seme-li soustavu ve vektorovém tvaru

y′ = f(x,y) y(x0) = γγγγγ

dostáváme formálně stejný tvar jako v př́ıpadě rovnice prvńıho řádu. Definice stability a
atraktivity řešeńı snadno přeneseme z př́ıpadu jedné rovnice na př́ıpad soustavy rovnic.
Pouze rozd́ıl hodnot y(x)−y0(x) muśıme

”
měřit“ jako velikost vektor̊u, např́ıklad pomoćı

maximové normy ∥y∥ ≡ ∥y∥∞ = max{|y1|, . . . , |yn|}. Lze už́ıt také součtovou normu

∥y∥1 =
∑n

i=1 |yi| nebo eukleidovskou normu ∥y∥2 = (y21 + · · ·+ y2n)
1/2

.

Definice 6.5 Řešeńı y0(x) počátečńı úlohy (6.3) nazveme stabilńı na I = ⟨x0,∞)
vzhledem k počátečńı podmı́nce v bodě x0, jestliže pro každé ε > 0 existuje δ > 0
takové, že každé řešeńı y(x) úlohy (6.3) plat́ı následuj́ıćı implikace:

∥y(x0)− y0(x0)∥ < δ =⇒ ∥y(x)− y0(x)∥ < ε x ∈ I . (6.4)

Dále řekneme, že řešeńı y0(x) je atraktivńı v počátečńı podmı́nce v x0 pro x → ∞,
jestliže existuje δ > 0, že pro každé řešeńı y(x) splňuj́ıćı ∥y(x0)− y0(x0)∥ < δ plat́ı

∥y(x)− y0(x)∥ → 0 pro x→ ∞ .

Obecně některá řešeńı mohou být stabilńı a jiná zase nestabilńı, také některá atraktivńı
a jiná neatraktivńı.
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Soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic

Uvažujme soustavu lineárńıch rovnic zapsanou ve vektorovém tvaru

y′ = Ay + b (6.5)

s matićıA spojitých koeficient̊u aij(x) a vektorem b spojitých pravých stran bi(x). Obecné
řešeńı této soustavy lze zapsat ve tvaru

y(x) = c1u1(x) + · · ·+ cnun(x) + yp(x) ,

kde funkce u1(x), . . . ,un(x) jsou n-tićı nezávislých řešeńı soustavy y′ = Ay a funkce
yp(x) libovolným řešeńım soustavy y′ = Ax+b. Rozd́ıl mezi řešeńımi v definici stability
lze opět vyjádřit ve tvaru lineárńı kombinace řešeńı ui(x):

y(x)− y0(x) = c1u1(x) + · · ·+ cnun(x) .

Proto stejně jako v př́ıpadě jedné lineárńı rovnice jsou i v př́ıpadě lineárńı soustavy bud’

všechna řešeńı stabilńı anebo všechna nestabilńı. Jestliže jsou všechna u1(x), . . . ,un(x)
omezená, jsou také všechna řešeńı stabilńı. Pokud je alespoň jedno řešeńı ui(x) neome-
zené, jsou všechna řešeńı soustavy nestabilńı. Dále pokud všechna řešeńı u1(x), . . . ,un(x)
konverguj́ı k nule pro x → ∞, jsou všechna řešeńı soustavy atraktivńı, pokud alespoň
jedno k nule nekonverguje, všechna řešeńı jsou neatraktivńı.

V př́ıpadě soustavy rovnic s konstantńımi koeficienty aij stabilitu a atraktivitu řešeńı
pro x→ ∞ lze určit z vlastńıch č́ısel matice A = {aij}. Jednoduché reálné vlastńı č́ıslo λi
určuje řešeńı ui(x) = veλix, které je v př́ıpadě λi > 0 neomezené. Pokud λi ≤ 0, př́ıslušné
řešeńı je omezené a řešeńı odpov́ıdaj́ıćı λi < 0 konverguje k nule.

V př́ıpadě dvojice jednoduchých komplexně sdružených č́ısel λ1,2 = µ ± i ν zálež́ı na
reálné části µ, nebot’ e(µ±i ν)x = eµx[cos(νx) ± sin(νx)] V př́ıpadě násobných kořen̊u λ se
zápornou reálnou část́ı př́ıslušná řešeńı konverguj́ı k nule.

Složitěǰśı situace je pouze v př́ıpadě v́ıcenásobného kořene λ s nulovou reálnou část́ı,
kdy některé řešeńı mohou obsahovat nav́ıc x např́ıklad pro λ1,2 = 0 máme u1(x) = ve0x ,
u2(x) = vxe0x +we0x a být tud́ıž neomezené.

Uvedené úvahy lze shrnout v následuj́ıćım tvrzeńı:

Věta 6.6 Uvažujme soustavu lineárńıch rovnic (6.5) s konstantńımi koeficienty. Bud’te
λ1, . . . , λn vlastńı č́ısla matice A koeficient̊u soustavy. Potom pro x→ ∞ plat́ı:

(a) Pokud všechna vlastńı č́ısla λi maj́ı zápornou reálnou část, potom všechna řešeńı
soustavy jsou stabilńı a atraktivńı.

(b) Pokud alespoň jedno vlastńı č́ıslo má kladnou reálnou část, potom všechna řešeńı
jsou nestabilńı a neatraktivńı.

(c) Pokud všechna vlastńı č́ısla maj́ı nezápornou reálnou část a všechna vlastńı č́ısla
s nulovou reálnou část́ı jsou jednoduchá, potom všechna řešeńı jsou stabilńı a
neatraktivńı.

(d) V př́ıpadě násobných vlastńıch č́ısel λi s nulovou reálnou část́ı zálež́ı na tom, zda
všechna řešeńı ui(x) jsou omezená, nebo alespoň jedno ui(x) je neomezené.

Cvičeńı Zkoumejte stabilitu a atraktivitu řešeńı soustav rovnic z př́ıklad̊u 3.11-3.13.
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Stabilita řešeńı diferenciálńıch rovnic n-tého řádu
Uvažujme nyńı rovnici n-tého řádu (n ≥ 2), kterou můžeme zapsat ve tvaru

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)) . (6.6)

Jej́ı řešeńı je určeno jednoznačně n počátečńımi podmı́nkami

y(x0) = γ0 , y′(x0) = γ1 , . . . , y(n−1)(x0) = γn−1. (6.7)

Necht’ x0 ∈ I = (x0,∞) a funkce y0(x) je řešeńım počátečńı úlohy (6.6)–(6.7) na intervalu
I. Opět budeme předpokládat, že všechna řešeńı v okoĺı řešeńı y0(x) jsou definována na
celém intervalu I.

Aby v definici stability řešeńı y(x) bylo
”
bĺızké“ řešeńı y0(x), muśıme

”
bĺızká“ řešeńı

určit ne jedinou ale n
”
bĺızkými“ počátečńımi podmı́nkami. Pokud rovnici n-tého řádu

převedeme na soustavu n rovnic prvńıho řádu, dojdeme ke stejnému závěru. Pro rovnici
vyšš́ıho řádu definici stability přeṕı̌seme následovně:

Definice 6.7 Řekneme, že řešeńı y0(x) počátečńı úlohy (6.6)–(6.7) je stabilńı v bodě
x0 na intervalu I, jestliže ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé řešeńı
y(x) rovnice (6.6) splňuj́ıćı podmı́nky

|y(x0)− y0(x0)| < δ, |y′(x0)− y′0(x0)| < δ, . . . , |y(n−1)(x0)− y
(n−1)
0 (x0)| < δ , (6.8)

plat́ı

|y(x)− y0(x)| < ε ∀ x ∈ I .

Podobně řekneme, že řešeńı y0(x) rovnice (6.6) je atraktivńı pro x → ∞, jestliže
existuje δ > 0 takové, že pro každé řešeńı y(x) rovnice (6.6) splňuj́ıćı (6.8) plat́ı

|y(x)− y0(x)| → 0 pro x→ ∞ .

Obecně, jako v předcházej́ıćıch př́ıpadech, některá řešeńı rovnice mohou být stabilńı
a jiná nestabilńı. V př́ıpadě lineárńıch rovnic je situace jednodušš́ı.

Lineárńı rovnice n-tého řádu

Uvažujme diferenciálńı rovnici L(y) = b(x) s lineárńım operátorem n-tého řádu

L(y) = y(n) + an−1(x)y
(n−1) + · · ·+ a2(x)y

′′ + a1(x)y
′ + a0(x)y

a se spojitými koeficienty a0(x), . . . , an−1(x). Obecné řešeńı rovnice lze zapsat jako

y(x) = c1 u1(x) + · · ·+ cn un(x) + yp(x) , c1, . . . , cn ∈ R ,

kde u1(x), . . . , un(x) je n-tice lineárně nezávislých řešeńı rovnice L(y) = 0 a funkce yp(x)
je partikulárńı řešeńı, tj. libovolné řešeńı rovnice L(y) = b . Opět rozd́ıl řešeńı v definici
stability lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci řešeńı u1(x), . . . , un(x)

y(x)− y0(x) = c1 u1(x) + · · ·+ cn un(x) .
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Proto bud’ jsou všechna řešeńı stabilńı nebo všechna nestabilńı. Také jsou bud’ všechna
řešeńı atraktivńı nebo všechna neatraktivńı. Stabilita a atraktivita nezálež́ı na parti-
kulárńım řešeńı, zálež́ı jen na chováńı řešeńı ui(x) rovnice L(y) = 0.

Pokud jsou všechna řešeńı u1(x), . . . , un(x) omezená, řešeńı budou stabilńı, pokud ale-
spoň jedno uk(x) omezené neńı, řešeńı budou nestabilńı. Podobně, pokud všechna řešeńı
u1(x), . . . , un(x) konverguj́ı k nule, řešeńı jsou atraktivńı, v opačném př́ıpadě řešeńı atrak-
tivńı nejsou.

V př́ıpadě rovnice s konstantńımi koeficienty stabilitu určuj́ı kořeny λ1, . . . , λn charak-
teristického polynomu

P (λ) ≡ λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a2λ

2 + a1λ+ a0 .

Podobně jako v předchoźım př́ıpadě soustavy lineárńıch rovnic, reálná část λi určuje
omezenost př́ıslušného řešeńı ui(x).

Z definice stability a atraktivity a vlastnost́ı řešeńı ODRn s konstantńımi koeficienty
plynou následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 6.8 (Stabilita lineárńıch rovnic vyšš́ıho řádu)
Uvažujme lineárńı rovnici L(y) = b(x) s konstantńımi koeficienty a0, . . . , an−1. Označme
λ1, . . . , λn kořeny př́ıslušného charakteristického polynomu P (λ). Potom plat́ı:

(a) Pokud všechny kořeny λi maj́ı zápornou reálnou část, všechna řešeńı jsou stabilńı
a atraktivńı.

(b) Pokud alespoň jeden kořen má kladnou reálnou část, všechna řešeńı jsou nestabilńı
a neatraktivńı.

(c) Pokud všechny kořeny maj́ı zápornou nebo nulovou reálnou část, kořeny s nulovou
reálnou část́ı jsou jednoduché a existuje alespoň jeden kořen s nulovou reálnou
část́ı, potom všechna řešeńı jsou stabilńı ale nejsou atraktivńı.

(d) V př́ıpadě v́ıcenásobného kořene s nulovou reálnou část́ı je alespoň jedno řešeńı
neomezené a tud́ıž všechna řešeńı jsou nestabilńı a neatraktivńı.

Cvičeńı Zkoumejte stabilitu a atraktivitu řešeńı rovnic z Př́ıklad̊u 2.8 – 2.11.
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7. Autonomńı rovnice a soustavy

Rovnici nebo soustavu rovnic nazveme autonomńı, jestliže rovnice nebo soustava
nezáviśı na nezávislé proměnné. Autonomńı rovnici prvńıho řádu tak můžeme zapsat ve
tvaru y′ = f(y), autonomńı lineárńı rovnice y′ + a y = b má koeficienty a, b konstantńı.
Zápis autonomńı soustavy rovnic y′ = f(y) je podobný zápisu autonomńı rovnice prvńıho
řádu, autonomńı lineárńı soustava y′ = Ay+b obsahuje matici konstantńıch koeficient̊u
A ∈ Rn×n a konstantńı vektor b na pravé straně. Konečně autonomńı rovnici n-tého řádu
lze zapsat ve tvaru y(n) = f(y, y′, y′′, . . . , y(n−1)).

Ve fyzikálńıch aplikaćıch obvykle nezávisle proměnnou x je čas. Pojem autonomńı
rovnice (systém) je proto přirozený – jde o jevy, při kterých se s časem x neměńı podmı́nky
jevu, které tvoř́ı data úlohy; v př́ıpadě lineárńı rovnice jsou to koeficienty a pravá strana.

Připomeňme pojem trajektorie řešeńı soustavy rovnic y′ = f(y) :

Definice 7.1 Trajektorie řešeńı y(x) je množina hodnot, kterých nabývá řešeńı, je
to pr̊umět grafu řešeńı v prostoru I×Rn do prostoru hodnot, tzv. fázového prostoru,
kterým je Rn. Pokud trajektorie je křivka, orientujeme ji podle rostoućıho x.
V př́ıpadě konstantńıho řešeńı je trajektoríı jeden bod, tzv. singulárńı trajektorie.

Pro soustavu n rovnic prvńıho řádu trajektorie řešeńı y(x), x ∈ I je množina bod̊u
y(x) = (y1(x), . . . , yn(x)) ∈ Rn, x ∈ I, křivka v prostoru Rn, zat́ımco graf řešeńı je křivka
v Rn+1. Trajektorie je tak pr̊umět grafu řešeńı do prostoru Rn, tzv. fázového prostoru:
{(y1(x), . . . , yn(x)) ∈ Rn

∣∣ x ∈ I} v Rn. Přitom šipka ukazuje orientaci
”
pohybu“ hodnoty

řešeńı po trajektorii při rostoućım x.
Budeme se zabývat trajektoriemi úplných řešeńı, tj. řešeńımi na maximálńım intervalu,

které už nelze prodloužit na větš́ı interval. Obvykle budeme předpokládat, že podmı́nky
existence a jednoznačnosti jsou splněny.

Rovnice prvńıho řádu
Přestože autonomie a trajektorie maj́ı význam zejména pro soustavu rovnic, nebo

rovnice vyšš́ıho řádu, začneme jednorozměrným př́ıpadem, kdy hodnoty řešeńı jsou reálná
č́ısla a trajektorie jsou proto úsečky nebo body na př́ımce.

Autonomńı rovnice prvńıho řádu je rovnice tvaru y′ = f(y). Předpokládejme, že funkce
f(y) je definovaná, spojitá a lipschitzovská na množině G ⊂ R. Trajektorie rostoućıho
řešeńı je úsečka orientovaná v kladném směru, trajektorie klesaj́ıćıho řešeńı je úsečka
orientovaná v záporném směru. Trajektorie konstantńıho řešeńı je jednobodová množina,
tzv. singulárńı trajektorie. Začneme lineárńı rovnićı:

Př́ıklad 7.2 Určete trajektorie řešeńı lineárńı rovnice y′ = a y + b.

Řešeńı: V tomto př́ıpadě lze snadno spoč́ıtat všechna řešeńı rovnice a určit jejich trajek-
torie. Pro a ̸= 0 řešeńım jsou funkce

y(x) =
c

a
eax − b

a
, c ∈ R .

Pro c = 0 dostáváme konstantńı řešeńı y(x) = − b
a
, jeho trajektorie je singulárńı, je to

bod y = − b
a
. Pro a > 0 , c > 0 dostáváme rostoućı řešeńı s trajektoriemi (− b

a
,∞) orien-

tovanou kladně, pro a > 0, c < 0 je řešeńı klesaj́ıćı s trajektoríı (−∞,− b
a
) orientovanou

záporně, viz Obr. 25. Obě trajektorie se vzdaluj́ı od singulárńı trajektorie − b
a
.
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Z obrázku je vidět, že singulárńı řešeńı y(x) = − b
a
je nestabilńı a neatraktivńı. Také

ostatńı řešeńı jsou nestabilńı a neatraktivńı.
V př́ıpadě a < 0 je situace odlǐsná, obě trajektorie jsou orientované opačně, tj. směřuj́ı

k bodu − b
a
, viz Obr. 26. V tomto př́ıpadě singulárńı řešeńı y(x) = − b

a
je stabilńı a

atraktivńı. Také všechna ostatńı řešeńı jsou stabilńı a atraktivńı.
V př́ıpadě a = 0 , b ̸= 0 jsou řešeńım funkce y(x) = b x + c, jejich trajektorie je celá

př́ımka orientovaná kladně pro b > 0 a orientovaná záporně pro b < 0. V př́ıpadě a = 0,
b = 0 rovnice y′ = 0 má jen konstantńı řešeńı y(x) = c, každý bod reálné př́ımky je
singulárńı trajektorie. 2

0 1 y

Obr. 25: Trajektorie řešeńı rovnice y′ = y − 1.

0 1 y

Obr. 26: Trajektorie řešeńı rovnice y′ = −y − 1.

V jednorozměrném př́ıpadě pro určeńı trajektoríı řešeńı autonomńı rovnice y′ = f(y)
neńı nutné poč́ıtat řešeńı. Stač́ı zkoumat znaménko pravé strany f(y). Necht’ funkce f(y)
je spojitá a lipschitzovská. Kořeny rovnice f(y) = 0 dávaj́ı konstantńı řešeńı a jsou to
singulárńı trajektorie. Trajektorie rostoućıch řešeńı jsou otevřené úsečky (bez koncových
bod̊u) orientované kladně, jsou to body kde f(y) je kladná. Trajektorie klesaj́ıćıch řešeńı
jsou otevřené úsečky orientované záporně, jsou to body, kde f(y) < 0. Takto lze snadno
určit trajektorie řešeńı autonomńı rovnice y′ = f(y), výpočet jej́ıž řešeńı by byl pracný:

Př́ıklad 7.3 Určete trajektorie řešeńı rovnice y′ = (y + 1) y2 (y − 1) (y − 3).

Řešeńı: Pravá strana rovnice y′ = (y + 1) y2 (y − 1) (y − 3) je polynom pátého stupně
f(y) = (y+1) y2 (y−1) (y−3), který má kořeny−1, 0, 1, 3, přičemž kořen 0 je dvojnásobný.
Rovnice proto má čtyři konstantńı řešeńı y(x) = −1, y(x) = 0, y(x) = 1, y(x) = 3, které
dávaj́ı čtyři singulárńı trajektorie – body y = −1, y = 0, y = 1, y = 3.

Polynom f(y) je v intervalu y ∈ (3,∞) kladný, je to součin kladných č́ısel. Řešeńı
je proto zde rostoućı a jejich trajektorie je otevřená úsečka (3,∞) orientovaná kladně.
Podobně v intervalech (0, 1) , (−1, 0) je funkce f(y) také kladná, řešeńı rostoućı a jejich
trajektorie jsou otevřené úsečky (0, 1) , (−1, 0) orientované kladně. V intervalech (1, 3) ,
(−∞,−1) je funkce f(y) záporná, řešeńı klesaj́ıćı a odpov́ıdaj́ıćı trajektorie jsou otevřené
úsečky (1, 3) , (−∞,−1) orientované záporně.

Z obrázku je vidět, že singulárńı řešeńı y(x) = −1, y(x) = 0, y(x) = 3 jsou nestabilńı
a neatraktivńı, řešeńı y(x) = 1 je stabilńı a atraktivńı. 2

−1 0 1 3 y

Obr. 27: Trajektorie řešeńı rovnice y′ = (y + 1) y2 (y − 1) (y − 3).

Cvičeńı Určete trajektorie řešeńı nelineárńıch rovnic
(a) y′ = y2 + 1 (b) y′ = 2

√
y, (c) y′ = y2

(d) y′ =
√

1− y2 (e) y′ = y(y2 − 1) (f) y′ = sin y .
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Autonomńı soustavy rovnic
Počátečńı úlohu pro autonomńı soustavu ODR prvńıho řádu zapisujeme ve tvaru

y′ = f(y) , y(x0) = γγγγγ , (7.1)

kde vektorová funkce f : G → Rn je definovaná a spojitá v oblasti G ⊂ Rn a γγγγγ ∈ Rn.
Spojitost vektorové funkce f zaručuje existenci řešeńı počátečńı úlohy (7.1) pro každé γγγγγ.
Přidáme-li podmı́nku lokálńı lipschitzovskosti funkce f(y), zaruč́ıme jednoznačnost řešeńı.
Potom trajektorie úplných řešeńı maj́ı následuj́ıćı vlastnost́ı:

Věta 7.4 Trajektorie řešeńı soustavy y′ = f(y) se spojitou funkćı f : G→ Rn splňuj́ı:

(a) Trajektorie každého řešeńı je souvislá množina v definičńım oboru G ⊂ Rn.

(b) Je-li y(x) úplné řešeńı definované na intervalu (a, b), potom pro každé c ∈ R funkce
yc(x) = y(x− c) je také úplné řešeńı na (a+ c, b+ c) a má tutéž trajektorii.

(c) Pokud f(y) je spojitá a lokálně lipschitzovská, každé dvě úplná řešeńı maj́ı bud’

disjunktńı trajektorie nebo jejich trajektorie splývaj́ı (jsou totožné).

(d) Pokud f(y) je spojitá a lokálně lipschitzovská, existuj́ı jen tři druhy trajektoríı:

(i) singulárńı bod – trajektorie konstantńıho řešeńı,

(ii) uzavřená neprot́ınaj́ıćı se křivka, tzv. cyklus – trajektorie periodického řešeńı,

(iii) neprot́ınaj́ıćı se křivka bez koncových bod̊u – trajektorie ostatńıch řešeńı.

Náčrt d̊ukaz̊u.

(a) Tvrzeńı je d̊usledkem vlastnosti spojitého zobrazeńı: Spojité zobrazeńı souvislou
množinu zobraźı na souvislou množinu. Trajektorie je totiž spojitým obrazem inter-
valu, tj. souvislé množiny.

(b) Z rovnosti yc(x) = y(x−c) plyne y′
c(x) = [y(x−c)]′ = y′(x−c) · [x−c]′ = y′(x−c).

Splňuje-li y(x) soustavu rovnic pro x ∈ (a, b), pak y′(x − c) = f(y(x − c)) plat́ı v
bodě x−c, a tedy yc(x) splňuje soustavu rovnic y′

c(x) = f(yc(x)) pro (x−c) ∈ (a, b),
tj. x ∈ (a+c, b+c). Obě funkce dávaj́ı stejné hodnoty, maj́ı proto stejnou trajektorii.

(c) Pokud trajektorie dvou řešeńı y1(x) a y2(x) maj́ı společný bod, existuj́ı x1, x2 ∈ R
takové, že plat́ı y1(x1) = y2(x2). Podle předchoźıho tvrzeńı pro c = x1 − x2 plat́ı
y1(x1) = y1(x1 − c) = y1(x2), tedy y1(x2) = y2(x2). Lipschitzovskost funkce f(x)
zaručuje jednoznačnost řešeńı, proto y1(x) = y2(x) nejen pro x = x2 ale i pro
ostatńı x a obě trajektorie jsou totožné. Pokud trajektorie nemaj́ı společný bod,
jsou disjunktńı.

(d) Konstantńı řešeńı dává singulárńı trajektorii – př́ıpad (i). Necht’ úplné řešeńı neńı
konstantńı. Jestliže y(x1) = y(x2) pro x1 < x2, potom opět pro c = x2 − x1 plat́ı
yc(x) = y(x − c) pro x = x1. Jednoznačnost řešeńı dává yc(x) ≡ y(x − c) = y(x)
pro všechna x ∈ R. Řešeńı y(x) je proto periodická funkce s periodou c = x2 − x1
a jej́ı trajektorie je uzavřená neprot́ınaj́ıćı se křivka – př́ıpad (ii).

Pokud se trajektorie nekonstantńıho řešeńı neprot́ıná, tj. pro každé x1 ̸= x2 plat́ı
y(x1) ̸= y(x2), trajektorie je neprot́ınaj́ıćı se křivka. Křivka nemá koncové body,
protože v koncovém bodě nekonstantńıho řešeńı by řešeńı šlo prodloužit a bod by
nebyl koncovým bodem trajektorie př́ıpad – (iii).

2
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V př́ıpadě n = 2 je grafem řešeńı křivka v R3, trajektoríı množina (většinou křivka)
v rovině, kterou lze načrtnout. Budeme se proto zabývat zejména soustavou dvou rovnic,
i když př́ıslušná tvrzeńı plat́ı také pro soustavu tř́ı a v́ıce rovnic.

Př́ıklad 7.5 Určete trajektorie řešeńı soustavy rovnic y′1 = −y2, y′2 = y1.

Řešeńı: Do zderivované prvńı rovnice y′′1 = −y′2 dosad́ıme za neznámou y′2 z druhé rovnice.
Dostáváme tak rovnici y′′1 + y1 = 0, jej́ımž obecným řešeńım je y1(x) = c1 cosx+ c2 sinx.
Z prvńı rovnice y2 = −y′1 dopoč́ıtáme y2(x). Źıskali jsme tak řešeńı:

y1(x) = c1 cos x+ c2 sin x , y2(x) = c1 sin x− c2 cosx , x ∈ R .

Výpočtem lze snadno ověřit, že pro každé c1, c2 ∈ R plat́ı

y21(x) + y22(x) = (c1 cosx+ c2 sinx)
2 + (c1 sin x− c2 cos x)

2 = c21 + c22 ≡ k .

Pro k > 0 trajektorie jsou kružnice se středem v počátku. Tečný vektor kružnice s c1 > 0,
c2 = 0, v x = π

2
dává orientaci (− sin π

2
, cos π

2
) = (−1, 0) kružnic v bodech (0, c1). Hodnota

k = 0 dává konstantńı řešeńı y(x) = 0 se singulárńı trajektoríı (0, 0), viz Obr. 28. 2

Př́ıklad 7.6 Určete trajektorie řešeńı soustavy rovnic y′1 = y1 , y′2 = y2 .

Řešeńı: Rovnice y′1 = y1 má řešeńı y1(x) = c1 e
x, rovnice y′2 = y2 dává řešeńı y2 = c2 e

x.
Př́ıpad c1 = c2 = 0 dává singulárńı trajektorii (0, 0). Pro c1 = 0, c2 ̸= 0 dostáváme
trajektoríı y(x) = (0, c2e

x), což je pro c2 > 0 kladná část a pro c2 < 0 záporná část osy
y2, obě trajektorie směřuj́ı od počátku.

Pro ostatńı c1 ̸= 0 a c2 ∈ R dostáváme rovnost y2(x) = (c2/c1) y1(x), kde y1(x) = c1 e
x.

Jsou to polopř́ımky vycházej́ıćı z počátku orientované od počátku, se směrnicemi c2/c1.
Trajektorie řešeńı jsou na Obr. 29. 2

y1

y2

Obr. 28: Trajektorie řešeńı

soustavy y′1 = −y2, y′2 = y1.

y1

y2

Obr. 29: Trajektorie řešeńı

rovnice y′1 = y1 , y′2 = y2 .

y1

y2

Obr. 30: Trajektorie řešeńı

rovnice y′1 = y1 , y′2 = −y2 .

Př́ıklad 7.7 Určete trajektorie řešeńı soustavy rovnic y′1 = y1 , y′2 = −y2 .

Řešeńı: Rovnice y′1 = y1 má řešeńı y1(x) = c1 e
x, rovnice y′2 = −y2 dává řešeńı y2 = c2 e

−x.
Opět c1 = c2 = 0 dává nulové řešeńı se singulárńı trajektorii (0, 0). Trajektorie pro c1 = 0
je pro c2 > 0 kladná část a pro c2 < 0 záporná část osy y2 směřuj́ıćı do počátku. Pro c2 = 0
dostáváme kladnou a zápornou část osy y2, trajektorie jsou orientovány od počátku.

Jaké jsou ostatńı trajektorie? Součin y1(x) y2(x) = c1 c2 je konstantńı, trajektorie jsou
proto větve hyperbol y2 = k/y1 orientované k ose y1 a od osy y2, viz Obr. 30. 2
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Typy singulárńıch bod̊u v rovině

Budeme se zabývat autonomńı soustavou dvou rovnic

y′ = f(y) , tj. y′1 = f1(y1, y2) , y′2 = f2(y1, y2) . (7.2)

Předpokládáme, že funkce f1(y1, y2), f2(y1, y2) jsou definované, spojité a lokálně lipschit-
zovské v oblasti1 G. Proto každým bodem y množiny G procháźı právě jedna trajektorie.
Vı́me, že trajektorie jsou bud’ body, tzv. singulárńı body – trajektorie konstantńıch řešeńı,
nebo regulárńı body trajektoríı, které jsou neprot́ınaj́ıćı se uzavřené nebo otevřené křivky.
Různé trajektorie jsou disjunktńı, oblast G v rovině y1, y2 se tak rozpadne na body a ne-
prot́ınaj́ıćı se křivky.

Souřadnice singulárńıho bodu y0 splňuj́ı soustavu f(y0) = 0. V ostatńıch bodech y
plat́ı f(y) ̸= 0, tj. bud’ f1(y1, y2) ̸= 0, nebo f2(y1, y2) ̸= 0. Protože funkce f1(y1, y2) a
f2(y1, y2) jsou spojité, regulárńı bod y∗, kde f(y∗) ̸= 0, má okoĺı, kde f(y) jsou také
nenulové. Dı́ky tomu každým bodem okoĺı procháźı také regulárńı trajektorie.

Tyto trajektorie v okoĺı y∗ tvoř́ı množinu navzájem disjunktńıch
”
rovnoběžných“ a

”
souhlasně orientovaných“ neprot́ınaj́ıćıch se křivek, které lze spojitě převést jednu na
druhou se zachováńım orientace.

V ryźım okoĺı2 singulárńıho bodu – trajektorii konstantńıho řešeńı – je situace odlǐsná,
trajektorie se mohou chovat r̊uzně, viz Obr. 28, 29, 30. Rozlǐsujeme následuj́ıćı typy izo-
lovaných3 singulárńıch bod̊u v rovině:

Definice 7.8 (Typy izolovaných singlulárńıch bod̊u v rovině)
Uvažujme trajektorie řešeńı soustavy rovnic (7.2). Necht’ y0 je izolovaný singulárńı bod
soustavy (7.2), tj. izolované řešeńı soustavy rovnic f(y) = 0. Bod y0 se nazývá:

střed – pokud existuje ryźı okoĺı U bodu y0, ve kterém každým bodem y ∈ U procháźı
uzavřená trajektorie obsahuj́ıćı ve svém vnitřku bod y0.

atraktivńı uzel – pokud existuje jeho ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajektorie
směřuj́ıćı do tohoto bodu, přičemž směrový vektor tečny trajektorie má limitu:

lim
x→∞

y(x) = y0 , a existuje limita lim
x→∞

y′(x)

∥y′(x)∥
.

neatraktivńı uzel – pokud existuje jeho ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajektorie
vycházej́ıćı z tohoto bodu, přičemž směrový vektor tečny trajektorie má limitu:

lim
x→−∞

y(x) = y0 , a existuje limita lim
x→−∞

y′(x)

∥y′(x)∥
.

atraktivńı ohnisko – pokud existuje jeho ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajektorie
bĺıž́ıćı se k tomuto bodu, přičemž směrový vektor tečny trajektorie nemá limitu:

lim
x→∞

y(x) = y0 , a neexistuje limita lim
x→∞

y′(x)

∥y′(x)∥
.

1Oblast je souvislá otevřená množina
2Ryźı okoĺı bodu x je okoĺı bodu x bez bodu x.
3Bod x je izolovaný bod množiny M , pokud existuje okoĺı U bodu x takové, že U ∩M = {x}
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neatraktivńı ohnisko – pokud existuje jeho ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajektorie
vycházej́ıćı z tohoto bodu, přičemž směrový vektor tečny trajektorie nemá limitu:

lim
x→−∞

y(x) = y0 , a neexistuje limita lim
x→−∞

y′(x)

∥y′(x)∥
.

sedlo – pokud existuje jeho ryźı okoĺı, ve kterém existuje jen konečně mnoho trajektoríı,
které se k němu bĺıž́ı, a konečně mnoho trajektoríı, které se od něj vzdaluj́ı, tj.
existuje konečně mnoho řešeńı y1(x) a y2(x)) takových, že

lim
x→∞

y1(x) = y0 , lim
x→−∞

y2(x) = y0 .

Poznámky 7.9

(a) Singulárńı bod na Obr. 28 je střed, na Obr. 29 je neatraktivńı uzel a na Obr. 30 je
sedlo. V obecném př́ıpadě trajektorie kolem středu mohou být elipsy, a v př́ıpadě
atraktivńıho uzlu trajektorie u singulárńıho bodu mohou být zakřivené.

(b) V literatuře lze naj́ıt také jiná jména. Singulárńımu bodu střed se ř́ıká také cent-
rum, atraktivńı (uzel nebo ohnisko) se nazývá také přitahuj́ıćı a neatraktivńı
(uzel nebo ohnisko) se nazývá také odpuzuj́ıćı.

(c) Uzel a ohnisko se lǐśı limitou tečného vektoru. V př́ıpadě atraktivńıho uzlu se trajek-
torie při x → ∞ bĺıž́ı k singulárńımu bodu

”
př́ımo“, tj. limita orientovaného úhlu,

který sv́ırá tečný vektor s osou y má konečnou limitu. V př́ıpadě atraktivńıho oh-
niska se trajektorie bĺıž́ı k singulárńımu bodu po spirále

”
ob́ıhaj́ıćı“ singulárńı bod

nekonečně mnoho krát, tj. orientovaný úhel tečny nemá konečnou limitu, ale roste
do nekonečna, nebo klesá do −∞. V př́ıpadě neatraktivńıho uzlu nebo ohniska jde
o limity pro x→ −∞.

(d) Lze dokázat, že izolované singulárńı body v rovině, tj. v př́ıpadě soustavy dvou
rovnic, mohou být pouze uvedených typ̊u: střed, uzel, ohnisko a sedlo.

(e) Zat́ım jsme se zabývali izolovanými singulárńımi body. V př́ıpadě, kdy singulárńı
body v rovině tvoř́ı křivku, mohou nastat tyto př́ıpady:

(i) Bod křivky je atraktivńı uzel, tj. bĺıž́ı se k němu dvě trajektorie.

(ii) Bod křivky je neatraktivńı uzel, tj. vycházej́ı od něho dvě trajektorie.

(iii) Trajektorie v okoĺı křivky singulárńıch bod̊u vedou
”
rovnoběžně“ podél křivky.

(f) Singulárńı trajektorie mohou zaplnit plochu, např́ıklad soustava diferenciálńıch rov-
nic y′1 = 0, y′2 = 0 má jen konstantńı řešeńı, singulárńı body zaplňuj́ı celou rovinu.

Linearizace nelineárńı soustavy rovnic

V předchoźım odstavci jsme studovali singulárńı bod y0 obecné soustavy nelineárńıch
rovnic (7.4). Posunut́ım, tj. transformaćı y 7→ y∗ = y − y0, lze singulárńı bod y0 převést
do počátku 0 a studovat chováńı řešeńı v okoĺı singulárńıho bodu 0 = (0, 0) soustavy
rovnic y′ = f∗(y), přičemž

f∗(y) = f(y + y0) .

Tyto posunuté funkce splňuj́ı f∗(0) = 0 .
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Dále nelineárńı funkce f ∗
1 (y1, y2), f

∗
2 (y1, y2) lze v okoĺı počátku (0, 0) linearizovat

f ∗
1 (y1, y2) ≈ A11 y1 + A12 y2 , f ∗

2 (y1, y2) ≈ A21 y1 + A22 y2 ,

kde konstanty Aij jsou parciálńı derivace funkćı f ∗
1 (y1, y2), f

∗
2 (y1, y2) v počátku:

A11 =
∂f ∗

1

∂y1
(0, 0) , A12 =

∂f ∗
1

∂y2
(0, 0) , A21 =

∂f ∗
2

∂y1
(0, 0) , A22 =

∂f ∗
2

∂y2
(0, 0) .

T́ımto zp̊usobem lze typ singulárńıho bodu y0 nelineárńı soustavy y′ = f(y) studovat
pomoćı přidružené homogenńı soustavy lineárńıch rovnic s matićı koeficient̊u A = (Aij)

y′(x) = Ay(x) . (7.3)

Singulárńı body lineárńı soustavy

Uvažujme homogenńı lineárńı soustavu rovnic (7.3). Tato soustava má obecné řešeńı

y(x) = c1 u1(x) + c2 u2(x) .

Pro c1 = c2 = 0 dostáváme nulové řešeńı, které dává singulárńı bod (0, 0) . Pokud matice
A je regulárńı, rovnice Ay = 0 má jen nulové řešeńı, a bod 0 je jediným singulárńım
bodem. Trajektorie v jeho okoĺı jsou určeny pomoćı řešeńı u1(x) a u2(x), která závisej́ı
na kořenech λ1, λ2 charakteristického polynomu

P (λ) = λ2 − Tr(A)λ+ det(A) . (7.4)

Uvažujme nejdř́ıve nenulové kořeny, tj. př́ıpad det(A) ̸= 0, d́ıky kterým jediným sin-
gulárńım bodem je počátek 0, který je také izolovaným singulárńım bodem. Podle hodnoty
diskriminantu rovnice D = Tr(A)2 − 4 det(A) rozlǐsujeme tři př́ıpady:

(1) D > 0 – rovnice má dva r̊uzné reálné kořeny λ1, λ2, které dávaj́ı řešeńı u1(x) = eλ1x,
u2(x) = eλ2x. Je-li λ > 0 řešeńı u(x) se vzdaluje, tj. limx→∞ ∥u(x)∥ = ∞, řešeńı
neńı atraktivńı. Pro λ < 0 řešeńı u(x) se bĺıž́ı k počátku, tj. limx→∞ ∥u(x)∥ = 0.
Dostáváme tak tři př́ıpady kořen̊u a t́ım i singulárńıch bod̊u:

(1a) oba kořeny jsou kladné 0 < λ1 < λ2 – počátek je neatraktivńı uzel,

(1b) jeden je záporný a druhý kladný: λ1 < 0 < λ2 – vycháźı sedlo,

(1c) oba kořeny jsou záporné: λ1 < λ2 < 0 dostáváme – atraktivńı uzel.

(2) D < 0 – rovnice má dvojici komplexně sdružených kořen̊u λ1 = µ+ i ν, λ2 = µ− i ν.
Obecné řešeńı je y = eµx(c1 cos(νx) + c2 sin(νx)). Reálná část µ určuje, zda se
řešeńı bĺıž́ı nebo vzdaluje počátku. Imaginárńı část ν ̸= 0 dává rotaci okolo počátku.
Rozlǐśıme opět tři př́ıpady:

(2a) reálná část µ kořen̊u je kladná – počátek je neatraktivńı ohnisko,

(2b) reálná část µ kořen̊u je záporná – vycháźı atraktivńı ohnisko,

(2c) reálná část µ kořen̊u je nulová – dostáváme střed.
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(3) D = 0 – rovnice má dvojnásobný reálný kořen λ1,2 = λ. V tomto př́ıpadě rozlǐśıme
dva př́ıpady. Záviśı na hodnosti matice A− λE. Pokud h(A− λE) = 0, máme dva
nezávislé vlastńı vektory v1,v2 splňuj́ıćı (A−λE)vi = 0 a t́ım i dvě nezávislá řešeńı
ui(x) = vi e

λx, trajektorie jsou polopř́ımky.

Pokud h(A− λE) = 1, existuje
”
řetězec“ nenulových vektor̊u v,w, viz Kap. 3,

splňuj́ıćı (A−λE)v = 0 , (A−λE)w = v. Tyto vektory dávaj́ı řešeńı u1(x) = v eλx,
u2(x) = v x eλx+w eλx . Protože ex

”
převládne“ x v součinu xex, v obou př́ıpadech:

(3a) λ > 0 – neatraktivńı uzel, trajektorie se vzdaluj́ı od singulárńıho bodu,

(3b) λ < 0 – atraktivńı uzel, trajektorie se bĺıž́ı k singulárńımu bodu.

(4) Necht’ jeden kořen λ1 je nulový a druhý λ2 nenulový. Matice A je singulárńı, řešeńı
rovnice Ay = 0 tvoř́ı př́ımku určenou vektorem v1, který splňuje rovnici Av = 0.
Všechny body př́ımky jsou trajektorie konstantńıch řešeńı y(x) = c1v1. Pro jejich
klasifikaci převezmeme názvy zavedené pro izolované singulárńı trajektorie.

Druhý kořen λ2 dává řešeńı u2(x) = v2 e
λ2x. Podle znaménka λ2 plat́ı: do (nebo

z) každého singulárńıho bodu př́ımky vedou dvě trajektorie:

(4a) λ1 = 0, λ2 > 0 – singulárńı body jsou neatraktivńı uzly, trajektorie se
rovnoběžně vzdaluj́ı od singulárńıch bod̊u,

(4b) λ1 = 0, λ2 < 0 – singulárńı body jsou atraktivńı uzly, trajektorie se rov-
noběžně přibližuj́ı k singulárńım bod̊um.

(5) Nula je dvojnásobný kořen. Podle hodnosti matice A máme dva př́ıpady:

(5a) Jestliže h(A) = 1, singulárńı body tvoř́ı př́ımku určenou vektorem v, který je
nenulovým řešeńım Av = 0. Trajektorie druhého řešeńı u2(x) = v x +w jsou
rovnoběžné s př́ımkou singulárńıch bod̊u – body nazveme střed,

(5b) pokud h(A) = 0, tedy A je nulová matice, singulárńı body tvoř́ı celou rovinu.

Odvodili jsme následuj́ıćı tvrzeńı o typech singulárńıch bod̊u:

Věta 7.10 Uvažujme soustavu lineárńıch rovnic (7.3) a odpov́ıdaj́ıćı charakteristickou
rovnici (7.4) s nenulovými kořeny λ1, λ2. Potom izolovaný singulárńı bod (0, 0) je

neatraktivńı uzel, pokud oba kořeny jsou reálné a kladné, tj. 0 < λ1 ≤ λ2,

atraktivńı uzel, pokud oba kořeny jsou reálné a záporné, tj. λ1 ≤ λ2 < 0,

sedlo, pokud jeden kořen je kladný a druhý záporný, tj. λ1 < 0 < λ2,

neatraktivńı ohnisko, pokud kořeny jsou komplexně sdružené s kladnou reálnou
část́ı, tj. λ1,2 = µ± i ν, (µ > 0, ν ̸= 0),

atraktivńı ohnisko, pokud kořeny jsou komplexně sdružené se zápornou reálnou část́ı,
tj. λ1,2 = µ± i ν, (µ < 0, ν ̸= 0),

střed, pokud kořeny jsou komplexně sdružené s nulovou reálnou část́ı, tj. λ1,2 = ±i ν,
(ν ̸= 0).
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V př́ıpadě nulového kořene singulárńı body nejsou izolované, tvoř́ı př́ımku, v př́ıpadě
hodnosti h(A) = 0, tj. A = 0 celou rovinu. Pokud h(A) = 1, singulárńı body jsou:

neatraktivńı uzel, pokud druhý nenulový kořen je λ2 > 0,

atraktivńı uzel, pokud druhý nenulový kořen je λ2 < 0,

střed, pokud nula je dvojnásobný kořen, ale h(A) = 1.

Poznámka 7.11 Předchoźı věta plat́ı pro soustavu lineárńıch ODR. V př́ıpadě nelineárńı
soustavy ODR chováńı jej́ıch řešeńı v okoĺı singulárńıho bodu je stejné jako chováńı řešeńı
př́ıslušných linearizovaných ODR v př́ıpadě, kdy kořeny maj́ı nenulovovou reálnou část.
V př́ıpadě nulových kořen̊u, nebo kořen̊u s nulovou reálnou část́ı už toto tvrzeńı neplat́ı,
protože v okoĺı už kořeny nemuśı mı́t nulovou reálnou část.

Jednotlivé př́ıpady ilustrujeme na konkrétńıch př́ıkladech: ukážeme zp̊usob náčrtu
trajektoríı a uvedeme obrázky skutečných trajektoríı.

Př́ıklad 7.12 Určete trajektorie řešeńı soustavy rovnic y′1 = 2 y1 + y2, y
′
2 = y1 + 2 y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
(

2 1
1 2

)
, př́ıslušný charakteristický

polynom je λ2 − 4x + 3 má dva r̊uzné kladné kořeny λ1 = 1 , λ2 = 3. Singulárńı bod –
počátek (0, 0) je proto neatraktivńı uzel.

Jak načrtnout fázový portrét singulárńıho bodu, tj. trajektorie v jeho okoĺı? Soustava
rovnic (A−λiE)vi = 0 dává vektory v1 = (1,−1)T , v2 = (1, 1)T . Obecné řešeńı je proto

y(x) = c1 u1(x) + c2 u2(x) = c1

(
1

−1

)
ex + c2

(
1
1

)
e3x .

Př́ıpad c1 ̸= 0, c2 = 0 dává dvě polopř́ımky y2 = −y1. Kombinace c1 = 0, c2 ̸= 0 dává
opět dvě polopř́ımky y2 = y1, všechny polopř́ımky jsou orientované od počátku. V př́ıpadě
nenulových c1, c2 urč́ıme tečny trajektoríı vycházej́ıćıch z počátku, tedy při x→ −∞:

y′2(x)

y′1(x)
=

−c1 ex + 3 c2 e
3x

c1 ex + 3 c2 e3x
=

−c1 + 3 c2 e
2x

c1 + 3 c2 e2x
x→−∞
−−−−−→ −c1

c1
= −1 .

y1

y2

Obr. 31: Trajektorie a tečné vektory v 0 a ∞.

y1

y2

Obr. 32: Skutečné trajektorie řešeńı.

Podobně urč́ıme tečny při x → ∞, tj. trajektoríıch jdoućıch do nekonečna, tj. vzda-
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luj́ıćıch se od počátku:

y′2(x)

y′1(x)
=

−c1 ex + 3 c2 e
3x

c1 ex + 3 c2 e3x
=

−c1 3 e−2x + c2
c1 3 e−2x + c2

x→∞
−−−−→ c2

c2
= 1 .

Načrtneme tečny v okoĺı počátku a na okraji obrázku a spoj́ıme je hladkými křivkami,
které se neprot́ınaj́ı a které nemaj́ı inflexńı body, tj. jsou

”
prohnuté“ stále na jednu stranu.

Tyto trajektorie nevycházej́ı z nuly, ale při x→ −∞ se k ńı jen
”
bĺıž́ı“. 2

Porovnáńım náčrtu tečen v nekonečnu s tečnami skutečných trajektoríı je vidět, že
tečny skutečných trajektoríı se lǐśı od

”
tečen v nekonečnu“, načrtnutou tečnu dosáhnou

až
”
v nekonečnu“.

Př́ıklad 7.13 Určete trajektorie řešeńı soustavy y′1 = −y1 − 3 y2, y
′
2 = y1 − 5y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
(

−1 −3
1 −5

)
, př́ıslušný charakteris-

tický polynom je λ2+6x+8 má dva r̊uzné záporné kořeny λ1 = −2 , λ2 = −4. Singulárńı
bod – počátek (0, 0) je proto atraktivńı uzel.

Pro fázový portrét singulárńıho bodu spoč́ıtejme nejprve fundamentálńı řešeńı U . Sou-
stava rovnic (A− λiE)vi = 0 dává pro λ1 = −2 vektor v1 = (3, 1) a pro λ2 = −4 vektor
v2 = (1, 1) . Obecné řešeńı je proto

y(x) = c1

(
3
1

)
e−2x + c2

(
1
1

)
e−4x .

Nejprve načrtneme trajektorie řešeńı u1(x),
u2(x). Jsou to dva páry polopř́ımek orien-
tovaných do počátku se směrovými vektory
(3, 1), (1, 1). Určeme tečné směry ostatńıch
trajektorii v počátku, tj. pro x → ∞, a v ne-
konečnu, tj. pro x→ −∞:

lim
x→∞

y′2(x)

y′1(x)
= lim

x→∞

−2c1e
−2x − 4c2e

−4x

−6c1e−2x − 4c2e−4x
=

1

3
,

lim
x→−∞

y′2(x)

y′1(x)
= lim

x→−∞

−2c1e
−2x − 4c2e

−4x

−6c1e−2x − 4c2e−4x
=

1

1
.

y1

y2

Obr. 33: Fázový portrét řešeńı.

Trajektorie ve větš́ım úhlu přicházej́ıćı se směrnićı 1 se musej́ı otočit skoro do
”
pro-

tisměru“, aby źıskaly směrnici 1/3. 2

Př́ıklad 7.14 Určete trajektorie řešeńı soustavy y′1 = y1 − 3y2, y
′
2 = 3y1 − 5y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
(

1 −3
3 −5

)
, př́ıslušný charakteris-

tický polynom je λ2 + 4x + 4 má jeden dvojnásobný záporný kořen λ = −2. Singulárńı
bod – počátek (0, 0) je proto atraktivńı uzel.

Pro fázový portrét určeme fundamentálńı řešeńı U . Soustava rovnic (A − λE)v = 0
pro λ = −2 dává jediný vektor v = (1, 1) a t́ım jedno řešeńı u1(x) = v e−2x. Podle části
3 př́ıpad (2C) druhé nezávislé řešeńı je u2(x) = v xe−2x +w e−2x, kde w splňuje soustavu
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rovnic (A − λE)w = v, což jsou dvě stejné rovnice 3w1 − 3w2 = 1. Zvoĺıme-li w2 = 0,
dostáváme w1 =

1
3
. Obecné řešeńı je tedy

y(x) = c1

(
1
1

)
e−2x + c2

[(
1
1

)
xe−2x +

(
1
3

0

)
e−2x

]
=

(
c1 + c2(x+

1
3
)

c1 + c2x

)
e−2x .

Trajektorie řešeńı c1u1(x) je opět dvojice polopř́ımek y2 = y1 směřuj́ıćıch do počátku,
který je singulárńım bodem. Tečné směry obecného řešeńı y(x) v počátku, tj. pro x→ ∞,
i v nekonečnu, tj. x→ −∞, maj́ı také směrnici rovnu 1 nezávisle na ci, nebot’

y′2(x)

y′1(x)
=

[c2 − 2(c1 + c2x)]e
−2x

[c2 − 2(c1 + c2(x+
1
3
))]e−2x

→ −2c2x

−2c2x
= 1 , pro x→ ±∞ .

Jak vypadá trajektorie řešeńı pro c2 ̸= 0? Vı́me, že je pod nebo nad př́ımkou y2 = y1,
tj. trajektoriemi u1(x), s kterými se nesmı́ protnout. Jde zleva doprava a pak se otáč́ı do
protisměru nebo obráceně? Pro c2 > 0 ze vzorce plyne y2(x) < y1(x), tj. trajektorie řešeńı
lež́ı pod př́ımkou y2 = y1. Spoč́ıtejme derivaci konkrétńıho řešeńı. Pro c2 = 2c1 > 0 vyjde

y′(x) =

(
y′1(x)
y′2(x)

)
= −4c1

(
x+ 1

3

x

)
e−2x .

Obě složky pro x → −∞ maj́ı kladnou derivaci, od
x = −1

3
se derivace y1(x) měńı na zápornou a od x = 0

obě složky maj́ı derivaci zápornou. Trajektorie lež́ı pod
př́ımkou y1 = y2 proto z JZ

”
nekonečna“ směřuj́ı k SV,

pak se otáčej́ı k SZ a nakonec se otáčej́ı k počátku JZ
směrem.

Záporné c2 dávaj́ı trajektorie středově symetrické
podle počátku s trajektoriemi s c2 > 0. Tedy pro řešeńı
s c2 ̸= 0 trajektorie se směrnićı 1 v −∞ se musej́ı otočit
do

”
protisměru“, aby źıskali směrnici 1. 2

y1

y2

Obr. 34: Fázový portrét řešeńı.

Př́ıklad 7.15 Určete trajektorie řešeńı soustavy y′1 = y1 + 5y2, y
′
2 = y1 − 3y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je

A =
(

1 5
1 −3

)
, př́ıslušný charakteristický poly-

nom λ2 + 2x − 8 má jeden kladný λ1 = 2 a jeden
záporný kořen λ2 = −4. Singulárńı bod – počátek
(0, 0) je proto sedlo.
Pro fázový portrét spoč́ıtejme obecné řešeńı. Sou-
stava rovnic (A − λE)v = 0 pro λ1 = 2 dává
vektor v1 = (5, 1) a pro λ2 = −4 vektor v2 =
(1,−1). Źıskáme t́ım dvě nezávislá řešeńı: neatrak-
tivńı u1(x) = v1 e

2x a atraktivńı u2(x) = v2 e
−4x.

Obecné řešeńı je tedy

y(x) = c1

(
5
1

)
e2x + c2

(
1

−1

)
e−4x.

y1

y2

Obr. 35: Fázový portrét řešeńı.
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Trajektorie c1u1(x) je dvojice polopř́ımek y2 =
1
5
y1 orientovaných od počátku, trajekto-

rie c2u2(x) je dvojice polopř́ımek y2 = −y1 orientovaných do počátku. Ostatńı trajektorie
přicházej́ı z nekonečna se směrnićı −1 a otáčej́ı se do nekonečna se směrnićı 1

5
. 2

Př́ıklad 7.16 Určete trajektorie řešeńı soustavy y′1 = y1 − 5y2, y
′
2 = y1 − y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
(

1 −5
1 −1

)
, př́ıslušný charakteris-

tický polynom λ2 + 4 má dvojici komplexně sdružených kořen̊u λ1,2 = ±2i . Singulárńı
bod (0, 0) je proto střed, trajektorie budou soustředné elipsy se středem v počátku.

Spoč́ıtejme obecné řešeńı. Matice A− λE pro λ = 2i má řádky

A− 2i E =

(
1− 2i −5

1 −1− 2i

)
.

Vynásobeńım druhého řádku č́ıslem (1 − 2i ) dostáváme prvńı řádek, rovnice v soustavě
(A − 2i E)v = 0 jsou proto závislé. Druhá rovnice dává v1 = (1 + 2i )v2, odkud plyne
např́ıklad v = (1 + 2i , 1). Dostáváme t́ım komplexńı řešeńı:

u∗(x) =

(
1 + 2i

1

)
(cos(2x) + i sin(2x)).

Reálná a imaginárńı část u∗(x) dává dvojici reálných řešeńı u1(x), u2(x), obecné řešeńı
proto je:

y(x) = c1 u1(x)+ c2 u2(x) = c1

(
cos(2x)− 2 sin(2x)

cos(2x)

)
+ c2

(
sin(2x) + 2 cos(2x)

sin(2x)

)
.

Protože funkce cos(2x), sin(2x) jsou periodické s periodou π, dostáváme periodické křivky,
které ob́ıhaj́ı počátek s periodou π. Jaká je orientace křivky? Volba c1 = 1, c2 = 0 dává
řešeńı u1(x, ), tj. y1(x) = cos(2x) − 2 sin(2x), y2(x) = cos(2x). Vyč́ısĺıme řešeńı u1(x) a
jeho derivaci pro x = 0: y(0) = (1, 1) a y′(0) = (−4, 0) a vyznač́ıme v grafu. Trajektorie
bude orientovaná v kladném smyslu, tj. pro směru hodinových ručiček. Můžeme také
postupně vykreslit body y(x) pro vhodná: x = 0, π

8
, π
4
, 3π

8
, π
2
, dostaneme tak postupně

body (1, 1), (− 1√
2
, 1√

2
), (−2, 0), (− 3√

2
,− 1√

2
), (−1,−1).

Dosazeńım za y1, y2 lze ověřit, že body trajektorie splňuj́ı rovnici y21−2y1 y2+5y22 = 4,

což je rovnice elipsy. Jej́ı extrémy v y1 i y2
lze spoč́ıtat pomoćı metod vyšetřováńı im-
plicitńı funkce

F (x, y) = y21 − 2y1 y2 + 5y22 − 4 = 0.

Pro c1 = 0, c2 = 1, nebo obecnou volbou
splňuj́ıćı c21 + c22 = 1 dostáváme stejnou rov-
nici a identickou elipsu jen s posunutou para-
metrizaćı. V př́ıpadě c21 + c22 = k2 dostáváme
elipsy k-krát větš́ı. 2

y1

y2

Obr. 36: Fázový portrét singulárńıho bodu.

Př́ıklad 7.17 Určete trajektorie řešeńı soustavy y′1 = 3y1 − 4y2, y
′
2 = 2y1 − y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
(

3 −4
2 −1

)
, př́ıslušný charakte-

ristický polynom λ2 − 2λ + 5 má dvojici komplexně sdružených kořen̊u λ1,2 = 1 ± 2i .
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Singulárńı bod (0, 0) je proto neatraktivńı ohnisko, trajektorie budou soustředné spirály
vzdaluj́ıćı se od počátku.

Spoč́ıtejme obecné řešeńı. Matice A− λE pro λ = 1− 2i má řádky

A− (1− 2i )E =

(
2 + 2i −4

2 −2 + 2i

)
∼

(
1 + i −2
1 −1 + i

)
.

Vynásobeńım druhého řádku č́ıslem (1 + i ) dostáváme prvńı řádek, rovnice v soustavě
(A− (1− 2i )E)v = 0 jsou proto závislé. Druhá rovnice dává v1 = (1− i )v2, odkud plyne
v = (1− i , 1). Dostáváme t́ım komplexńı řešeńı:

u∗(x) =

(
1− i
1

)
ex(cos(2x)− i sin(2x)).

Reálná a imaginárńı část u∗(x) dává dvojici reálných řešeńı u1(x), u2(x), obecné řešeńı
je proto po změně znaménka u2:

y(x) = c1u1(x)+ c2u2(x) = c1

(
cos(2x)− sin(2x)

cos(2x)

)
ex+ c2

(
sin(2x) + cos(2x)

sin(2x)

)
ex .

Funkce cos(2x), sin(2x) jsou periodické s periodou π, obstarávaj́ı pohyb okolo počátku,
funkce ex zp̊usobuje vzdalováńı se od počátku, spirála se bude vzdalovat od počátku.

Jaká je orientace spirály? Opět zvolme c1 = 1,
c2 = 0. Dostáváme řešeńı u1(x) se složkami

y1(x) = (cos(2x)− sin(2x))ex, y2(x) = cos(2x)ex.

Vyč́ısĺıme hodnoty řešeńı a jeho derivace pro x = 0:
y(0) = (1, 1) a y′(0) = (−1, 1) a vyznač́ıme v grafu.
Vid́ıme, že tečna vpravo od počátku má SZ směr,
trajektorie bude orientovaná v kladném smyslu, tj.
proti směru hodinových ručiček a bude se vzdalovat
od počátku. Jinou možnost́ı je vyč́ıslit body y(x) pro
zvětšuj́ıćı se x. 2

y1

y2

Obr. 37: Fázový portrét řešeńı.

Př́ıklad 7.18 Určete trajektorie řešeńı soustavy y′1 = y1 − y2, y
′
2 = 3y1 − 3y2.

Řešeńı: Matice soustavy A =
(

1 −1
3 −3

)
je singulárńı,

rovnice Av = 0 má nekonečně mnoho řešeńı, jsou
to násobky v1 = (1, 1). Singulárńı body proto tvoř́ı
př́ımku y2 = y1.

Charakteristický polynom P (λ) = λ2 + 2λ má
vedle nulového kořene λ1 záporný kořen λ2 = −2.
Spoč́ıtejme obecné řešeńı. Soustava (A − λE)v = 0
pro λ1 = 0 dává vektor v1 = (1, 1), pro λ2 = −2
vektor v2 = (1, 3). Obecné řešeńı proto je:

y(x) = c1

(
1
1

)
+ c2

(
1
3

)
e−2x .

y1

y2

Obr. 38: Fázový portrét řešeńı.
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Singulárńı trajektorie pro c1 ∈ R a c2 = 0, tvoř́ı př́ımku y2 = y1. Pro c1 = 0, c2 ̸= 0
dostáváme dvě polopř́ımky y2 = 3y1 orientované do počátku. Ostatńı trajektorie jsou
rovnoběžné polopř́ımky jdoućı se směrnićı 3 do singulárńıch bod̊u na př́ımce y2 = y1. 2

Př́ıklad 7.19 Určete trajektorie řešeńı soustavy y′1 = y1 − y2, y
′
2 = y1 − y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic A =
(

1 −1
1 −1

)
je opět singulárńı, rovnice

Av = 0 má nekonečně mnoho řešeńı, jsou to násobky vektoru v1 = (1, 1). Singulárńı
body proto tvoř́ı př́ımku y2 = y1. Př́ıslušný charakteristický polynom P (λ) = λ2 má
jeden dvojnásobný kořen λ1,2 = 0. Pro fázový portrét spoč́ıtejme obecné řešeńı. Soustava
rovnic (A − λE)v = 0 pro λ1,2 = 0 dává jen jeden vektor v = (1, 1) a t́ım i konstantńı
řešeńı u1(x) = (1, 1). Druhé řešeńı je ve tvaru u2(x) = vx +w, kde vektor w je řešeńım
(A− 0E)w = v, tj. w1 −w2 = 1 . Tato rovnice má opět nekonečně mnoho řešeńı, zvolme
w = (1, 0). Dostáváme tak obecné řešeńı

y(x) = c1

(
1
1

)
+ c2

(
x+ 1
x

)
.

Źıskali jsme nekonečně mnoho singulárńıch
trajektoríı pro c1 ∈ R a c2 = 0, jsou to
body př́ımky y2 = y1. Pro c1 ∈ R, c2 ̸= 0
dostáváme př́ımky y2 = y1 − c2. Jsou to
př́ımky rovnoběžné s př́ımkou y2 = y1 ori-
entované v SV směru pod ńı pro c2 > 0 a
v JZ směru nad ńı pro c2 < 0. 2

y1

y2

Obr. 39: Fázový portrét řešeńı.

Autonomńı rovnice druhého řádu
Při zkoumáńı autonomńıch ODR vyšš́ıho řádu rovnici převedeme na soustavu auto-

nomńıch ODR prvńıho řádu. Rovnice druhého řádu

y′′ = f(y, y′)

tak převedeme transformaćı (y(x), y′(x)) 7→ (y1(x), y2(x)) na soustavu dvou rovnic

y′1 = y2 , y′2 = f(y1, y2) .

Fázový prostor řešeńı y(x) je rovina (y, y′), do které vynáš́ıme body se souřadnicemi
hodnot řešeńı a hodnot jeho derivace: (y(x), y′(x)). Fázový portrét řešeńı rovnice druhého
řádu v rovině s osami y, y′ jsou orientované křivky

{(y(x), y′(x)) ∈ R2
∣∣ x ∈ I}.

Konstantńı řešeńı y má nulovou derivaci y′(x) = 0, proto singulárńı body se mohou
vyskytovat pouze na ose y.

Pro nekonstantńı řešeńı plat́ı: nad osou y je derivace y′ kladná a řešeńı je tedy rostoućı.
Proto jsou trajektorie nad osou y jsou orientovány vpravo. Pod osou y je derivace y′

záporná, proto trajektorie řešeńı jsou zde orientovány vlevo. Na ose y je derivace řešeńı
y′ = 0, proto trajektorie přecházej́ı osu y s tečnou kolmou na osu y.
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Trajektorie řešeńı ODR druhého řádu v okoĺı singulárńıho bodu budeme klasifikovat
stejným zp̊usobem jako v př́ıpadě autonomńıch soustav dvou rovnic: dvojice neznámých
funkćı bude řešeńı y(x) a derivace řešeńı y′(x).

Autonomńı lineárńı rovnici y′′+a1y
′+a0y = 0 převedeme na soustavu dvou lineárńıch

rovnic y′1(x) = y2(x), y′2 = −a0 y1 − a1 y2, tj. soustavy y′ = Ay, kde

A =

(
0 1

−a0 −a1

)
.

Charakteristický polynom soustavy λ2+ a1λ+ a0 je stejný jako polynom p̊uvodńı rovnice
druhého řádu s kořeny λ1, λ2. Pro trajektorie řešeńı autonomńıch rovnic vyšš́ıho řádu plat́ı
analogická tvrzeńı jako pro trajektorie autonomńıch soustav. Stejnými úvahami jako u
Věty 7.10 dostáváme ihned následuj́ıćı větu:

Věta 7.20 Uvažujme lineárńı rovnici druhého řádu y′′+ a1 y
′+ a0 y = 0 a odpov́ıdaj́ıćı

charakteristickou rovnici λ2 + a1λ+ a0 = 0 s nenulovými kořeny λ1, λ2.
Potom singulárńı bod (0, 0) je:

neatraktivńı uzel, pokud oba kořeny jsou reálné a kladné, tj. 0 < λ1 ≤ λ2,

atraktivńı uzel, pokud oba kořeny jsou reálné a záporné, tj. λ1 ≤ λ2 < 0,

sedlo, pokud jeden kořen je kladný a druhý záporný, tj. λ1 < 0 < λ2,

neatraktivńı ohnisko, pokud kořeny jsou komplexně sdružené s kladnou reálnou
část́ı, tj. λ1,2 = µ± i ν, (µ > 0, ν ̸= 0),

atraktivńı ohnisko, pokud kořeny jsou komplexně sdružené se zápornou reálnou část́ı,
tj. λ1,2 = µ± i ν, (µ < 0, ν ̸= 0),

střed, pokud kořeny jsou komplexně sdružené s nulovou reálnou část́ı, tj. λ1,2 = ±i ν,
(ν ̸= 0).

V př́ıpadě jednoduchého nulového kořene λ1 = 0, tj. a1 ̸= 0, a0 = 0, singulárńı body
nejsou izolované, ale tvoř́ı celou osu y. Potom singulárńı body jsou

neatraktivńı uzel, pokud druhý nenulový kořen λ2 > 0, tj. a1 < 0,

atraktivńı uzel, pokud druhý nenulový kořen λ2 < 0, tj. a1 > 0.

Pokud nula je dvojnásobný kořen, tj. a1 = a0 = 0, obecné řešeńı je tvaru y(x) = c1+c2x.
Protože y′(x) = c2, každý bod na ose y je singulárńı. Ostatńı trajektorie jsou rovnoběžné
s osou y; nad osou y jsou orientovány vpravo (c2 > 0), pod osou y vlevo (c2 < 0). Každý
singulárńı bod lze tedy nazvat střed.

Poznámka 7.21 Předchoźı věta plat́ı pro lineárńı ODR. Podobně jako v př́ıpadě ne-
lineárńı soustav ODR chováńı řešeńı nelineárńı ODR v okoĺı singulárńıho bodu je stejné
jako chováńı řešeńı př́ıslušných linearizovaných ODR v př́ıpadě, kdy kořeny maj́ı nenulo-
vou reálnou část. V př́ıpadě nulových kořen̊u, nebo kořen̊u s nulovou reálnou část́ı už toto
tvrzeńı neplat́ı, protože v okoĺı už kořeny nemuśı mı́t nulovou reálnou část.
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Matematické kyvadlo
Na závěr vyšetř́ıme jednoduchý mechanický jev: kmitáńı matematického kyvadla,

který má zaj́ımavé trajektorie.

Fyzikálńı formulace úlohy
Ve svislé rovině uvažujme hmotný bod

o hmotnosti m upevněný na konci nehmotné
rovné tyče délky ℓ, jej́ıž druhý konec se může
volně otáčet okolo počátku (0, 0). Na hmotný
bod p̊usob́ı jen gravitačńı śıla G = mg dol̊u.

Označme θ(t) orientovaný úhel (v radiánech
proti směru pohybu hodinových ručiček), který
v čase t sv́ırá tyč se svislou osou, viz Obr. 40.
Určete závislost úhlu θ na čase t.

θ θ

G
G

Obr. 40: Matematické a fyzikálńı kyvadlo.

Poznámka 7.22

Tento jev se nazývá kmitáńı matematického kyvadla. Obecněǰśı úlohou je kmitáńı
fyzikálńıho kyvadla, (také v [2] kmitáńı fyzického kyvadla), kdy mı́sto hmotného bodu
a nehmotné tyče uvažujeme hmotné těleso s těžǐstěm mimo počátek, které se může volně
otáčet okolo počátku.

Odvozeńı diferenciálńı rovnice
Hmotný bod o souřadnićıch (x, y) se může pohybovat po kružnici se středem v počátku

a poloměrem ℓ. Působ́ı na něj svisle dol̊u stálá gravitačńı śıla G = mg, která se rozkládá
na normálovou Fn a tečnou složku Ft. Normálová složka je v rovnováze se silou, kterou
p̊usob́ı tyč na hmotný bod, tečná složku Ft zp̊usob́ı zrychleńı hmotného bodu.

Pomoćı úhlu θ(t) v čase t tečnou složku śıly G
vyjádř́ıme jako Ft(t) = − sin(θ)mg, viz Obr. 41.

Derivaćı funkce θ(t) dostáváme úhlovou rychlost
ω(t) = θ′(t) a úhlové zrychleńı α(t) = θ′′(t). Při po-
hybu po kružnici o poloměru ℓ dráhová rychlost je
v(t) = ℓ θ(t) a dráhové zrychleńı a(t) = ℓ θ′′(t).

Podle Newtonova zákona F = ma plat́ı rovnice
−mg sin θ = mℓ θ′′. Hmotnost́ı bodum rovnici vyděĺıme
a po úpravě dostáváme

d2θ(t)

d t2
+
g

ℓ
sin(θ(t)) = 0 . (7.5)

Označme c =
√
g/ℓ (g, ℓ > 0) a přejděme k tradičńımu

označeńı ODR: závislou proměnnou úhel θ označme y,
nezávislou proměnnou t čas označme x. Dostáváme au-
tonomńı obyčejnou diferenciálńı rovnici druhého řádu

G

ℓ

Fn

Ft

θ

Obr. 41: Matematické kyvadlo.

y′′ + c2 sin(y) = 0 (7.6)

pro neznámou funkci y(x). Rovnice doplńıme dvěma počátečńımi podmı́nkami v čase x0:
y(x0) = y0 , y′(x0) = y1 , kde y0 je počátečńı úhlová výchylka a y1 počátečńı úhlová
rychlost kyvadla.
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V okoĺı y = 0, tj. pro malé hodnoty y, plat́ı sin y
.
= y. Nahrad́ıme-li sin y neznámou y

dostáváme lineárńı aproximaci rovnice (7.6)

y′′ + c2 y = 0 . (7.7)

Studujme obě úlohy. Začneme jednodušš́ı linearizovanou rovnićı.

Př́ıklad 7.23 Určete trajektorie řešeńı linearizované rovnice y′′ + c2 y = 0.

V př́ıpadě lineárńı rovnice (7.7) př́ıslušný charakteristický polynom P (λ) = λ2 + c2

má dvojici komplexně sdružených kořen̊u λ1,2 = ±i c. Rovnice má proto jediné singulárńı
řešeńı a to nulové řešeńı y(x) = 0, podle Věty 7.20 jeho typ je střed.

Ověřme výsledek výpočtem. Obecné řešeńı je y(x) = a cos(cx) + b sin(cx), kde kon-
stanty a, b jsou určeny hodnotami y0, y1. Zvolme v čase x = 0 klidovou polohu y′(0) = 0 a
rozkmit y(0) = y0 > 0. Potom a = y0, b = 0, řešeńı je tedy y(x) = y0 cos(cx). Dosazeńım
do výrazu (y′)2 + c2 y2 po úpravě dostáváme rovnici elipsy v souřadnicovém systému y, y′

y2

y20
+

(y′)2

y20 c
2
= 1

se středem v počátku, s vodorovnou poloosou y0 a svislou poloosou cy0.
Trajektorie řešeńı lze určit také př́ımo integraćı. Rovnici (7.7) vynásob́ıme y′. Źıskanou

rovnost y′ y′′ + c2y y′ = 0 integrujeme na 1
2
(y′)2 + 1

2
c2y2 = K. Z počátečńıch podmı́nek

y(0) = y0, y
′(0) = 0 plyne K = 1

2
c2y20. Z rovnice plyne

y′ = ±c
√
y20 − y2 , y ∈ ⟨−y0, y0⟩ .

Zbývá zjistit orientaci trajektoríı. Trajektorie řešeńı
y(x) = y0 cos(cx) pro x = 0 je bod (y(0), y′(0)) = (y0, 0)
s tečným vektorem (y′(0), y′′(0)) = (0,−c2), elipsy jsou
proto orientované podle pohybu hodinových ručiček, tj.
v záporném smyslu. To je v souladu s pravidlem, že tra-
jektorie nad osou y jsou orientovány vpravo, pod osou
vlevo a osy y prot́ınaj́ı

”
svisle“.

Všechna řešeńı jsou periodická. Jaká je perioda T?
Funkce kosinus má periodu 2π, proto délka periody T
podle rovnice cT = 2π je T = 2π/c = 2π

√
ℓ/g.

Délka periody tedy nezáviśı na rozkmitu, roste s od-
mocninou délky kyvadla ℓ a zmenšuje se s odmocninou
gravitačńı konstanty g — na Měśıci s menš́ım g stejné
kyvadlo kmitá pomaleji než na Zemi.

y

y′

Obr. 42: Trajektorie linearizové

rovnice kyvadla pro c = 6
5 .

Př́ıklad 7.24 Určete trajektorie řešeńı nelineárńı rovnice y′′ + c2 sin(y) = 0.

V př́ıpadě nelineárńı rovnice je situace mnohem zaj́ımavěǰśı, nastanou r̊uzné situace.
Rovnici vynásob́ıme y′, č́ımž źıskáme rovnici y′ y′′ + c2 sin y · y′ = 0. Integraćı źıskáme

1

2
(y′)2 − c2 cos(y) = K . (7.8)
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Určeme trajektorie řešeńı. Z rovnice (7.8) plyne y′ = ±
√

2(K + c2 cos y). Odmocnina na
pravé straně je definována pro

K + c2 cos y ≥ 0 . (7.9)

Protože funkce kosinus nabývá hodnoty z intervalu ⟨−1, 1⟩, rozlǐśıme př́ıpady:

(a) Jestliže K = −c2, potom z (7.9) plyne cos y = 1, tedy y = 2kπ, k ∈ Z a y′ = 0.
Dostáváme tak spočetně mnoho singulárńıch bod̊u [y, y′] = [2kπ, 0] pro k ∈ Z. Jsou
to situace, kdy kyvadlo je v klidu ve stabilńı dolńı poloze.

(b) Jestliže K ∈ (−c2, c2), potom (7.9) plat́ı v základńı periodě ⟨−π, π⟩ pro hodnoty
y ∈ ⟨−y0, y0⟩, kde y0 = arccos(−K/c2) > 0. Jsou to př́ıpady, kdy kyvadlo z krajńı
polohy y = y0 (|y0| < π) přecháźı do opačné polohy y = −y0 a pak obráceně.
Analogická situace je v intervalech y ∈ (−π + 2kπ, π + 2kπ).

(c) Jestliže K = c2 a přitom y′ = 0, potom pro y = (2k + 1)π dostaneme singulárńı
body, kdy kyvadlo je opět v klidu ale v horńı nestabilńı poloze.

(d) Jestliže K = c2 a y′ ̸= 0, potom v základńı periodě y prob́ıhá interval (−π, π). Je
to situace, kdy kyvadlo se z limitńı polohy π v čase y → −∞ pohybuje v záporném
směru do polohy y → π v čase x→ ∞, nebo obráceně: z polohy y → −π do polohy
y = π v kladném směru. Analogická situace je v intervalech y ∈ (−π+2kπ, π+2kπ).

(e) Jestliže K > c2, potom K + c2 cos y je kladné všechna y ∈ R a kyvadlo se toč́ı stále
v kladném směru nebo stále v záporném směru.

Jaká je klasifikace singulárńıch bod̊u? Body (2kπ, 0) – dolńı stabilńı polohy – jsou
proto singulárńı body typu střed a body (2kπ + π, 0) – horńı nestabilńı polohy – jsou
typu sedlo, viz Obr. 43.

y

y′

Obr. 43: Fázový portrét nelineárńı rovnice kyvadla pro c = 6
5 , singulárńı body jsou typu střed, sedlo.
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Poznámky 7.25

(a) Rovnice (7.8) je vlastně zákon zachováńı mechanické energie. Kinetická energie bodu
o hmotnosti m pohybuj́ıćı se rychlost́ı v = ℓy′ je Ekin(x) = 1

2
mv2 = 1

2
m(ℓy′)2.

Potenciálńı energie bodu o hmotnosti m v gravitačńım poli ve výšce h = −ℓ cos(y)
je Epot = mgh = −mgℓ cos y. Podle zákona o zachováńı mechanické energie

E = Ekin + Epot =
1

2
mℓ2(y′)2 −mgℓ cos(y) = Km = konst.

(b) Linearizovaná rovnice (7.7) je aproximaćı nelineárńı rovnice (7.6) v okoĺı y = 0. Při
zvětšováńı rozkmitu y0 se chyba zvětšuje, situace (c) – (e) už linearizovaná rovnice
nedovede popsat.

(c) Fyzikálńı kyvadlo vede na stejnou rovnici. Na těleso kyvadla o objemu V v jeho
těžǐsti T p̊usob́ı stejná gravitačńı śılaG = mg, kdem je hmotnost celého kyvadla, jej́ı
tečná složka je opět Ft = −mg sin(θ). Protože body kyvadla maj́ı r̊uznou vzdálenost
od závěsu, Newton̊uv zákon F = ma pro dráhové zrychleńı a muśıme nahradit
vztahemM = Jα mezi momentem śılyM = Ftℓ, kde ℓ je rameno śıly, tj. vzdálenost
těžǐstě T od osy otáčeńı, a úhlovým zrychleńım α = θ′′, kde J je moment setrvačnosti
kyvadla vzhledem k ose otáčeńı. Moment setrvačnosti lze spoč́ıtat integraćı součinu
hustoty ρ a čtverce vzdálenosti x2 + y2 bodu od osy otáčeńı:

J =

∫
V

(x2 + y2)ρ dV.

Dostáváme rovnici Jθ′′ +mgℓ sin θ = 0. Při označeńı c2 = mgℓ
J

dostáváme

θ′′ + c2 sin θ = 0 .

(d) Perioda kyv̊u (čas kyvu tam a zpět) v lineárńım modelu je T = 2πc nezáviśı na
rozkmitu y0. Záviśı jenom na délce ℓ kyvadla a gravitačńım zrychleńı g.

(e) Jaká je délka kyvu T v nelineárńım př́ıpadě? Naznačme metodu výpočtu. Při roz-
kmitu, tj. maximálńı výchylce y0, je rychlost y′ = 0. Z rovnice (7.8) dostaneme
K = −c2 cos y0. Pro rostoućı část kyvu y′ ≥ 0 z rovnice (7.8) po dosazeńı za K
plyne y′ = c

√
2(cos y − cos y0).

Zaměňme roli závislé a nezávislé proměnné: mı́sto y(x) uvažujme neznámou x(y).
Derivace vztahu y(x(y)) = y podle y dává y′(x(y)) · x′(y) = 1, odkud dostáváme
x′(y) = 1/y′(x(y)). Inverzńı neznámá x(y) proto splňuje rovnici

dx

dy
(y) =

1

c
√

2(cos y − cos y0)
.

Perioda kyvadla T je čtyřnásobek času mezi y = 0 a rozkmitem y0 ∈ ⟨0, π). Źıskáme
ji integraćı

T = 4
1

c
√
2

∫ y0

0

1√
cos y − cos y0

dy = 4

√
ℓ

2g

∫ y0

0

1√
cos y − cos y0

dy .

Je to tzv. eliptický integrál, primitivńı funkci nelze vyjádřit pomoćı elementárńıch
funkćı. Pro y0 → π− jde čas T do nekonečna.
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Př́ıklady z populačńı biologie
Spojité matematické modely v biologii, viz např. [6], vedou na rovnice a soustavy

obyčejných diferenciálńıch rovnic. Pokud se vněǰśı podmı́nky v čase neměńı, rovnice i
soustavy jsou autonomńı. Uvedeme pár př́ıklad̊u. Naproti předchoźımu fyzikálńımu jevu
matematického a fyzikálńıho kyvadla, který je ve své idealizované podobě zcela přesný,
modely v biologii přinášej́ı řadu aproximaćı: jedince tvoř́ıćı populaci považujeme za iden-
tické,nerozlǐsujeme jejich věk, pohlav́ı, velikost ani jiné individuálńı charakteristiky, jejich
počet, což je ve skutečnosti nezáporné celé č́ıslo, nahrazujeme nezáporným reálným č́ıslem,
př́ır̊ustek v reálné situaci nastává vždy s jistým časovým zpožděńım, atd. Přes tato a
daľśı zjednodušeńı, modely dávaj́ı zaj́ımavé výsledky, které vysvětluj́ı některé skutečnosti.
Omeźıme se také jen na deterministické modely.

Modely dynamiky populaćı
Mı́sto označeńı už́ıvaného v matematické biologii zachováme naše označeńı z ODR

z předchoźıch část́ı s nezávislou proměnnou x, která hraje roli času, a závislou proměnnou
y (př́ıpadně y = (y1, y2)), která popisuje počet jedinc̊u v čase x. Bude to nezáporná reálná
funkce y(x). Vývoj počtu populace bude záviset jen na velikosti populace a nebude záviset
př́ımo na času x. Obecný model tak vede na autonomńı rovnici prvńıho řádu:

y′ = f(y) ≡ µ(y) · y , y(0) = y0 ≥ 0

s parametrem r̊ustu µ(y), který udává počet µ · ∆x nově vzniklých jedinc̊u na každého
jedince za časový úsek ∆x. V nejstarš́ım Malthusově modelu y′ = a y je parametr r̊ustu
konstantńı µ(y) = a, parametr a je porodnost−úmrtnost. Úloha má jednoznačné řešeńı
y(x) = y0 · eax. Podle tohoto modelu pro a > 0 počet jedinc̊u roste exponenciálně do
nekonečna, pro a = 0. Model odpov́ıdá skutečnosti v situaci, kdy počet jedinc̊u je malý
a zdroje potravy jsou dostatečné. Kromě nulového řešeńı jsou všechna řešeńı rostoućı,
nulové řešeńı y(x) = 0 je tedy neatraktivńı uzel. Doplňme, že pro a = 0 je počet jedinc̊u
konstantńı a pro a < 0 populace vymı́rá, nulové řešeńı je přitažlivý uzel.

Protože v reálném světě zdroje potravy jsou omezené, při zvětšováńı množstv́ı jedinc̊u
y nastává snižováńı parametru r̊ustu. Položme např́ıklad µ(y) = a − b y. K parametru
r̊ustu a jsme přidali parametr b zpomaleńı r̊ustu. V tomto př́ıpadě rovnice

y′ = (a− b y) y

s kladnými parametry a, b vedle řešeńı y(x) = 0, což je neatraktivńı uzel, má konstantńı
řešeńı y(x) = ys = a/b. Je to

”
rovnovážný“ počet jedinc̊u, pro počátečńı podmı́nku

y(0) < ys řešeńı y(x) stoupá k ys a pro y(0) > ys řešeńı y(x) klesá k ys. Singulárńı řešeńı
y(x) = ys je atraktivńı uzel, protože všechna nenulová řešeńı se bĺıž́ı k

”
rovnovážnému“

neboli
”
udržitelnému“ řešeńı ys(x).

Modely dvou populaćı
Uvažujme dvě r̊uzné populace obývaj́ıćı stejný prostor. Počet jejich jedinc̊u v čase

x budou nezáporné reálné funkce y1(x), y2(x), přičemž vývoj jejich počtu bude záviset
jenom na okamžitém počtu jedinc̊u obou populaćı. Obecný model tak vede na autonomńı
soustavu dvou obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu:

y′1 = f1(y1, y2) ≡ µ1(y1, y2)y1 , y′2 = f2(y1, y2) ≡ µ2(y1, y2)y2 (7.10)
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se spojitými funkcemi µ1(y1, y2), µ2(y1, y2). Soustavu doplńıme počátečńımi podmı́nkami
y1(x0) = γ1, y2(x0) = γ2, kde γi ≥ 0, obvykle předpokládáme γi > 0. Pro jednoduchost
mı́sto obecných spojitých funkćı µ1, µ2 se obvykle uvažuj́ı jednoduché lineárńı závislosti
s konstantńımi parametry, které popisuj́ı jednotlivé vlivy. K rovnićım y′i = (ai − biyi)yi
přidáme členy ciy1y2 popisuj́ıćı vliv druhé populace:

y′1 = (a1 − b1y1 + c1y2)y1 , y′2 = (a2 − b2y2 + c2y1)y2 . (7.11)

Pro c1 > 0 populace y2 zvětšuje r̊ust populace y1, zat́ımco pro c1 < 0 populace y2 snižuje
r̊ust populace y1. Význam parametru c2 je analogický.

Podle znamének parametr̊u c1, c2 rozlǐsujeme tři základńı situace:

(a) oba parametry c1, c2 jsou kladné, jde o př́ıpad mutualismu, také symbiózy, kdy se
obě populace navzájem podporuj́ı,

(b) oba parametry c1, c2 jsou záporné, jde o konkurenci,

(c) maj́ı opačná znaménka: c1 < 0, c2 > 0 jde o predaci, kdy se predátor y2 se živ́ı
kořist́ı y1. V př́ıpadě c1 > 0, c2 < 0 jde jen o výměnu roĺı populaćı.

Pomocné výsledky

Pro zkoumáńı trajektoríı zavedeme pojem nulkliny, viz [6, 10]. V našem př́ıpadě dvou
proměnných prvńı nulklina je množina bod̊u, ve kterých je prvńı složka tečného vektoru
(y′1, y

′
2) řešeńı nulová, tj. y

′
1 = 0. V našem př́ıpadě jsou to body fázového prostoru splňuj́ıćı

f1(y1, y2) = 0. V těchto bodech je tečna řešeńı rovnoběžná s osou y2. Analogicky druhou
nulklinu tvoř́ı body, ve kterých je druhá složka tečného vektoru nulová, tj. y′2 = 0. Jsou to
body, kde f2(y1, y2) = 0, v těchto bodech má tečný vektor směr osy y1. Singulárńı body
jsou body fázového prostoru lež́ıćı v pr̊uniku nulklin prvńıho a druhého druhu.

Abychom mohli určit typ singulárńıch bodu nelineárńı soustavy diferenciálńıch rov-
nic, potřebujeme určit kořeny charakteristického polynomu př́ıslušné linearizované rovnice
v tomto bodě. Pokud tyto kořeny maj́ı nenulovou reálnou část, jsou nenulové i v okoĺı a
řešeńı nelineárńı a linearizované rovnice maj́ı stejný charakter.

Necht’ (ys1, y
s
2) je singulárńım bodem soustavy rovnic (7.10), tj. řešeńım soustavy rovnic

f1(y1, y2) = 0, f2(y1, y2) = 0. Potom linearizovaná soustava ODR je

y′1 = A11 (y1 − ys1) + A12 (y2 − ys2) , y′2 = A21 (y1 − ys1) + A22 (y2 − ys2) ,

kde

A11 =
∂f1
∂y1

(ys1, y
s
2) , A12 =

∂f1
∂y2

(ys1, y
s
2) , A21 =

∂f2
∂y1

(ys1, y
s
2) , A22 =

∂f2
∂y2

(ys1, y
s
2) . (7.12)

Jej́ı charakteristický polynom je

P (λ) = λ2 − Tr(A)λ+ det(A) , (7.13)

kde Tr(A) = A11+A22 je stopa matice A a det(A) = A11A22−A12A21 determinant matice
A. Při určováńı kořen̊u reálného polynomu využijeme následuj́ıćı tvrzeńı:
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Věta 7.26 (Kořeny kvadratického polynomu)
Uvažujme polynom (7.13), tj. P (λ) = λ2 − Tr(A)λ+ det(A). Jeho diskriminant je

D = (Tr(A))2 − 4 det(A) = (A11 − A22)
2 + 4A12A21 . (7.14)

Potom plat́ı:

(a) Pokud det(A) < 0, diskriminant D je kladný a polynom má dva reálné nenulové
kořeny λ1, λ2 s opačnými znaménky.

(b) Pokud det(A) ≥ 0 a diskriminant D ≥ 0, polynom má dva reálné kořeny ne nutně
r̊uzné. Jestliže Tr(A) > 0, kořeny jsou kladné, pro Tr(A) < 0 kořeny jsou záporné.

(c) Pokud det(A) ≥ 0 a D < 0, polynom má dva komplexně sdružené kořeny.

(d) Ve všech př́ıpadech pro kořeny λ1, λ2 plat́ı: Tr(A) = λ1 + λ2, det(A) = λ1λ2.

Jak to vypadá v našem př́ıpadě soustavy rovnic (7.11)? Předpokládejme, že parametry
ai, bi, ci jsou nenulové. Rovnice f1 = y1(a1 − b1y1 + c1y2) = 0 dává prvńı nulkliny

y1 = 0 , a1 − b1y1 + c1y2 = 0 . (7.15)

V prvńım kvadrantu je to osa y2 a př́ımka s ńı r̊uznoběžná.
Rovnice f2 = y2(a2 − b2y2 + c2y1) = 0 dává dvě druhé nulkliny

y2 = 0 , a2 − b2y2 + c2y1 = 0 . (7.16)

Je to osa y1 a př́ımka s ńı r̊uznoběžná. Pr̊useč́ıky nulklin jsou singulárńı body. Jsou to
vždy tři body S0 = (0, 0), S1 = (a1/b1, 0), S2 = (0, a2/b2). Pokud ”

šikmé“ nulkliny nejsou
rovnoběžné, tj. d = b1b2−c1c2 ̸= 0, jejich pr̊useč́ık je čtvrtý singulárńı bod, který označ́ıme
S12. Jednoduchý výpočet dává

S12 = (ys1, y
s
2) =

(
a1b2 + a2c1
b1b2 − c1c2

,
a2b1 + a1c2
b1b2 − c1c2

)
=

(
B1

d
,
B2

d

)
, (7.17)

kde d = b1b2− c1c2, B1 = a1b2+a2c1, B2 = a2b1+a1c2. Zálež́ı ještě na tom, zda pr̊useč́ık
S12 lež́ı v prvńım kvadrantu.

Vyč́ısĺıme nyńı parametry linearizované soustavy v singulárńıch bodech. Matice A
koeficient̊u (7.12) linearizované soustavy v př́ıpadě (7.11) má složky

A11 = a1−2b1y1+ c1y2 , A12 = c1y1 , A21 = c2y2 , A22 = a2+ c2y1−2b2y2 . (7.18)

V bodě S0 = (0, 0) plat́ı A11 = a1, A12 = A21 = 0, A22 = a2. Charakteristický polynom

P (λ) = λ2 − (a1 + a2)λ+ a1a2 (7.19)

má dva ne nutně r̊uzné kořeny a1, a2.

V bodě S1 = (a1/b1, 0) plat́ı A11 = −a1, A12 = a1c1/b1, A21 = 0, A22 = a2+ a1c2/b1.
Charakteristický polynom P (λ) a jeho diskriminant D je

P (λ) = λ2 −
(
B2

b1
− a1

)
λ− a1

B2

b1
, D =

(
a1 +

B2

b1

)2

. (7.20)
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Podobně v singulárńım bodě S2 = (0, a2/b2) je A11 = a1+a2c1/b2, A12 = 0, A21 = a2c2/b2,
A22 = −a2 a charakteristický polynom P (λ) a jeho diskriminant D vyjde

P (λ) = λ2 −
(
B1

b2
− a2

)
λ− a2

B1

b2
, D =

(
B1

b2
+ a2

)2

. (7.21)

Pokud d = b1b2−c1c2 ̸= 0, existuje i čtvrtý singulárńı bod S12 = (B1/d,B2/d) . Spoč́ıtejme
koeficienty matice A v tomto singulárńım bodu

A11 = −b1B1

d
, A12 =

c1B1

d
, A21 =

c2B2

d
, A22 = −b2B2

d
.

Koeficienty dávaj́ı charakteristický polynom P (λ) a jeho diskriminant D

P (λ) = λ2 +
b1B1 + b2B2

d
λ+

B1B2

d
, D =

(b1B1 − b2B2)
2

d2
+ 4

c1c2B1B2

d2
. (7.22)

Proberme jednotlivé př́ıpady podle znamének c1, c2, které určuj́ı situaci.

1. Mutualismus, symbióza – kladné c1, c2

Necht’ všechny parametry a1, a2, b1, b2, c1, c2 jsou kladné. Proto B1, B2 jsou také kladné.
Nav́ıc předpokládejme, že d = b1b2− c1c2 je kladné

4. Rovnice (7.11) určuj́ı nulkliny. Prvńı
nulkliny y′1 = 0 jsou dvě př́ımky: y1 = 0, tj. osa y2, a př́ımka a1 − b1y1 + c1y2 = 0, která
vycháźı z singulárńıho bodu S1 = (a1/b1, 0) s kladnou směrnićı b1/c1, viz Obr. 44.

V bodech prvńıho kvadrantu mezi oběma polopř́ımkami je hodnota y′1 = f1 kladná,
proto prvńı složka y′1 tečného vektoru je kladná, a v bodech vpravo od pravé nulkliny je
složka tečného vektoru záporná.

Analogicky vyšetřeme druhé nulkliny y′2 = 0. Jsou to opět dvě př́ımky: y2 = 0, tj.
osa y1 a př́ımka a2 − b2y2 + c2y1 = 0 vycházej́ıćı ze singulárńıho bodu S2 = (0, a2/b2)
s kladnou směrnićı c2/b2, viz Obr. 44. V bodech prvńıho kvadrantu mezi oběma př́ımkami
je hodnota y′2 = f2 kladná, proto druhá složka tečného vektoru y′2 je kladná, a v bodech
nad horńı nulklinou je složka tečného vektoru záporná.

Protože d > 0
”
šikmé“ nulkliny se prot́ınaj́ı v prvńım kvadrantu v bodě S12 a rozděluj́ı

tak prvńı kvadrant na čtyři oblasti. Podle znamének složek tečného vektoru v Obr. 44
zakresĺıme

”
orientaci“ tečných vektor̊u, tj. ve kterém kvadrantu nebo na které poloose je

tečný vektor, protože v jednotlivých oblastech a na nulklinách je tato orientace konstantńı.
V Obr. 45 vykresĺıme skutečné tečné vektory.

Všimněme si efektu symbiózy: singulárńı bod S12 přitahuje všechna řešeńı (mimo os
y1, y2) a dává vyšš́ı ”

rovnovážné hodnoty“ pro obě populace, než jsou rovnovážné hodnoty
ai/bi u obou populaćı bez vzájemného vlivu. Tento stav je proto stabilńı a

”
udržitelný“.

4Kdyby d bylo záporné,
”
šikmé“ nulkliny by se prot́ınaly ve třet́ım kvadrantu. Uvnitř prvńıho kvad-

rantu by obě populace v limitě rostly nade vš́ı meze, což by vedlo k destrukci prostřed́ı a následnému
vyhynut́ı obou populaćı. Načrtněte si obrázek!
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y1

y2

S0 S1

S2

S12

Obr. 44: Symbióza: nulkliny a singulárńı body

(a1 = 4; b1 = 1; c1 = 1/4; a2 = 2; b2 = 1; c2 = 1/5).

y1

y2

S0 S1

S2

S12

Obr. 45: Symbióza: tečné vektory trajektoríı

(a1 = 4; b1 = 1; c1 = 1/4; a2 = 2; b2 = 1; c2 = 1/5).

2. Konkurence — záporné c1, c2
Předpokládejme, že parametry a1, a2, b1, b2 jsou kladné a parametry c1, c2 záporné.

Rovnice (7.11) určuj́ı nulkliny. Stejně jako v př́ıpadě symbiózy prvńı nulkliny y′1 = 0 jsou
dvě př́ımky: y1 = 0, tj. osa y2, a ”

šikmá“ př́ımka a1 − b1y1 + c1y2 = 0, která vycháźı
ze singulárńıho bodu S1 = (a1/b1, 0) se zápornou směrnićı b1/c1 < 0. Stejně tak druhé
nulkliny y′2 = 0 jsou dvě př́ımky: y2 = 0, tj. osa y1 a ”

šikmá“ př́ımka a2 − b2y2 + c2y1 = 0,
která vycháźı ze singulárńıho bodu (0, a2/b2) se zápornou směrnićı c2/b2 < 0.

V našem př́ıpadě konkurence se prvńı nulkliny nav́ıc prot́ınaj́ı v prvńım kvadrantu na
kladné poloose y2 v pr̊useč́ıku P1 = (0,−a1/c1). Také druhé nulkliny se prot́ınaj́ı na kladné
poloose y1 v bodě P2 = (−a2/c2, 0). Pozor, tyto pr̊useč́ıky ovšem nejsou singulárńımi body,
prot́ınaj́ı se zde dvě prvńı nebo dvě druhé nulkliny. Nav́ıc, pokud koeficient d = b1b2−c1c2
je nenulový, šikmé nulkliny se prot́ınaj́ı.

Jaké je pořad́ı bod̊u S1 a P2 na poloose y1? Jestliže B2 = a2b1 + a1c2 > 0, potom
a2b1 > −a1c2 > 0, odkud plyne −a2/c2 > a1b1, tedy pr̊useč́ık P2 lež́ı vpravo za singulárńım
bodem S1. V opačném př́ıpadě B2 < 0 pr̊useč́ık P2 lež́ı vlevo před S1. Podobně v př́ıpadě
B1 = a1b2 + a2c1 > 0 na poloose y2 pr̊useč́ık P1 lež́ı nad bodem S2, pro B1 < 0 bod P1

lež́ı pod bodem S2. V př́ıpadě B1 = 0 nebo B2 = 0 body P1, S2 nebo P2, S1 splývaj́ı.
Rozlǐśıme proto tři generické5 situace podle znamének B1, B2.

2.a
”
Slabá konkurence“ – kladné B1, B2

V tomto př́ıpadě na poloose y1 bod P2 lež́ı za bodem S1 a na poloose y2 bod P1 lež́ı
za bodem S2, viz Obr. 46. Jaké je d? Z podmı́nky B1 > 0 plyne b2/a2 > −c1/a1 > 0,
podmı́nka B2 > 0 dává b1/a1 > −c2/a2 > 0. Součin obou nerovnost́ı po vynásobeńı
a1a2 > 0 dává b1b2 > c1c2, odkud plyne d > 0. To potvrzuje skutečnost, že pr̊useč́ık S12,
lež́ı v prvńım kvadrantu, jeho souřadnice, viz (7.17), jsou kladné.

Nulkliny se prot́ınaj́ıćı se v singulárńım bodě S12 rozděluj́ı prvńı kvadrant na čtyři
části. Podle znamének f1, f2 vykresĺıme v nich

”
orientaci“ př́ıslušných tečných vektor̊u

(y′1, y
′
2), viz Obr. 46.

5Generické situace jsou takové, které nejsou výjimečné, tj. nemaj́ı nulovou pravděpodobnost, a neměńı
se při malé změně. Rovnost dvou spojitých veličin je výjimečná, změna obou veličin může změnit rovnost
na jednu nebo opačnou nerovnost.
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Jakého typu jsou singulárńı body? Podle (7.19) je bod S0 neatraktivńı uzel. Podle
(7.20) a (7.21) charakteristické polynomy v bodech S1 a S2 maj́ı záporný člen det(A),
maj́ı proto reálné kořeny s opačnými znaménky a singulárńı body S1, S2 jsou tud́ıž sedla.

Ve čtvrtém singulárńım bodě S12 podle (7.22) je det(A) = B1B2/d kladný, diskrimi-
nant D kladný a stopa Tr(A) je záporná. Podle Věty 7.26 kořeny jsou záporné. Bod S12

je proto přitažlivý uzel. Pro kontrolu vykresleme směrové vektory v Obr. 47, potvrzuj́ı
typy singulárńıch bod̊u.

Jaké je hodnoceńı situace? Všechny trajektorie (kromě bod̊u y1y2 = 0) směřuj́ı do
atraktivńıho bodu S12, který dává obou druh̊um rovnovážný stabilńı stav, který je menš́ı
v př́ıpadě jedné populace. Oba druhy však přež́ıvaj́ı.

y1

y2

S0 S1 P2

S2

P1

S12

Obr. 46: Slabá konkurence: nulkliny a sing. body

(a1 = 4; b1 = 2; c1 = −1; a2 = 3; b2 = 1; c2 = −0.6).

y1

y2

S0 S1 P2

S2

P1

S12

Obr. 47: Slabá konkurence: tečné vektory

(a1 = 4; b1 = 2; c1 = −1; a2 = 3; b2 = 1; c2 = −0.6).

2.b
”
Silná konkurence“ – záporné B1, B2

V tomto př́ıpadě na poloose y1 bod P2 lež́ı před bodem S1 a na poloose y2 bod P1

před bodem S2, viz Obr. 48. Dı́ky záporným B1, B2 máme nerovnosti 0 < b2/a2 < −c1/a1
0 < b1/a1 < −c2a2 jej́ıchž vynásobeńı dává b1b2 < c1c2, proto d < 0 a v (7.17) souřadnice
bodu S12 jsou kladné. Nulkliny se prot́ınaj́ıćı se v singulárńım bodě S12 rozděluj́ı v prvńı
kvadrant na čtyři části. Podle znamének f1, f2 vykresleme v nich orientaci př́ıslušných
tečných vektor̊u (y′1, y

′
2), viz Obr. 48.

Jakého typu jsou singulárńı body? Podle (7.19) je bod S0 neatraktivńı uzel. Podle
(7.20) v bodě S1 charakteristický polynom (7.20) má d́ıky B2 < 0 zápornou stopu Tr(A)
a nezáporný diskriminantD. Kořeny λ1, λ2 jsou proto záporné a podle Věty 7.26 singulárńı
bod S1 je přitažlivý uzel. Analogickým výpočtem lze zjistit, že singulárńı bod S2 je také
přitažlivý uzel.

V singulárńım bodě S12 charakteristický polynom P (λ), viz (7.22), záporný det(A),
protože B1, B2, d jsou záporné. Podle Věty 7.22 P (λ) má proto reálné kořeny s opačnými
znaménky a podle Věty 7.10 singulárńı bod S12 je sedlo.

Pro kontrolu vykresleme směrové vektory v Obr. 49, potvrzuj́ı typ singulárńıch bod̊u.

Jaké je hodnoceńı situace? Na rozd́ıl od slabé konkurence atraktivńı jsou stavy na
poloosách y1 a y2. Trajektorie proto směřuj́ı bud’ do bodu S1 nebo S2, tedy bud’ jedna
nebo druhá populace vyhyne, zálež́ı na počátečńıch podmı́nkách.
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y1

y2

S0 P2 S1

P1

S2

S12

Obr. 48: Silná konkurence: nulkliny

(a1 = 5; b1 = 1; c1 = −3; a2 = 4; b2 = 1; c2 = −2).

y1

y2

S0 P2 S1

P1

S2

S12

Obr. 49: Silná konkurence: tečné vektory

(a1 = 5; b1 = 1; c1 = −3; a2 = 4; b2 = 1; c2 = −2).

2.c
”
Dominance“ prvńı populace – B1 > 0, B2 < 0

V tomto př́ıpadě na poloose y1 bod P2 lež́ı před bodem S1 a na poloose y2 bod P1 za
bodem S2, viz Obr. 50. Nulkliny se v prvńım kvadrantu neprot́ınaj́ı, rozděluj́ı ho proto
jenom na tři části, pr̊useč́ık S12 ”

šikmých“ nulklin neńı v prvńım kvadrantu nebo neexis-
tuje. Podle znamének f1(y1, y2), f2(y1, y2) vykresleme v jednotlivých oblastech

”
orientaci“

tečných vektor̊u (y′1, y
′
2), viz Obr. 50.

Jakého typu jsou singulárńı body? Podle (7.19) je bod S0 neatraktivńı uzel. Podle
(7.20) v bodě S1 charakteristický polynom (7.20) má d́ıky B2 < 0 zápornou stopu Tr(A)
a nezáporný diskriminantD. Kořeny λ1, λ2 jsou proto záporné a podle Věty 7.26 singulárńı
bod S1 je přitažlivý uzel.

V singulárńım bodě S2 = (0, a2/b2) je situace odlǐsná. Podle (7.21) det(A) je záporný,
podle Věty 7.26 proto polynom P (λ) má dva reálné kořeny s opačnými znaménky. Podle
věty 7.10 singulárńı bod S2 je sedlo.

Pro kontrolu vykresleme směrové vektory v Obr. 51, potvrzuj́ı typ singulárńıch bod̊u.

y1

y2

S0 P2 S1

P1

S2

Obr. 50: Dominance: nulkliny a singulárńı body

(a1 = 5; b1 = 1; c1 = −5/4; a2 = 4; b2 = 2; c2 = −2).

y1

y2

S0 P2 S1

P1

S2

Obr. 51: Dominance: tečné vektory trajektoríı

(a1 = 5; b1 = 1; c1 = −5/4; a2 = 4; b2 = 2; c2 = −2).

Jaké je hodnoceńı situace? V tomto př́ıpadě je situace ještě horš́ı pro
”
slabš́ı“ druh.
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Kromě výjimečné situace y1 = 0 populace y2 vždy vyhyne. Prvńı druh se ustáĺı na hodnotě,
jako když druhý druh neexistuje.

V př́ıpadě B1 < 0 a B2 > 0 je situace opačná, S2 je atraktivńı uzel, S1 je sedlo, prvńı
druh vyhyne a druhý se ustáĺı na hodnotě jakoby prvńı druh neexistoval.

3. Modely predátor-kořist — záporné c1 a kladné c2

Tyto modely popisuj́ı situaci dvou populaćı: prvńı y1 se nazývá kořist, druhá y2
predátor se kořist́ı živ́ı. Např́ıklad kořist́ı je sněžný kráĺık a predátorem rys. Daľśımi
př́ıklady jsou kapři a štiky v rybńıku, losy a vlci.

Protože predátor se živ́ı kořist́ı, predátor snižuje populaci kořisti: parametr c1 je
záporný. Množstv́ı kořisti umožňuje množeńı predátora: parametr c2 je kladný.

Uvedeme zjednodušený model, který nese jména dvou autor̊u. Model navrhl Alfred J.
Lotka v roce 1910 pro chemické reakce, v roce 1925 model aplikoval na systém predátor-
kořist ve své knize o biomatematice. Nezávisle stejné rovnice publikoval Vito Volterra
1926, aby vysvětlil periodické chováńı počtu vylovených ryb v Jaderském moři. Model
byl inspirován periodickým vývojem počtu vykoupených kožek sněžných kráĺık̊u a rys̊u
v severńı Kanadě v letech 1845-1935, viz [10].

3.a Klasický Lotk̊uv-Volterr̊uv model
Abychom mohli využ́ıt výsledky z předchoźıch část́ı pro model využijeme označeńı

parametr̊u z předchoźıch část́ı. Pro kořist y1 necháme parametr a1 kladný, omezeńı zdroji
potravy zanedbáme, tj. polož́ıme b1 = 0. Predátor se živ́ı kořisti, č́ımž snižuje populaci
kořisti, tj. parametr c1 je záporný. Predátor bez kořisti vymı́rá, proto parametr a2 je
záporný. Omezeńı prostřed́ım zanedbáme b2 = 0, množstv́ı potravy kořisti umožňuje
př́ır̊ustek predátora, polož́ıme proto c2 > 0. Soustava rovnic se redukuje na

y′1 = a1y1 + c1y1y2 ≡ (a1 + c1y2)y1 , y′2 = a2y2 + c2y1y2 ≡ (a2 + c2y1)y2 (7.23)

přičemž parametry a1, c2 jsou kladné a a2, c1 záporné.
Prvńı nulkliny jsou dvě na sebe kolmé př́ımky: y1 = 0, tj. osa y2, a př́ımka a1+c1y2 = 0

vycházej́ıćı z bodu (−a1/c1, 0) kolmá na osu y1. Druhé nulkliny jsou také dvě na sebe
kolmé př́ımky: y2 = 0, tj. osa y1, a př́ımka a2 + c2y1 = 0 vycházej́ıćı z bodu (0,−a2/c2)
kolmá na osu y2, viz Obr. 52. Nulkliny se prot́ınaj́ı ve čtyřech bodech: singulárńı body
jsou však jenom dva S0 = (0, 0), S12 = (−a2/c2,−a1, c1), protože body P1 = (0,−a1/c1),
P2 = (−a2/c2, 0) jsou pr̊useč́ıky jenom prvńıch nebo druhých nulklin, nelež́ı na obou
nulklinách. Nulkliny rozděluj́ı prvńı kvadrant na čtyři části. Vykresleme v Obr. 52 nulkliny
a úhly tečen trajektoríı v př́ıslušných oblastech.

Pro určeńı charakteru singulárńıch bod̊u určeme koeficienty Aij (7.12) př́ıslušné lineari-
zované rovnice A11 = a1+c1y2 , A12 = c1y1 , A21 = c2y2 , A22 = a2+c2y1 a charakteristický
polynom nabude tvar

P (λ) = λ2 − (a1 + a2 + c1y2 + c2y1)λ+ (a1 + c1y2)(a2 + c2y1). (7.24)

V bodě S0 = (0, 0) charakteristický polynom P (λ) = λ2− (a1+a2)λ+a1a2 má kořeny
λ1 = a1 > 0, λ2 = a2 < 0, tj. s opačnými znaménky. Podle Věty 7.26 bod S0 je sedlo.

V bodě S12 = (−a2/c2,−a1/c1) je A11 = A22 = 0, což dává Tr(A) = 0, a dále plat́ı
A12 = −c1a2/c2, A21 = −c2a1/c1 odkud plyne det(A) = −A12A21 = −a1a2 > 0.
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V bodě S12 tedy polynom P (λ) = λ2 − a1a2 má nulovou stopou a záporný diskrimi-
nant D = 4a1a2 < 0, má tedy dvojici komplexně sdružených kořen̊u s nulovou reálnou
část́ı. Singulárńı bod S12 linearizované soustavy je proto střed. V př́ıpadě nelineárńı sou-
stavy rovnost Tr(A) = 0 sice plat́ı v bodě S12, ale nemuśı to platit v okoĺı S12, vedle středu
by to mohlo být atraktivńı nebo neatraktivńı ohnisko.

V našem př́ıpadě však lze spoč́ıtat trajektorie jako
”
vrstevnice“ funkce zadané impli-

citně F (y1, y2) = const. Z rovnic (7.23) plyne

dy1
dy2

=
(a1 + c1y2)y1
(a2 + c2y1)y2

.

Z rovnosti lze proměnné y1, y2 separovat(
a2
y1

+ c2

)
dy1 =

(
a1
y2

+ c1

)
dy2

a integraćı źıskáváme a2 lny1 + c2 y1 = a1 lny2 + c1y2 + const, což dává trajektorie zadané
implicitně

F (y1, y2) = a2 lny1 + c2 y1 − a1 lny2 − c1 y2 = const .

Funkce F (y1, y2) má v bodě S12 obě prvńı parciálńı derivace nulové, druhé

F ′′
y1y1

= −a2/y21 > 0 , F ′′
y1y2

= F ′′
y1y2

= 0 , F ′
y2y2

= a1/y
2
2 > 0

proto v bodě S12 je lokálńı minimum. Trajektorie v okoĺı S12 jsou proto uzavřené a sin-
gulárńı bod je střed.

y1

y2

S0

S12

P1

P2

Obr. 52: Predátor-kořist: nulkliny a body

(a1 = 3; c1 = −1; a2 = −4; c2 = 1).

y1

y2

S0

S12

P1

P2

Obr. 53: Predátor-kořist: tečné vektory

(a1 = 3; c1 = −1; a2 = −4; c2 = 1).

Jaké je hodnoceńı situace? Pokud je kořist nulová y1 = 0, predátor vyhyne. Pokud
neexistuje predátor y2 = 0, kořist se množ́ı neomezeně. V singulárńım bodě S12 je stav
kořisti i predátor̊u neměnný. Mimo tyto př́ıpady jde o periodický jev, vývoj prob́ıhá
v cyklu, kdy se postupně periodicky opakuj́ı čtyři situace:

(a) predátor̊u je málo, kořist se množ́ı,

(b) kořisti je mnoho, roste počet predátor̊u,

(c) predátor̊u je mnoho, klesá počet kořisti,

(d) kořisti je málo, klesá počet predátor̊u.
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