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Predmluva

Tento ucebni text je urcen pro studijni obor Matematické inzenyrstvi. V zimnim se-
mestru druhého ro¢niku se v predmétu Matematickd analyza 3 probiraji obycejné di-
ferencidlni rovnice. V zimnim semestru trettho ro¢niku je zafazen predmét Parcialni
diferencialni rovnice. Protoze latka navazuje na obycejné diferencidlni rovnice, zacatek
semestru je vénovan strué¢nému opakovani obycejnych diferencidlnich rovnic a doplnéni
dalsimi vybranymi zajimavymi partiemi z oby¢ejnych diferencidlnich rovnic.

Tento text obsahuje potiebnou latku z obycejnych diferencidlnich rovnic. Jako dalsi
literaturu lze doporucit ucebnici [1] a ptrehledy [8] a [9].
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Uvod

Pripomenme zakladni pojmy. Rovnost je vyrok, ma smysl o ném uvazovat, zda je
pravdivy nebo nepravdivy. Napiiklad 1 + 2 = 3 je pravdivy a 2 + 3 = 6 nepravdivy
vyrok s konkrétnimi ¢isly (konstantami). Jsou to individuélni vyroky. V matematice casto
individualni vyroky spojujeme do hromadného tim, ze konstanty nahradime proménnymi
(napft. a,z,...) a uré¢ime mnozinu, ze které za tyto proménné dosazujeme. Hromadny
vyrok, ktery spojuje konjunkei individualni vyroky stejného typu, obsahuje tzv. vyrokovou
formu s proménnymi a obecny kvantifikdtor ,pro kazdé* (symbol V) s mnozinou, ze které
hodnoty proménné vybirame. Napiiklad vyrok ¥V € (0, 00) plati V22 = ¢ je pravdivy,
v tomto piipadé M je mnozina nezapornych cisel.

Naproti tomu rovnice, napifklad 22 — 3z +2 = 0, nen{ vyrokem, nemé smysl uvazovat,
zda je pravdiva nebo neni. Rovnice se opét sklada z vyrokové formy s proménnou, kterou
nazyvame neznamou, a z mnoziny M, ze které vybirame hodnoty proménné.

Rovnice v tomto smyslu je:

Uloha najit tzv. TeSeni (obor pravdivosti), tj. vSechny hodnoty proménné z M,
pro které se viyrokovd forma stdva pravdivgm viyrokem.

V uvedené rovnici je FeSenim mnozina {1,2}. Pii feSeni obvykle postupujeme tzv.
ekvivalentnimi tpravami, pii kterych se mnozina feseni neméni, az do tvaru, ze kterého lze
Fesen{ zjistit. V nasem piipadé rovnici 22 —3x+2 = 0 upravime na tvar (z—1)(z —2) = 0,
odkud plyne z = 1 nebo =z = 2.

Rovnice rozlisujeme podle mnoziny M pro neznamé a typu vyrokové formy — vlastni
rovnice. Naptiklad pro M mnozinu realnych ¢isel R rozliSujeme rovnice linedrni, kvadra-
tické, kubické,. . ., iracionalni s odmocninami, exponencidlni, logaritmické, goniometrické,
atd. Nezndmd v piipadé soustavy linedrnich (i nelinedrnich) rovnic ma tvar vektoru (dvo-
jice, trojice, n-tice ¢isel).

V piipadé obycejné diferencidlni rovnice je (v obvyklém oznaceni) nezndmou funkce
y(x) jedné redlné proménné x na néjakém intervalu I = (a, b) redlnych éisel R. Vyrokova
forma pFitom obsahuje derivaci neznamé. R4d nejvyssi derivace, kterd se v rovnici vysky-
tuje, nazyvame tad rovnice. Napiiklad

y’—2xy::c2, y/1_3y/+2y:ex’ y///+y/:0

jsou rovnice prvniho, druhého a tretiho radu.
Obecné 1ze obycejnou diferencidlni rovnici n-tého fadu zapsat ve tvaru

F(:C, y’ y/7 y”’ A 7y(n)) = O

kde F(z,v0,y1,Y2, - .., Yn) je funkce n+2 proménnych a 3™ je n-ta derivace funkce y(z).

Pripomenme jesté, ze v piipadé ODR se do funkce F(z,vo,y1,¥2,--.,Yn) dosazuji
hodnoty neznamé a jejich derivaci se stejnou hodnotou nezavisle proménné x. V opacném
pripadé mluvime o ODR se zpozdénim nebo obecné s odklonénym argumentem, naptiklad
y'(z) = f(z,y(x — 7(x)), kde 7(x) je dané funkce.



1. Rovnice prvniho fadu (ODR1)

Kazdou obycejnou diferencialni rovnici prvniho fadu lze zapsat ve tvaru

F(z,y,y') =0. (1.1)

DEFINICE 1.1 Rekneme, e funkce y(z) je FeSenim rovnice (1.1) na intervalu I, jestlize:
(a) funkce y(z) je spojitd a ma spojitou prvni derivaci 3/(x) na celém I,

(b) pro kazdé = € I je hodnota funkce F(z,y(z),y (x)) definovdna a

(c¢) pro kazdé z € I plati rovnost F(x,y(x),y'(z)) = 0.

POzZNAMKY 1.2

(a) Strucné feceno neznamé y(z) musi mit vSechny derivace, které se v rovnici vysky-
tuji, funkce F' musi byt pro tyto hodnoty definovana a konecné po dosazeni hod-
not do rovnice nastane rovnost. V krajnim bodé intervalu (pokud intervalu nélezi)
vyzadujeme jednostrannou spojitost i koneénou jednostrannou limitu derivace y'(z).

(b) Protoze platnost podminky (¢) vyzaduje platnost predchozich dvou podminek, c¢asto
se pozadavky (a) a (b) vynechéavaji.

(c) Reseni ODR se Fika také integrdl dané rovnice.

(d) Pozor, fesen rovnice je uréeno nejen predpisem y(z), ale také intervalem I. Redeni

povazujeme za ruznd, i kdyz jsou uréena stejnym predpisem y(x), ale jsou definovana
na ruznych intervalech.

(e) 'V nékterych piipadech se teseni zapisuje v implicitnim tvaru g(z,y) = 0. Protoze
implicitni vyjadieni nemusi byt jednoznacéné, vedle intervalu je nutno doplnit jednu
hodnotu y(xg) = yo. Pt ,zkousce* derivaci ¢/ (x) vyjadiime pomoci Véty o implicitni
funkci: pokud g, (z,y) # 0 potom y'(x) = —g.(2,y)/g, (2, y) -

Zakladni tvar rovnice a pocatecni tloha

Z obecného tvaru (1.1) nelze piimo zjistit, zda feSeni rovnice existuje, proto se ¢asto
rovnice zapisuje v zékladnim tvaru (nejsou tim vsak zahrnuty vsechny ODR1), ve kterém
je rovnice ,roziesena® vzhledem k derivaci y':

y'(z) = f(x,y(x)), mnebo zkricene vy = f(z,y). (1.2)

Protoze samotna rovnice mé obvykle nekoneéné mnoho feSeni, rovnici dopliiujeme tzv.
pocétecni podminkou, ktera uréuje hodnotu yo feseni y(z) v jednom bodé xzq intervalu I.
Rovnici s podminkou nazyvame pocatecni tiloha, ¢asto také podle angli¢tiny po¢ateéni
problém:

1;’((;)) - ?Jjo(fv,y(:v)), Ve el, (1.3)

Resenim pocétecni tlohy na intervalu I je tedy spojitd a spojité diferencovatelnd funkee
na intervalu I, kterd spliuje rovnici ve vsech bodech = € I a podminku y(z¢) = yo.



PozNAMKA 1.3 Obycejnou diferencidlni rovnice prvniho fadu lze také zapsat ve tvaru di-
ferencidlu p(x,y) dz+q(x, y) dy = 0. Skute¢né, vydélenim obou stran vyrazem q(x,y) dz,
pricemz zlomek dy/dz nahradime y’ dostaneme zakladni tvar

Y(@) = fa,y), Kkde floy) = —2&Y)

V tomto tvaru lze vsak rovnici zapsat mnoha zpusoby, staci obé funkce p(x,y), ¢(z,y)
vynasobit libovolnou nenulovou funkei. Zapis se vyuziva v ptipadé tzv. exaktni rovnice.

Dalsi pojm

PRI AAAA AL

(a) Redeni rovnice v = f(z,v) lze geomet- AAAAAS A
ricky znazornit pomoci tzv. smérového AAAAA AN

pole. 'V bodech (z,y) defini¢niho A AAASN ]
oboru funkece f(z,y) vykreslime ,maly* MLM
nasobek vektoru (1, f(z,y)) zvany — —=rT AT i
smérovy element. Je to teény vektor NS " & Sl o

ke grafu feSeni v tomto bodé. Tyto vek- T A i

tory tvori smérové pole rovnice. Obr. 1: Smérové pole rovnice y' =1+ x + y.

(b) Mnozinu feseni rovnice lze chépat jako jednoparametricky systém krivek, paramet-
rem muze byt tfeba hodnota feseni v bodé x.

(¢c) Partikuldrnim feSenim rozumime obvykle jedno konkrétni feseni rovnice.

(d) Obecné teSeni rovnice je vyraz s konstantou (parametrem) ¢ z dané mnoziny
parametru, ktery pro ruzna ¢ dava obvykle vsechna feSeni dané rovnice.

(e) Pokud pro teseni y;(x) na intervalu I a feseni yo(z) na I plati I} C Iy, (I; # 1),
pricemz yi(x) = yo(x) pro vSechna x € I, fikdme, ze feSeni ys(x) je prodlouzenim
nebo roz§ifenim teseni y; (x) z intervalu I; na I5 a obrdcené feseni y, () je zizenim
feSeni yo(z) na .

(f) Uplné feseni (také maximadlni feSeni) je feseni, které nelze prodlouzit na vétsi
interval.
(g) Navazovani feSeni. Maji-li funkce y_(x) rovnici na intervalu (a,z,) a funkce

y+(x) na (zg,b) stejné hodnoty a stejné jednostranné (konecéné) derivace v bodé xy,
tj. spliuji-li podminky

y-(w0) = ys(w0),  ¥_(w0) =¥ (w0), —

potom obé feSeni lze spojit do jednoho feSeni T T T
y(z) na intervalu (a, b). Pokud tyto jednostranné Obr. 2: V bodé 2, navazat Fesen
derivace jsou ruzné, feseni navazat neni mozné. nelze, v bodé x; je to mozné.

Existence a jednoznacnost reSeni

V piipadé rovnice zapsané ve tvaru (1.2) lze existenci a jednoznacnost feseni vysetiovat
pomoci nasledujici jednoduché véty:



VETA 1.4 Uvazujme dlohu (1.3), tj. rovnici 3 = f(z,y) s pocatetni podminkou
y(xo) = yo. Potom plati

(a) Jestlize funkce f(z,y) je definovana a spojita v okoli bodu (xg,y), potom timto
bodem prochazi alespon jedno feseni, tj. tloha (1.3) ma feseni v okoli bodu .

(b) Jestlize spojita funkce f(z,y) je navic lipschitzovskd v proménné y, tj. splauje
Lipschitzovu podminku v okoli U bodu (zo, yo): existuje konstanta L > 0, ze plati

[f(@, ) = f@y)l < Ly — w2l . V(,m), (2,42) €U, (1.4)

potom feseni ilohy (1.3) je v okoli bodu (zg,yo) jednoznaéné.

PoOzZNAMKY 1.5

(a) Prvni tvrzeni se nazyva Peanova véta, druhé silnéjsi tvrzeni je Picardova véta.

(b) Jednoznaénost feseni v okoli bodu (zg, yo) znamend, ze bodem prochdzi jediné feseni,
tj. jedind kiivka. Matematickd formulace zni: Pokud reseni yi(x) a ya(x) spliugi
y1(xo) = yo(xo) = Yo, potom y1(x) = yo(x) plati i v néjakém okoli bodu xy. Mimo
toto okoli se feseni mohou lisit. Pokud Lipschitzova podminka plati podél celého
grafu fesent, je toto feSeni jednoznaéné na celém svém intervalu. Resenf se mohou
yrozdélit, kiizit“ jen v bodech, kde Lipschitzova podminka neni splnéna.

(c) Casto se vyuzivé skutecnosti, ze Lipschitzova podminka je splnéna, pokud v okolf
existuje (konecnd) parcidlni derivace f; funkce f(z,y). Skutecné, Véta o stiedni
hodnoté pro diferencovatelnou funkci pro y; < yo tiké:

f@,y) = f(@,92) = fi(z,m) - (y1 — ), kde 1€ (y1,92).

Je-li tedy derivace v okoli (xg,yp) omezena konstantou L, podminka (1.4) plati.

(d) Tato lokélni véta ma globalni dusledek. Je-li funkce f(z,y) definovand a spojita
v néjaké oblasti G, teseni lze prodluzovat, dokud ,nenarazi* na hranici oblasti G.

Ma-li funkce f(x,y) navic v celém G spojitou parcidlni derivaci podle y, feseni je
ve vSech bodech G také jednoznacné.

(e) Znaménko hodnoty f(x,y) v rovnici ¢y’ = f(x,y) urcuje chovani feseni v bodé (z,y).
V okoli, kde f(x,y) je kladné (zdpornd) je i derivace y'(x) kladna (zdpornd) a fesent
y(x) je proto rostouci (klesajici) .

(f) Jestlize f(z,y) nezavisi na z fikdme, ze rovnice je autonomni. Je-li y(z) feseni
y' = f(y) na intervalu (a, b), potom také y.(x) = y(z —c) je fesenim na (a+c¢,b+c),
tj. grafy dalsich feseni dostaneme posunutim grafu feseni y(z) ve sméru osy z.

Neékolik instruktivnich prikladu

PRIKLAD 1.6 Najdéte vechna feseni rovnice ¢/ = 1+ 32.

Resend: Funkce f(z,y) je definovand a spojitd v celé roviné R?, fedeni proto prochdzi
kazdym bodem roviny. Parcidln{ derivace f, (v, y) = 2y je konecnd v okoli kazdého bodu,
feseni je proto v kazdém bodé jednoznacné, grafy ruznych tiplnych feseni (kiivky v roviné)
jsou proto disjunktni. Navic funkce f(z,y) = 1+ y* > 1 je kladnd, proto vsechna fesen{
budou rostouci.



Ovérme tvrzeni vypoctem feSeni. Z rovnice plyne

/

¥y _
1+ 92

9

odkud dostéavame arctgy = x — ¢, protoze [arctg(y(z))] = ¥//(1+4?) a [x—¢] = 1.
2

Protoze arctg x nabyva hodnot (=%, %), plati = —c € (=5, %), coz dava obecné feseni

s

™ ™
y(x) =tg(x — ), xe(—§+c,§+c>, ce

Resen{ tvorf systém ,rovnobéznych“ tangent posunutych o konstantu ¢ ve sméru osy .0

Obr. 3: Grafy fesenf rovnice i = 1 + 2.

PRIKLAD 1.7 Najdéte vechna feseni rovnice ¢/ +2,/y = 0.

Fyzikdlni interpretace ilohy: Fyzikalni tloha o vodé vytékajici z véalcové nadoby vede
na uvedenou rovnici. Uvazujme valcovou nadobu o prufezu velikosti S > 0, kterd ma
kruhovy otvor o prifezu s > 0 ve sténé vélce ve vysce y = 0, kterym voda muze vytékat.
V case x je valec naplnén do vysky yo > 0. Odvod'me rovnici modelujici tento jev.

Za nezndmou zvolme vysku hladiny y(z) v ¢ase z. Rychlost vytékajici vody v(x) souvisi
s rychlosti —y/(z) klesajici hladiny ve valci vztahem (zdkon zachovani objemu)

s v(x) =5 (= (z)).

Rychlost v(z) vytékajici vody zavisi na tlaku vody v misté vytoku: potencidlni energie
y(z) pg se méni na kinetickou energii $v?(z)p, kde p je hustota vody a g je gravitacni
zrychleni. Vydélenim hustotou p > 0 dostavame

2y(z) g = v*(x)
y(z)
Odmocnénim rovnosti na v(z) = /2y(x)g pomoci
predchoziho vztahu dostdavame
s s s
() = —50(e) =~ 5 V2ul) 9 = — 5 V29 Vo).
0
odkud snadno ziskame rovnici I
s Obr. 4: Nédoba, z které
y'(x) +k+/y(x) =0, kde konstanta k= —+/2g. vytéké voda

S



Vhodnou volbou jednotek délky a casu muzeme dosahnout hodnoty k& = 2. Doplnénim
vysky hladiny y(xg) = yo v Case xy dostdvame pocétecéni tlohu

() +2vy(x) =0, x>, y(x0) = Yo -

Reseni: Ukazme nejprve rutinni feSeni. Rovnici upravime na tvar

1 1
@)y () =
Primitivn{ funkce na obou strandch pomoci vzorce [y? = 5 +1 yP 1+ ¢ prop = —%
davaji /y(x) = —z + ¢, odkud po umocnéni dostdvame obecné reseni
y(@) = (& - 0°.

Grafy feSen{ tvofi systém parabol y = 22 ,,vo-

dorovné“ posunutych o konstantu ¢ € R.

Podiveyme se na vysledek: Fyzikalni vyznam
feseni Tika, ze hladina nejprve klesa k nule
a pak stoupd stdale rychleji, coz je v rozporu
s praktickou zkuSenosti. Také TeSeni se kiizi
kazdém bodé (x,y), y > 0, tj. feSeni je
dvojznacné: v dané situaci také hladina muze
v rozporu se zkuSenosti klesat nebo rust. Obr. 5: Rutinni{ feseni.

‘ﬁt""u

AALAA

\

Kde jsme udélali chybu? Jaké je spravné reSeni? Podle existenc¢ni véty rovnice prepsa-
na do tvaru y' = —2,/y ma pravou stranu f(z,y) = —2,/y. Je to funkce definovand a
spojitd pro uzavienou horn{ polorovinu y > 0. Derivace f, (r,y) = —1/,/y je definovana
a spojita pouze pro y > 0. Pro y > 0 je feSeni jednoznacné, pro y = 0 jednoznacnost neni
zarucena, na piimce y = 0 feSeni nemusi byt jednoznacné.

Pii rutinnim vypoctu jsme nejprve pii déleni rovnice nezndmou +/y(z) neovérili, zda
y(x) = 0 neni Fesenim. Tim jsme ztratili singuldrni feseni y(z) = 0. Druhou chybu jsme
udélali pfi umocnéni. V rovnici \/y = —z + ¢ si musime uvédomit, ze levd strana je
nezaporna, proto i prava musi byt nezaporna, tj. —z +c > 0. Umocnéni pak dava rovnost
y(x) = (x — ¢)? pouze pro —x + ¢ > 0, tj. pro € (—o0, c). Resenfm jsou proto jen levé
klesajici ¢asti paraboly.

Protoze v bodeé (¢, 0) jsou jak hodnota y(c)
tak derivace y/(c) feSeni y(z) nulové, muzeme na A\ )
ni navazat nulové feseni. VSechna uplna teseni
rovnice proto jsou: +

y(z)= 0, r €R,

sy = { {17 el e,

V prvnim piipadé (singularni feseni) hladina ‘ \k\ & ) 1

vody je stale nulova, ve druhém (obecné resent) Lo ( z
hladina klesa k nule, od bodu ¢ uz je nulova. [ Obr. 6: Spréavné FeSeni popisujici realitu.

PRIKLAD 1.8 Najdéte vsechna feSeni rovnice y' = /1 — y2.

Reseni: Prava strana f(z,y) = /1 — %2 je definovand a spojitéd pro y € (—1,1), jejf

7



derivace f,(z,y) = %(1 —y?)~Y2 . (—2y) je spojitd pouze pro y € (—1,1). Proto feseni
existuje v uzavieném pasu y € (—1,1), jednoznacnost je vSak pouze v otevieném pasu
y € (—1,1), kde je f(x,y) kladnd, feSeni je zde rostouci.

Pred vydélenim neznamou zjistime, ze /1 — y? = 0 pro y = £1. Odtud mame dvé sin-
guldrni fegeni y(r) = —1 ay(z) = 1. Rovnici pak upravime na tvar (1 — y?)~1/2 . y/(z) = 1.
Piechodem k primitivni funkei na obou strandch s vyuzitim vzorce [1/4/1—y?dy =
arcsin(y) + ¢, dostdvame vztah arcsin(y) = = — ¢ . Funkce arcsin v8ak nabyva pouze

hodnot (-7, %), proto rovnost plati pouze pro x —c € (=7, 7). Resenim je funkce

y(x) = sin(z — ¢, x€<—g+c,g+c>.

Reseni lze navdzat v bodech, kde y = +1, tj. v bodech (=5+c,—1)a(5+c,1). Dostavame
tak systém uplnych feseni

y(r) = 1, rER,
y(l’): _17 .Z'GR,
-1, r € (—o00,—5 +c),
y(x) = q sin(z —c), ze(-5+¢5+c), ceR.
1, r € (5 +c,00),
U
—
=
Obr. 7: Regenf rovnice y' = /1 — 2.

PRIKLAD 1.9 Najdéte vSsechna fesen{ rovnice 3/ = 3¢/142.

Resend: Prava strana rovnice f(z,7) = BW je definovana a spojita pro vsechna (x,y),
jejf derivace f, (z,y) existuje a je spojitd vSude kromeé osy y = 0, mimo tuto osu je kladn4.
Proto kazdym bodem roviny prochazi feSeni, na ose x se feSeni mohou protinat, ostatnimi
body mimo osu z prochézi jediné feseni a toto feSeni je rostouci.

Opét f(x,y) =0 pro y = 0, proto y(x) = 0 je singuldrni feseni. Pro y > 0 vydélenim
f(z,y) dostdvame rovnici 3 y*2/3 Y =1, jejiz integraci ziskdme y'/? = z — ¢, odkud plyne
y(x) = (z — ¢)3. ProtoZe leva strana je nezdpornd, feseni plati pouze pro x > ¢. Podobné
pro y < 0 dostdvdme feseni y(x) = (x — ¢)® pro < c¢. Obé obecn4 feseni lze navdzat na
feSeni singularni i na sebe, proto dostavame ctyfii typy resSeni:

)=0, r€eR,

_ /o, x € (—00,c), ceR,
(z—c)”, z€(co00),

_ (:C $€(—OO,C>,

_{0, r € {(c,0), ' cER,



(x—c1)?, z€(—00,¢1),

y(x) =< 0, x € (c1,Ca), 1,60 ER,e; <y
(x —c2)®, x € (cg,00).
Ul
Obr. 8: Redeni rovnice 3 = 3/42.
PRIKLAD 1.10 Najdéte vSechna feSenf rovnice y' = —7
Reseni: Pravé strana rovnice f(z,y) = —x/y je definovand a spojitd mimo body y = 0,
tj. kromé osy x. Derivace f(z,y) = x/y* je

také spojitda kromé osy x. Proto kazdym bo-
dem roviny kromé osy x prochazi praveé jedno
feseni. Podle znaménka f(z,y) uvniti druhého a
¢tvrtého kvadrantu je feseni rostouci a v prvnim
a tretim kvadrantu klesajici.

Jednoduchou tpravou dostavame rovnost
y -y +x =0, neboli y dy+x dxr = 0, odkud inte-
graci dostavame 22+y? = c. Protoze levé strana
je nezdporn4, zvolime ¢ = 2 > 0. Uplné reseni
jsou proto horni a dolni poloviny kruznice

ylx) = Vr2—2a% x e (—rr), re (0,00),
y(x)=—vr2—az? x € (—r,r), r € (0,00).

O  Obr. 9: Uplna feSenf rovnice i = —x/y.

Vybrané metody reseni

Ptipomenme vybrané zakladni metody teseni rovnic prvniho radu.

A. Rovnice typu y'(z) = f(x)

Reseni rovnice s pocateéni podminkou y(xg) = yo dostaneme integraci:

y(x)zyoJr/xf(t)dt-

Ovérme, ze vzorec dava teseni tlohy. Protoze derivace integralu podle horni meze dava
hodnotu integrované funkce v horni mezi, derivaci vzorce dostavame y'(z) = 0+ f(x).
Diky fmzo f(t)dt = 0 je splnéna i pocateéni podminka y(xg) = yo.



B. Rovnice typu y'(z) = f(y)

Pokud rovnice f(y) = 0 mé kofen y,, dostdvame singuldrni feseni y(x) = y,. Pro
f(yo) # 0 rovnici vydélime f(y) a integraci rovnice y'(z)/f(y) = 1 ziskdme implicitni
vyjadreni pocatecni tlohy

Y1
Hy(z)) =2 —x, kdeHy:/—dt.
() = — 0 W=/ 7
V Prikladech 1.6 1.9 byly rovnice tohoto typu.

C. Rovnice se separovanymi proménnymi y'(z) = g(x) h(y)

Oba predchozi typy rovnic byly specialnim ptipadem této rovnice. Patii sem i linedrni
rovnice typu ¢y’ = a(z) y.

Po ovérent, zda h(y) = 0 nemd néjaky koten y,., ktery by dal singuldrni feseni y(z) = y,,
rovnici upravime na tvar

1, 1
—y =g(x), ktery lze zapsat jako —— dy =g(x) dz.
iy ¥ =9 iy Y=

Budte G(z) = [g(x)dx, H(y) = [1/h(y)dy piislusné primitivn{ funkce. Potom FeSen{
rovnice lze zapsat v implicitnim tvaru

H(y) = G(z) + ¢, (1.5)
ktery, pokud H(y) m4 inverzni funkci H~*(y), lze upravit na tvar
y(x) = H(G(z) + o).

Reseni pocateéni tlohy s podminkou y(z¢) = o pro k(i) # 0 lze potom zapsat ve tvaru

/yj%dt:/g::g(t)dt.

Pokud h(yg) = 0, potom y(z) = yo je singuldrni feseni. V Piikladu 1.10 byla rovnice
tohoto typu.

D. Exaktni rovnice typu p(z,y)dz + q(z,y)dy =0
Metodu lze uzit, kdyz rovnice y' = —p(z,y)/q(x,y) prepsana do tvaru

p(x,y)dz + q(z,y)dy =0
je diferencidlem néjaké funkce F'(z,y) = 0. Diferenciél funkce F(x,y) je forma
dF(z,y) = Fy(z,y)dz + F,(z,y) dy,

atedy plati I (z,y) = p(z,y) a I, (z,y) = q(z,y) . Protoze smiSené derivace jsou ziménné:

Fy(x,y) = F(z,y), z rovnosti Fy (z,y) = p,(z,y) a F(z,y) = ¢.(z,y) plyne tzv.
podminka exaktnosti

dq

) = Gh(w0). (16

10



Pokud je tato podminka splnéna na jednoduse souvislé oblasti (tj. oblasti bez ,diry*“),
tzv. kmenovd funkce F(z,y) existuje a lze ji spocitat z podminky F.(z,y) = p(z,y).
Integraci dostavéme [p(z,y)dz = F(z,y) + C(y), kde C(y) je néjaka ,konstanta®, tj.
funkce, kterd nezavisi na x, ale muze zaviset na y.

Derivovani této rovnosti podle y dava F;(aj, y) +C'(y) = q(x,y), odkud plyne rovnice

C'(y) = q(z,y) — F,y(:c,y). Podminka exaktnosti zaruci, ze pravé strana nezdvisi na
x. Pokud zavisi, ve vypoctu je chyba, nebo rovnice neni exaktni. Integraci podle y tak
ziskame funkci C(y) a polozime F(x,y) = F(z,y)+C(y). Ziskdme tak implicitni vyjadien
F(z,y) = ¢ feseni y(x).

Pii vypoctu lze také zacit s integraci druhé podminky F(z,y) = [ ¢(x,y) dy a derivace
této podminky podle x dava rovnici, ze které opét spocitame stejnou kmenovou funkei.

PRIKLAD 1.11 Reste rovnici (322 + y)dz + (z +3y*)dy =0.

Resend: Rovnice je zapséna ve tvaru diferencidlu, kde p(z,y) = 32%+y, q(z,y) = 2+39>.
Ovéiime podminku exaktnosti (1.6):

op dq
8y (Q:’ y) Y 81‘ (:L‘, y) )

podminka je tedy splnéna. Integrace p(z,y) déva
F(x,y) = /(31‘2 +y)dr =2+ 2y +C(y).

Podminka %—Z(x,y) = q(z,y) davd = + C'(y) = = + 3y?, tedy C'(y) = 3y?, odkud plyne
C(y) = y* — c. Dostali jsme tak fegeni v implicitnim tvaru

2oy +yP=c. 0

POzZNAMKY 1.12

(a) V piipadé separovanych proménnych y/(x) = g(z) h(y) je podminka exaktnosti rov-
nice @ dy — g(x) dz = 0 automaticky splnéna, nebot pl(z,y) = 0, ¢,(z,y) = 0.

(b) Metoda integraéniho faktoru spocivd v tom, ze puvodni rovnici, kterd neni
exaktni, vynasobime vhodnou funkci tzv. integracnim faktorem tak, abychom dostali
rovnice exaktni, kterou uz umime resit.

E. Metoda substituce

Metoda substituce nezndmé y(x) spociva v prevedeni rovnice s nezndmou y(z) na
rovnici s nezndmou u(z) urcenou vztahem y(z) = g(x,u(x)). Potom

Y'(2) = gp(, u(x)) + g,(z, u(z)) - u'(z)

a rovnice y'(z) = f(z,y(x)) tak pfejde na rovnici

W(z) = ——

= rayy U e @) — e (@)

11



Podobné lze substituci nezavislé proménné x prevést rovnici s neznamou y(x) na rov-
nici s nezndmou u(t). Substituce ¢ : t — x = ¢(t) prevadi interval J na interval I.

Funkei inverzni k () oznaéme ¢ : x — t = 1(x). Substituce ¢(t) a ¥(z) je dvojice
rostoucich nebo klesajicich funkef spliujicich ¢ (p(t)) =t prot € J a ¢((x)) = x pro
x € I. Derivace druhé rovnosti déavéd rovnost ¢'(¢(x)) - ¢'(z) = 1, odkud plyne rovnost
1/¢(z) = ¢'(¢(x)), kterou budeme potiebovat.

Derivovanim vztahu y(z) = u(¢(z)) dostavame y'(z) = v/ (¢(x))-1¢'(x) . Dosazenim do
rovnice ¥/ () = f(z,y(x)) dostdvame rovnici v'(¢(z)) - ' (x) = f(z,u((x)). Jednoducha
uprava s vyuzitim ¢(z) =t a odvozeného vztahu 1/¢'(¢(t)) = ¢'(t) vede na rovnici

u'(t) = @'(t) - fle(t),u®),  tel.

Oba typy substituce 1ze kombinovat. Substituce ovsem ma smysl, pokud vyslednou rovnici
uz umime tesit. Urceni vhodné substituce casto neni jednoduché a predpoklada stejné jako
hledani primitivni funkce techniku i umeéni.

Uvedme vhodné substituce pro nékolik typu pravé strany f(z,y).

(a) Homogenni rovnice y/(z) = g (%)

V piipadé, kdy prava strana f(z,y) spliuje f(tz,ty) = f(x,y) Vt, fikdme, Ze rovnice
je homogenni. Funkci lze zapsat ve tvaru f(z,y) = g(£) pomoci vhodné funkce g. V tomto
piipadé je vhodnou substituci y(x)/z = u(x), tj. y(x) = xu(x). Derivace y(x) = x u(x)
dava vztah y'(x) = u(r) + zu'(z) a rovnice ¥’ = g(%) piejde na u(z) + v u'(r) = g(u(x)),
kterou upravime na rovnici se separovanymi proménnymi pro neznamou u(x)

1
u'(z) = — (9(u(z)) — u(2)).
PRIKLAD 1.13  Reste rovnici y' = s+

S S pm i ieo ] 1 7 ; —_ ¥ —_ Y,z
Reseni: Rovnice je homogenni, pomoci substituce v = £ lze pravou stranu f(z,y) = £+ m

1
zu(z)’

prepsat na g(u) = u + <. Protoze y/(z) = u(x) + z v/(z), po dpravé mame u'(z) =
coz je rovnice se separovanymi proménnymi. Integraci rovnice uu’ = % dostavame feseni
tu?(z) = In|z| + c. Zpétnd substituce dévé po upravé feseni y(z) v implicitnim tvaru

y*(z) = 22*(In|z| + ¢) . -

(b) Bernoulliova rovnice y/'(z) = a(x)y(x) + b(z)y'(x)

Necht a(z) a b(z) jsou spojité funkce, b(z) # 0, r # 0, r # 1. Potom substituce
w(x) = [y(z))'™" dava u'(x) = (1 — T)[y(x)] "y (x ) a Bernoulliova rovnice pfejde na
snadno Tesitelnou tzv. linearni rovnici

u(z) =1 —r)alz)ulz)+ (1 —7r)d(z).
Vylou¢ené pripady pro b(x) =0, r =0 a r = 1 jsou také linedrni rovnice.
. +hiyt
(c) Rovnice typu y'(z) = g(;‘;i%—%)

I tuto rovnici umime tesit. Skutecné, pokud ¢; = ¢3 = 0, je rovnice homogenni. Pokud
c1 # 0 nebo ¢y # 0 mohou nastat dva pripady:
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(ca) Jestlize navic a1by # ashy, substituci z = v+ A, y = v + B, kde konstanty A, B
splnuji a1A +bB+ ¢y =0, asA+ byB + ¢ = 0, rovnice prejde na homogenni
a1u+biv(u)

a2u+b2v(u)> pro neznamou v(u).

rovnici v'(u) = g(
(cb) Jestlize navic ay by = ag by, by # 0 pouzijeme substituci z(x) = a3 z+b; y(z). Protoze
asx + byy(x) = kz(x), Z(x) =ay + by y'(r), a rovnice piejde na tvar

d@) _m +g(M) e ) = (),

b1 n b_1 kZ(l’) + C2

coz je rovnice typu B. Pokud a1by # asby, by = 0, by # 0, lze analogicky pouzit
substituci z(z) = ayx + bey(x). V piipadé by = by = 0 je vyslednd rovnice rovnici
se separovanymi promeénnymi.

Linearni rovnice (LODR1) ¢/(z) = a(x)y(z) + b(x)

Zvlastni postaveni mezi ODR1 maji linearni rovnice. Jsou to rovnice, ve kterych prava
strana f(z,y) je funkce linedrni v proménné y, tj. f(x,y) = a(z)y + b(z). Funkce a(x)
se nazyva koeficient rovnice a b(z) pravd strana rovnice. Pokud b(z) = 0, tj. v = a(z) v,
tedy ¢ —a(x)y = 0, mluvime o linedrni rovnici bez pravé strany. V opacném piipadé
rovnici ¢y — a(z) y = b(x) nazyvame linedrni rovnici s pravou stranou:

y'(@) =a(@)y(x),  y(@)=al@)y(z)+bz). (1.7)
Casto uzivany termin homogenni rovnice a nehomogenni rovnice je méné vhodny,
protoze se plete s homogenni rovnici typu y' = g(%).

7 véty o existenci a jednoznacnosti plyne, ze linearni rovnice maji feSeni v celé roviné
mimo pifmky nebo péasy I x (—oo, 00) kolmé na osu x, kde intervaly I jsou mnoziny, kde
a(x) nebo b(x) nejsou definované nebo spojité. Protoze derivace f, (r,y) = a(z) je spojita
tam, kde je spojita a(x), feseni je jednoznacéné vsude tam, kde existuje. Rovnice proto
nema4 singularni feseni, feSeni vzniklé pii déleni y(z) uz je zahrnuto v obecném feseni.

Vsechna tplnd feseni existuji na celém intervalu, na kterém a(x), b(x) jsou spojité.

Struktura mnoziny resSeni

Uvazujme linedrn{ rovnici ¥ = a(z)y + b(z) a libovolna dvé jeji feseni yy(z), yo(x).
Potom u(z) = y1(z) — yo(z) je TeSenim piislusné rovnice bez pravé strany. Proto kazdé
dvé Teseni se lisi jen o feSeni rovnice bez pravé strany. Nasobek feSeni rovnice bez pravé
strany je opét feSenim stejné rovnice. Diky tomu muzeme popsat vSechna teSeni linedrni
rovnice:

VETA 1.14 Bud ¢/(z) = a(z) y(z) + b(x) linedrn{ rovnice a predpoklddejme, ze koefici-
enty a(x),b(z) jsou spojité na intervalu /. Potom kazdé teseni na intervalu I lze zapsat
ve tvaru

y(z) = yp(z) + cu(zr), zel, ceR, (1.8)

kde u(z) je nenulové feseni rovnice y'(z) = a(z) y(z) a déle y,(z) je kterékoliv feseni
rovnice s pravou stranou y'(z) = a(x) y(z) + b(x) .

. fesent Tov; s Dravé Voif i Smernd linedrnd

V geometrickém smyslu feSeni rovnice bez pravé strany tvoii jednorozmeérny linearni
podprostor v prostoru spojitych funkci na intervalu I, feSeni rovnice s pravou stranou pak
,posunuty® prostor zvany linearni podmnozina ve stejném prostoru.
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Vypocet reSeni linearnich rovnic

Kazdé teseni linearni rovnice ma tvar (1.8) obsahujici konstantu c, kterou lze urcit
z pocatecni podminky y(zo) = yo. Tato podminka vede na rovnici y,(zg) + cu(xo) = yo.
Pokud u(xg) # 0, rovnice m4 jediné feseni c.

Vypocet obecného teseni provedeme ve dvou krocich. V prvnim urc¢ime nenulové feseni
u(z) linedrni rovnice bez pravé strany y'(x) = a(z)y(z). Tato rovnice ma vzdy nu-
lové feseni y(x) = 0, my vSak hleddme feseni nenulové. Je to rovnice se separovanymi
proménnymi. Integraci rovnice ﬁ dy = a(z) dz dostdvame

ly(x)| = A(z) + Inje|, kde A(z) = / o(z) dz .

Odlogaritmovani dava |y(z)| = |c| - e*®, protoze ¢ mtize byt kladné i zéporné, absolutni

hodnoty muzeme vynechat. Zvolime jedno nenulové feseni y(z), které oznacime u(x).
Ve druhém kroku hleddme feseni rovnice y'(x) = a(x) y(x)+b(x) tzv. metodou variace
konstanty. Reseni pfitom hleddme ve tvaru y(x) = C(x) u(x). Dosadime do rovnice

y'(z) = C'(z)u(x) + C(z) v (z) = a(z) C(x) u(x) + b(x) .

Protoze u(x) jakozto feseni rovnice bez pravé strany spliuje C'(x) v/ (z) = C(z) a(z) u(x),
rovnice se zjednodusi na C’'(x)u(x) = b(x), coz ddva rovnici pro C'(z) = b(z)/u(zx),
odkud integraci spocitame ,konstantu® C(x)

C(x)—/%derk.

Dosazenim C(z) do y(z) = C(x) u(x) ziskdme obecné feseni. Vypocet obsahuje kontrolu,

pokud se ¢len s nederivovanym C'(z) na obou strandch nezrusi, ve vypoctu je chyba.
Reseni rovnice s podminkou y(zg) = yo se dé pocitat také (bez kontroly) vzorcem

y(z) = (/m:%dt+yo) u(@), kde u(z)= exp (/m:a(t) dt) .

Oveéime pocatecni podminku. Pro z = ¢ je u(zg) = exp(0) = 1, a proto y(zo) = yo.

Neékolik instruktivnich priklada

PRIKLAD 1.15 ReSte rovnici ¢/ =y — 1, uréete viechna tGplné fesent.

Reseni: Existence a jednozna¢nost je zarucena v celé roviné. Reseni rovnice y' = y dava

y(x) = ce”, zvolime u(x) = e”. Ve druhém kroku feseni hleddme ve tvaru y(z) = C(z) e”.

Dosazenim do rovnice dostavame
y'(z) =Cla)e” + C(z) e = C(x)e” — 1,

odkud plyne C'(z)e” = —1. Integrace rovnice C’'(z) = —e™* davd C(z) = e * + k, proto
y(x) = (e7" + k) e, tj. obecné Feseni mé tvar

y(x)=1+ke*, xR, keR. O

14



/

/
DN \

Obr. 10: Reseni rovnice 3 =y — 1. Obr. 11: ReSeni rovnice zy’ =y + 2.

PRIKLAD 1.16 Urcete vSechna tiplnd feseni rovnice zy’ = y + 2.

Resend: Rovnici lze piepsat ve tvaru y’ = £ 4 x. Existence a jednoznacnost je zarucena
vsude mimo pifmku z = 0. ReSeni rovnice 3’ = £ dava y(z) = cx, zvolime u(z) = =.
Ve druhém kroku feseni hleddme ve tvaru y(z) = C(z) x. Dosazeni do rovnice dava

vy () =2(C'(x)z+C(z)-1) = C(x) x + 22,

odkud z? C’(x) = 2. Integrace rovnice C'(x) = 1 ddva C(z) = x+k, tedy y(z) = (v+k)
tj. obecné feseni ma tvar

y(x) =2 +kr, z€R, keR.

Body (0,y0) pro yo # 0 neprochézi zadné feseni, bodem (0, 0) prochézeji viechna feSeni.
Pro ruzna ¢ feSeni y(z) maji v nule ruzné smeérnice y'(0) = k, nelze je proto v nule
navazovat. O

Poznamenejme, ze rovnice ve tvaru 3’ = £+ nemd fesen{ definované pro z = 0, tiplné
fedeni jsou pouze na (—o0,0) a na (0,00), jsou to tedy riznd feseni. Reseni viak spliujf
puvodni rovnici 2y’ = y + 2?2 i v bodé z = 0, proto tiplnd fegeni jsou y(x) = z* + cx na
celém intervalu (—oo, 00).

PRIKLAD 1.17 Urcete vSechna tiplnd feseni rovnice zy = 2y + = .

Reseni: Rovnici lze prepsat ve tvaru y' = 2% + 1. Existence a jednoznacnost je zarucena

vsude mimo piimku x = 0. ReSeni rovnice 3 = 24 dava y(z) = ca?, zvolime u(x) = z°.

Ve druhém kroku metodou variace konstanty hleddme tesen{ ve tvaru y(x) = C(x) 2%

Dosazeni do rovnice dava
vy () =2 (C'(z) 2> + C(z) 22) =2C(z) 2 + x,

odkud plyne C'(z)2® = x. Integrace rovnice C'(z) = 2~2 davd C(z) = —1 + k, proto
y(z) = (=% 4 k)2?, tj. obecné feseni mé tvar

y(r) = —z+ka*, z€R, keR.
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Body (0,y0) pro yo # 0 neprochdzi zddné feseni, bodem (0,0) prochdzeji vSechna feseni.
Pro vsechna k je y/(0) = —1, feSeni maji stejné smérnice a lze je v nule navazovat.

Opét rovnice ve tvaru 3’ = 22 + z nemd fesen{ definované pro x = 0, iplnd fesen{
jsou jen na (—o00,0) a (0, 00). Resenf vsak spliiuji ptivodni rovnici i v bodé = = 0, proto
vSechna 1plna reseni jsou na celém R, feSeni vSak muze jit po jedné parabole do nuly a
po jiné parabole pokracovat dal, vSechna tiplnd feSeni proto jsou

—r+ka2? x€(—00,0
y(:v): 9 ( 7 >7 ki, ke € R.
—x +kox® x € (0,00), ]
Obr. 12: Resenf rovnice zy’ = 2y + = mohou po-
kracovat v = 0 po libovolné parabole. Obr. 13: Reseni rovnice 2y’ + y = 2z.

PRIKLAD 1.18 Urcete vSechna tiplnd feSeni rovnice z9/ +y = 2.

Reseni: Rovnici prepiSeme na 1 = —% + 2. Existence a jednoznacnost je zarucena opét
vSude mimo pifmku x = 0. Reseni rovnice y' = —¥ ddvd y(x) = ¢+ 1, zvolime u(x) = <.
Ve druhém kroku hleddme feseni ve tvaru y(z) = C(z) - L. Dosazeni do rovnice

xy +y=2x davd

1 1 1
! —
x(C’(m)x C(x) xQ) +C’(a:)x—2x,
odkud C'(z) = 2z. Integraci dostaneme C(z) = z* + ¢, tedy y(z) = (22 + ¢)1, proto
obecné teseni je

y(m):x—l—g, x#0, ceR.
x

Body (0,y0) pro yo # 0 neprochézi zadné teseni, bodem (0,0) jediné feseni y(z) = x.
Ostatni tplnd feseni y(x) = z + £, ¢ # 0 jsou bud jen na (—oo,0) nebo na (0, c0).
Protoze nejsou definovana v nule, o navazovani nelze uvazovat. O

16



2. Rovnice vyssich fadta (ODRn)
Obecné 1ze obycejnou diferencidlni rovnici n-tého fadu (n = 2,3, ...) zapsat ve tvaru

F(Z‘,y,y/, y”> oo ’y(n—l),y(n)) = 07

kde y® znaéi k-tou derivaci funkce y(z) a F(x, 40,91, Y2: - - Yn_1,Yn) je funkci n+2
proménnych zavisla na y,,. O feSenich této rovnice vsak obecné nelze nic tici. Proto rovnici
zapisujeme roziesenou vzhledem k nejvyssi derivaci, v tzv. normalnim tvaru:

y™ = flz,y, 9,y Y, (2.1)

kde f(z,v0,Y1,Y2,---,Yn—1) je dand funkce n+1 proménnych. Rovnici (2.1) doplnénou n
pocatecnimi podminkami

0 =y (2.2)

nazyvame pocatecni tlohou (také pocatecni problém) pro ODRn.

y(zo) =, Y(xo)=m, ¥'(x0)=7, ... ,y

Existenci a jednoznacnost feseni lze urcit pomoci nasledujici véty:

VETA 2.1 Uvazujme rovnici (2.1) s poc¢atetnimi podminkami (2.2). Potom plati:

(a) Necht funkce f(z,y0,y1,Y2,---,Yn1) je v okoli bodu (xg, Y0, 71,72, - - - > Yn_1) SPO-
jitd, potom pocatecéni dloha (2.1), (2.2) mé v okoli zy alespon jedno feseni y(x) .

(b) Necht funkce f(x,y,y,y", ...,y ) spliuje Lipschitzovu podminku v pro-
ménnych Yo, y1,Y2; - - -, Yn—1 vV okoli bodu (zg,%0,71,7%2,---,Vn-1), potom Teseni
y(x) pocdtecni dlohy (2.1), (2.2) je v bodé xy urcéeno jednoznacné.

POZNAMKY 2.2

(a) Funkce f(z,yo,y1,Y2,---,Yn—1) spliuje Lipschitzovu podminku v proménné y, po-
kud pro vSechna pevné x,y1, ..., Yx—1, Yki1,---,Yn_1 a libovolna &, n v okoli y, plati

‘f(x7y07 S 7yk71>£ayk+17 S 7yn71)_f(x7y05 oy Yk—1,1 Y1, - - - >yn71)‘ S L’f_m .

(b) Jako v ptipadé ODRI jestlize funkce f(z,yo,y1, Y2, - - -, Yn—1) M& omezenou parcialni
derivaci podle proménné y, potom spliuje Lipschitzovu podminku v proménné yy, .

(¢) Jednoznaénost teseni ODRI zarucila skutecnost, ze grafy ruznych tdplnych tesent
byly disjunktni, tj. ,nekiizily“ se. V piipadé ODRn (n > 2) uz tato vlastnost
pro grafy teseni neplati, grafy se mohou protinat, protoze k urceni feseni nestaci
pocatecni podminka y(xg) = yo. Disjunktni jsou az ,grafy“ feseni obsahujici i deri-
vace, tj. kiivky v (n+1)-rozmérném prostoru

{(@,y(@).y'(2),y"(@),....y" V(@) R, w e T}

Linearni rovnice n-tého fadu (LODRn)

Rovnici n-tého tddu nazveme linedrni, pokud funkece f(x, o, y1, Y2, - - -, Yn_1) je linedrni
v proménnych yo, Y1, - . ., Yn_1, tj. rovnici lze zapsat ve tvaru L(y) = b, kde
Ly) =y 4 ap 1 (2) y" ™V + - Fag(2) v + a1 (x) ¥ + ao(z)y . (2.3)

17



Opét funkce a,_1(x),...,a1(z), ao(x) nazyvame koeficienty a b(x) pravou stranou. Podle
Véty 2.1 o existenci a jednoznacnosti feSeni plati, Ze feSeni existuje a je jednoznacéné pro
v8echna z 7z intervalu I, kde vSechny funkce ax(z) a b(z) jsou

spojité. Rovnici L(y) = 0 nazveme rovnici bez pravé strany a L(y) = b(z) rovnici
s pravou stranou.

Struktura reseni

Jako v ptipadé LODRI1 odvodime strukturu feseni. Necht y(z) a y*(z) jsou dvé fesent
rovnice L(y) = b(x) na intervalu I. Potom jejich rozdil y(z) — y*(z) je feSenim rovnice
bez pravé strany L(y) = 0. Reden{ rovnice bez pravé strany spliuji nasledujici vlastnosti:
nulova funkce, ndsobek feseni i soucet dvou i vice feseni spliuji stejnou rovnici bez pravé
strany. Protoze kazdd kombinace n nezdvislych poc¢ateénich podminek (2.2) urcéuje jedno-
znacné feseni, mnozina feseni tvoii n-rozmérny podprostor v prostoru spojitych funkeci na
intervalu I. Libovolné n-tice nezavislych Teseni proto tvoti bazi tohoto prostoru. Vysledek
shrneme ve véte:

VETA 2.3 Necht koeficienty ax(x) a b(x) jsou funkce spojité na intervalu I. Potom pro
kazdé teseni y(z) rovnice L(y) = b(x) existuji ¢y, ..., ¢, € R tak, ze

y(z) = caw(z) + coug(z) + - - + cpun(x) + yp(), (2.4)

kde y,(x) je libovolné (tzv. partikuldrni) fesenf rovnice L(y) = b(x) a w(x),...,u,(z)
je n-tice nezdvislych feseni rovnice L(y) = 0 bez pravé strany.

Také pro libovolné ¢y, . .., ¢, vztah (2.4) urcuje feseni rovnice L(y) = b(x).

Kdy teseni ug(x) jsou nezdvisla? K tomu je vhodny pojem Wronského matice:

DEFINICE 2.4 Necht funkce u;(z), ..., u,(x) maji spojité derivace do fddu n—1. Vyraz
" " "
Wiug, ..., upl(x) = uf(x) uy () Up (2)
n—1 n—‘l n—1
W' @) @) T (@)
se nazyva Wronského matice funkci wuq,...,u,. Determinant Wronského matice
det Wluq, ..., u,] se nazyvd wronskidn funkel wy, ..., u,.

Wronského matice a wronskidan vypovidaji o nezavislosti funkci i feseni rovnice:

VETA 2.5 Diferencovatelné funkce ui(x), ..., u,(x) jsou nezavislé na intervalu I, préavée
kdyz jejich Wronského matice je regularni, nebo ekvivalentné, kdyz jejich wronskian, tj.
determinant Wronského matice je nenulovy na celém [.

Tedy feseni uy(z), ..., u,(z) linedrni rovnice L(y) = 0 na intervalu I jsou nezavisla,
pravé kdyz jejich Wronského matice je reguldrni, nebo ekvivalentné, kdyz jejich wron-
skian je ruzny od nuly.

V tomto specidlnim ptipadé navic plati, Ze je-li wronskian nenulovy v jednom bodé
xo € I, je nenulovy na celém intervalu [.
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Resitelnost pocateéni tlohy

Necht koeficienty ay(x) a b(z) jsou spojité funkce na intervalu I a xg € I. Potom
pocétecni iloha pro rovnici L(y) = b(z) pro libovolné ~,...,v,—1 € R v pocatecnich
podminkach (2.2) v bodé zp mé pravé jedno feseni.

Skutecné, dosazeni obecného feseni do jednotlivych pocatecnich podminek

y(k)(xo) = (k)(xg) + clugk)(%) 4t cnu(k)(xo) =%, k=0,1,---,n—1

p n

vede na soustavu linedrnich rovnic pro neznamé konstanty cq,...,c¢, € R

Ul (Io) C1 + UQ(I()) Co 4+ ... + Un(mo) Cn = Y — yp($0)

uj(ro) et +  up(ze)ex  + ...+ up(wo)en = v —y,(w0)

u(xg)er  +  ul(wo)ca  + +  up(zo)cn = 72— yy(20)

-1 -1 -1 -1
Dig)er + w @) e + oo+ u @) en = Auor — yi T (o).

Matici této soustavy linedrnich rovnic je Wronského matice Wluy, ..., u,] v bodé xy. Podle
predpokladu teseni uq(x),. .., u,(x) jsou nezavisla, proto Wronského matice je reguldrni
a soustava ma praveé jedno feseni c; . .., ¢,. Po¢atecni tloha proto ma feSeni pro libovolné

hodnoty pocate¢nich podminek ~; i libovolné partikularni feseni y,(x).
Vypocet resSeni

Obecné feseni linedrni rovnice mé tvar y(z) = ¢y wi () + -+ + ¢ un(z) + yp(z). Pro
jeho urceni potfebujeme spocitat partikuldrni feseni y,(x) rovnice L(y) = b(x) a n-tici
nezavislych feseni rovnice L(y) = 0 bez pravé strany.

Vsechna feseni uy(x) rovnice L(y) = 0 dovedeme spocitat v piipadé linedrni rovnice
s konstantnimi koeficienty (pokud umime urcit kofeny charakteristického polynomu) a ve
vybranych piipadech nekonstantnich koeficientii, naptiklad u tzv. Eulerovy rovnice.

Partikularni feseni y,(z) lze spocitat tzv. metodou variace konstant. V piipadé

rovnice s konstantnimi koeficienty a urcitych typu pravé strany je snadnéjsi tzv. metoda
neurcitych koeficienti.

Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty

Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty je rovnice s koeficienty, které nezaviseji na
proménné z, tj. rovnice L(y) = b(x) s levou stranou

L) =y + a1 y" V + a0y P+t any +ary +any,
kde koeficienty ay jsou redlna ¢isla, prava strana b(z) vsak muze zaviset na x.

Vypocet nezavislych reSeni rovnice bez pravé strany

Regeni u(z) budeme hledat ve tvaru exponencidlni funkce u(x) = €. Spocitame
derivace u/(x) = Ae* | u”(x) = A\2e* | obecné u®)(z) = A\¥e*® a dosadime do rovnice
L(y) = 0. Kazdy ¢len rovnice obsahuje kladny ¢initel e’*. Vydélenim rovnice clenem e?*
dostavame rovnici P(\) = 0, kde P()\) je tzv. charakteristicky polynom

PA) = X"+ a, 1 A"+t as A+ ag A +ag. (2:5)
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Tedy je-li A € C kofenem polynomu P()), potom u(x) = e*® je fesenfm rovnice L(y) = 0.

Potiebujeme vsak n nezavislych feseni. V idedlnim piipadé, kdy P(A) ma n ruznych
redlnych kotenu Ay, ..., \,, mdme n nezavislych reseni u (z) v Up(T) = eM®,

Z teorie polynomu vime, Ze polynom s realnymi koeficienty a; ma kofeny realné
nebo dvojice komplexné sdruzenych kofenu. Kofeny mohou byt pritom jednoduché nebo
nasobné. Soucet poctu vsech kofenu s jejich nasobnosti je stupen n charakteristického
polynomu P(\), ktery je roven fadu n linedrni rovnice.

— e)q:t

Komplexné sdruzené kotreny. V pripadé dvojice komplexné sdruzenych korenu p+iv
dostavdme dvé komplexnf fesen{, vyuZijeme ptitom vztah e*™1¥ = e*(cosy + i siny):

yi(x) = P = o (cos(va) +i sin(va)],  yo(x) = ¥ 1T = e lcos(va) —i sin(vr)],

ktera jsou také komplexné sdruzené funkce. Jejich kombinacemi %(yl +y2) a %(yl — o)
ziskame dvé nezavisla redlna feseni

uy(z) = eH* cos(vx), ug(z) = e sin(vx) .

Nasobné kofeny. Necht \; = Ay je dvojndsobny redlny koien polynomu P()). Potom
up(z) = eM?® je feSenfm rovnice. Ovéime, Ze funkce uy(z) = xeM? je druhym fesenim

rovnice, které je nezavislé na u; (). Spocitejme derivace funkce x e*®
uh(z) = e+ Azel,
uy(x) = 2 eM + Ngzel,
uy (x) = 3X2eM 4 Napel?,
uP(z) = kM-led 4 Nege

Dosadme derivace do operdtoru L(y) = y™ + ap_1y™ ™Y + - +asy + a1y + aoy.
Po sdruzeni élent s vyrazy e, ze’ dostavame

L(ze) = Q(\) M 4+ P(\) z e,
kde P(A) = A" + a, 1 A" ' + -+ + a1 A + ag je charakteristicky polynom rovnice L(y),
QN =nA" +a, 1 (n—DXN" 24+ +az3X+a2A+a.
Protoze A, je kofenem P(\), plati P(A;) = 0. Polynom Q(\) je derivaci polynomu P(\).
V piipadé dvojnésobného kofene A; polynomu P()), je A; také jednoduchym kotfenem
Q(A). Tvrzeni lze snadno ovérit derivovanim kofenového soucinu
PA) =A=2A)A =)A= A3) - (A= \y).
Pokud \; = Ay je dvojndsobny kotfen, derivovanim P()\) dostaneme soucet n soucinu,
z nichz kazdy obsahuje bud nulovy ¢initel (A — A1) nebo nulovy (A — X)) nebo oba.
Redeni u; () a ug(x) jsou nezévisld, jejich wronskian je

Wur, ug] = uy uhy — uf ug = (M + zX €M) — A\jeMT - zeMT = PN > (),
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V piipadé trojndsobného koiene \; tieti feseni je uz(z) = x?eM® diky skutecnosti, ze
A1 je navic kofenem druhé derivace P”(\) charakteristického polynomu P()\). V ptipadé

¢tyinasobného kotene \; polozime navic uy(z) = 2% eM?, atd.

Nasobné komplexné sdruzené kotreny. V piipadé dvojnésobné dvojice komplexné
sdruzenych kofent A\ 234 = p£iv dvojici feseni uy(x) = e** cos(vr), ug(x) = e* sin(ve)
doplnime FeSenimi ug(x) = x et cos(ve), ugq(x) = et sin(vx). V piipadé trojnasobné
dvojice komplexné sdruzenych kofenu priddme dalsi dvé feseni ndsobend 2.

POZNAMKA 2.6 Pokud uréime vSechny kofeny charakteristického polynomu P()), coz

muze byt problém, snadno uréime vSech n nezdvislych feseni linearni rovnice L(y) = 0.

Metoda variace konstant

Pro vypocet touto metodou potiebujeme n-tici nezavislych teseni uy, . .., u, piislusné
linedrni rovnice L(y) = 0. Obecné teseni y(z) rovnice

Y™t a1y bt any” Fary +aoy = b(x) (2.6)

hleddame ve tvaru s proménnymi, tj. ,variabilnimi“ , konstantami

y(x) = Ci(z) uy(z) + Co(x) ug(x) + - - - + Cp(z) up(z) . (2.7)
Dosazenim do rovnice (2.6) dostaneme soustavu rovnic pro derivace C{(z),--- ,C/(z):

Wluy, -+ ,u,](x) - C'(z) = b(z), (2.8)
kde Wuy, -, u,] je Wronského matice nezavislych fesenf uq, ..., u,, C’(z) je sloupcovy
vektor derivaci (Cf(z),...,C! (z))! a pravd strana sloupcovy vektor b = (0,...,0,b(z)) .

Odvod'me uvedeny vzorec pro rovnici tretiho fadu

"+ ay” + a1y + apy = b(x) . (2.9)
Reseni hleddme ve tvaru

y(x) = C1(z) ur () + Cox) uz(x) + Cs(z) us(x) . (2.10)
Spocitejme derivaci posledni rovnosti (argument (z) budeme vynechévat):

y' = Clus + Cous + Cuz + Cruy + Couy + Cyuy .
Polozme soucet clenu s derivovanymi ,konstantami® C; roven nule

Cluy + Chus + Ciuz =0 (2.11)
a zbyvajici rovnici

y = Chuy + Couy + Csu (2.12)
opét derivujme

y"' = Cluy + Chuly + Cyuy + Cruy + Couy + Cyuy .
Polozme znovu soucet derivovanych ,konstant® C; roven nule

Cluy + Chuy + Chuy = 0. (2.13)
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Zbyvajici ¢leny davaji rovnost
y" = Cru] + Cyuly + Cyuy (2.14)
kterou opét derivujme
y" = Clul + Cyuy + Chug + Cruy + Couy + Cauy .
Do rovnice (2.9) dosadime z rovnosti (2.10), (2.12), (2.14). Protoze u; je feSenim rovnice
L(y) = 0, plati
Ci(u!" + asu] + ayu; +agu;) =0, 1=1,2,3.

Tim se nam rovnice (2.9) zjednodusi na

Clui + Cyuy + Cius = b(x) . (2.15)
Spolu s (2.11), (2.13) dostavame tak soustavu tif linearnich rovnic pro derivace C!

Ciuy + Chuy + Clug = 0,

Ciuy + Ciuy + Ciuy = 0,

Ciuf + Ciuy + Ciuf = bz),

coz je soustava linedrnich rovnic pro neznamé C1, C%, Cf. Jeji matice soustavy je regularni
Wronského matice feSeni uq, ug, us. Soustava proto ma pravé jedno feseni Cf,C5, CY.
Integraci ziskame , konstanty*

Ci(z) = /C{(m) de + k;

a dosazenim do (2.10) ziskdme obecné teseni y(x) se tfemi konstantami ky, ko, k3 .

Poznamenejme, Ze touto metodou lze poéitat obecné feseni i rovnic L(y) = b s nekon-
stantnimi koeficienty ax (), musime vSak znét nezavisld fesent uy, . .., u,.

Metoda neurcitych koeficienta

Metoda vychazi z myslenky, ze partikularni feSeni rovnice s konstantnimi koefici-
enty je stejného typu jako pravé strana b(x), coz plati pro urcité typy pravé strany.
Reseni y,(z) hleddme ve tvaru pravé strany s neurcitymi (nezndmymi) koeficienty, které
urc¢ime zkouskou: feseni s neznamymi koeficienty dosadime do rovnice L(y) = b(z) a
feSenim vzniklé soustavy linearnich rovnic ziskdme konkrétni hodnoty téchto koeficienti.
V piipadeé, kdy b(x) je ,podobné“ typu teseni u;(z), tvar hledaného feseni upravime.

Metodu lze uzit jen pro piipad linearni rovnice s konstantnimi koeficienty a pravé
strany vybranych typu.

Pokud pravé strana b(x) je sou¢tem ruznych ,typu“ funkei b(z) = by(x)+- - -+0bx(x), je
vhodné pocitat jednotlivé typy zvIast, tj. pocitat jednotlivd Fesent y; rovnice L(y) = b;(z)
a potom je secist y,(x) = y1(x) + - -+ + yp(x) . Podle typu pravé strany b;(z) a kofentu
P(\) volime typ partikularniho feseni y;, fidime se ptitom nékolika pravidly:

A. Exponencidlni funkce b;(x) = ce?. V pifpadé, kdy A\ neni kofenem charak-
teristického polynomu P(\), feSeni hleddme ve tvaru y;(x) = Ae®. Pokud )¢ je jedno-
duchym kotenem, funkce y;(z) = €% je fesenim rovnice L(y;) = 0 a ,neptida® nic na
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pravou stranu. Resenf proto hleddme ve tvaru y;(z) = Axe*®. Pokud ), je dvojnasobny
(k-nésobny) kofen P()\), fesen{ hleddme ve tvaru A z?e® (ve tvaru Az e??).

B. Funkce typu sin(vz), cos(vx). Pokud pravé strana b;(z) obsahuje sin(vx) nebo
cos(vx), v obou pripadech feseni hleddme ve tvaru s obéma funkcemi

yi(z) = A cos(vx) + B sin(vz) .

Pokud +iv byly kofeny charakteristického polynomu P()\), uvedeny typ Feseni déva
L(y;) = 0, proto musime pridat x: y;(x) = Az cos(vx) + B xsin(vz).

C. Funkce typu e**sin(vz), e#* cos(vx). Tento typ pravé strany b;(x) odpovida dvojici
¢isel A\ o = ptiv. Pokud tato ¢isla nejsou mezi kofeny charakteristického polynomu P(\),
feseni y;(z) hleddme ve tvaru

yi(z) = Ae!” cos(vz) + B et sin(vx).
Pokud éisla p +iv jsou k-ndsobnymi koteny P()\), feSeni hleddme ve tvaru
yi(r) = Aa" e cos(vz) + B ¥ et sin(va).

D. Piedchozi typy s polynomem. V piipadé, kdy b;(z) je polynomem stupné k,
feSeni hledame ve tvaru polynomu stejného stupné s neurcitymi koeficienty:
yl(ﬂf) = Ak.ilfk -+ Ak_ll’k_l + -4 Al.ﬂf + AQ .
Lze ukdzat, Ze v piipadé, kdy nula je k-ndsobnym kotfenem P()), polynom nésobime x*.
V piipadé soucinu polynomu s e** a pripadné s nékterym z vyrazu cos(vz) nebo
sin(vx), feseni hleddme ve stejném tvaru jako v predchozich ptipadech, pouze dany vyraz
vynasobime polynomem stejného stupné s neurcitymi koeficienty.

E. Souhrnné pravidlo. Vsechny ptredchozi typy pravé strany lze obecné popsat
nasledovné: pro ¢len pravé strany

bi(x) = Q1(x) e"* cos(vz) + Q2(x) e sin(vr) ,
kde @; jsou polynomy stupné nejvyse p, feSeni hledame ve tvaru
yi(z) = Ry(z) 2% e® cos(va) + Ry(z) ¥ e"*sin(va) ,

kde R;, Ry jsou polynomy s neur¢itymi koeficienty stupné p a k je nasobnost kotene
p £ iv polynomu P()\). Pokud p 4 iv neni mezi koteny P()), polozime k = 0.

POZNAMKY 2.7

(a) Obecny piipad E zahrnuje vsechny predchozi piipady: V piipadé v = 0, p = 0
dostavame pripad A, u =0, p =0 piipad B, u # 0, v # 0 je piipad C.

(b) Pokud b(x) obsahuje soucet ¢lenu se stejnym p a v, feSime je soucasné, piipad
ruznych p nebo v fesime kazdy zvlast a ziskand feseni secteme.

(¢) Pokud vam vyjde, Ze rovnice pro neurcité koeficienty neméd feseni, nebo ze koeficient
obsahuje z, ve vypoctu je chyba, nebo hledate feseni v nespravném tvaru.

23



PRIKLAD 2.8 Urcete obecné feseni rovnice ¢ — 3y’ +2y =222 -3+ e +6e7".

Reseni: Charakteristicky polynom rovnice P(A\) = A2 —3X+2 = (A — 1)(A — 2) ma dva
jednoduché redlné koreny A\; = 1, Ay = 2, prislusnd feseni jsou ui(z) = €%, ug(x) = *.

Vypocet partikularniho feseni provedeme nejprve metodou variace konstant, potom
metodou neurcitych koeficientti.

Metoda variace konstant
Resen{ hleddme ve tvaru y(z) = Ci(z)ui(z) + Co(z) ug(x) = Ci(x)e® + Cy(x) e,
Podle (2.8) derivace koeficientu spliuji soustavu linedrnich rovnic Wuy, us]C'(z) = b(z):

O] + e®Ch = 0
e”Cl + 2e*CH = 222 —3+e"+6e 7,

kterd ddva Cf(z) = —(22% —3)e™ — 1 —6e7 2, Ci(z) = (222 = 3)e ™™ + e "+ 673,
Integraci metodou ,per partes® dostavame

Ci(z) = 22° +4ax+1)e " —x+3e ¥ +k;, Cyr)=(—2*—z+1)e > —e =2 % +k.
Dosazenim do y(z) = Cy(z) uy(x) + Ca(x) ug(z) po dprave ziskdme obecné fesent

y(x) = (k1 —1)e® + ko™ + 2> +32+2 — 2" +e7°. O

Metoda neurcitych koeficienti

Pravou stranu b(z) = 22? — 3 4+ €* + 6e* rozlozime na tii ¢asti: by(z) = 22% — 3,
ba(x) =e*, bsy(x) =6e 7.

Pravé strana by () je polynom druhého stupné se ¢lenem ¢ = 1, A = 0 — nenf kofenem
P()). Reenf proto hledédme ve tvaru polynomu druhého stupné s neuréitymi koeficienty
y1(r) = Ax? + Bx + C. Dosazeni y; do rovnice vy’ — 3y’ + 2y = by(z) dava

2A—3(2Az+ B)+2(Ar*+ Bz +C) = 242° +(—6A+2B)xr+ (24— 3B +2C) = 22° -3,

odkud madme A =1, B=3, C =2, tedy yi(v) = 2* + 3z + 2.
Prava strana by(x) = €” je funkce odpovidajici A = 1, kterd je kotenem P()), feseni
hleddme v tvaru ys(x) = Az e®. Dosazeni yo do rovnice vy — 3y’ + 2y = by(x) dava

A(2e° +ae”) —3A(e" +xe®)+2Axe” = (2A—3A)e" + (A—3A+2A)xe” = —Ae” = €”,

odkud plyne A = —1, a proto ys(x) = —ze”.
Koneéné prava strana bs(x) = 6e~" je funkce odpovidajici A = —1, ktera neni korenem
P()), feseni hleddme v tvaru y3(z) = Ae™. Dosazeni do y" — 3y’ + 2y = bs(z) dava

Ae®+3Ae"+2Ae*=6Ae" = 6e 7,

x

odkud plyne A =1, a tedy y3(z) =e™*.
Obecné fegeni rovnice je proto y(z) = c1e® + ce®*® + 22 + 30+ 2 —ze® +e7%. U
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Obé metody vedou ke stejnému vysledku: konstanté ky — 1 € R v metodé variace
konstant odpovida konstanta ¢; v metodé neuréitych koeficientu. Metoda variace kon-
stant je vSak byva obvykle znacné pracnéjsi. Proto je vhodnéjsi uzit metodu neurcitych
koeficientl, pokud je mozné ji pouzit.

PRIKLAD 2.9 Urcete obecné feSeni rovnice y” — 6y’ + 9y = 2e37.

Resend: Charakteristicky polynom P()\) = A\* — 6\ + 9 mé dvojnédsobny kofen A2 =3,
feSeni rovnice bez pravé strany jsou u;(x) = €3, uy(r) = re3®.

Partikuldrn{ feSeni uréime metodou neurcitych koeficientii. Pravd strana b(x) = 2e3®
odpovida A = 3, coz je dvojnasobny kofen. Partikularni feseni proto budeme hledat ve
tvaru y,(z) = Az?e*. Dosazenim do zadané rovnice dostdvame L(y,) = 2 Ae* = 2%

odkud plyne A = 1. Dostavame tak obecné feseni

y(x) = c1e* + ey e + x?e. a

PRIKLAD 2.10 Urcete obecné feSeni rovnice y” + 4y = 8e** + 3 cosx + 4 sin(2z) .

Reseni: Charakteristicky polynom P()\) = A%+4 m4 dvojici komplexné sdruzenych kofent
A12 = £2i, feSeni rovnice bez pravé strany jsou u;(z) = cos(2z) , us(z) = sin(2z) .

Pravou stranu rozlozime na tii ¢asti a fesime metodou neurcitych koeficientu.

Pro by(x) = 8e* , A = 2 nenf kotenem P()), proto feseni hleddme ve stejném tvaru
y1(x) = Ae?®. Dosazenim do rovnice y” + 4y = by(x) vyjde A = 1, tj. y1(x) = e**.

Pro by(r) = 3 cosz, A = +i nenf kofenem P()\). Reseni proto hleddme ve tvaru
ya2(x) = A cosx + B sinx. Dosazenim do rovnice 3" + 4y = bo(x) dostavame A = 1,
B =0, tj. yo(z) = cosz.

Funkci bs(z) = 4 sin(2z) odpovidd A = £2i, coz jsou jednoduché kofeny P()). Resen{
proto budeme hledat ve tvaru ys(z) = Axcos(2x) + Bz sin(2x) . Dosazenim do rovnice
y" + 4y = bs(x) ziskdme A = —1, B =0, tj. ys(x) = —2 cos(2z) . Reseni rovnice tedy je

y(x) = c1 cos(27) + ¢y sin(2z) + e** + cosx — x cos(27) . O

PRIKLAD 2.11 Urcete obecné feseni rovnice y” — 4y’ + 5y = e** +8 cosz +2e** sinw .

Reseni: Charakteristicky polynom P()\) = A? —4 A + 5 m4 dvojici komplexné sdruzenych
kotenu A\; 5 = 2 =+ i, feSen{ jsou proto ui(z) = e** cosx, ug(x) =e**sinz.

Partikularni feseni hleddme metodou neurcitych koeficientu. Pravou stranu rozlozime
do tif ¢asti.

Pro by(x) = €*®, A = 2 nenf kofenem P()\) a feSeni hleddme ve tvaru y;(z) = Ae*.
Dosazenim y; do rovnice y” — 4y’ + 5y = by(x) vyjde A =1, tj. yi(z) = e**.

Pro by(r) = 8 cosz, A = +i nenf kofenem P()\). Reseni proto hleddme ve tvaru
y2(xz) = Acosx + Bsinx. Dosazeni y do " — 4y’ + 5y = by(z) davda A =1, B = —1 t;j.
y2(x) = cosz —sinx.

V pifpadé bg(z) = 2e**sinz, A = 2+ i jsou jednoduché koteny P()). Resenf proto
musime hledat ve tvaru yz(z) = Aze* cosz + Bre**sinz. Dosazenim yz do rovnice
y"—4y'+5y = bs(x) po delsim vypoctu ziskdme A = —1, B = 0, tedy y3(z) = —x e** cos z.
Obecné teseni rovnice je proto

y(x) = c1 e** cos(2x) + cp ** sin(2z) + ** + cosx —sinz — v e* cos . O
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Eulerova rovnice

Uvedeme jesté typ linearnich rovnic s nekonstantnimi koeficienty, ktery dovedeme fesit.
Je to Eulerova rovnice, ve které koeficientem u k-té derivace y*) je ndsobek z*:

"y a2y b b ag 2ty Faray Fagy = b().

PRIKLAD 2.12 Urcete feseni linearni Eulerovy rovnice druhého fddu bez pravé strany

22y’ —6zy +6y=0.

Reseni: V tomto piipadé feseni hleddme ve tvaru mocniny y(z) = 2. Spoéitejme derivace:
y(x) = 2*, Y (x) = At Y= A\ —1)2 2

Dosazenim do rovnice dostavame
AN =D a2 =6 M+ 620 =0.

Po vydéleni 2* dostdvame kvadratickou rovnici pro exponent A
N —TA+6=0,

kterd ma dva kofeny A\; = 1 a Ay = 6. Tyto kofeny davaji dvé feseni u;(z) = 2! = =,

uz(z) = 2°. Obecné Feseni rovnice proto je
y(x) =cra+cpa®, xr € (—00,00), z€R.

Timto zpusobem lze rovnici vytesit v pripadé, kdy charakteristickd rovnice ma dva ruzné
realné koteny ;. O

Eulerova rovnice n-tého radu

Oznac¢me
Ly) =2"y"™ + a2y Vo tasa®y +arzy +aoy (2.16)
a hledejme feseni rovnice L(y) = 0 ve tvaru u(z) = 2* . Spocitejme derivace
u'(z) =AM u (@) = XA =D L uW (@) = AN =1) - A=k + 1) F
a dosadme je do rovnice. Dostdvame rovnici P(\)z* = 0, kde
PA)=X--A=—n+1)4+a, 1 - A=—n+2)+--+aAXA—1)+ar+a (2.17)

je charakteristicky polynom stupné n. Zfejmé pro nezaporny kofen A polynomu P(\)
je u(z) = a* FeSenfm rovnice L(y) = 0 na celém R. Pro zdporny kofen \ je rovnice splnéna
pouze na intervalech (—o0,0), (0,00). Pokud tedy P()\) m4 jen jednoduché redlné koteny
A1, .-+ An, rovnice L(y) = 0 méa obecné feseni

y(x) = aM a4 e, ™.
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Reseni Eulerovy rovnice substituci

Abychom dostali vSechna feSeni i v pripadech, kdy charakteristicky polynom ma
nasobné nebo komplexné sdruzené kofeny, vyuzijeme skutecnosti, Ze transformaci z = e
Eulerova rovnice prejde na rovnici s konstantnimi koeficienty.

Uvazujme rovnici

2"y ™ 4 a, 2"y b ag Yy daray +agy = b(x) . (2.18)

Pro z > 0 pouzijeme substituci z = e'. Inverzni zobrazeni je t = Inx, pii kterém
se * € (0,00) zobrazi na t € (—o00,00). Nezndmou y(z) prevedeme na z(t) = y(e').
Spocitejme derivace y(z) = z(Inz), po upravé dostdvame

zy'(z) =2(nz),

22y’ (z) =72"(Ilnz) —2(Inz),

2 y®(z) =2%(Inz) —32"(Inz)+22(Inx),

zty® () = 2(4)(111 x)—6 z(3)(ln )+ 112"(Inz) — 62 (Inx),

Do Eulerovy rovnice (2.18) dosadime spocitané derivace. Dostavame tak rovnici s kon-
stantnimi koeficienty pro nezndmou z(t) a novymi konstantnimi koeficienty b;

2@ by 2TV (E) 4 by 2 () 4 by 2 (E) + by 2(t) = b(eh), (2.19)

pricemz lze ukazat, ze charakteristicky polynom této rovnice je stejny jako charakteristicky
polynom P()) dany vztahem (2.17). Polynom stupné n méa n kofent po¢itdno s nasobnosti.

Koreny charakteristického polynomu \; pak déavaji feSeni rovnice bez pravé strany
(a) je-li \; redlny kofen, je feSenfm e, v proménné z pak u;(x) = exp(\; In|z|) = 2|
(b) je-li \; dvojnésobny koien, druhym fesenim je tett) kterému odpovidd In|z| 2,
(c) jsou-li p+iv komplexné sdruzené koreny, potom feseni e#’ cos(vt), e/ sin(vt) dévaji
dvojici teseni x* cos(v In|z|), z# sin(v In|z|) .
Pro vypocet partikuldrniho feseni lze vyuzit metodu neurcitych koeficientu pro trans-
formovanou rovnici pro z(t) v proménné ¢, pricemz t nahradime In|z|, nebo pouzijeme

metodu variace konstant aplikovanou piimo na rovnici v z.

Eulerova rovnice druhého radu

Uvedme vysledky substituce pro rovnici druhého faddu
22y +axy +by=0.
Ptislusny charakteristicky polynom je
PA)=AXA—=1)+ar+b=0.
Mohou nastat 3 ptipady:
(a) Polynom ma dva ruzné redlné koteny Aj, Ay. Potom
y(r) = cy o + cp 2™
je obecnym fteseni rovnice na celém R, pokud kofeny A; i Ay jsou nezaporné. V

piripadé zaporného A; jde o feseni pouze na intervalech (—oo,0), nebo (0, 00).
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Polynom mé dvojnasobny redlny koten \g, potom
y(x) = c1 2™ + o 27 In|z|

je obecné feseni na intervalech (—oo,0), nebo (0, 00).

Polynom mé dvojici komplexné sdruzenych kofenu A; o = ¢ £ iv, potom
y(z) = ¢y 2" cos(v In|z|) + co ¥ sin(v In|z|)

je obecné feseni na intervalech (—oo,0) nebo (0, 00).



3. Soustavy rovnic prvniho fadu (SODR1)

Soustavu m diferencidlnich rovnic prvniho fadu pro sloupcovy vektor n neznamych funkei
y(z) = (y1(2),...,y.(x))T 1ze obecné napsat po slozkach nebo vektorové:

Fl<x7y1>"'7yn7y/1>"'ay;1) = 07
: : : : F(z,y,y') =0,
Fm(xvyla'-'7yn7y1>"-7y;1> = 07

kde F = (Fy,..., F,) : G C R*" — R™ je dand vektorova funkce. O této soustavé vsak
obecné nelze nic fici.

opét pro vektor n nezndmych funkcei y(z) = (yi(z),...,y.(x))T na intervalu I, kterou
zapisujeme ve tvaru, ve kterém derivace neznamych tvoii levé strany rovnic. Soustavu
doplnime stejnym poctem pocatecnich podminek:

yll :fl(xayla"'7yn)7 yl(xo):’yh
S : : (3.1)
y;:fn(waybayn)? yn<x0) = Yn-
Tuto soustavu muzeme zapsat také ve vektorovém tvaru
y/ = f<$7 Y) ) Y(xo) =7, (32)
piicemz v rovnicich £ = (fy,..., f,)T : G € R*™! — R" vystupuje vektorova funkce n+1
proménnych a v podminkdch jsou dand redlnd xg, V1, - . ., Vn, pricemz ¥ = (y1, ..., 7))’

Soustava rovnic s podminkami zapsand ve tvaru (3.1) nebo (3.2) tvoif tzv. poc¢dtecni
auchyovu) ulohu, pro kterou uz lze vyslovit tvrzeni o existenci a jednoznacnosti:
Cauchyovu) dlohu, pro kt # lze vyslovit tvrzeni o existenci a jednoznadnosti

VETA 3.1 (CAUCHYOVA ULOHA - EXISTENCE A JEDNOZNACNOST)

(a) Necht v okoli bodu (zg,y) € I x R" jsou funkce f; spojité, potom v okoli
existuje feseni pocatecni ulohy (3.1).

(b) Necht navic v okoli bodu (zg,7) jsou funkce f; lispchitzovské v proménnych
Y1, - -+, Yn, Potom v okoli xy Feseni y(x) pocdtecni ilohy (3.1) je jednoznaécné.

Vztah ODRn a SODRI1
Jaky je vztah mezi ODR n-tého fddu a soustavou ODR prvniho radu?

VETA 3.2 Kazdou obycejnou diferencialni rovnici n-tého fadu na intervalu I lze prevést
na soustavu n obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu na stejném intervalu.

Tvrzeni dokdzeme tim, ze danou ODRn prevedeme na SODR1. Uvazujme obycejnou
diferencialni rovnici na intervalu I v normalnim tvaru
y " = flzyy Yy Y.

Za nové neznamé y(z) = (y1,%2, - --,Yn)’ soustavy rovnic prvniho fddu vezmeme nultou
az (n-1)derivaci nezndmé funkce y v rovnici n-tého fadu takto:
n=y, v=v, =y, v=y"".
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Vztah mezi jednotlivymi derivacemi dava prvnich n—1 rovnic

?/1:927 yé:y37 yé:y47"'7y7/1—1:yna (33)

(k

posledn{ rovnici dostaneme tim, ze jednotlivé derivace y® nahradime neznémou yj1 :

y%:f($7y1>y27y37~~>?/n)-

Tim jsme ziskali soustavu n obycejnych diferencialnich rovnic prvniho radu.

V piifpadé rovnice zapsané v obecném tvaru F(z,y,9,y",...,y"™) = 0, n—1 rovnic
(3.3) doplnime rovnici F(x,y1,Y2,Y3 - - - Yn, Y,) = 0.
Pocéateéni podminky ODRn

y(zo) =", Y(xo)=m, (o) =", - y" V(w0) = 70,
pritom prejdou na pocatecni podminky soustavy n obycejnych diferencialnich rovnic:
yi(zo) =70, Y2(mo) =71, Ys(®o) =72, - Ynl(To) = Yn1-
Vétsina metod numerického teseni obycejnych diferencialnich rovnic vyssiho fadu vyuziva
toto prevedeni rovnice na soustavu rovnic prvniho fadu. Prevod soustavy n rovnic prvniho

fadu na jednu rovnici fadu n obecné neni mozny. Jen soustavu linearnich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty je mozné prevést na rovnici n-tého radu, jak si ukédzeme v dalsim.

Soustava linearnich rovnic prvniho fadu (SLODR1)

Soustavu rovnic (3.2) nazveme linedrni, pokud jednotlivé funkce f;(z,y1,...,yn) jsou
linedrni v proménnych vy, ..., y,. Soustavu tak zapiSeme ve tvaru
yi = anth + ey + - 4+ any, + b1,
Yy = amyr + Gxnys + -+ ayYn + bo, (3.4)
y;l = @m¥Yr + Au2Y2 + -+ F+ QupYn + bn s

kde a;;(x) jsou funkce zvané koeficienty, b;(x) pravé strany soustavy rovnic. Soustavu
rovnic na intervalu I doplnime poc¢atecnimi podminkami v bodé zy € I:

yi(zo) =7, %2(0) =%, - Yul¥0) =Tn- (3.5)

Soustavu s poc¢atecnimi podminkami prehledné zapisujeme v maticovém tvaru

yll ain Qi - A1n U bl U1 "
Z/é Q21 Q22 -+ QA2 Y2 by Y2 V2

| T : RS : S B B € . @) =1 . | (36)
y;l an1 Ap2 - Ann Yn bn Yn Yn

Oznacime-li matici koeficientu A, vektor nezndmych y a vektor pravych stran -y, soustavu
linearnich rovnic prvniho fadu lze prehledné zapsat ve tvaru

y =Ay+b, y(20) = 7. (3.7)
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Protoze fi(x,y1,...,yn) = ain(x) Y1 + -+ + @in Yn + bi(z) a parcidlni derivace Jf;/0y;(z)
jsou a;;(z), véta o existenci a jednoznacnosti feSeni pro soustavu linearnich rovnic déva:

VETA 3.3 Necht a;;(x), b;(z) jsou funkce spojité na intervalu I. Potom soustava linedr-
nich rovnic (3.4) s podminkami (3.5) ma pravé jedno feseni y(x) na celém 1.

Struktura reseni

Podobné jako v ptipadé rovnice n-tého fadu snadno zjistime, ze rozdil dvou libovolnych
feSeni rovnice y' = Ay + b je feSenim rovnice y’ = Ay. Také feseni rovnice y’ = Ay jsou
uzaviend vzhledem k operacim sc¢itani a ndsobeni konstantou. Protoze pro kazdé pocatecni
podminky 71, ...,7v, € R existuje praveé jedno feSeni rovnice y’ = Ay, specialnimi volbami
71 =(1,0,...,0,0)",... 9, = (0,0,...,0,1)T ziskdme n nezavislych feseni uy, uy, ..., u,.
Obecné teseni pak lze zapsat ve tvaru:

VETA 3.4 Necht a;;(z), b;i(x) jsou funkce spojité na intervalu I.
Obecné feseni soustavy linedrnich rovnic (3.4) lze zapsat ve tvaru

v(@) =cw(x)+cu(z)+ -+ e u,(z) +yp(x), C1,02,...,0n ER,(3.8)
kde uj, uy,...,u, je n nezavislych feseni soustavy y’' = Ay, y,(z) je libovolné feseni
soustavy y' = Ay + b. ReSeni w; = (u1s, ..., un)?, i =1,...,n tvoif matici funkef

Up ... Up

U= (uj,uy,...,u,) =

Uplr --- Unpp

zvanou fundamentalni feSeni. Matice funkci U je regularni pro vSechna x € I.
Obecné teseni tak lze zapsat ve tvaru
yv(z) =U(z) - c+y,(z), c=(c,cz,...,c0)%.

Grafem fesen{ y(z) na intervalu [ je kiivka K = {(z,y1(x),...,yn(z)) € R*™ z € I}
v prostoru I x R" spojitych vektorovych funkci na intervalu I.

Mnozina teSeni rovnice y’ = Ay tak tvoii linedrni podprostor prostoru spojitych
vektorovych funkei na intervalu I a mnozina feSeni soustavy rovnic y’ = Ay + b je
linearni podmnozina (,,posunuty“ podprostor) ve stejném prostoru funkei.

Soustava linearnich rovnic s konstantnimi koeficienty

Pro urceni feseni soustavy linearnich rovnic potiebujeme spocitat fundamentalni feseni

U, tj. n nezavislych feseni uy(z),...,u,(z) rovnice y’ = Ay a tzv. partikuldrni feseni
yp(z) spliujici rovnici y’ = Ay +b.
Soustavu n rovnic s konstantnimi koeficienty s neznamymi funkcemi yq,...,y, lze

prevést na jednu rovnici n-tého fadu s jednou neznamou funkci eliminovanim ostatnich
proménnych.

Vhodnéjsi byva tesit soustavu linedrnich rovnic ptimo. Fundamentalni feseni U, tj.
n-tici nezavislych feseni uy,...,u, rovnice y’ = Ay, lze spocitat Eulerovou metodou
vlastnich ¢isel a vlastnich vektort. Partikuldrni feSeni y, mozno potom dopocitat metodou
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variace konstant a pro nékteré typy pravé strany metodou neurcitych koeficientu.

Reseni pocatecni dlohy ziskdme tak, ze obecné feseni s n konstantami ci, ..., ¢, do-
sadime do pocateénich podminek y;(zg) = ;. Dostaneme soustavu linedrnich rovnic
uy(zg)cr + -+ + uy(xo) cn = 9 — yp(xo) pro konstanty c¢;. Matice soustavy je funda-
mentalni feseni U v bodé xg, coz je matice regularni, proto soustava ma praveé jedno
feSeni. Pocatecni uloha ma tak pravé jedno feseni pro kazdé ;.

Eliminac¢ni metoda

Podstatou této metody je prevedeni soustavy rovnic na jedinou rovnici nejvyse n-tého
fadu postupnym vylucovanim jednotlivych neznamych funkci. Po vyfeSeni této rovnice
nutno dopocitat ostatni neznamé funkce. Ukazme si to na piikladu dvou rovnic. Metodu
v rovnicich jsou ,oddélené“, napiiklad yi = ai1y1 + b1(x), vh = az ys + be(x), soustavu
nelze prevést na rovnici druhého radu, obé rovnice prvniho fadu vsak lze fesit oddélené.

PRIKLAD 3.5 Urcete obecné feSeni soustavy

(@) = 2u0(x) + 3upa(z) — 5€%7, (1)
volz) = wlx) + 4dp(z) — 3e7. (2)

a Feseni spliujici pocateéni podminky y;(0) = 2, y2(0) = —1.

Resend: Za funkci, kterou budeme eliminovat, zvolime funkci y»(z). Z rovnic na pravé
strané vyloucime yo: od rovnice (1) ndsobené 4 odec¢teme rovnici (2) ndsobenou 3, dosta-
neme tak rovnici 44 — 3y = 5y — 11e3*. Odtud vyjadiime yh:

Yy = %(4y{—5y1—|—11e3m). (3.9)

Prvni rovnici zderivujeme y{ = 2y; + 3y, — 15e3*, z rovnosti (3.9) dosadime za 3} a
neznamé dame na levou stranu

Y — 6y, + 5y = —4e*. (3.10)

Dostali jsme rovnici druhého fddu pro nezndmou y;. Jeji charakteristicky polynom
P(\) = A —6 X\ +5 ma dva redlné koteny 1, 5, které ddvaji feSenf u; (z) = €*, ug(z) = *.
Pravé strané b(z) = —4¢e* odpovidd A = 3, coz nenf kofen P()). Partikuldrn{ resen{
proto hleddme metodou neurcitych koeficienti ve tvaru y,(z) = Ae.

Dosazeni do rovnice (3.10) ddvd 9 Ae3* —18 Ae3*+5 A3 = —4 A3 = —4¢%, odkud
plyne A = 1. Dostali jsme prvni slozku feseni

y1(z) = c1e” + cpe® + e,

Zbyvé dopocitat druhou slozku fesen yo(x). Z rovnice (1) plyne yo = 3(y] — 2y1 + 5¢%).
Dosazenim za y; dostavame

1 1
yg(ac) = 5[01 e$+5 Co 65$+363$—2 C1 e’ —2 Co 651—26314‘5631] = —g C1 em—‘l_CQ 65174—263z .

Obecné feseni y(z) muzeme zapsat také ve vektorovém tvaru

o= () -a ()en (D) (1)
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Obecné teseni dosadime do pocatecnich podminek. Soustava rovnic ¢; + ¢ +1 = 2,
—% c1+c+2=—1 davd c; = 3, co = —2, a tim i TeSeni pocatecni tlohy

B 3Y e (2 s 1Y\ s, . yi(r) =363 — 265 4 37,
y(:c‘)-(_l)e (2>e +(2)e U yo(z) = —€3% — 27 + 263, [
Druhou moznosti je eliminovat nezndmou y; (x). Kombinace rovnic 1-(1) —2-(2) déva

Yy — 2yh = —bys + €3 odkud plyne y; = 2y, — 5ys + €3*. Do druhé zderivované rovnice
vy =y + 4y, — 9e3® dosadime za y} a po tpravé dostdvdme rovnici druhého Fadu

Yy — 61y + 5y, = —8e

se stejnym charakteristickym polynomem P(\) = A\? — 6\ + 5. Obvyklym zpusobem
urcéime fesen{ yo(7) = 16 + 3 € + 2€3*. Druhou nezndmou y;(z) dopoéitame z rovnice
(2): y1(z) = vh(x) — 4ya(x) +3€3™ = —3 ¢y €” + p € + 37 . Dostali jsme stejny vysledek

o= () =n (3)esa (1) (1)

jen s jinou konstantou c;, stejné reSeni dostaneme, zvolime-li — % c1 misto c;.

Dosazenim do pocatecnich podminek dostavame soustavu rovnic —3c¢; + ¢ + 1 = 2,
c1+co+2=—1,jejiz teSeni ¢; = —1, co = —2 dava stejné feseni pocatecni ilohy. O

POZNAMKA 3.6 Pro zjednoduSen{ oznacen{ se asto nezndmé funkce oznacujf y(x), z(z):

y(z) = anylx) + apz(z) + bi(z),

(3.11)
Z(x) = any(x) + axnz(xr) + by(x).
Eulerova metoda vypoctu fundamentalniho reSeni
ZapiSme soustavu rovnic bez pravé strany v maticovém tvaru: y’ = Ay a feSeni

rovnice hledejme ve tvaru y(z) = ve’, kde v je sloupcovy vektor konstant. Derivaci
y'(z) = v A e dosadime do rovnice y’ = Ay. Dostdvame

viel = Ave®,

Protoze e’ # 0, dostdvame rovnici Av = \v, tj. (A — AE)v = 0, kde E je jednotkovd
matice. Je to soustava linedrnich rovnic bez pravé strany, kterd ma vzdy nulové feseni.
Pokud matice soustavy je regularni, je to jediné reSeni. Je-li matice soustavy singularni,
existuje nenulové feseni vektor v a vektorova funkce u(z) = ve’® je fegenfm soustavy
diferencialnich rovnic.

Hleddme proto ¢isla A, pro kterd existuje nenulové feseni v soustavy (A — AE)v = 0,
coz je tzv. tloha o vlastnich &islech matice. Cisla );, pro kterd existuje nenulovy
vektor Teseni, se nazyvaji vlastni ¢isla a ptislusné nenulové v; vlastni vektory.

Nenulové TeSeni soustavy rovnic existuje, pokud ptislusna matice soustavy A — AE je
singularni, tj. jeji determinant det(A — AE) je nulovy. Vyraz P(\) = (—1)" det(A —\E) je
polynom stupné n v proménné \, tzv. charakteristicky polynom. Pokud polynom P(\)
ma n ruznych, tj. jednoduchych kotentu A\, A, ..., A, s prislusnymi nenulovymi vlastnimi
vektory vi,Vva, ..., Vv,, potom funkce

Aoz AnT
)

u(z) = vy M) uy(z) = vae L u(T) = vee

jsou nezavislé a tvoii fundamentalni feseni U soustavy y’ = Ay.
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Soustava dvou rovnic
Budeme tesit soustavu dvou linearnich rovnic s konstantnimi koeficienty
n(r) = anyp(z) + apye(z) + bhi(z),
yo(z) = anyi(xz) + axy(r) + b(z).
Vypocet fundamentalniho feseni U provedeme ve trech krocich:

(1) Uréime polynom P(\) = (—1)"det(A — AE). V piipadé n = 2 je polynom P(\)

(3.12)

ap — A Q12

o1 om — A| — (a11 — A)(asz — A) — arpaz1 = A* = (a11 + az) A + ar1a22 — a12021.

Oznacime-li soucet prvki na hlavni diagondle tzv. stopu (trace) matice Tr(A) = a11+ a9,
charakteristicky polynom v piipadé n = 2 ma tvar

P(A\) = A% — Tr(A)X + det(A).
(2) Urcime kofeny P()). Zde mohou nastat tii ruzné situace:

(2A) Dva rtzné redlné kofeny Aj, \y. Pro redlny kofen A; hleddme nenulové feseni
soustavy linearnich rovnic (A — A E)v = 0. NapiSeme si matici soustavy

a; — A\ 12
21 ase — A1

Pokud jsme spravné pocitali, zjistime, ze tadky jsou zavislé a jeden z nich muzeme vyne-
chat. Zbyvajici faddek (a, b) prepiSeme na rovnici pro vi = (vy,v2)7. Rovnice a vy +buvy = 0
ma nekonecné mnoho feSeni, ktera se navzajem lisi jen ndsobkem. Zvolime jedno nenulové
feSeni — dle moznosti s malymi celymi ¢isly. Ziskame tim vlastni vektor v;. Stejnym
zpusobem urcime vektor vy jako feseni soustavy (A — ME) - v =0.

Druhy a treti pripad komplexné sdruzenych a néasobnych kofenu probereme pozdéji.
(3) Napiseme feseni u;(z) = vy eM?, uy(z) = vy e?2?, pifpadné obecné Feseni soustavy.

PRIKLAD 3.7 Urcete fundamentalni fesen{ soustavy z piikladu 3.5 Eulerovou metodou

vi(z) = 2y(r) + 3ya(z),
yo(z) =  w(z) + 4ya(z).

2 3
1 4
Stopa matice je Tr(A) = 2+4 = 6, determinant det(A) = 2-4—3-1 =5, proto polynom
PA) =X —6X+5=(\—1)(A—5), jeho dva kofeny jsou \; = 1 a Ay = 5.

Reseni: Matice soustavy je A = . Spocitame jeji charakteristicky polynom.

Pro jednotliva A urcime piislusné vlastni vektory, zavisly radek vypustime:

13 1 3

Ptislusnd rovnice pro vlastni vektor vy = (vi,v2) je 1oy + 3wy = 0. Zvolime Teseni

vy =3, vy = —1, coz dava uy(x ( “Z’ ) . Déle pro druhy koten

-3 3 1 -1
wese aonme (0 ) (1 ).
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Ptislusna rovnice pro vlastni vektor v, je v — vy = 0. Zvolime feseni v; = 1, vy = 1,
N 1
coz dava us(x) = < 1 > e

Napiseme fundamentalni feseni a obecné feseni soustavy

B [ 3e" 1e™ B 3\ . 1\ 5
U_(u17u2)_(_1ex 165x>a Y(x)_cl<_1)e +02<1)e . O

(2B) Komplexné sdruzené koteny. Podobné jako v piipadé rovnice vyssiho fadu
spoc¢itame dvojici komplexné sdruzenych teseni y;(z), yo(z) a jejich kombinacemi ziskdme
redlné fundamentdln{ feseni u;(z) = L(y1(z) + ya2(2)), wa(z) = 5 (y1(z) — y2(2)).

PRIKLAD 3.8 Eulerovou metodou urcete fundamentdlni feseni soustavy

() = wn(x) — 2up(z),
Yo(r) = Sy(z) + 3wa(z).

Reseni: Matice soustavy je A = ( ; _g ) Spocitame jeji charakteristicky polynom.

Stopa matice je Tr(A) = 1+ 3 = 4, determinant det(A) = 1-3+2-5 = 13, proto
polynom je P(A\) = A\? — 4\ + 13. Protoze diskriminant D = 16 — 52 = —36, polynom
ma dva komplexné sdruzené kofeny \; o = 2 £ 31.

Urcime vlastni vektor prislusny kotenu Ay = 2 + 3i. Ukéze se, ze druhy tadek
vynasobeny 1+ 3i je (-5)-ndsobek prvniho fddku a muzeme ho vynechat:

. C(—1-3i =2 “1-3i -2\ (1+3i 2
A=2+31 A_AE_< 5 1—3i>N(5+15i 10)”( 0 0)'

Ptislusnd rovnice pro vlastni vektor v = (vq,v2) je (1 +31)v; + 2wy = 0. Zvolime Tesent
vy =2, vy =—1-—31, coz dava

yi(z) = (_1 ° ) o281 _ (_1 ey ) e?*(cos(3x) + i sin(3x)).

Komplexné sdruzeny koten Ay = 2 — 3i déava ihned komplexné sdruzené reseni

ya(z) = (_1 i a4 > 3 — (_1 i . > e?*(cos(3z) — i sin(3z)).

Abychom ziskali nezdvisla redlna feseni, provedeme kombinace u(z) = 3[yi1(z) + ya(z)]
uy(z) = 3: [y1(z) — ya(z)], coz je vlastné redlnd a imagindrn{ ¢dst feseni y;():

(@) = (—cos(%,;)o S+(3;s)m(3x)) )= (—sm(gxs)m—(ggxgos(ga:)> e

Obecné feseni soustavy je tedy

y@)=a (— cos(?a;)oigxs)m(?)x)) et o (— sin(gxs)in_(%xc)os(Bm)) e

(2C) Dvojnasobny redlny kofen A\, = \;. Opét si napiseme matici A — AE. Jeji
hodnost muze byt nula nebo jedna. V prvnim piipadé je to nulova matice. Ptislusna

’ « /ot 12 v~ , to 12 , oy 1
soustava ma dvé nezavisla feSeni, dva nezavislé vlastni vektory, napriklad v; = (0 ) ,

0 / 7z ./ ~ é . YA ~ e
Vo = ( 1 ), které davaji dvé nezavisla reseni
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Ve druhém piipadé ma matice A — AE hodnost jedna, proto rovnici (A — AE)v = 0
splituje jen jeden nezavisly vektor v, ktery davd prvnf feSeni u;(x) = ve'®.
Druhé feseni hleddme ve tvaru uy(r) = vzel + we . Spocitdme derivaci uy a

dosadime do rovnice y' = Ay:

veM fvizeM +wreM = Avre + Awe.
Porovnanim vektort u ¢lentt z e, e dostdvame dvé vektorové rovnice Av = Av,
v+ Aw = A w, které pfepiSeme ve tvaru

(A-—\E)v=0, (A= \E)w=v.

Vektor v spliiuje prvni rovnici. Druha rovnice ma pravou stranu v. Jejim fesenim je vektor
w, ktery neni urcen jednoznacné, muzeme k nému piidat libovolny nésobek vektoru v .
Fundamentalni feseni v tomto piipadé jsou funkce
Az Az
) )

w(z)=ve w(z) =vre +we

kde v je nenulové feseni soustavy linedrnich rovnic (A — AE)v =0, w libovolné fesent
soustavy linearnich rovnic (A — AE)w =v.

PRIKLAD 3.9 Eulerovou metodou urcete obecné feseni soustavy

yi(e) = @) — 2p(),
yo(z) = 2y(x) 4+ Hya(z).

Reseni: Matice soustavy je A = ( ; _g ) . Spocitame jeji charakteristicky polynom.

Stopa matice je Tr(A) = 1+5 = 6, determinant det(A) = 1-54+2-2 =9, proto polynom
PA) =X —6)X+9=()\—3)* ma dvojndsobny kofen 3.

NapiSeme si matici soustavy A — AE = 0 pro A = 3 a uré¢ime nenulovy vektor v:

-2 =2 11
e (5 3)~(00)
z rovihice lv; + 1wy = 0 zvolime napiiklad v = ( _1 ) . Vektor w je urcen soustavou

(A — AE)w = v. NapiSeme si ptislusnou rozsifenou matici soustavy
1
2

—2 —2| 1 11
e ()~ (ol h):
1

2 2
odkud z rovnice wy + wy = —3 zvolime napiiklad w = (—31,0)" . Ziskali jsme funda-
mentalni feseni

w(x) = ( . )e?’x, s (z) = ( . )xe&"— (%)ei’w— (x__x%) e

Obecné feseni soustavy je tedy

1 ~1 ' 7) = (1 + oz — 3))e*,
y(:v):cl (_1)e3x+02<x 12)631’ tj. yl() (1 2( ;)3)

36



Soustava tri a vice rovnic

Uvazujme opét soustavu n-linearnich diferencidlnich rovnic y’ = Ay. Resen{ hleddme
ve tvaru y(z) = ve*®, kde v je sloupcovy vektor konstant. Dosazenim fegeni do rovnice
dostavame opét soustavu linearnich rovnic, kterou prepiseme do tvaru (A — AE)v = 0.

Soustava ma nenulové feseni, pokud matice soustavy je singularni, tj. A je kofenem
charakteristického polynomu P(\) = (—1)"det(A — AE).

Charakteristicky polynom

Jaky vypada charakteristicky polynom ve vyssi dimenzi? V piipadé n = 3 dostaneme

ap — A 12 @13 )
PA)=—| an ap—XA ag | =N —Tr(A) N\ +Tp(A) X —det(A),
a3 a32 ass — A

kde Tr(A) = ay1 + age + ass je stopa matice a det(A) determinant matice A. Vyraz I5(A)
je tzv. druhy invariant matice A, je to soucet hlavnich subdeterminanti fadu 2,

Q22 Q23
32 A33

11 Q13
31 As33

ail aig
az1 A2

Hlavni subdeterminanty jsou ty subdeterminanty, které jsou symetrické vzhledem ke
hlavni diagondle. Podle této definice stopa matice je soucet prvnich hlavnich subdeter-
minantu fadu jedna, tedy Tr(A) =1;(A) = aj1 + ag + asz. Také determinant matice je
jediny subdeterminant fadu tii, tj. det(A) = I3(A). Muzeme proto psat

PO =X LA N +L(A)N—T3(A).

Soucet hlavnich subdeterminantu fadu k matice A, k = 1,2,...,n se nazyva k-ty
invariant matice A, oznacme ho symbolem I(A). Pomoci tohoto oznaceni muzeme cha-
rakteristicky polynom P()\) = (—1)*det(A — A E) matice ¢tvrtého fadu zapsat ve tvaru

PN =M —L(A) XN + L(A) N —I3(A) A+ 14(A)

a obecné charakteristicky polynom P(\) = (—1)" det(A — AE) matice fadu n
P(\) = /\”+Z(—1)k1k AR = AT (AN e (=) L (A) A (= 1)L (A) .
k=1

Eulerova metoda — jednoduché realné koreny

V tomto pripadé postupujeme jako u soustavy dvou rovnic: pro jednotlivé kofeny
A; napiSeme piislusné matice soustav linedrnich rovnic (A — \; E)v; = 0, po fadkovych
upravach zvolime nenulové vektory v; a napiSeme feseni u;(x).

PRIKLAD 3.10 Eulerovou metodou urcete obecné feseni soustavy

vi(e) = 3u(z) — ) +  usl),
volr) = wnlx) + wle) +  usl),
ya(x) = 4up(r) — war) + 4ys().
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Resent: Matice soustavy je

3 —1 1
1 11
4 -1 4

Spocitejme charakteristicky polynom. Stopa Tr(A) = 3+ 1+ 4 = 8, druhy invariant

3 —1 3 1 11

L(A) = 11 4 4 ~1 4

=4+8+5=17,

|

i

determinant matice A podle Sarrusova pravidla det(A) =12 —-1—-4—-443+4 = 10.
Ziskali jsme charakteristicky polynom P(\) = A3 — 8 A? + 17 A — 10. Obecné neni snadné
najit kofeny polynomu tietiho a vyssich stupnu, v tomto pripadé si vSimneme, ze soucet
koeficienti 1 — 8 + 17 — 10 = 0, proto A\; = 1 je jednim z kofent. Délenim polynomu

(N —=8A2+17TA—10): (A—=1)= A —=T7A+10
ziskame kvadraticky polynom, jehoz koteny A\ = 2, A3 = 5 snadno dopoc¢itame vzorcem.
Polynom P(A) mé proto t¥i jednoduché koteny \; = 1, Ay = 2, A\3 = 5.

Pro jednotlivd \; napiSeme matici soustavy (A — \; E), fddkovymi dpravami ji upra-
vime a urc¢ime vlastni vektory:

2 -1 1 /— ) 1 -1 0 1 -1 0
AM=1: 1 0 1 ~ 1 0 1 ~ 1 0 1 ,
4 -1 3 )/—3ry 1 -1 0 0O 0O
odkud z rovnic v;1 —vy =0, vy +v3 = 0 plyne vo = vy, w3 = —vy, zvolime-li v; = 1,
mdme v; = (1,1, —1)T . Stejnym zpusobem urcime vektor vy:
1 -1 1 1 -1 1 /—r3 -2 =10
Ao =2 : 1 -1 1])/-ry ~| 0 00 ~ 0O 0 0|,
4 -1 2 )/-nr 3 01 3 01
odkud z rovnic —2v; —vy =0, 3v; +v3 =0 plyne v, = —2v;, v3 = —3 vy, zvolime-li
vy = 1, mame vy = (1, -2, —3)7 . Déle pro
-2 -1 1)\/4r;3 2 -2 0\ /-1/2 1 -1 0
A3 =05 1 -4 1 |/4r3 ~| 5 =5 0 ~1 0 0 0],
4 -1 -1 4 -1 =1 )/-11/2 3 0 -1

odkud z rovnic vy — vy =0, 3v; —wv3 =0 plyne vy = vy, w3 = 3vy, zvolime-li v; = 1,
mame vz = (1,1,3)T. Obecné fesen{ soustavy je

1 1 1
y(z)=¢ 1 Je"+e| =2 e 4| 1 |e™.
—1 -3 3
Eulerova metoda — komplexné sdruzené koreny

Postup je stejny jako v piipadu dvou rovnic. Dvojice komplexné sdruzenych kotent
i £ 1iv uréuje dvojici komplexné sdruzenych vektori v, v a tim také dvojici komplexné
sdruzenych Feseni y,(x) = ve!*(cos(ve) +1 sin(vz), ya(z) = vet*(cos(vz) — i sin(vx).

Obvyklé kombinace dévaji realnou a imaginarni cast: dvé redlnd nezavisla treseni
w () = 5(y1(2) + y2(2)) = Re(yi(2)), wa(z) = 5 (yi(2) — ya(2)) = Im(y1(2)) .
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Eulerova metoda — nasobné koreny

V piipadé dvojnasobného realného korene \y dvou rovnic jsme vidéli, ze tvar feSeni
zévisi na hodnosti matice A — M\E. Lze dokazat, ze pro soustavu n rovnic v piipadé
hodnosti h(A — A\gE) = n — 2 také existuji dva nezdvislé vlastni vektory vy, vo vyhovujici
soustavé (A — ME)v = 0, které ddvaji dveé feseni u;(z) = vi €M%  uy(x) = voeto®.

V piipadé h(A — ME) = n — 1 existuje pouze jeden nenulovy vektor v spliujici
(A — ME)v = 0, ktery ddva feseni u; = Ve’\ox Stejné jako v piipadé dvou rovnic,
druhym fesenim je funkce uy = vae*® + we'o? | kde w je libovolny vektor splitujici
(A — )\OE)W = v. O vektorech v,w fikame, ze tvorl tzv. Fetézec.

vvvvvv

n—3,n—2,n—1.V piipadé h(A )\OE) =n—3 naJdeme tTi nezavislé Vektory Vi, Vo, V3,
které davajf tii nezdvisld feseni ui(z) = vy €% uy(z) = vy 0% ugz(z) = vz et

Pokud h(A — ME) = n — 2, rovnice (A — ME)v = 0 mé nekoneéné mnoho teseni
v, které tvoii dvojrozmérny prostor. Vyberme dva nezavislé vektory e, e,, které tvori
bézi tohoto prostoru a mohou davat dvé nezavisla feseni. Tteti feSeni najdeme pomoci
dvou vektoru tvorici fetézec v, w. Protoze v muze byt libovolna kombinace e, e, budeme
hledat cy, co, alespon jedno nenulové, pro které soustava

(A — )\oE)W =c1e; +Ccaeq

ma TeSeni w. Téchto feSeni je nekonetné mnoho, ozna¢me jedno z nich w; a polozme
V1 = c1€1 + 3 €5 pro nalezena cq, co. Konecné zvolme v, jako libovolnou jinou kombinaci
e, ey nezavislou na vy. Dostavame tak trojici nezavislych feseni

Aoz Aoz

uy(x) = vo et usz(z) =vize Aoz

Aox

ui(z) =vye +wie

Konecné v piipadé h(A —A\gE) = n—1 rovnice (A — \E)v = 0 m4 jen jedno nezavislé
feseni v. K nému najdeme dalsi dva vektory w, w takové, ze v, w, w tvorii fetézec, tj.
splinuji

(A —XME)v=0, (A - NE)w=v, (A= NE)w =w. (3.13)
Vedle u;(z) = ve? je fesenim uy(z) = Vwe)‘om + wel? jako v pifpadé dVOJnasobneho

kofene. Ukazme, ze tfetim Fesenim je uz(x) = v 5 2% % + w x e + ww M7 . Spocitejme
derivaci fesen{ uz a dosadme do rovnice y’ = Ay:

V<x e+ )\ "’“" ’\Ox) +w(e" + gz M) +w Ag e = A(v % e L w 1 0% fww eoT),
Porovnanim koeficientu ¢lenu %xQ e?? dostavame \gv = Av, koeficienty vyrazu ze*o®
davaji v+ \ow = Aw a zbyvajici koeficienty e** maji spliiovat w4\ w = Awv. VSechny
tii rovnosti plati diky tomu, ze v, w, w spliuji rovnice (3.11) . Trojici nezavislych tesent
tak tvori funkce

Aoz Aoz 2 AoT

+wel, uz(z) =via?ed” +wael? +wel?

w(r)=ve u(r) =vuze
kde vektory v, w, w tvoii fetézec, tj. spliuji rovnice (3.11).
\Y% pfipadé étyf‘nésobného kotene charakteristického polynomu P()) je situace jesté

N
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V prvnim piipadé h(A — \E) = n — 4 mame ¢tyfi nezavislé vektory vy, ..., vy a tim
¢tyti nezdvisld fesenf u,(z) = v; eto?.

Pokud h(A — AE) = n — 3, dostaneme jen ti nezavislé vektory urcené bazi eq, eq, e3.
Musime najit jeden fetézec vq, w; pro vhodnou kombinaci vi = ). ¢;e;. Dalsi nezavislé
kombinace e; davaji vo, vy a tim ¢tverici nezavislych feseni.

V piipadé h(A — ME) = n — 2 mame jen dva nezdvislé vektory urcené bézi e, e;.
Nyni mohou existovat dva Tetézce vi, wy a vo, Wy nebo jeden fetézec délky tii vy, wi, wy
a zbyvajici vektor vo. V obou piipadech dostaneme celkem ¢tyfi nezavisld reseni.

V poslednim piipadé h(A — M\E) = n — 1 existuje fetézec vektoru v, w, w, ww délky
ctyti, ktery da ctverici feSeni uy (), ug(z), us(x), ctvrté reseni je

3 2
uy(z) = vE e 4w e 4wz et 4 ww e

Metoda variace konstant

Uvazujme soustavu linedrnich rovnic s konstantnimi koeficienty y’ = Ay + b, kde
obecné b = b(z). Zndme-li fundamentdlni feseni, tj. n-tici nezavislych feseni uy, ..., u,
rovinice y/ = Ay, muzZeme obecné feseni y spo¢itat metodou variace konstant. Reseni
hleddame ve tvaru

y(z) =Ci(z)uy(z) + -+ + Cp(x) u,(z) . (3.14)
Spoéitejme derivaci y a dosadme do rovnice y’ = Ay +b:
Ci(x)uy(z) + -+ Cl(x)u,(z) + Cr(z)uj(z) + - + Cpx) U (z) =
=AC(x)u(z)+ -+ AC,(z)u,(z) + b(z) .

Protoze u; jsou feSenim rovnice y' = Ay, plati u; = A u; a rovnost se zjednodusi na

Ci(x)uy(z) + -+ C(z)u,(z) = b(x). (3.15)
Je to soustava linedrnich rovnic pro nezndmé funkce Cf(x),...,C! (x). Matice soustavy
je tvorena sloupcovymi vektory uy,...,u,, coz je regularni matice zvand fundamentalni
feseni U. Soustava rovnic mé proto pravé jedno feseni Cf(x),...,C/ (). Integraci

Ci(x) = /C{(x) do + k;

ziskdme funkce C;(x) s konstantami k;. Dosazeni do (3.14) ddva obecné feseni y((z).

Poznamenejme, ze metodou variace konstant lze TeSit i soustavy rovnic s nekon-
stantnimi koeficienty a;;(x) a libovolnou pravou stranu b(x), musime vsak znat piislusnd
feseni uy(x),...,u,(z) a umét spocitat vzniklé primitivni funkce.

Spocitejme metodou variace konstant feseni z prikladu 3.5.

PRIKLAD 3.11 Urcete obecné feseni soustavy

yi(z) 2y1(x) + 3ya(z) — 5e¥,
yh(z) =  wyi(z) + 4dye(z) — 3e3.

Resend: 7 piikladu 3.7 uz mame fundamentdlni feent, tj. dvojici fesenf u, (z) = ( 3 > e’

1 e .
uy(x) = < . ) e . Obecné feSeni hleddme ve tvaru

y(2) = C1(2) wi(2) + Co(w) us(z) = Oy (2) ( B ) ¢ + Cyla) ( | ) &

40



pticemz funkce C(z), Ca(z) splnuji soustavu Cf(z)uy(z) + Ch(x) ua(z) = b(z), tj.

() ( _i’)eu(;;(x) < X )659”:—(2)63“.

Upravou rozsitené matice soustavy dostavame
3e? e | —Hed 4e* 0 | —2¢% e’ 0 | —4e¥
—e¥ 6596 -3 e3x ~ —e® eSx -3 6330 ~ 0 5 7 3z )
€ -3 (§

odkud méme C{(z) = —3 e**, C}(x) = —% e72*. Integraci dostavame C' (z) = —1 e* +ky ,
Cy(x) = %e_% + ko. Obecné Teseni je proto

o 1 2x 3 x 7 —2x 1 5r __
y(x)-(—ze +k:1>(_1)e +(Ze +k52)(1)e =
3 1 1
:k1(_1)ex+k2(1>e5x+(2)e3x.

Metoda vychézi z predpokladu, ze pro pravou stranu b(z) bude partikuldrni reseni
stejného typu jen s neurcitymi koeficienty, které se urci zkouskou.

(1) V nejjednodussim pifpadé, kdy b(z) = d e*® | pficemz \g € R nenf mezi koteny P(\),
fesen{ hledame ve tvaru y,(z) = v, e*® kde v,, je vektor neur¢itych koeficienti.

Protoze y/,(x) = v, Ag €27 = Ay, (x), po dosazeni y,(z) do rovnice y/ (z) = Ay,(z)+
b(z) pfepsané do tvaru (A — ME)y,(z) = —b(x) dostavame soustavu linearnich rovnic
pro neznamy vektor v, . Jeji rozsifend matice soustavy po vydéleni e*® je (A — X\ E|—d),
v pifpadé dvou rovnic a neurcitého vektoru v, = (A, B)” tedy dostdvame

ail — >\0 a2
21 az — Ao

Metoda neurcitych koeficienta

::3; ) , (3.16)

odkud tadkovymi tpravami snadno urcime konstanty A, B.

PRIKLAD 3.12 Urcete obecné feseni soustavy

yi(r) = 2yi(x) + 3wpa(z) — 5,
yy(r) =  yi(z) + 4dyaz) — 36,

s o L S . . 3
Reseni: 7 Piikladu 3.7 uz méme feSeni rovnice bez pravé strany, ui(x) = < 1 )ex,

uy(x) = ( i ) e%® . Pifslusny charakteristicky polynom md kofeny A; = 1, A\ = 5. Prava

strana je b(z) = ( :g) e3* coz odpovidd A = 3, ktery nenf mezi koreny P(\). Parti-

kuldrni feseni hleddme ve tvaru y,(z) = (g) e3*. 7 rozsitené matice soustavy (3.16)

fadkovymi tpravami uré¢ime konstanty A, B:

N3 ~1 3|5 1 —3| -5 1 0|1
- 1 1|3 0 4| 8 0 1[2 )"
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odkud plyne A =1, B =2, coz dava obecné reseni

y(x)zcl<_f)em+cg(1>e5¢+(;>eag ]

(2) Necht opét Ay nenf kotenem P()). V piipadé pravé strany typu b(z) = d(z) e*®, kde
d(x) je vektor polynomu, partikuldrni feseni hleddme s vektorem neurcitych polynom.
Napiiklad v pifpadé dvou rovnic pro b(z) = (2% + 2,2z + 1)T €% partikuldrni fesen{
hleddme ve tvaru y,(z) = (A12° + Biz + C1, Asx® + Box + Cy)Te?® | dosadime do fesené
soustavy rovnic a uréime neznamé koeficienty polynomu.

(3) Podobné v pifpadech pravé strany b(z) = d;(z) e** cos(vz) + da(x) e sin(vr), kdy
prislusné p + vi nejsou koreny P(\), Feseni hleddme ve stejném tvaru

yp(z) = vi e cos(vr) + v ¥ sin(vx)

s neur¢itymi vektory vy, vo. Analogicky postup lze pouzit v pifpadé, kdy b(x) = d(z) e*?,
kde d(x) je vektor polynom.

vvvvvv

kofenem polynomu P()). UkdZzeme, Ze mohou nastat dva piipady: bud’ partikuldrni fesenf
najdeme ve tvaru y,(z) = ve*® nebo budeme muset piidat z.

Uvazujme opét soustavu y’ = Ay + de?o?, piicemz \g € R je jednoduchym koienem
P()\) a vg je fesenim (A — A\ E)vy = 0. Zkusme nejprve hledat feseni ve stejném tvaru
yp(1) = v e jako v pifpadé, kdy A\ nebylo kotenem P(\), napi. (3.16). Dostdvame opét
soustavu rovnic (A — AE)y,(x) = —b(z) s rozsifenou matici soustavy (A — A E| —d).
V tomto piipadé vsak matice soustavy A — A\ E je singularni. Pokud ndhodou rozsitena
matice ma stejnou hodnost, existuje vektor v, a tim i fesenf y,(z).

Vétsinou vsak soustava (A — AE)y,(z) = —b(z) nema feseni. Potom feseni musime
hledat ve tvaru y,(z) = v, x e*%+w,, e s neuréitymi vektory v,, w,. Spoéitejme derivaci
y,(x) a dosadme do vektorové rovnice y’ = Ay + b(x)

Aox Aox Aox Aox Aox Aox
Vp €07 + v, Aoz e + W, \g e = A(v, x e + w, e %) + de0".

Aox ’ e/\

Porovnani koeficientu vyrazu x e o vede na vektorové rovnice

(A — )\0 E)Vp = O, (A — )\0 E)Wp =Vp — d. (317)

Obé maji singuldarni matici soustavy. Z prvni rovnice plyne, zZe v, je libovolny nasobek
vlastniho vektoru vy, tj. v, = kvo. Druhd rovnice mé feSeni w, pro takovy nasobek vy,
aby rozsitend matice soustavy (A — Ao E|v —d) byla také singularni. Potom existuje také
vektor w, zvolime jeden a dostavame hledané partikuldrni feSeni.

PRIKLAD 3.13 Urcete obecné feseni soustavy

v =35 )v@+ (g )e

v piipadé pravé strany (a) dy =1, do=1, (b) di =9, dyo=1.

Reseni: Uvedend soustava mé stejnou levou stranu jako v Pifkladé 3.12, mé vsak jinou
pravou stranu b(z) = d e?, které odpovidd A\g = 1, coz je kofen P(\).
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V piipadé (a) feseni hleddme ve tvaru y,(z) = ve?, kde v = (A, B)”. Piislusna
rozsitend matice (3.16) soustavy rovnic ma singuldrni matici soustavy

1 3|-1 1 3]|-1
Ao =1, (1 3—1)”(0 0 0)’

ale v tomto piipadé ma nekoneéné mnoho feseni, rovnici A+3 B = —1 vyhovuje napiiklad
A =2, B=—1, cozdava obecné reseni

y(@)=a (_i’)ex+c2(1)e5m+(_i>em'

V pripadé (b) zkusme také hledat feseni ve tvaru y,(z) = ve”, kde v = (4, B)”. Piislusnd
rozsirend matice (3.16) soustavy rovnic mé opét singuldrni matici soustavy, tentokrat vsak
feSeni soustavy neexistuje:

1 3|19 1 3|19
oo ()~ (R
Proto musime partikuldrni feseni hledat ve tvaru y,(z) = vze® + we® s neurcitymi
vektory v = (A, B)T, w = (C, D). Podle prvni rovnice v (3.17) vektor v je ndsobkem

vlastniho vektoru vo = (3, —1)7, tj. A = 3k, B = —k. NapiSme rozsfienou matici druhé
rovnice v (3.17) pro neurcity vektor w = (C, D)7

SV 1 3/3k—9 1 3| 3k—9
0T 1 3| -k—1 0 0|—4k+8 )"
Soustava mé feseni, pokud 4k — 8 = 0, neboli k& = 2. Potom vektor w = (C, D)7 m4

spliiovat rovnici C' + 3 D = —3, jednim z feseni je C = 0, D = —1, tj. w = (0, —1)T.
Spocitali jsme obecné feseni soustavy

(x) =c 3 e’ +c L e’ + Oz e”
yiw=al 2\ 1 —2z-1)%" 0

(5) Také v ostatnich piipadech, kdy b(z) = dy(z) e** cos(vx), da(x) e** sin(vz) a navic
A = ptv jsou koteny P(\), pripadné jsou vicendsobné koteny P(\) feseni hledame analo-
gicky jako v ptipadé LODRn, tj. feseni hleddme ve stejném tvaru jako b(x) s neurcitymi
vektorovymi funkcemi, v piipadé k-ndsobnych kofenii vétsinou nutno piidat z*.
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4. Existence a jednoznacnost reseni

V predchozich kapitolach jsme uvedli a vyuzivali véty o existenci a jednoznacnosti
feSeni diferencialnich rovnic, aniz bychom se zabyvali jejich dukazem. Tento nedostatek
nyni napravime.

Jedna se o dva typy vét. Prvni typ zarucuje pouze existenci feseni, tato véta se nazyva
Peanova, druhy silnéjsi typ zarucuje nejen existenci ale i jednoznacnost feseni pocatecni
ulohy, véta se nazyva Picardova. Moderni dukaz této véty je zalozen na Banachové prin-
cipu kontrakce — Vété o pevném bodu kontraktivniho zobrazeni.

Ackoliv ptipad rovnice prvniho fadu je zahrnut v existencni vété pro rovnici vyssiho
radu a také ve vété pro soustavu rovnic prvniho fadu, pro jednoduchost zacneme dukazem
véty pro rovnici prvntho fadu. Dukazy nebo jejich néznaky lze najit napft. v [4], str. 95,
99. Banachovu vétu lze najit také v [5].

Rovnice prvniho radu

Bud' G oblast v roviné R? a (x9,%,) bod v oblasti G. Uvazujme pocatecni tilohu pro
rovnici prvniho fadu

y/ = f(l‘, y) ) y(x0> = Yo (41)

kde f(x,y) je dané funkce definovand v oblasti G.

Ptipomenme, ze (tzv. klasickym) Fesenim tlohy (4.1) rozumime funkei y(x) definova-
nou na otevieném intervalu I = (a,b) obsahujicim bod ¢, kterd mé spojitou derivaci na
I, tj. y € C'(I), a ktera ve vsech bodech intervalu I spliiuje rovnost y'(z) = f(z,y(x)).

Existenci a jednoznacnost feseni ulohy lze vySettovat pomoci nasledujicich dvou vét:

VETA 4.1 (PEANOVA VETA) Necht funkce f(z,y) definovand v G C R? je spojitd
v okoli bodu (zg, o) € G. Potom tloha (4.1) mé feseni y(z) v okoli bodu xy.

Druha véta je silngjsi, zarucuje navic i jednoznacnost feseni:

VETA 4.2 (PICARDOVA VETA) Necht funkce f(z,y) definovana na G je spojita a navic
lipschitzovskd v proménné y v okoli bodu (zg, yo)-
Potom existuje okoli I bodu zp, na kterém existuje pravé jedno feseni dlohy (4.1).

Diikazy obou vét spocivaji v konstrukei posloupnosti pfibliznych fesent y,(x). O této
posloupnosti (ptipadné podposloupnosti) se dokaze, ze konverguje a ze jeji limita je
feSenim zkoumané tlohy.

Diukaz druhé véty provedeme pomoci znamé véty z teorie metrickych prostoru:

VETA 4.3 (BANACHOVA VETA O PEVNEM BODU KONTRAKTIVNIHO ZOBRAZENI)
Necht (P, p) je tiplny metricky prostor a 7 zobrazen{ z P do P, které je kontraktivni,
tj. spliuje Lipschitzovu podminku s konstantou ¢ < 1:

p(T(n), T(y2)) < cply,y2)  Yyi,y2 € P.

Potom zobrazeni .7 mé pevny bod, tj. existuje y* € P takové, ze T (y*) = y*.
Navic, pro kazdé yy € P posloupnost {y,} definovand y,.1 = Z(y,) konverguje k y*.
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Diikaz Picardovy véty 4.2. Viz také [4] str. 95 a dalsi prameny.

Dikaz spociva ve volbé vhodného metrického prostoru P s metrikou p, zobrazeni
7 . P — P a ovéteni predpokladu uvedené Banachovy véty.
Nejprve tlohu preformulujeme. Funkce y(z) je fesenim tlohy (4.1), préave kdyz

mw=%+/ﬂwmm&. (4.2)

Skutecné, pro spojitou funkei f(z,y) je uvedend primitivni funkce y(zx) spojita a diferen-
covatelnd. Derivaci vztahu (4.2) podle proménné x, ktera se v integralu vyskytuje pouze
v horni mezi, dostdvame y'(z) = f(z,y(x)). Navic pro x = z je integral roven nule a
pocétecni podminka y(xg) = yo je splnéna.

Pravou stranu rovnosti (4.2) vyuzijeme ke konstrukci zobrazeni .7 : y — J(y), kde

ﬂmw=%+/ﬂmmmw. (4.3)

Z (4.2) plyne, ze funkce y* je feSsenim tlohy (4.1), pravé kdyz y* je pevnym bodem
zobrazeni 7, tj. plati y* = J(y*).

Existence jednozna¢ného pevného bodu zobrazeni .7 dokazeme pomoci vyse uvedené
Banachovy véty. Zvolime metricky prostor P, metriku p a najdeme parametr 6 > 0, pro
které zobrazeni .7 dané (4.3): (a) zobrazuje prostor P do P a (b) je kontraktivni.

Necht Q = (zo—a, zo+a) X (yo—b, yo +b) je omezené obdélnikové okoli bodu (g, yo),
které je celé obsazeno v G, definiénim oboru funkce f(z,y).

Predpokladdme, ze funkce f(z,y) je spojitda na kompaktni (tj. uzaviené a omezené)
mnoziné () C G, proto je omezend na ) néjakou konstantou M > 0, tj. plati |f(x,y)| < M
pro (z,y) € Q. Predpokladdme také, ze funkce f(x,y) je na mnoziné @) lipschitzovska
v proménné y s néjakou konstantou L > 0.

Za metricky prostor (P, p), ve kterém budeme

hledat feseni, zvolime prostor spojitych funkei y(x) Yy
na intervalu  I; = (xrg — d,29 + ) s hodnotami yotb
v intervalu (yo — b, yo + b) : Q

P:{yxel5_><y0_bay0+b>}7 "

0
pricemz hodnotu parametru § € (0,a) uréime
pozdéji. Na prostoru P uvazujeme obvyklou maxi-
movou metriku Yo—b
6 |9
p(y1, y2) = max [yy (z) — ya(x)] .
z€l; 0! xo—a o Tota x

Podle znamého vysledku funkcionalni analyzy me-
tricky prostor (P, p) spojitych funkei s maximovou
metrikou je uplny.

Obr. 14: Metricky prostor P

funkei na okoli bodu (zg, yo).

(a) Protoze funkece f(x,y) je spojitd, pro spojité y(x) je slozend funkce f(z,y(x)) také
spojité a jeji integral existuje. Hodnota .7 (y)(x) je proto funkce spojita na celém intervalu
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Is pro kazdé § < a. Nutno jesté zajistit, aby hodnoty funkce 7(y)(z) lezely v intervalu
(yo — b,yo + b). Protoze absolutni hodnoty funkce f(z,y) jsou omezené konstantou M,
rozdil |7 (y)(x) — yo| muzeme odhadnout jak pro z < xq tak pro z > x¢:

[T (W) (@) = yol =

Aﬁwmmak

[ 1o ] < o= a3 < 501

Pokud 6 < b/M potom pro = € I plati [(T(y))(z) —yo| < b, a tedy zobrazeni .7 zobrazuje
metricky prostor P do sebe.

(b) Zobrazeni .7 je kontraktivni, pokud plati p(T(y1), Z(y2)) < ¢ p(y1,y2) pro néjaké
0 < ¢ < 1 a vSechna y;,ys. Vyuzijeme predpokladu, ze funkce f(z,y) je lipschitzovska
v proménné y na obdélniku @), tj. ze existuje konstanta L > 0 takova, ze

’f(xayl) - f(%?/z)\ < L’yl - yQ‘ V($,yl)7 (95,92) €Q. (4.4)

Pro libovolné funkce y1(x),y2(x) € P, x € I5 (x < 29 nebo x > x() potom plati

[T () (@) = T(ya)(2)| =

mfa#wmmw—%—L&wmwm4s

<

/ [ 91(8)) — f(# 9a(1))] dt‘ < | = @of - L - max |y (z) — ()]
o
Jestlize zvolime § < ¢/L, potom pro kazdé y;,ys € P plati

max [(F(y1))(x) — (F(y2))(2)] < ¢ max [y (z) — ya(2)],

z€ls

coz je podminka kontraktivnosti zobrazeni 7.

Ukézali jsme, ze pro § = min {a, b/M, ¢/ L} zobrazeni .7 v iplném metrickém prostoru
(P, p) spliuje predpoklady Banachovy véty 4.3, a proto ma pevny bod y* = 7(y*), ktery
je hledanym fesenim pocéatecni ulohy (4.1). O

Pripomenme jesté konstrukei pribliznych feseni y,,, kterd je souc¢asti dukazu Banachovy
véty, tuto konstrukei lze vyuzit k vypoctu teseni.

Za pocatecni aproximaci yo(z) zvolime konstantni funkei rovnu stejné oznacené hod-
noté pocatecni podminky 7. Dalsi hodnoty ziskame iteracemi

v = (o),
vy = T(n) = T(T(yo)) = T (W),
ys = T(y2) = T(T*0)) = T (wo)

Y = T(ga) = T(T™ () = T (1)

Konvergence takto sestrojené posloupnosti {y,} a skutecnost, ze limita y* je pevnym
bodem, je zahrnuta v dukazu Banachovy véty.
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POZNAMKY 4.4

(a) Pokud funkce f(z,y) mé omezenou parcidlni derivaci podle y v konvexnim okoli,
potom funkce f(z,y) je lipschitzovskd v y. Skutecné, podle véty o stiedni hodnoté

Fe ) — fo,g0) = g—;‘@,o@l )

pro néjaké & z intervalu (yi,y2) nebo (y2,y1). Proto se ¢asto podminka lipschitzov-
skosti v proménné y nahrazuje silnéjsim predpokladem spojitosti parcialni derivace
funkce f(z,y) podle y, protoze z ni uz plyne omezenost této parcidlni derivace a
tim i lipschitzovskost funkce f(x,y) v proménné y. Z véty plyne existence reseni jen
v néjakém okoli bodu (xg, yo), proto staci pouze lokélni lipschitzovskost.

(b) Veéta dokazuje existenci feseni pouze v intervalu I. Pokud v krajnim bodé intervalu
jsou predpoklady opét splnény, existuje feseni i v tomto bodé. Diky jednoznacnosti
obé feseni muzeme navazat. Pokud jsou predpoklady splnény v kazdém bodé oblasti
G, lze Teseni protahovat na maximalni interval, dokud graf feseni zustava v G.

Dikaz Peanovy véty je zalozen na nésledujicim tvrzeni, viz napt. [8], str. 610:

VETA 4.5 ARZELAOVA-ASCOLIHO VETA
Necht {y,(z)}>2, je posloupnost funkei na omezeném intervalu I, které jsou:

(a) stejné omezené, tj. existuje M > 0, ze pro kazdé = € I a kazdé n € N plati
lyn(2)| < M, Vzel,VneN,
(b) stejné spojité, tj. pro kazdé e > 0 existuje § > 0, Ze pro kazdé x1, 290 € I, n € N

|z1 — 2o <6 — [Yn(21) — yn(z2)| < €.

Potom posloupnost {y,(z)} obsahuje podposloupnost {y, (x)}, kterd konverguje stej-
nomérné na celém intervalu I k néjaké spojité funkei y*(x).

POzZNAMKY 4.6 Pojem stejné omezenosti i stejné spojitosti ma smysl jenom pro posloup-
nost funkci. Predpoklad, ze funkce jsou stejné omezené znamena, ze vSechny funkce jsou
omezeny stejnou konstantou M > 0 nezavislou na n.

V definici stejné spojitosti (také zvané rovnomocné spojitosti) se pro kazdé € > 0
vyzaduje § > 0 univerzdlni pro vSechny funkce y,(z), tj. konstanta § zavisi pouze na &
a nezavisi na zadné z veli¢in n, 1, rs. P stejnomérné spojitosti muze byt o pro kazdou
funkei y,(z) jiné a v (oby¢ejné) spojitosti se 6 muze ménit i s proménnou .

Idea dukazu Peanovy véty.

Sestrojime posloupnost pribliznych feseni y,(x) poc¢atecni tlohy (4.1) na intervalu
I = (x9, xy + a). Dokazeme, ze tato posloupnost spliiuje predpoklady Arzelaovy-Ascoliho
véty. Podle této véty posloupnost {y,(x)} obsahuje podposloupnost {y,/ ()} C {y.(z)},
ktera konverguje stejnomérné na intervalu I k néjaké funkci y*(x). Ukdzeme, zZe tato limita
y*(x) je Fesenim ulohy (4.1).
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Podobné jako v predchozim dukazu vyuzijeme skutecnosti, ze funkce y(x) je teseni
pocatecni ulohy (4.1) jestlize plati

y() = yo + / " F(ty(t)) dt. (4.6)

Tento vztah je implicitni, obsahuje nezndmou y(x) na obou stranich, nelze ho proto vyuzit

pro definici feseni y(x). Pro 6 € (0,a) zavedeme funkci y°(z) se ,zpozdénim* 4, tj.
5 Yo pro = € (xg,xo + 9),

T) = - 4.7

y'(x) { yo+f;; éf(t,y‘s(t))dt pro = € (xg+0,a). (4.7)

Funkce y°(z) je definovand na celém intervalu (g, ro + a). Skuteéné, pro x € (xg, 2o + )
plat{ y°(x) = yo. Pii vypoctu funkce y°(z) v bodech x > o + & funkci f(¢,3°(¢)) integru-
jeme od 7 jen po x — &, tj. na intervalu, kde uz je y°(z) uréena.

Posloupnost {y,(x)} pribliznych feseni ziskdme tim, ze ve vztahu (4.7) volime po-
sloupnost zmensujicich se zpozdéni 6 = 1/n:

1 Yo pro z € (g, xo + 1),
() = yn = o—1/n " 4.8
yn(z) =y~ (x) { Yo + fxo Y ft,ya(t)) dt pro x > xg + % (4.8)

Potteba ovérit, ze predpoklady Arzelaovy-Ascoliho véty jsou splnény. Pro x < xg + %
je yn(x) konstantni. Protoze funkce f(z,y) je spojitd, v okoli (xg,yo) je omezend, tj.
|f(z,y)| < M aprox > zo+ % plati

yn ()] < [yo| + < |yl + (x — wo) M < |yo| + a M.

xz—1/n
/ £ty (8)) dt

Zo

Tento odhad dava, ze funkce y,(z) jsou stejné omezené na intervalu (xg, o + a).
Ovérme jeste, ze funkce jsou stejné spojité. Pro xq > xg + %, To > X+ % plati odhad

|yn(x2) _yn(x1>| = < M|I2—JJ1|,

z2—1/n
/ £t yn(t)) dt

1—1/n

z kterého plyne stejnd spojitost funkei y,(y), staci pro € > 0 polozit 6 = ¢/M. Odhad
plati i v pripadé, kdy x; nebo x5 je mensi nez xg + %

Podle Arzelaovy-Ascoliho véty tedy existuje vybrand podposloupnost {y,(z)}, ktera
stejnomeérné konverguje ke spojité funkei y*(x). Konecné protoze funkce y, () jsou stejné
spojité, pro jejich limitu y*(z) z (4.8) plyne (4.6), y*(x) je tedy feSenim.

Analogickym postupem lze dokéazat existenci feSeni i v levém okoli bodu x. U

POzZNAMKA 4.7 Poznamenejme, Ze ve tvrzeni Arzelovy-Ascoliho véty neni jednoznacnost
limity y*(x) vybrané podposloupnosti {y, (z)}. Ruzné podposloupnosti {y, (z)} mohou
konvergovat k ruznym limitdm, a proto feSeni y*(z) neni uréeno jednoznacné.
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Soustava rovnic prvniho fadu (SODR1)

Pocatecni tlohu pro soustavu (obecné nelinedrnich) rovnic prvniho fadu lze pomoci
vektorové symboliky zapsat ve tvaru

y/ = f([[‘, Y) ) y(l‘[)) =7, (49)
kde f = (fi,...,fn) : I XxR* = R* a9 = (71,...,7) € R ReSenfm soustavy na
intervalu I C R je potom vektorova funkce y = (yi1,...,y,) : I — R™ takova, ze kazdé

y; € CY(I) a rovnosti v (4.9) plati pro vsechna z € I.
Tato uloha je formulovdna podobné jako uloha (4.1). O jeji Fesitelnosti plati véty
analogické vétam Peanové a Picardoveé:

VETA 4.8 (O EXISTENCI A JEDNOZNACGNOSTI RESEN{)

Necht kazdd slozka fi(x,y1,...,yn) vektorové funkce f(x,y) je spojitd v okoli bodu
(x9,7y). Potom existuje feseni tlohy (4.9) v okoli x.

Necht kazda slozka fi(x,y1,. .., y,) vektorové funkece f(z,y) je navic i lipschitzovska
v proménnych yi, ..., y, v okoli (zg,71,...,7,). Potom Feseni y(x) tlohy (4.9) je uréeno
jednoznacné.

Diikaz véty Picardovy (i Peanovy) 1ze snadno zobecnit pro piipad soustavy rovnic. Vek-
torova funkce y(z) = (y1(2), ..., y.(x))? je feSenfm tlohy (4.9), pravé kdyz pro viechna
x € I plati rovnost y(z) =y + f;) f(t,y(t))dt, tj.

yi(r) = v —I—/ filt,y1(t), ..., yn(t)) dt, 1=1,2,...,n. (4.10)

Opét vyuzijeme Banachovu vétu o pevném bodu kontraktivniho zobrazeni.

Bud okoli Q = (x¢ — a, g+ a) x {(y1 — b,y +b) X -+ X {7, — b, 7, + b) bodu (zg,7)
obsazeno v definienfm oboru G C R™™ funkef f;(z,y).

Za metricky prostor P vezmeme prostor vektorovych funkci spojitych na intervalu
Is = (xg — 0,29 + 0) a lezicich v Q:

P:{y:(yl,...,yn)‘ yi € C(Is), lyi(x) —v| <b pro z'zl,...,n},

pricemz hodnotu § € (0, a) uréime pozdéji. Na tomto prostoru definujeme metriku
ply. ) = maxma () — 5(a)].
Zvoleny metricky prostor je v dané metrice iplny. Déle postupujeme analogicky:

(a) pomoci (4.10) definujeme operator .7, jehoz pevny bod je fesenim (4.9),
(b) ukazeme, ze pro mald 0 operator zobrazuje metricky prostor P do sebe

(¢) a pro mald 0 zobrazeni .7 je kontraktivni.

Potom z Banachovy véty uz plyne existence jediného pevného bodu a tim i existence
a jednoznacnost feseni nasi ulohy. Také dukaz Peanovy véty z rovnice prvniho fadu lze
rozsitit na soustavu rovnic prvniho radu.
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Rovnice vyssiho fadu (ODRn)
Pocatecni ilohu pro rovnici n-tého radu zapisujeme ve tvaru

(n)

y™ = f(r,u, v,y ™), Pz = k=0,1,...,n—1. (4.11)

Ptripomenme, Ze funkce y(x) je teSenim tlohy (4.11) na intervalu I, jestlize y € C™(I),
jsou splnény podminky y*)(x¢) = v pro k= 0,1,...,n — 1 a rovnost
Y™ = fla,y(x),y (z),...,y" Y (z)) plati na celém intervalu I.

O existenci a jednoznacnosti feseni této tlohy vypovida nasledujici véta:

VETA 4.9 (O EXISTENCI A JEDNOZNACNOSTI RESENT)
Necht funkce f(z,&o, &1, .-, &—1) je spojitd v okoli bodu (g, Y0, V1, - - -5 Yn_1)-
Potom existuje feseni tlohy (4.11) v okoli bodu .

Dale necht f(z,&, &1, .., &—1) je navic lipschitzovskd v proménnych &y, &1, ..., &
v okoli bodu (2o, Y0, Y1, - s Yn—1)-
Potom feseni y(x) ulohy (4.11) je jednoznaé¢né.

Diikaz. Ulohu (4.11) prevedeme na tlohu (4.9) a vyuzijeme Vétu 4.8 o existenci a jedno-
znacnosti feseni soustavy rovnic prvniho radu.
Pomoci transformace

no=y, Y=y, y=y, . .. Y=y

tuloha (4.11) pfejde na soustavu n rovnic prvniho fadu

Y1 = Y2, y1(zo) ="

Y =3, y2(z0) =,

: : : : (4.12)

Y1 = Yn, Yn-1(T0) = Yn-2,

Yo = f@ynge, ), Yn(To) = -1
Podle ptedpokladu je kazda z funkci pravé strany tohoto systému spojita, piipadné i
lipschitzovska v &g, &1, ..., &—1. Proto podle Véty 4.8 o existenci a jednoznacnosti feseni
soustav existuje jediné feseni y(z) = (y1(z),...,yn(z)) soustavy (4.12), vyhovujici uve-
denym pocateénim podminkdm. Prvni slozka y;(x) tohoto feseni je soucasné hledanym
fesenim ulohy (4.11). U
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5. Okrajové ulohy

Zatim jsme se zabyvali po¢atecnimi dlohami. Rovnice n-tého fadu nebo soustava n
rovnic prvniho fadu byla doplnéna n podminkami v jednom bodé zy. Diferencidlnimi
rovnicemi obvykle modelujeme situace z technické praxe. Rovnice, ve kterych nezavisla
proménna x mé vyznam casu, obvykle vedou na pocatecni ilohu — pro modelovani situace
v ¢ase x > xg rovnici musime doplnit informacemi o stavu v ¢ase xg, z kterého vychazime.

V technické praxi se vSak vyskytuji i situace, které vedou na tzv. okrajové ulohy. Jako
pifklad uvedme deformaci nosniku. Pii deformaci nosniku prihyb popisuje proménnd
y(x), pricemz x probihd interval I = (a,b) — proménnd = zde méa vyznam prostorové
souradnice. Rovnici, kterou uvazujeme uvnitt intervalu I, musime doplnit informaci o si-
tuaci na koncich nosniku, tj. v bodech a,b. V ptipadé rovnice nosniku, kterd je ¢tvrtého
radu, rovnici doplnime ¢tyfmi podminkami: dvémi v bodé a, dvémi v bodé b.

Pocatecni a okrajové ulohy

U pocateéni ulohy ma smysl zadavat derivace v jednom bodé; kazda ,rozumna“ sou-
stava nezavislych n podminek pro hodnoty derivaci nultého az n-1 fddu tyto hodnoty
urcuje. V pripadé okrajovych tloh je nutné zadavat hodnoty a derivace neznamé funkce
v obou koncovych bodech. Smysl mé také zadavat podminky ve tvaru kombinace hodnot
a derivaci: naptiklad u(a) + v'(a) = A.

Na rozdil od pocatec¢nich tloh, ve kterych je v podstaté jedind moznost, jak zadat
pocatecni podminky v jednom bodé, v ptipadé okrajovych tloh lze tedy zadat okrajové
podminky mnoha ruznymi zptusoby.

Z hlediska zkoumani existence a jednoznacnosti feSeni jsou okrajové lohy obtiznéjsi:
zatimco pocatecni loha pro ,rozumnou® funkei f(z,y) mé Feseni pro libovolné pocétecnt
podminky, v ptipadé okrajové tlohy tloha muze mit pro nékteré hodnoty okrajovych
podminek praveé jedno feseni, zatimco pro jiné nema zadné feseni, nebo jich ma nekonecné
mnoho. Jako pifklad uvedme jednoduchou linedrni rovnici

PRIKLAD 5.1 o' +y=0, yla) = A, y(b)=1B.

Resent: Obecné feseni mé tvar y(z) = ¢; cosx + ¢y sinx. Polozime-li a = 0, A = 0, feseni
maé tvar y(x) = cgsinz. Pokud b neni ndsobkem 7, pro libovolné B najdeme pravé jedno
feseni. Pokud vsak b = m a B # 0, podminku y(7) = cosinm = B nelze splnit zédnou
volbou ¢y — TeSeni tedy neexistuje. Konecné je-li b = 7, B = 0, podminka je splnéna pro
kazdé c, — feSeni je nekonecné mnoho. O

VVVVVV

ni ulohy, poc¢atecni podminka urcuje hodnotu feseni v xy a hodnoty v dalsich bodech z;
postupné dopocitavame; tloha je lokdlni, muzeme kdykoliv skonéit. V piipadé okrajové
ulohy rovnici diskretizujeme pomoci déleni a = 2y < ;1 < --- < z,, = b. Dostavame tak
soustavu rovnic pro neznamé yo,yi, ..., yn, piicemz y; ~ y(z;). Resenf y; dostaneme az
po vyfteseni celé soustavy, okrajova iloha je v tomto smyslu globalni.

Okrajova uloha pro rovnici druhého radu
Budeme se zabyvat rovnici druhého fadu

"= f(z.y.y) (5.1)

na intervalu (a, b) se spojitou funkei f(x,&,n).
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Ruzné typy okrajovych podminek
Rovnici (5.1) musime doplnit dvémi podminkami; po jedné v koncovych bodech x = a
a x =b. V koncovém bodé x = b muzeme predepsat:
(a) Dirichletovu okrajovou podminku: hodnotu y(b) = B,
(b) Neumannovu okrajovou podminku: derivaci y'(b) = B,
(¢) mnebo jejich kombinaci Robinovu okrajovou podminku: 3/ (b) + ky(b) = B, které
se 1iké také Newtonova okrajova podminka.
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Obr. 15: Dirichletova okrajovd  Obr. 16: Neumannova okrajovd  Obr. 17: Robinova okrajova
podminka y(b) = B. podminka y'(b) = podminka y'(b) + ku(b) = B.
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Analogické podminky muzeme predepsat v koncovém bodé x = a. Protoze derivaci
v koncovém bodé bereme ve sméru vnéjsi normaly, tj. ven z intervalu I, v levém koncovém
bodé a piseme derivaci se zapornym znaménkem, napt. —y'(a) + ky(a) = A.

Fyzikalni vyznam podminek

Pokud nezndmd y(x) mé vyznam teploty v rovnici pro ustalené vedeni tepla v tyci
(a,b), potom podminka y(b) = B ma vyznam predepsané teploty B, naptiklad y(b) = 0
dosdhneme ponotenim konce b do nadoby se smési vody a ledu. Podminka 3/(b) = ¢
znamend predepsany tepelny tok g ven v konci b, napiiklad 3/(b) = 0 znamen4, ze koncem
tyce b neprochéazi zadné teplo, coz nastava v ptipadé izolovaného konce tyce. Robinova
podminka y'(b) = —k(y(b) — B) popisuje situaci, kdy tepelny tok w = —ku, zdvisi na
rozdilu teploty u(b) a teploty B okoli konce tyce b.

Také ve druhém koncovém bodé a predepiseme jednu podminku z uvedenych typu.
Pozor na znaménko. Prilozime-li k levému konci a tyce tepelny zdroj o vykonu g > 0,
podminka bude y/(a) = — A, ptilozime-li zdroj o vykonu g k pravém konci b tyce podminka
bude ¥/ (b) = B, jestlize tepelna vodivost je k = 1.

Pokud na obou koncich pozadujeme Dirichletovu (Neumannovu, Robinovu) podminku,
mluvime o Dirichletové (Neumannové,Robinové) tloze. Pokud na obou koncich predepi-
Seme ruzné typy podminek, napiiklad y(a) = A, y/(b) = g, mluvime o smisené tloze.

Vsechny tii uvedené typy podminek lze zapsat ve tvaru

—aay(a) + Bayla) = A, ay'(b) + Foy(b) = B, (5.2)

pricemz nezaporné koeficienty «,, 3, a také ay, B, nesméji byt soucasné nulové, coz lze
zapsat podminkou

|| +[Bal >0, ap| + B > 0. (5.3)

Skutecné, volbou a, = 0, B, = 1 dostavame Dirichletovu podminku a volbou o, = 1,
By, = 0 Neumannovu podminku na konci a a podobné na konci b.

Obecnéji 1ze uvazovat také podminky ve tvaru nelinearni kombinace, jako priklad
uvedme (y/'(a))? + (y(a))* = 1, nebo y/(a)y(a) = 1, nebo y'(a) = sin(y(a)).
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Okrajova tloha pro linearni rovnici

O existenci a jednoznacnosti feseni okrajové tulohy nelze obecné snadno rozhodnout.
Jak lze ocekdvat, nejvice prozkoumdany jsou rovnice linearni.
Obecné feseni linedrni rovnice druhého fadu

Ly)(x) =" + ar(x) ¥ + ao(x) y = [(2) (5.4)
lze zapsat ve tvaru
y(z) = crur(x) + couz(z) + yp(2) | c1,00 €R, (5.5)

kde u;(x), ug(x) jsou dvé nezavisld feseni rovnice bez pravé strany tj. rovnice L(y) =0 a
yp(x) je partikuldrni feseni, tj. libovolné fesenf rovnice s pravou stranou L(y) = f(x).

Uvazujme Dirichletovu tlohu, rovnici s okrajovymi podminkami y(a) = A a y(b) = B.
Dosazenim obecného teseni do okrajovych podminek dostavame

y(a) = crui(a) + c2 uz(a) + ypa) = A,
y(b) = crui(b) + cauz(b) + y,(b) = B.

Je to soustava dvou linedrnich rovnic pro konstanty cy, co, kterou lze zapsat ve tvaru

ui(a) wus(a) a ) _ [ A=ypla)

uy(b) uz(b) C2 B—yy(b) )
Pokud matice této soustavy je regularni, soustava ma pravé jedno feSeni, jsou to konstanty
c1,Co v obecném teSeni okrajové ulohy. Jestlize matice soustavy neni reguldrni, soustava
a tim i okrajovéa tloha bud feseni nemd, nebo m4 feseni nekoneéné mnoho.

Také v piipadé obecnych linedrnich podminek (5.2) dosazeni obecného feseni do téchto
podminek vede na soustavu linearnich rovnic pro konstanty cy, ¢y s matici soustavy

_aau/l ((Z) + ﬁaul (a) —Ozau’Q(a) + BaUZ(a)
( apuy (b) + Byuq (b) aptty(b) + Byua(b) ) : (5.6)

Opét tesitelnost okrajové ulohy zavisi na této matici: pokud je regularni, existuji jediné
konstanty ¢, c3 a okrajova tloha ma praveé jedno feseni pro kazdé hodnoty A, B a libovolné
partikuldrni feseni y,(z). Pokud uvedena matice reguldrni neni, pro néktera A, B, y,(z)
okrajové tloha ma nekoneéné mnoho Feseni, pro ostatni A, B, y,(x) feSeni neexistuje.

Poznamenejme, ze v ptripadé pocatecni ilohy prislusna matice soustavy rovnic pro
konstanty ¢y, co byla Wronského matice

uy (o) uz (o) ) ,

Wlur, uo](z0) = ( uy(wo) us(xo)

ktera je regularni. Proto pocatec¢ni tiloha ma vzdy pravé jedno feSeni.

Rovnice v divergentnim tvaru

V pripadé okrajovych tuloh se casto studuji linedrni rovnice druhého radu zapsané
v tzv. divergentnim tvaru:

~[p)y) +qlx)y = fx),  x€(ab) (5.7)
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s koeficienty p(x) > a > 0, g(x) > 0. Pro jednoduchost uvazujme Dirichletovu tlohu,
tj. okrajové podminky y(a) = A a y(b) = B. Lze uvazovat i Neumannovy, Robinovy
podminky nebo smiSenou tlohu.

Vynédsobme rovnici tzv. testovaci funkel v € C'(a,b) spliujici v(a) = 0, v(b) = 0
a integrujme ptres I = (a,b). Prvni integrdl prevedeme pomoci integrace per partes
— [ilpy) vdx = [, py' o' dz. Dostévéme tak identitu

[ b)) @) + ) i) o)) de = [ 1) vl da. (5:5)

ktera umoznuje zavést pojem tzv. zobecnéného tesent:

DEFINICE 5.2 Funkci y(z) nazveme zobecnéngm resenim okrajové ulohy (5.7), jestlize

(a) y(z) mé integrovatelnou derivaci,

(b) spliuje okrajové podminky y(a) = A, y(b) = B a spliiuje integralni identitu (5.8)
pro kazdou funkci v(z), kterd ma také integrovatelnou derivaci a spliuje nulové
okrajové podminky v(a) = v(b) = 0.

Pomoci vysledku funkcionalni analyzy lze dokazat, ze za uvedenych predpokladiu méa
uvedena okrajova uloha praveé jedno feSeni.

Formulace zobecnéného feseni v Definici 5.2 je zdkladem pro vypocet ptiblizného reseni
rovnice (5.7) nejrozsitenéjsi numerické metody zvané Metoda konecnych prvku.

Okrajova tiloha pro rovnici ¢tvrtého radu

Rovnici ¢tvrtého tadu vy = f(z,y,y',y”, y") na intervalu (a, b) musime doplnit ¢tyimi

podminkami. Obvykle zaddvame dvé podminky v bodé x = a a dvé v bodé x = b.
Tyto podminky svazuji hodnoty y(x), vy (z),y"(z),y" (x) nezndmé funkce y(z) v krajnich
bodech, podminky mohou byt libovolné, musi vSak byt navzajem nezavislé.

Jako pifklad uvedme rovnici popisujici ohyb tyée a pruhyb nosniku

y"(x) = f(x),

ve které nezndméd y(xr) mé vyznam pruhybu, tedy posunuti nosniku v bodé z ve sméru
kolmém na nosnik, a f(z) popisuje zatizeni nosniku. V koncovém bodé z = b zaddvame
dvé z ¢ty nasledujicich podminek

y(b) = By, y'(b) = By, y"(b) = By, y"(b) = Bs.
Uvedme ¢étyfi zakladni dvojice podminek a jejich fyzikalni vyznam:
(a) y(b) = B, y'(b) = 0 — vetknuty konec: konec se nemuze posouvat v kolmém

smeéru ani se nemuze otacet,

(b) y(b) =B, y"(b) =0 — podepieny konec: konec se nemuze posouvat ale muze se
volné otacet okolo kloubu, nepusobi pritom na néj zadny otacejici moment,

(¢) ¥'(b) =0, y"(b) = 0 — konec se nemuze otacet, muze se vsak volné posouvat v
kolmém smeéru, nepusobi na néj zadna tzv. posouvajici sila. Naptiklad tloha zrca-
dlové symetrickd podle osy x = b vede na tyto podminky v bodé b a
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(d) y'(b) =0, y"(b) = 0 — volny konec: konec se muze volné posouvat i otacet,
nepusobi na néj zadna posouvajici sila ani otacejici moment.

B } 1 B

b x b x b x x
Obr. 18: Piipad (a). Obr. 19: Piipad (b). Obr. 20: Piipad (c). Obr. 21: Pifpad (d).

L
)

Lze také predepsat kombinaci podminek, naptiklad dvojice podminek y"”(b) +ky(b) = B,
y” = 0 popisuje pruzné podepreni.

Analogické podminky predepisujeme v koncovém bodé x = a, jenom liché derivace se
casto pisi s opacnym znaménkem, protoze vnéjsi normala v levém konci je —1.

Resitelnost okrajové tlohy pro linearni rovnici ¢tvrtého radu

V obecném piipadé je obtizné odvodit jednoduché podminky zarucujici existenci a
jednoznacnost feseni okrajové ulohy.
Uvazujme proto rovnici L(y) = f(x) s linedrnim operatorem ¢tvrtého radu

L(y) = y"" + as(@) y" + as(2) y" + ar(2) y' + ao(2) y
a spojitymi koeficienty ag(z), as(x), a(z), ap(x). Obecné feseni této rovnice mé tvar
y(z) = crui(x) + caua(x) + cs3uz(x) + caua() + yp(x) 1,9, 03,04 €ER,

kde wy(z),us(w), us(z), us(z) je ctvefice nezavislych feseni rovnice L(y) =0 a y,(x) je

partikularni feseni rovnice L(y) = f(z). Opét dosazenim obecného feseni do okrajovych

podminek dostavame soustavu rovnic pro konstanty ci,cs,c3, cy. Matice této soustavy

odpovida Wronského matici v ptipadé pocatecni ulohy. Pokud je regularni, soustava ma

pravé jedno feseni ¢y, ¢z, c3, ¢4, které urcuje feseni y(x) zkoumané okrajové ulohy.
Uvazujme napiiklad okrajové podminky

y(a) = A07 y”(a) = Al ) ?J(b) = BO7 y”<b> = Bl )
které popisuji situaci, kdyz oba konce nosniku jsou podeptené, tj. mohou se v pevném

kloubu volné otacet. Dosazenim obecného feseni do okrajovych podminek dostavame sou-
stavu ¢tyt linedrnich rovnic pro konstanty ¢y, ¢a, ¢3, ¢4 s matici soustavy

ui(a) wug(a) wus(a) wu4a)
ui(a) wy(a) wuz(a) wj(a)
ui(b) ua(b) us(b) ua(b)
uy(b)  ug(b) uz(b)  uy(b)

Pokud je tato matice reguléarni, uvedena okrajova iloha ma pravé jedno feSeni pro libo-
volné hodnoty Ay, Ay, By, By a libovolné partikuldrni feseni y,(z).
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Vicebodové tlohy

Dosud jsme uvazovali poc¢atecni ilohu, kdy vSsechny podminky jsou zadany v jednom
bodé a okrajovou ulohu, ve které jsou podminky zadany v koncovych bodech intervalu I,
pritom TeSeni rovnice hleddme v intervalu /. Dal§im zobecnénim jsou tlohy vicebodové,
kdy podminky jsou zadany ve tfech nebo vice bodech — pocet podminek pfitom musi byt
roven radu rovnice.

Odlisnou tlohu dostaneme v situaci, kdyz podminek je vic, nez je fad rovnice. Potom
interval I rozdélime na nékolik podintervalu I; a rovnici fesime na jednotlivych intervalech
I;. Ve stycnych bodech jsou zadany hodnoty feseni nebo spojity prechod hodnot derivaci,
piipadné zadané skoky derivaci.

Jako pifklad uved'me tlohu, kterd modeluje most tvofeny nosnikem I = (a, d). Nosnik
je podepreny dvémi piliti v bodech b, ¢, pficemz a < b < ¢ < d. Zatizeni nosniku je dano
funkei f(z). Vysku podpor v bodech a, b, ¢, d oznacme po radé A, B, C, D. Predpokladame,
ze nosnik je vetknut na levém konci a pod nulovym thlem a na pravém konci d je volné
podepten, tj. bez otacivého momentu.

Redeni y(x) rozdélime na tii ¢dsti: funkei y1(z) na intervalu I; = (a, b), funkei y,(z)
na Iy = (b, ¢) a funkci y3(x) na I3 = (¢, d). Pokud funkce f(z) je spojitd, hleddme funkce
yi(z), které maji t¥i spojité derivace v intervalech I; takové, ze:

(a) Ve vnitinich bodech intervalu I; je splnéna rovnice, t;.
yi'(x) = f(x), z€l 1=1,2,3.

(b) 'V koncovych bodech a,d podminky vetknuti a podepteni nosniku dévaji
y1<a):A7 yll(a>:()7 y3(d) :D’ yg(d)zoa

(c) Podepteni nosniku na pilitich b, ¢ urcuji podminky

y1<b) =B, y2<b) =B, yQ(C) =C, yg(C) =C.

(d) Podpory v bodech b, ¢ predstavuji klouby, proto zde prvni a druhé derivace spojité
prechézeji, nosnik zde neni ,zlomen“, neméni se ani otacivy moment:

yi(b) = yo(b), ¥ (b)) =y5(b),  wyle) = ys(c), walc) = v5(c)

Uloha piedstavuje sdruzené ti rovnice étvrtého fadu na intervalech (a,b), (b,¢), (c,d).
Proto jsme potiebovali celkem 3 x 4 = 12 podminek.

a b d =
yi(a) = A y1(b) = y2(b) = B y2(c) = y3(c) = C ya(d) = D
yi(a) =0 Y1 (0) = y5(b) ys(c) = y3(c) yi(d) =0

Y1 (b) = y5(b) y5(c) = y3(c)

Obr. 22: Ctyibodové tloha s podminkami pro most s dvémi piliFi.

S touto situaci jsme se setkali pii definici kubického splajnu. Také pro soustavy ODR
lze formulovat okrajové i vicebodové tlohy.
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6. Stabilita a atraktivita resSeni

Stabilita feseni (také rovnic, tloh, metod atd.) je dulezita vlastnost, kterd vypovidd
o tom, jak citlivé je feSeni na zménu dat, tj. podminek, koeficientu, parametru, atd. Uz
jsme se s ni setkali v pripadé soustavy linearnich rovnic Ax = b, u nichz se zvazuje, zda
je soustava dobfe nebo Spatné podminéna. Také definice spojitosti funkce f(x) v bodé zg
je vlastné specidlnim piipadem stability funkce f(z) pfi zméné argumentu x v okoli .

Stabilitu lze obecné charakterizovat vétou: malé zmény dat (koeficientt, parametru)
vyvolaji malou zménu tresSeni. ,Malost zmén“ obvykle definujeme pomoci tzv. -
gymnastiky, se kterou jsme se setkali pfi definici limity funkce: pro kazdé ¢ > 0 existuje
0 > 0, takové, ze pokud se data zméni o méné nez ¢, feseni se zméni o méné nez €.

V jednotlivych piipadech vSak nutno specifikovat, ktera data ménime, jak zménu dat
mérime a také kde a jak zménu feSeni mérime.

Stabilita reSeni pocatecni tilohy ODR1

Nejdiive budeme sledovat zavislost feseni obycejné diferencidlni rovnice prvniho fadu
na zménach pocatecni podminky: zda mald zména pocatecni podminky vyvold malou
zménu feSeni. Presnéji, zkoumame, zda pro jakkoliv maly rozsah ¢ > 0 existuje rozsah
0 > 0 pocatecni podminky, ktery zaruci, ze zména hodnot feseni na dané mnoziné bude
mensi nez ¢.

Uvazujme diferencidlni rovnici prvniho fadu

y = fz,y), (6.1)

na intervalu I s pocatecni podminkou v bodé zy € I. Pti téchto ivahach obvykle bereme
I = (x9,00). Dale bud yo(z) Fesen{ této pocdtecni tlohy na intervalu I. Aby ndsledujici
definice méla smysl, predpokldddme, Ze rovnice (6.1) ma také feseni na celém intervalu
I i pro pocéteéni podminky v xy s hodnotami v ur¢itém okoli hodnoty yo(xy). Obvykle
predpokladame také, ze tato feseni jsou svoji pocateéni podminkou urcena jednoznacneé.

DEFINICE 6.1 Resenf yo(z) rovnice (6.1) nazveme stabilni na intervalu I = (z,, 00)
vzhledem k pocatecni podmince v bodé x, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje 6 > 0
takové, ze pro kazdé feseni y(z) rovnice (6.1) plati:

ly(xo) — yo(zo)| < 6 — ly(x) —yo(z)| <e Vzel. (6.2)

el s M
§ e e yo(x)

To Obr. 23: Reseni stabilni vzhledem k poéateéni podmince v zg

POZNAMKY 6.2

(a) Definice popisuje vlastnost: pokud se poc¢atecni podminka v zg zméni o méné nez 4,
potom feseni na celém intervalu I se zméni a o méné nez ¢, pricemz pro libovolné
malé kladné e najdeme kladné . Této vlastnosti se tikd ljapunovska stabilita.
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(b) Rekneme, Ze Feseni yy(x) je stabilni na [ = (a,b), jestlize je stabilni vzhledem
k pocéteéni podmince v kazdém zy € I na (xo,b). Dale fekneme, ze rovnice (6.1)
je stabilni na I, jestlize vSechna jeji feseni jsou stabilni na 1.

(c) Pokud feseni rovnice existuje jenom na néjakém omezeném intervalu I = (a,b),
definujeme stabilitu pouze na tomto intervalu I.

(d) Obvykle stabilitu uvazujeme na intervalu I = (xg, o), tj. pro x rostouci. Pokud nas
zajimé teseni pro x klesajici, stabilitu definujeme pro interval (—oo, zo), piipadné
na intervalu I = (a, o).

(e) Nekteti autori, viz [1], zavadéji dalsi druhy stability, napiiklad stejnomérnou sta-
bilitu, kdy v definici pozadujeme stabilitu vzhledem ke vsem bodum xg, pricemz
parametr 6 > 0 zavisi pouze na € > 0, tj. nezavisi na bodé z.

Déle zavedeme pojem atraktivniho feseni, které pritahuje blizka feseni:

DEFINICE 6.3 Resenf yo(z) rovnice (6.1) nazveme atraktivni, také pritazlivé, jestlize
feseni yo(z) pri  rostoucim ,pritahuje k sobé feseni v okoli“, pfesnéji jestlize existuje
d > 0, ze pro kazdé feseni y(x) rovnice (6.1) spliujici |y(zo) — yo(xo)| < d plati

ly(z) — yo(z)| = 0 pro & — 0o.

5 ///"—‘“\\\\\\\‘__~d/___\\\\\\&_
5 _\/\\yo(l‘)
\/—_

Zo T

Obr. 24: Reseni atraktivni vzhledem k po¢ateéni podmince v z
POZNAMKY 6.4

(a) Poznamenejme, Ze stabilni feseni jesté nemusi byt atraktivni a naopak existuji feseni
atraktivni podle této definice, které nejsou stabilni. Proto nékteti autofi pozaduji,
aby atraktivni feseni bylo také stabilni.

(b) Obvykle uvazujeme o stabilité feseni na intervalu I = (zg,00) a atraktivité fesent
pro x — oo. Analogicky lze definovat stabilitu na libovolném intervalu I = (a,b)
obsahujicim zy a také atraktivitu feseni pro x — —oo nebo z blizici se k jednomu
z koncovych bodu a, b. Lze také definovat atraktivni rovnice na intervalu I.

CVICENI Zkoumejte stabilitu a atraktivitu fesen{ z Prikladu 1.6-1.10.

Stabilita rfesSeni linearnich rovnic

Za predpokladu, ze funkce a(z) i b(x) jsou spojité na intervalu I = (xg, 00), obecné
feseni linedrni rovnice prvniho fadu 3 + a(x)y = b(z) 1ze zapsat ve tvaru

y(x) = cu(x) + yp(z), ceR,

kde u(z) je nenulové feseni rovnice 3y + a(x)y = 0, y,(x) je partikuldrni feseni rovnice
y +alzx)y = b(z).
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P1i zkoumani stability konkrétniho teseni yo(z) je rozdil y(z) — yo(z) roven nésobku
fesen{ u(x). Vsechna feSeni jsou proto z hlediska stability na intervalu I stejné: bud jsou
vsechna stabilni, nebo vSechna nestabilni. Stabilita tedy nezavisi na partikuldrnim feseni
yp(2) ale jenom na chovani funkce u(z). Proto se obvykle zkouma stabilita nulového Feseni
rovnice bez pravé strany; je-li toto feSeni stabilni, jsou stabilni vSechna feSeni rovnice bez
i s pravou stranou.

Dale plati, ze pokud feSeni u(x) je omezené a nenulové, je kazdé feseni yo(x) stabilni,
tj. rovnice je stabilni. Ze stejného duvodu jsou také vSechna feseni atraktivni, nebo zadné
neni atraktivni, zélezi opét jenom na chovani u(x). Jestlize u(x) — 0 pro x — oo, budou
také vSechna resSeni atraktivni.

CVICENI Zkoumejte stabilitu a atraktivitu fesen{ rovnic z Pifkladu 1.15-1.18.

Stabilita soustav diferencialnich rovnic prvniho radu

Soustavu n diferencidlnich rovnic prvniho fadu na intervalu I = (g, 00) s po¢dtecni

podminkou v bodé zg € I pro fesen{ y(x) = (y1(z), ..., yn(x))" zapisujeme ve tvaru
y1 =iz, Y1, yn) yi(wo) =7,
: : (6.3)
Yp = ful®, 91, Un) Yn(T0) = M-

Bud yq(z) feseni pocatecni tilohy (6.3) definované na intervalu I = (g, 00) obsahujicim
bod xy. Aby definice méla smysl, budeme predpokladat, ze uvedend soustava rovnic ma
feseni na celém intervalu I a také pro pocatecni podminky v jistém okoli hodnoty y(zo),
proto opét predpokladdme, ze funkce f;(x,&y,...,&,) vystupujici na pravych strandch
rovnic jsou spojité a lipschitzovské v proménnych &, ..., &,.

Zapiseme-li soustavu ve vektorovém tvaru

y' =f(z,y)  y(xo) =7

dostavame formalné stejny tvar jako v pripadé rovnice prvniho fadu. Definice stability a
atraktivity feSeni snadno preneseme z ptipadu jedné rovnice na piipad soustavy rovnic.
Pouze rozdil hodnot y(x) —yo(z) musime ,méfit* jako velikost vektoru, napiiklad pomoci
maximové normy ||yl = ||yl = max{|y1],---,|ya|}. Lze uzit také souc¢tovou normu

lylli = >0, luil nebo eukleidovskou normu ||ylls = (yf + -+« + yi)lﬂ.

DEFINICE 6.5 Reseni yo(z) pocdtecni dlohy (6.3) nazveme stabilni na I = (z, 00)
vzhledem k pocatecni podmince v bodé xg, jestlize pro kazdé € > 0 existuje § > 0
takové, ze kazdé feseni y(z) ulohy (6.3) plati nasledujici implikace:

[y(zo) =vo(zo)| <o = [ly(®) =yo(@)[| <e zel. (6.4)

Daéle tekneme, ze feseni yo(x) je atraktivni v pocateéni podmince v zy pro z — 0o,
jestlize existuje 0 > 0, ze pro kazdé feSeni y(z) spliwujici ||y (xo) — yo(zo)|| < 0 plati

Iy () = yo(z)| = 0 pro - 00.

Obecné nékterd feSeni mohou byt stabilni a jind zase nestabilni, také néktera atraktivni
a jina neatraktivni.
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Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

Uvazujme soustavu linearnich rovnic zapsanou ve vektorovém tvaru
y=Ay+b (6.5)

s matici A spojitych koeficientt a;;(x) a vektorem b spojitych pravych stran b;(z). Obecné
feSeni této soustavy lze zapsat ve tvaru

y(@) = crw(2) + - + cpun(z) + y,(2),

kde funkce uy(z),...,u,(x) jsou n-tici nezévislych feseni soustavy y’ = Ay a funkce
yp(2) libovolnym feSenim soustavy y’ = Ax + b. Rozdil mezi feSenimi v definici stability
lze opét vyjadrit ve tvaru linedrni kombinace feseni w;(z):

y(z) —yo(z) = ciuy(z) + -+ - + cpuy(z) .

Proto stejné jako v pifpadé jedné linearni rovnice jsou i v pifpadé linedrni soustavy bud

v8echna feseni stabilni anebo vSechna nestabilni. Jestlize jsou vSechna uy(z),...,u,(x)
omezend, jsou také vsechna feseni stabilni. Pokud je alespon jedno feseni u,;(x) neome-
zené, jsou vsechna feSeni soustavy nestabilni. Dale pokud vSechna feseni u;(z), ..., u,(x)

v i j VS fesSeni v ivni I
konverguji k nule pro x — o0, jsou vSechna feSeni soustavy atraktivni, pokud alespon
jedno k nule nekonverguje, vSechna feseni jsou neatraktivni.

V piipadé soustavy rovnic s konstantnimi koeficienty a;; stabilitu a atraktivitu fesent
pro x — 0o lze urcit z vlastnich ¢isel matice A = {a;;}. Jednoduché redlné vlastni ¢islo A,
urcuje feseni u;(z) = ver®, které je v pifpadé )\; > 0 neomezené. Pokud ); < 0, pifslusné
feSeni je omezené a feSeni odpovidajici \; < 0 konverguje k nule.

V piipadé dvojice jednoduchych komplexné sdruzenych ¢isel A\j o = p £ iv zdlezi na
realné ¢asti p1, nebot e+ V® = et®cos(va) 4 sin(vr)] V pifpadé nasobnych kofent \ se
zapornou realnou c¢asti prislusna feseni konverguji k nule.

Slozitéjsi situace je pouze v pripadé vicenasobného korene A\ s nulovou realnou ¢asti,
kdy nekteré resen{ mohou obsahovat navic x napiiklad pro A; 5 = 0 mame u;(z) = ve®”,
uy () = vre® + we a byt tudiz neomezené.

Uvedené tuvahy lze shrnout v nasledujicim tvrzeni:

VETA 6.6 Uvazujme soustavu linedrnich rovnic (6.5) s konstantnimi koeficienty. Bud'te
A1, ..., A, Vlastni cisla matice A koeficientu soustavy. Potom pro x — oo plati:

(a) Pokud vSechna vlastni ¢isla A; maji zdpornou redlnou ¢ast, potom vsechna feseni
soustavy jsou stabilni a atraktivni.

(b) Pokud alespon jedno vlastni ¢islo mé kladnou redlnou éast, potom vSechna feseni
jsou nestabilni a neatraktivni.

(¢) Pokud vsechna vlastni ¢isla maji nezdpornou redlnou ¢dst a vsechna vlastni ¢isla
s nulovou realnou c¢éasti jsou jednoducha, potom vsSechna feseni jsou stabilni a
neatraktivni.

(d) V pripadé ndsobnych vlastnich ¢isel A; s nulovou redlnou ¢asti zalezi na tom, zda
v8echna feSeni u;(x) jsou omezend, nebo alespon jedno u;(x) je neomezené.

CVICENI Zkoumejte stabilitu a atraktivitu fesen{ soustav rovnic z prikladu 3.11-3.13.
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Stabilita reSeni diferencialnich rovnic n-tého radu

Uvazujme nyni rovnici n-tého fadu (n > 2), kterou muzeme zapsat ve tvaru

y™ = flz,y,y, ...,y V). (6.6)

Jeji TeSeni je urceno jednoznacné n pocatecnimi podminkami

y(xo) =, Y(@)=7v, .., y"(xg) =701 (6.7)

Necht xg € I = (zg,00) a funkce yo(x) je FeSenim pocatecni tlohy (6.6)—(6.7) na intervalu
I. Opét budeme predpokladat, ze vSechna feseni v okoli Feseni yy(x) jsou definovdna na
celém intervalu I.

Aby v definici stability feseni y(x) bylo ,blizké* Feseni yo(z), musime ,blizka* reseni
urcit ne jedinou ale n ,blizkymi“ poc¢ateénimi podminkami. Pokud rovnici n-tého radu
prevedeme na soustavu n rovnic prvniho fadu, dojdeme ke stejnému zavéru. Pro rovnici
vyssiho fadu definici stability prepiSeme nasledovneé:

DEFINICE 6.7 Rekneme, zZe fesenf yo(x) pocatecni tlohy (6.6)-(6.7) je stabilni v bodé
xo na intervalu I, jestlize ke kazdému € > 0 existuje 0 > 0 takové, ze pro kazdé feseni
y(x) rovnice (6.6) spliujici podminky

[y(z0) = o(zo)| <8, [/ (w0) = yo(wo)l <8, .., [y (o) — 95" " (x0)| < 8, (6:8)
plati
ly(z) —yo(z)| <e Vzel.

Podobné fekneme, ze teseni yo(z) rovnice (6.6) je atraktivni pro x — oo, jestlize
existuje d > 0 takové, ze pro kazdé teseni y(z) rovnice (6.6) splnujici (6.8) plati

ly(z) —yo(z)| = 0 pro = — oco.

Obecné, jako v predchazejicich pripadech, néktera feseni rovnice mohou byt stabilni
a jind nestabilni. V ptipadé linearnich rovnic je situace jednodussi.

Linearni rovnice n-tého radu
Uvazujme diferencialni rovnici L(y) = b(z) s linedrnim operatorem n-tého fadu

L(y) =y + ap 1 (@)y™ D + -+ ag(2)y” + a1 (2)y + ao(z)y
a se spojitymi koeficienty ag(z), ..., a,—1(x). Obecné feseni rovnice lze zapsat jako

y(x) =cru(x) + - - + cpun(x) + yp(x) , C1y...,0h ER,
kde wui(x),...,u,(x) je n-tice linedrné nezavislych feseni rovnice L(y) = 0 a funkce y,(z)
je partikuldrni feseni, tj. libovolné teseni rovnice L(y) = b. Opét rozdil feseni v definici
stability lze vyjadrit jako linedrni kombinaci feseni u(z), ..., u,(x)

y(x) —yo(x) = crug () + -+ - + cpup(x) .
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Proto bud’ jsou vsechna feSeni stabilni nebo vSechna nestabilni. Také jsou bud’ vSechna
feSeni atraktivni nebo vSechna neatraktivni. Stabilita a atraktivita nezélezi na parti-
kuldrnim feseni, zalez{ jen na chovéani feseni u;(x) rovnice L(y) = 0.

Pokud jsou vSechna tesent uy(z), . . ., u,(x) omezend, feseni budou stabilni, pokud ale-
sponl jedno ug(z) omezené neni, feSeni budou nestabilni. Podobné, pokud vSechna tesent
ui(z), ..., u,(z) konverguji k nule, feseni jsou atraktivni, v opaéném piipadé reseni atrak-
tivni nejsou.

V pripadeé rovnice s konstantnimi koeficienty stabilitu urc¢uji koteny Ay, ..., A\, charak-
teristického polynomu

PN =N +a, X"+ +aN +ad+ap.

Podobné jako v ptfedchozim ptipadé soustavy linearnich rovnic, redlnd ¢ast A; urcuje
omezenost piislusného fesent u;(x).

Z definice stability a atraktivity a vlastnosti feseni ODRn s konstantnimi koeficienty
plynou nasledujici tvrzeni:

VETA 6.8 (STABILITA LINEARNICH ROVNIC VYSSTHO RADU)
Uvazujme linedrni rovnici L(y) = b(x) s konstantnimi koeficienty a, . . ., a,—1. Ozna¢me
A1, ..., A, kofeny piislusného charakteristického polynomu P()\). Potom plati:

(a) Pokud vSechny koteny \; maji zdpornou redlnou ¢ast, vsechna feseni jsou stabilni
a atraktivni.

(b) Pokud alespon jeden kotren mé kladnou redlnou ¢ést, véechna fesent jsou nestabilni
a neatraktivni.

(c) Pokud vsechny kofeny maji zapornou nebo nulovou realnou ¢ast, kofreny s nulovou
realnou casti jsou jednoduché a existuje alespon jeden kofen s nulovou realnou
¢asti, potom vSechna Teseni jsou stabilni ale nejsou atraktivni.

(d) V piipadé vicenasobného kofene s nulovou redlnou ¢asti je alespon jedno Feseni
neomezené a tudiz vSechna teseni jsou nestabilni a neatraktivni.

CVICENI Zkoumejte stabilitu a atraktivitu fesen{ rovnic z Piikladu 2.8 -2.11.
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7. Autonomni rovnice a soustavy

Rovnici nebo soustavu rovnic nazveme autonomni, jestlize rovnice nebo soustava
nezavisi na nezavislé proménné. Autonomni rovnici prvniho fadu tak muzeme zapsat ve
tvaru ¢y’ = f(y), autonomni linedrni rovnice 3y + ay = b mé koeficienty a, b konstantni.
Zapis autonomni soustavy rovnic y’ = f(y) je podobny zdpisu autonomni rovnice prvniho
Fadu, autonomni linedrni soustava y’ = Ay + b obsahuje matici konstantnich koeficientu
A € R™™ a konstantni vektor b na pravé strané. Konec¢né autonomni rovnici n-tého radu
Ize zapsat ve tvaru y™ = f(y,y', 9", ..., y™ V).

Ve fyzikalnich aplikacich obvykle nezavisle proménnou x je cas. Pojem autonomni
rovnice (systém) je proto prirozeny — jde o jevy, pii kterych se s Casem = neméni podminky
jevu, které tvoii data tlohy; v ptipadé linearni rovnice jsou to koeficienty a prava strana.

Pripomenme pojem trajektorie feSeni soustavy rovnic y’ = f(y):

DEFINICE 7.1 Trajektorie feseni y(x) je mnozina hodnot, kterych nabyva feseni, je
to prumét grafu reseni v prostoru I x R" do prostoru hodnot, tzv. fazového prostoru,
kterym je R™. Pokud trajektorie je kiivka, orientujeme ji podle rostouciho x.

V pripadé konstantniho feseni je trajektorii jeden bod, tzv. singularni trajektorie.

Pro soustavu n rovnic prvniho fadu trajektorie feseni y(x),x € I je mnozina bodu
yv(z) = (1 (x),...,yn(x)) € R", x € I, kiivka v prostoru R", zatimco graf feseni je kiivka
v R"1 Trajektorie je tak primét grafu feseni do prostoru R”, tzv. fdzového prostoru:
{(1(2), ..., ya(x)) € R" | z € I} v R™. Pritom Sipka ukazuje orientaci ,,pohybu* hodnoty
feseni po trajektorii pii rostoucim .

Budeme se zabyvat trajektoriemi tiplnych feseni, tj. feSenimi na maximalnim intervalu,
které uz nelze prodlouzit na vétsi interval. Obvykle budeme predpokladat, ze podminky
existence a jednoznacnosti jsou splnény.

Rovnice prvniho radu

Prestoze autonomie a trajektorie maji vyznam zejména pro soustavu rovnic, nebo
rovnice vyssiho fadu, zacneme jednorozmérnym piipadem, kdy hodnoty feSeni jsou realna
¢isla a trajektorie jsou proto tsecky nebo body na ptrimce.

Autonomni rovnice prvniho fadu je rovnice tvaru y’ = f(y). Predpokladejme, ze funkce
f(y) je definovana, spojita a lipschitzovskd na mnoziné G C R. Trajektorie rostouciho
feSeni je usecka orientovand v kladném sméru, trajektorie klesajictho feseni je tsecka
orientovand v zaporném sméru. Trajektorie konstantniho feseni je jednobodova mnozina,
tzv. singularni trajektorie. Za¢neme linearni rovnici:

PRIKLAD 7.2 Urcete trajektorie feseni linedrni rovnice 3y’ = ay + b.

Resent: V tomto pifpadé lze snadno spocitat viechna fedenf rovnice a uréit jejich trajek-
torie. Pro a # 0 feSenim jsou funkce

c b
y(x) = —e* — — ceR.
a a
Pro ¢ = 0 dostdvame konstantni feseni y(x) = —2, jeho trajektorie je singularni, je to
bod y = —g. Pro a > 0, ¢ > 0 dostavame rostouci feSeni s trajektoriemi (—g, o0) orien-

tovanou kladné, pro a > 0,¢ < 0 je feSeni klesajici s trajektorii (—oo, —g) orientovanou

zaporné, viz Obr. 25. Obé trajektorie se vzdaluji od singuldrni trajektorie — 2

a’
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Z obrézku je vidét, ze singularni feseni y(z) = —% je nestabilni a neatraktivni. Také
ostatni feSeni jsou nestabilni a neatraktivni.

V pripadé a < 0 je situace odlisnd, obé trajektorie jsou orientované opacné, tj. sméruji
k bodu —2, viz Obr. 26. V tomto piipadé singuldrni feseni y(z) = —2 je stabilni a
atraktivni. Také vSechna ostatni feSeni jsou stabilni a atraktivni.

V piipadé a = 0, b # 0 jsou feSenim funkce y(z) = bx + ¢, jejich trajektorie je celd
piimka orientovana kladné pro b > 0 a orientovand zaporné pro b < 0. V piipadé a = 0,
b = 0 rovnice ¥’ = 0 ma jen konstantni feseni y(z) = ¢, kazdy bod redlné piimky je

singuldrni trajektorie. U
< @ > >0~

0 1 Y 0 1 Y
Obr. 25: Trajektorie feSeni rovnice 3y’ = y — 1. Obr. 26: Trajektorie feSeni rovnice ¢y’ = —y — 1.

V jednorozmérném piipadé pro urceni trajektorii feSeni autonomni rovnice y' = f(y)
neni nutné pocitat feseni. Staci zkoumat znaménko pravé strany f(y). Necht funkce f(y)
je spojita a lipschitzovskd. Koreny rovnice f(y) = 0 davaji konstantni feseni a jsou to
singularni trajektorie. Trajektorie rostoucich feseni jsou oteviené tsecky (bez koncovych
bodu) orientované kladné, jsou to body kde f(y) je kladnd. Trajektorie klesajicich Tesent
jsou oteviené usecky orientované zaporné, jsou to body, kde f(y) < 0. Takto lze snadno
uréit trajektorie feseni autonomni rovnice y' = f(y), vypocet jejiz feseni by byl pracny:

PRIKLAD 7.3 Urcete trajektorie fegeni rovnice v’ = (y + 1) 3% (y — 1) (y — 3).

Resend: Prava strana rovnice 3’ = (y + 1)y?(y — 1) (y — 3) je polynom péatého stupné
fly) = (y+1)y* (y—1) (y—3), ktery md koteny —1, 0, 1, 3, pficemz kofen 0 je dvojndsobny.
Rovnice proto ma ¢tyfi konstantni feseni y(z) = —1, y(z) =0, y(z) = 1, y(z) = 3, které
davaji ¢tyti singularni trajektorie — body y = -1, y =0,y =1, y = 3.

Polynom f(y) je v intervalu y € (3,00) kladny, je to soucin kladnych ¢isel. Resenf
je proto zde rostouci a jejich trajektorie je oteviend usecka (3,00) orientovand kladné.
Podobné v intervalech (0,1), (—1,0) je funkce f(y) také kladnd, feseni rostouci a jejich
trajektorie jsou oteviené usecky (0,1), (—1,0) orientované kladné. V intervalech (1,3),
(—o00, —1) je funkce f(y) zdporna, feseni klesajici a odpovidajici trajektorie jsou oteviené
usecky (1,3), (—oo, —1) orientované zaporné.

Z obrézku je vidét, ze singuldrni feseni y(z) = —1, y(z) = 0, y(x) = 3 jsou nestabilni
a neatraktivni, fesen{ y(x) = 1 je stabilni a atraktivni. O
< & =@ S=p=<< ® >
—1 0 1 3 )

Obr. 27: Trajektorie fesen{ rovnice y' = (y + 1)y (y — 1) (y — 3).

CVICENI Urcete trajektorie feseni nelinedrnich rovnic
(@) y=y"+1 (b) ¥ =27, (c) ¥ =y
d) vy=+v1-9*> (e) ¥y =y*-1) (f) v =siny.
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Autonomni soustavy rovnic

Pocatecni ilohu pro autonomni soustavu ODR prvniho fadu zapisujeme ve tvaru

y =1f(y), y(xo) =1, (7.1)

kde vektorova funkce f : G — R” je definovana a spojita v oblasti G C R™ a ¢ € R™.
Spojitost vektorové funkce f zarucuje existenci feseni pocatecni ulohy (7.1) pro kazdé .
Priddme-li podminku lokalni lipschitzovskosti funkce f(y), zaruc¢ime jednoznacénost feseni.
Potom trajektorie iplnych feseni maji nasledujici vlastnosti:

VETA 7.4 Trajektorie feseni soustavy y’ = f(y) se spojitou funkei f : G — R™ spliuji:

Trajektorie kazdého feSeni je souvisla mnozina v definicnim oboru G C R™.
Je-li y(z) uplné feseni definované na intervalu (a, b), potom pro kazdé ¢ € R funkce
ve(z) = y(x — ¢) je také iplné feseni na (a + ¢, b+ ¢) a ma tutéz trajektorii.
Pokud f(y) je spojité a lokalné lipschitzovskd, kazdé dvé tiplna feseni maji bud
disjunktni trajektorie nebo jejich trajektorie splyvaji (jsou totozné).
Pokud f(y) je spojita a lokalné lipschitzovska, existuji jen t¥i druhy trajektorii:
(i) singularni bod — trajektorie konstantniho Feseni,
(ii) uzaviena neprotinajici se kiivka, tzv. cyklus — trajektorie periodického fesent,
(iii) neprotinajici se kiivka bez koncovych bodu — trajektorie ostatnich feseni.

Nacrt dukazi.

(a)

(b)

Tvrzeni je dusledkem vlastnosti spojitého zobrazeni: Spojité zobrazeni souvislou
mnozinu zobrazi na souvislou mnozinu. Trajektorie je totiz spojitym obrazem inter-
valu, tj. souvislé mnoziny.
Z rovnosti y.(z) = y(z—c) plyne y(z) = [y(z—c)] = y'(z —¢)- [z = = y'(z —¢).
Spliuje-li y(z) soustavu rovnic pro x € (a,b), pak y'(x — ¢) = f(y(z — ¢)) plati v
bodé x —c, a tedy y.(x) spliiuje soustavu rovnic y.(z) = f(y.(x)) pro (z—c) € (a,b),
tj. ¢ € (a+c,b+c). Obé funkce davaji stejné hodnoty, maji proto stejnou trajektorii.
Pokud trajektorie dvou feseni y;(z) a y2(x) maji spoleény bod, existuji z,z2 € R
takové, ze plati yy(z1) = y2(x2). Podle predchoziho tvrzeni pro ¢ = x7 — x5 plati
yvi(x1) = yi(z1 — ¢) = yi(x2), tedy yi(x2) = ya(xs). Lipschitzovskost funkce f(x)
zarucuje jednoznacnost freseni, proto y;(z) = ys(z) nejen pro z = xzy ale i pro
ostatni  a obé trajektorie jsou totozné. Pokud trajektorie nemaji spole¢ny bod,
jsou disjunktni.
Konstantn{ feseni davé singuldrni trajektorii — pifpad (i). Necht iplné feseni nenf
konstantni. Jestlize y(x1) = y(z2) pro z; < xs, potom opét pro ¢ = xy — x; plati
ye(z) = y(x — ¢) pro x = x;. Jednoznacnost feseni dava y.(z) = y(z — ¢) = y(x)
pro viechna = € R. Reseni y(x) je proto periodickd funkce s periodou ¢ = x5 — x4
a jeji trajektorie je uzaviend neprotinajici se kiivka — pripad (ii).
Pokud se trajektorie nekonstantniho feseni neproting, tj. pro kazdé x; # xo plati
y(x1) # y(z2), trajektorie je neprotinajici se kiivka. Kiivka nemé koncové body,
protoze v koncovém bodé nekonstantniho feseni by feseni slo prodlouzit a bod by
nebyl koncovym bodem trajektorie ptipad — (iii).

d
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V piipadé n = 2 je grafem feseni kiivka v R3, trajektorii mnozina (vétsinou kiivka)
v rovingé, kterou lze nac¢rtnout. Budeme se proto zabyvat zejména soustavou dvou rovnic,
i kdyz ptislusna tvrzeni plati také pro soustavu tif a vice rovnic.

PRIKLAD 7.5 Urcete trajektorie feSeni soustavy rovnic yj = —ya, yh = 4.

Reseni: Do zderivované prvni rovnice y{ = —y4 dosadime za neznamou ¥, z druhé rovnice.

Dostavame tak rovnici v + y; = 0, jejimz obecnym resenim je vy, (x) = ¢; cosz + ¢y sin z.
1 3

Z prvni rovnice y, = —y| dopocitdme yo(z). Ziskali jsme tak Fesent:

y1(x) = ¢rcosx + casinz, y2(z) = ¢y sinx — cpcosx, reR.
Vypoctem lze snadno ovérit, ze pro kazdé ¢, co € R plati
v (z) + y5(x) = (crcosx + cpsina)? + (e sinx — cycosx)? = + 3 = k.
Pro k > 0 trajektorie jsou kruznice se stfedem v pocatku. Teény vektor kruznice s ¢; > 0,

cy =0, v x = 7 dava orientaci (—sin 7, cos §) = (—1,0) kruznic v bodech (0, ¢1). Hodnota

k = 0 davé konstantni feseni y(z) = 0 se singuldrni trajektorif (0,0), viz Obr. 28. U

PRIKLAD 7.6 Urcete trajektorie feseni soustavy rovnic ¥ = y1, b = yo.

Resent: Rovnice y; = y1 ma teSeni y; () = ¢y e, rovnice yy = yo ddva Teseni y, = o €”.
Piipad ¢; = ¢; = 0 déva singuldrni trajektorii (0,0). Pro ¢; = 0, ¢3 # 0 dostdvame
trajektorii y(z) = (0, c2e”), coz je pro ¢ > 0 kladnd ¢ést a pro ¢y < 0 zdpornd ¢ast osy
12, obé trajektorie sméfuji od pocatku.

Pro ostatni ¢; # 0 a ¢y € R dostdvame rovnost yo(z) = (ca/c1) y1(z), kde y1(x) = ¢ €”.
Jsou to polopiimky vychazejici z pocatku orientované od pocatku, se smérnicemi c¢y/c;.
Trajektorie FeSeni jsou na Obr. 29. a

Y2 Y2 Y2
\

¢
Y1 1 n
Y
Obr. 28: Trajektorie feseni Obr. 29: Trajektorie feseni Obr. 30: Trajektorie feseni
soustavy y; = —y2, Yh = Y1. rovnice yi = y1, Yh=ya. rovnice y§ =y1, Yh = —yYs.
PRIKLAD 7.7 Urcete trajektorie Feseni soustavy rovnic ¥} = y1, ¥h = —o.
Reseni: Rovnice 3/, = y; ma fesenf y, () = ¢; e®, rovnice y = —vy, dava feseni yp = cpe™7.

Opét ¢; = co = 0 dava nulové Feseni se singularni trajektorii (0,0). Trajektorie pro ¢; =0
je pro co > 0 kladnd cast a pro co < 0 zaporna ¢ast osy y» smérujici do pocatku. Pro co =0
dostavame kladnou a zapornou ¢ést osy s, trajektorie jsou orientovany od pocatku.
Jaké jsou ostatni trajektorie? Soucin y;(x) yo(z) = ¢1 ¢2 je konstantni, trajektorie jsou
proto vétve hyperbol yo = k/y; orientované k ose y; a od osy ys, viz Obr. 30. 0
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Typy singularnich boda v roviné

Budeme se zabyvat autonomni soustavou dvou rovnic

y =1£(y), tj. oy = filyr, ), Yy = fa(y1,92) - (7.2)

Predpokladédme, ze funkce f1(y1,v2), f2(y1,y2) jsou definované, spojité a lokélné lipschit-
zovské v oblasti! G. Proto kazdym bodem y mnoziny G prochézi pravé jedna trajektorie.
Vime, Ze trajektorie jsou bud body, tzv. singuldrni body — trajektorie konstantnich fesent,
nebo regularni body trajektorii, které jsou neprotinajici se uzaviené nebo oteviené kiivky.
Ruzné trajektorie jsou disjunktni, oblast G' v roviné yy, y» se tak rozpadne na body a ne-
protinajici se kiivky.

Soufadnice singuldrniho bodu yq spliuji soustavu f(yo) = 0. V ostatnich bodech y
plati f(y) # 0, tj. bud fi(y1,y2) # 0, nebo fa(y1,y2) # 0. Protoze funkce fi(y1,y2) a
f2(y1,y2) jsou spojité, reguldrni bod y*, kde f(y*) # 0, ma okoli, kde f(y) jsou také
nenulové. Diky tomu kazdym bodem okoli prochazi také regularni trajektorie.

Tyto trajektorie v okoli y* tvoifi mnozinu navzajem disjunktnich ,rovnobéznych® a
ysouhlasné orientovanych“ neprotinajicich se kiivek, které lze spojité prevést jednu na
druhou se zachovanim orientace.

V ryzim okoli? singuldrniho bodu — trajektorii konstantniho fegeni — je situace odligna,
trajektorie se mohou chovat ruzné, viz Obr. 28, 29, 30. RozliSujeme nasledujici typy izo-
lovanych?® singuldrnich bodu v roviné:

DEFINICE 7.8 (TYPY IZOLOVANYCH SINGLULARNICH BODU V ROVINE)
Uvazujme trajektorie feSeni soustavy rovnic (7.2). Necht yq je izolovany singuldrni bod
soustavy (7.2), tj. izolované teseni soustavy rovnic f(y) = 0. Bod y( se nazyva:

stfed — pokud existuje ryzi okoli U bodu yg, ve kterém kazdym bodem y € U prochézi
uzaviend trajektorie obsahujici ve svém vnitiku bod yg.

atraktivni uzel — pokud existuje jeho ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie
smétujici do tohoto bodu, ptricemz smérovy vektor tecny trajektorie ma limitu:

/
lim y(z) =yo, a existuje limita lim & .
=00 a0 ||y’ (z)|

neatraktivni uzel — pokud existuje jeho ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie
vychazejici z tohoto bodu, pricemz smérovy vektor tecny trajektorie ma limitu:

/
lim y(z) =yo, a existuje limita lim & .
T——00 z——oo ||y’ (z)]]

atraktivni ohnisko — pokud existuje jeho ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie
blizici se k tomuto bodu, ptricemz smérovy vektor tecny trajektorie neméd limitu:
y'(z)

lim y(7) =yo, a neexistuje limita lim .
200 a—oo [|y’(z)||

LOblast je souvisld oteviend mnozina
2Ryzi okoli bodu z je okoli bodu x bez bodu z.
3Bod z je izolovany bod mnoziny M, pokud existuje okoli U bodu x takové, ze U N M = {x}
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neatraktivni ohnisko — pokud existuje jeho ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie
vychazejici z tohoto bodu, pricemz smérovy vektor tecny trajektorie nema limitu:

, o . y'(@)
lim y(x) =yo, a neexistuje limita lim - :
=00 a——oc [|y'(z)]]

sedlo — pokud existuje jeho ryzi okoli, ve kterém existuje jen koneé¢né mnoho trajektorii,
které se k nému blizi, a kone¢né mnoho trajektorii, které se od néj vzdaluji, tj.
existuje koneéné mnoho feseni y;(z) a yo(z)) takovych, ze

lim y,(x) = yo, xl_%I_nooﬁ(%) =Yo-

T—00

POzZNAMKY 7.9

(a) Singularni bod na Obr. 28 je stied, na Obr. 29 je neatraktivni uzel a na Obr. 30 je
sedlo. V obecném ptipadé trajektorie kolem stfedu mohou byt elipsy, a v pripadé
atraktivniho uzlu trajektorie u singularniho bodu mohou byt zakrivené.

(b) V literatute lze najit také jind jména. Singuldrnimu bodu stied se ikd také cent-
rum, atraktivni (uzel nebo ohnisko) se nazyvé také pritahujici a neatraktivni
(uzel nebo ohnisko) se nazyva také odpuzujici.

(¢) Uzel a ohnisko se lisi limitou teé¢ného vektoru. V piipadé atraktivniho uzlu se trajek-
torie pii x — oo blizi k singularnimu bodu ,,pfimo®, tj. limita orientovaného tuhlu,
ktery svira tecny vektor s osou y méa konecnou limitu. V pripadé atraktivniho oh-
niska se trajektorie blizi k singularnimu bodu po spirdle ,obihajici* singuldrni bod
nekoneéné mnoho krat, tj. orientovany thel tecny nema konecnou limitu, ale roste
do nekonecna, nebo klesa do —oo. V piipadé neatraktivniho uzlu nebo ohniska jde
o limity pro x — —oo.

(d) Lze dokazat, ze izolované singularni body v roviné, tj. v piipadé soustavy dvou
rovnic, mohou byt pouze uvedenych typu: stfed, uzel, ohnisko a sedlo.

(e) Zatim jsme se zabyvali izolovanymi singuldrnimi body. V piipadé, kdy singuldrni
body v roviné tvoii kiivku, mohou nastat tyto pripady:

(i) Bod kiivky je atraktivni uzel, tj. blizi se k nému dvé trajektorie.
(ii) Bod kiivky je neatraktivni uzel, tj. vychazeji od ného dvé trajektorie.
(iii) Trajektorie v okoli kiivky singuldrnich bodu vedou ,rovnobézné“ podél kiivky.

(f) Singularni trajektorie mohou zaplnit plochu, napfiklad soustava diferencidlnich rov-
nic y; = 0, y5 = 0 ma jen konstantni feseni, singuldrni body zaplnuji celou rovinu.

Linearizace nelinearni soustavy rovnic

V predchozim odstavci jsme studovali singuldrni bod yy obecné soustavy nelinearnich
rovnic (7.4). Posunutim, tj. transformaci y — y* =y — yo, lze singularni bod y, prevést
do pocatku 0 a studovat chovani feseni v okoli singuldrniho bodu 0 = (0,0) soustavy
rovnic y' = f*(y), pricemz

£ (y) = f(y + yo) -

Tyto posunuté funkce splniuji £*(0) = 0.
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Déle nelinearni funkce f;(y1,v2), f3(y1,y2) lze v okoli pocatku (0,0) linearizovat
S, ye) = Ay + A ya, fo (Y1, y2) = Agyyr + An o,

kde konstanty A;; jsou parcialni derivace funkel fi(y1,vy2), fo(y1,y2) v pocatku:

Ofi ot ofs ofs

A p—
1 oy1 0y oy Y2

(07 0) ) A12 = (Oa 0) ) A?l = (07 O) ) A22 = (07 0) .

Timto zpusobem lze typ singuldrniho bodu yq nelinedrni soustavy y’ = f(y) studovat
pomoci pfidruzené homogenni soustavy linedrnich rovnic s matici koeficientti A = (A4;;)

y'(z) =Ay(z). (7.3)

Singularni body linearni soustavy

Uvazujme homogenni linedrni soustavu rovnic (7.3). Tato soustava ma obecné feseni
y(z) =crui(x) + cpua(z).

Pro ¢; = ¢y = 0 dostavame nulové feseni, které davé singularni bod (0, 0) . Pokud matice
A je regularni, rovnice Ay = 0 ma jen nulové feseni, a bod 0 je jedinym singuldrnim
bodem. Trajektorie v jeho okoli jsou urceny pomoci feseni ui(x) a ug(x), kterd zaviseji
na kotenech A\, Ao charakteristického polynomu

P()) = A2 — Tr(A) A + det(A) . (7.4)

Uvazujme nejdiive nenulové koteny, tj. piipad det(A) # 0, diky kterym jedinym sin-
gularnim bodem je pocatek 0, ktery je také izolovanym singularnim bodem. Podle hodnoty
diskriminantu rovnice D = Tr(A)? — 4 det(A) rozlisujeme tii piipady:

(1) D > 0 - rovnice ma dva rizné realné kofeny i, o, které davajf fesenf u; (z) = eM?,
uy(r) = % Jeli A > 0 feeni u(x) se vzdaluje, tj. lim, . [|u(z)|| = oo, Fesent
neni atraktivni. Pro A < 0 feseni u(x) se blizi k pocatku, tj. lim, . ||u(z)| = 0.
Dostavame tak tii pripady kofenu a tim i singularnich bodu:

(1a) oba koreny jsou kladné 0 < A\; < Ay — pocatek je neatraktivni uzel,
(1b) jeden je zdporny a druhy kladny: A\; < 0 < Ay — vychazi sedlo,
(1c) oba kofeny jsou zéporné: \; < Ay < 0 dostdvame — atraktivni uzel.

(2) D < 0-rovnice ma dvojici komplexné sdruzenych kotentu A\; = p+1i v, Ao = p—1i v.
Obecné teseni je y = ef*(¢y cos(vx) + ¢o sin(vz)). Redlnd ¢ast p urcuje, zda se
feSeni blizi nebo vzdaluje pocatku. Imaginarni ¢ast v # 0 dava rotaci okolo pocatku.
Rozlisime opét tti pripady:

(2a) redlnd ¢édst p kofenu je kladnd — pocatek je neatraktivni ohnisko,
(2b) redlnd ¢ést p kofenu je zéporna — vychézi atraktivni ohnisko,

(2¢) redlna cast p korenu je nulové — dostavame stied.
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(3) D =0 - rovnice mé dvojnasobny realny kofen A\; 5 = A. V tomto piipadé rozlisime
dva ptipady. Zavisi na hodnosti matice A — AE. Pokud h(A — AE) = 0, mame dva
nezavislé vlastni vektory vy, vy spliujici (A —AE)v; = 0 a tim i dvé nezavisla fesent
u;(r) = v; e, trajektorie jsou poloptimky.

Pokud h(A — AE) = 1, existuje ,fetézec* nenulovych vektoru v, w, viz Kap. 3,
splitujici (A —AE)v =0, (A —AE)w = v. Tyto vektory dévaji feeni u;(z) = ve?,
() = vz el +wer . Protoze e® ,pievladne” z v soucinu re”, v obou piipadech:

(3a) A > 0 — neatraktivni uzel, trajektorie se vzdaluji od singuldrniho bodu,
(8b) A < 0 — atraktivni uzel, trajektorie se bliz{ k singuldrnimu bodu.

(4) Necht jeden kofen \; je nulovy a druhy Ay nenulovy. Matice A je singuldrni, feSenf
rovnice Ay = 0 tvori ptimku uréenou vektorem vy, ktery spliuje rovnici Av = 0.

Vsechny body pifmky jsou trajektorie konstantnich feseni y(z) = ¢;vy. Pro jejich
klasifikaci pfevezmeme nézvy zavedené pro izolované singularni trajektorie.

Druhy kofen Ay davé fesen{ uy(z) = v, e*2®. Podle znaménka ), plati: do (nebo

z) kazdého singularntho bodu piimky vedou dvé trajektorie:

(4a) Ay = 0, Ay > 0 — singuldrni body jsou neatraktivni uzly, trajektorie se
rovnobézné vzdaluji od singuldrnich bodu,

(4b) Ay = 0, Ay < 0 — singuldrni body jsou atraktivni uzly, trajektorie se rov-
nobézné ptiblizuji k singularnim bodum.

(5) Nula je dvojnésobny koten. Podle hodnosti matice A mame dva piipady:
(5a) Jestlize h(A) = 1, singularni body tvoii pfimku uréenou vektorem v, ktery je

nenulovym fesenim Av = 0. Trajektorie druhého teseni uy(z) = v + w jsou
rovnobézné s primkou singularnich bodu — body nazveme stied,

(5b) pokud h(A) =0, tedy A je nulova matice, singularni body tvoii celou rovinu.

Odvodili jsme nésledujici tvrzeni o typech singuldrnich bodu:

VETA 7.10 Uvazujme soustavu linedrnich rovnic (7.3) a odpovidajici charakteristickou
rovnici (7.4) s nenulovymi koteny Aj, A\y. Potom izolovany singuldrni bod (0, 0) je

neatraktivni uzel, pokud oba kofeny jsou realné a kladné, tj. 0 < Ay < A,
atraktivni uzel, pokud oba kofeny jsou realné a zaporné, tj. A\ < Ay < 0,
sedlo, pokud jeden koten je kladny a druhy zaporny, tj. Ay < 0 < Ag,

neatraktivni ohnisko, pokud kofeny jsou komplexné sdruzené s kladnou realnou
casti, tj. Mo =ptiv, (u>0,v#0),

atraktivni ohnisko, pokud koteny jsou komplexné sdruzené se zapornou realnou casti,
t.] /\1,2:,u:l:iy7 (M<O7 V7£O>7

stred, pokud kofeny jsou komplexné sdruzené s nulovou realnou casti, tj. A\j o = iv,

(v #0).

70



V ptipadé nulového kotene singularni body nejsou izolované, tvoii ptimku, v pripadé
hodnosti h(A) = 0, tj. A = 0 celou rovinu. Pokud h(A) = 1, singularni body jsou:

neatraktivni uzel, pokud druhy nenulovy koten je Ay > 0,

atraktivni uzel, pokud druhy nenulovy kofen je Ay < 0,

stied, pokud nula je dvojnasobny koten, ale h(A) = 1.

POzZNAMKA 7.11 Piedchozi véta plati pro soustavu linedrnich ODR. V piipadé nelinedrni
soustavy ODR chovani jejich feseni v okoli singularniho bodu je stejné jako chovani feseni
piislusnych linearizovanych ODR v piipadé, kdy kofeny maji nenulovovou redlnou cast.
V piipadé nulovych kotenti, nebo kotenu s nulovou redlnou ¢asti uz toto tvrzeni neplati,
protoze v okoli uz kofeny nemusi mit nulovou realnou c¢ést.

Jednotlivé pripady ilustrujeme na konkrétnich piikladech: ukazeme zptuisob nacrtu
trajektorii a uvedeme obrazky skuteénych trajektorii.

PRIKLAD 7.12 Urcete trajektorie Feseni soustavy rovnic yf = 2y1 + vo, ¥5 = y1 + 2 yo.

Resent: Matice soustavy diferencidlnich rovnic je A = < ? ; ) , prislusny charakteristicky

polynom je A\? — 4z + 3 ma dva ruzné kladné kofeny \; = 1, Ay = 3. Singuldrni bod —
pocétek (0,0) je proto neatraktivni uzel.

Jak nacrtnout fazovy portrét singularniho bodu, tj. trajektorie v jeho okoli? Soustava
rovnic (A — \; E)v; = 0 déva vektory v; = (1,—1)T, vy = (1,1)7 . Obecné fesenf je proto

v(2) = c1 w(2) + r ws(@) = 4 ( _1 )ech (De%.

Piipad ¢; # 0, ¢ = 0 déavéa dvé polopiimky y, = —y;. Kombinace ¢; = 0,¢y # 0 dava

opét dvé polopiimky yo = v, vSechny polopiimky jsou orientované od pocatku. V piipadé

nenulovych ¢y, ¢o urc¢ime tecny trajektorii vychéazejicich z pocatku, tedy pii x — —oo:
yy(x)  —c1e” +3e*  —ci+3¢e*" as-o —¢

— = > =—1.
v (x) cre’ +3cped c1 + 3cg e c

S 7

1 Y1

NNANAVANAN
Z
%4
NN NN

AN

Obr. 31: Trajektorie a te¢né vektory v 0 a co. Obr. 32: Skutecné trajektorie feseni.

Podobné uréime teény pti x — oo, tj. trajektoriich jdoucich do nekonecna, tj. vzda-
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lujicich se od pocatku:

()  —cre®+3ce? —c13e T 4oy oo ]
= = 5> — = .
yi(x) c1e® + 3cy e’ c13e7 2% 4 ¢y Ca

Nac¢rtneme tecny v okoli pocatku a na okraji obrazku a spojime je hladkymi kiivkami,
které se neprotinaji a které nemaji inflexni body, tj. jsou ,,prohnuté* stale na jednu stranu.
Tyto trajektorie nevychazeji z nuly, ale pii x — —oo se k ni jen ,blizi“. O

Porovnéanim nacrtu tecen v nekonec¢nu s tecnami skuteénych trajektorii je vidét, ze
tecny skutecnych trajektorii se lisi od ,tecen v nekonecénu®, nac¢rtnutou teénu dosahnou
az ,,v nekonecnu®.

PRIKLAD 7.13 Urcete trajektorie feSeni soustavy i = —y1 — 342, yh = y1 — Hyo.

5 . . . . , . . —1 -3 v/ .« .
Reseni: Matice soustavy diferencialnich rovnic je A = ( 1 s ), prislusny charakteris-

ticky polynom je A%+ 62 + 8 ma dva rtizné zadporné kofeny \; = —2, Ay = —4. Singuldrn{
bod — pocatek (0,0) je proto atraktivni uzel.

Pro fazovy portrét singularniho bodu spocitejme nejprve fundamentalni feseni U. Sou-
stava rovnic (A — \; E)v; = 0 dava pro A\ = —2 vektor v; = (3,1) a pro Ay = —4 vektor
vy = (1,1). Obecné feseni je proto

y(z) = (?)e_2$+02 (i)e—@

Nejprve nacrtneme trajektorie feseni u;(x),
uy(z). Jsou to dva péary polopiimek orien- /

y2
il
7

tovanych do pocatku se smérovymi vektory
=

(3,1), (1,1). Urceme tecné sméry ostatnich ~— '
trajektorii v pocatku, tj. pro x — 0o, a v ne- ,
konecnu, tj. pro x — —oc:

g —2¢167% — fege 1
im =-
z=o0 yi(x) w00 —6cre™2 — dege 4 3

O N\

alr) _ 2007 —doe 1
T——00 yll (;U) T——00 —6616_2x — 4026_4z 1

Obr. 33: Fazovy portrét reseni.

Trajektorie ve vétsim uhlu pfichazejici se smérnici 1 se museji otocit skoro do ,pro-
tisméru®, aby ziskaly smérnici 1/3. O

PRIKLAD 7.14 Urcete trajektorie feseni soustavy y; = y1 — 3yo, ¥h = 3y1 — Hys.

o , . . 21 2 o s 1 -3 ~z « .
Reseni: Matice soustavy diferencidlnich rovnic je A = ( 3 _n ), piislusny charakteris-

ticky polynom je A2 + 4x + 4 mé jeden dvojnasobny zdporny kofen A = —2. Singuldrni
bod — pocatek (0,0) je proto atraktivni uzel.

Pro fézovy portrét urceme fundamentalni feseni U. Soustava rovnic (A — AE)v =0
pro A = —2 déavéa jediny vektor v = (1,1) a tim jedno fesenf u;(z) = ve™*. Podle ¢4sti
3 pifpad (2C) druhé nezdvislé feseni je uy(z) = v ze 2® +we 2%, kde w splituje soustavu
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rovnic (A — AE)w = v, coz jsou dvé stejné rovnice 3w; — 3wy = 1. Zvolime-li wy = 0,
dostavame wy = % Obecné teseni je tedy

B 1\ o, 1 oy % o] cl—ich(:zc—i—%) _9p
y(m)—cl(1>e —1—02{(1>xe —|—(0 e = et o e .

Trajektorie feseni ciu;(z) je opét dvojice polopiimek y, = y; smétujicich do pocatku,
ktery je singularnim bodem. Tecné sméry obecného teseni y(z) v pocatku, tj. pro z — oo,
i v nekoneénu, tj.  — —oo, maji také smérnici rovnu 1 nezavisle na c;, nebot

y%<x) = [CQ — 2(61 i ng)]e_h 20t =1, pro x — *oo.
1

V(@) 2= 2 e+ e | 20w

Jak vypada trajektorie feseni pro ¢y # 07 Vime, ze je pod nebo nad piimkou y, = vy,
tj. trajektoriemi u; (z), s kterymi se nesmi protnout. Jde zleva doprava a pak se otaci do
protismeéru nebo obracené? Pro ¢; > 0 ze vzorce plyne yo(z) < yi(x), tj. trajektorie fesent
lezi pod primkou ys = y;. Spocitejme derivaci konkrétniho feseni. Pro ¢o = 2¢; > 0 vyjde

o= () e (1) ;

Obé slozky pro r — —oo maji kladnou derivaci, od
x = —3 se derivace y(z) méni na zdpornou a od z =0
obé slozky maji derivaci zapornou. Trajektorie lezi pod
piimkou y; = ys proto z JZ ,nekonecna“ sméruji k SV,
pak se otaceji k SZ a nakonec se otaceji k pocatku JZ hn
smeérem.
Zaporné cy davaji trajektorie stfedové symetrické
podle pocéatku s trajektoriemi s co > 0. Tedy pro feseni
s co # 0 trajektorie se smérnici 1 v —oo se museji otocit /

do ,protisméru“, aby ziskali smérnici 1. O Obr. 34: Fézovy portrét fesent.

i

PRIKLAD 7.15 Urcete trajektorie feseni soustavy y; = y1 + 5ya, ¥b = y1 — 3ya.

Reseni: Matice soustavy diferencidlnich rovnic je

A = ( Lo ), prislusny charakteristicky poly- Y2

nom A2 + 2z — 8 mé jeden kladny \; = 2 a jeden
zaporny kofen \; = —4. Singularni bod — pocétek
(0,0) je proto sedlo.

Pro fazovy portrét spocitejme obecné feseni. Sou-
stava rovnic (A — AE)v = 0 pro A\; = 2 déva I
vektor vi = (5,1) a pro Ay = —4 vektor vy =

(1, —1). Ziskdme tim dvé nezavisla FeSeni: neatrak-

tivaf uy(z) = vy e a atraktivni uy(z) = voe 2.

Obecné teseni je tedy

4

5 1 _
y(g;) = ( 1 > e Co ( > e 1o, Obr. 35: Fazovy portrét feseni.
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Trajektorie ¢uy () je dvojice polopiimek yo = %yl orientovanych od pocatku, trajekto-
rie couy () je dvojice polopiimek yo = —y; orientovanych do poc¢atku. Ostatni trajektorie

prichazeji z nekonecna se smérnici —1 a otaceji se do nekonecna se smérnici % L

PRIKLAD 7.16 Urcete trajektorie feSeni soustavy y; = y1 — bya, ¥b = Y1 — Yo

oY ’ . . s 7 ’ . . 1 -5 ~7 ~ , .
Reseni: Matice soustavy diferencidlnich rovnic je A = ( 1 1 ), prislusny charakteris-

ticky polynom A? 4+ 4 md dvojici komplexné sdruzenych kofenu A\;, = £2i. Singuldrn{
bod (0, 0) je proto stied, trajektorie budou soustfedné elipsy se stfedem v pocatku.
Spocitejme obecné feseni. Matice A — AE pro A = 2i ma radky

. 1-—2i -5
A—21E—( 1 —1—2i)'

Vyndsobenim druhého fadku ¢islem (1 — 2i) dostdvame prvni fadek, rovnice v soustavé
(A —2i E)v = 0 jsou proto zavislé. Druhd rovnice déavé v; = (1 + 2i)vy, odkud plyne
napiiklad v = (1 4 2i,1). Dostavame tim komplexni feseni:

w(z) = ( e ) (cos(22) + 1 sin(2z)).

Redlnd a imagindrni ¢ast u*(x) dava dvojici redlnych feseni u;(z), us(z), obecné fesent
proto je:

cos(2a:C)O;( 22;;in(2x) ) te ( Sm(zx(zir—f(;x(;%(%) ) .

Protoze funkce cos(2z), sin(2x) jsou periodické s periodou 7, dostdvame periodické kiivky,
které obihaji pocatek s periodou 7. Jaka je orientace kiivky? Volba ¢; = 1, ¢o = 0 dava
feseni uy(z,), tj. y1(x) = cos(2x) — 2sin(2x), yo(x) = cos(2z). Vycislime Feseni u;(x) a
jeho derivaci pro x = 0: y(0) = (1,1) a y'(0) = (—4,0) a vyznacime v grafu. Trajektorie
bude orientovana v kladném smyslu, tj. pro sméru hodinovych ru¢icek. Muzeme také
postupné vykreslit body y(x) pro vhodna: z = 0, %, 7, %’r, 5, dostaneme tak postupné
body (17 1)7 (_\%’ \/Lﬁ)v (_270)7 (_%7 _\%)7 <_17 _1)'

Dosazenim za yi, y» 1ze ovérit, ze body trajektorie splituji rovnici y? — 2y, yo + 5y3 = 4,

y(7) = ¢y wy(2) + e 1a(7) = 4 (

coz je rovnice elipsy. Jeji extrémy v y; 1 o
lze spocitat pomoci metod vySetfovani im-
plicitni funkce

Y2

F(z,y) =i —2y1y2 + bys — 4 = 0.

Pro ¢4 = 0, ¢ = 1, nebo obecnou volbou U1
splitujici ¢f + c3 = 1 dostdvame stejnou rov-

nici a identickou elipsu jen s posunutou para-

metrizaci. V pripadé ¢ + c3 = k? dostdvdme

elipsy k-krat vétsi. 0J Obr. 36: Fazovy portrét singuldrniho bodu.

PRIKLAD 7.17 Urcete trajektorie feseni soustavy yy = 3y; — 449, ¥h = 2y1 — vo.

Reseni: Matice soustavy diferencidlnich rovnic je A = < ;’ :le ), prislusny charakte-

risticky polynom A? — 2\ + 5 m4d dvojici komplexné sdruzenych kofent A\jo = 1 4 2i.
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Singularni bod (0,0) je proto neatraktivni ohnisko, trajektorie budou soustfedné spiraly
vzdalujici se od pocatku.
Spocitejme obecné feseni. Matice A — AE pro A = 1 — 2i ma tadky

: 242 —4 1+i -2
A_(1_2‘>E_( 2 —2+2i)~( 1 —1+i)'

Vynasobenim druhého tadku éislem (1 4 i) dostavame prvni fadek, rovnice v soustavé
(A —(1—2i)E)v = 0 jsou proto zavislé. Druhd rovnice dava v; = (1 — i )vq, odkud plyne
v = (1—1,1). Dostavame tim komplexni feseni:

() = ( b ) o (cos(2) — i sin(2z)).

Redlnd a imagindrni ¢ast u*(x) dava dvojici redlnych feseni u;(x), ug(z), obecné fesent
je proto po zméné znaménka us:

B B cos(2x) —sin(2x) \ sin(2z) + cos(2x) \ ,
y(@) = cow (@) + coup(x) = ¢ ( cos(21) e’ + ¢ sin(2z) e’
Funkce cos(2z),sin(2z) jsou periodické s periodou , obstaravaji pohyb okolo pocatku,
funkce e* zpusobuje vzdalovani se od pocatku, spirala se bude vzdalovat od pocatku.
Jaka je orientace spiraly? Opét zvolme c; = 1,
co = 0. Dostavame feseni u;(z) se slozkami

Y2
y1(x) = (cos(2z) —sin(2z))e”, ya(x) = cos(2x)e”.

Vyéislime hodnoty feseni a jeho derivace pro x = 0:

y(0) = (1,1) ay’(0) = (—1,1) a vyznacime v grafu.

Vidime, ze te¢na vpravo od pocatku ma SZ smeér, h
trajektorie bude orientovana v kladném smyslu, t;j.

proti sméru hodinovych rucicek a bude se vzdalovat

od pocatku. Jinou moznosti je vy¢islit body y(z) pro

zveétsujici se x. 0 Obr. 37: Fazovy portrét fesent.

PRIKLAD 7.18 Urcete trajektorie feSeni soustavy i = y1 — y2, vb = 3y1 — 3¥a.

Resent: Matice soustavy A = ( é :; ) je singularni, s /

rovnice Av = 0 m&a nekonetné mnoho feseni, jsou
to nasobky v; = (1,1). Singuldrni body proto tvoii
primku ys = ;.

Charakteristicky polynom P(\) = A? + 2\ md

vedle nulového kotfene \; zédporny koten Ay = —2.
Spocitejme obecné teseni. Soustava (A — AE)v =0
pro Ay = 0 davéd vektor vi = (1,1), pro \y = —2

vektor vy = (1, 3). Obecné feSeni proto je:

;. ////

1 1 —2z . . sl w o~ s
y(l’) =C 1 + ¢ 3 §] . Obr. 38: Fazovy portrét feseni.
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Singularni trajektorie pro ¢; € R a ¢y = 0, tvoii piimku yo = y;. Pro ¢y =0, co # 0
dostavame dvé polopiimky y, = 3y; orientované do pocatku. Ostatni trajektorie jsou
rovnobézné polopiimky jdouci se smérnici 3 do singuldrnich bodu na piimce yo = ;. U

PRIKLAD 7.19 Urcete trajektorie feSeni soustavy i = y1 — ya2, ¥b = Y1 — Yo

S s . . ., , . 1 —1 . o . , , .
Reseni: Matice soustavy diferencialnich rovnic A = ( 1 ) je opét singularni, rovnice

Av = 0 mé nekoneéné mnoho feSeni, jsou to ndsobky vektoru v; = (1,1). Singuldrn{
body proto tvoi{ pifmku y, = y;. Prislusny charakteristicky polynom P(\) = A? ma
jeden dvojnasobny kofen A\ o = 0. Pro fadzovy portrét spocitejme obecné feSeni. Soustava
roviic (A — AE)v = 0 pro A\;2 = 0 dava jen jeden vektor v = (1,1) a tim i konstantni
feseni uy (z) = (1,1). Druhé feseni je ve tvaru uy(z) = vz + w, kde vektor w je feSenim
(A —0E)w = v, tj. w; —wy = 1. Tato rovnice mé opét nekoneéné mnoho feseni, zvolme
w = (1,0). Dostavame tak obecné feseni

y<x>:cl<}>+c2<$zl). vz

Ziskali jsme nekonecné mmnoho singularnich

trajektorii pro ¢; € R a ¢ = 0, jsou to
body pifmky y» = 9. Pro ¢; € R, ¢ # 0 h1
dostavame piimky yo, = y; — co. Jsou to

primky rovnobézné s piimkou y, = y; ori-
entované v SV sméru pod ni pro ¢ > 0 a
v JZ sméru nad ni pro ¢y < 0. U Obr. 39: Fézovy portrét feden.

Autonomni rovnice druhého radu

Pii zkoumani autonomnich ODR vyssiho fadu rovnici pfevedeme na soustavu auto-
nomnich ODR prvniho fadu. Rovnice druhého radu

y' = f(y,y')

tak prevedeme transformaci (y(z),y' (x)) — (y1(z),y2(z)) na soustavu dvou rovnic

vi=v2, Yy =[f(y1,y2).

Fézovy prostor feseni y(x) je rovina (y,y’), do které vynasime body se souradnicemi
hodnot feseni a hodnot jeho derivace: (y(z),y'(x)). Fazovy portrét feseni rovnice druhého
Ffadu v roviné s osami y, 3y’ jsou orientované kiivky

{(y(x),y'(x)) eR? | z € I},

Konstantni feseni y ma nulovou derivaci y'(x) = 0, proto singuldrni body se mohou
vyskytovat pouze na ose .

Pro nekonstantni feseni plati: nad osou y je derivace 3 kladné a feseni je tedy rostouct.
Proto jsou trajektorie nad osou y jsou orientovany vpravo. Pod osou y je derivace y’
zaporna, proto trajektorie feseni jsou zde orientovany vlevo. Na ose y je derivace feseni
y' = 0, proto trajektorie prechazeji osu y s te¢nou kolmou na osu .

76



Trajektorie feSeni ODR druhého tadu v okoli singularniho bodu budeme klasifikovat
stejnym zpusobem jako v pripadé autonomnich soustav dvou rovnic: dvojice nezndmych
funkei bude feseni y(z) a derivace feseni y/'(x).

Autonomnf linedrni rovnici " 4+ a1y’ + apy = 0 prevedeme na soustavu dvou linearnich
rovnic ¥} (x) = ya(x), yh = —apy; — aj ya, tj. soustavy y’ = Ay, kde

a=( 02
—ap —ap

Charakteristicky polynom soustavy A%+ a; A+ ag je stejny jako polynom ptivodni rovnice
druhého tadu s koteny Ai, \o. Pro trajektorie feseni autonomnich rovnic vyssiho fadu plati
analogickd tvrzeni jako pro trajektorie autonomnich soustav. Stejnymi tvahami jako u
Véty 7.10 dostavame ihned nésledujici vétu:

VETA 7.20 Uvazujme linedrn{ rovnici druhého fadu v + a1 v’ + agy = 0 a odpovidajici
charakteristickou rovnici A2 4+ a; A + ag = 0 s nenulovymi kofeny \;, .
Potom singuldrni bod (0, 0) je:

neatraktivni uzel, pokud oba kofeny jsou realné a kladné, tj. 0 < Ay < A,
atraktivni uzel, pokud oba kofeny jsou realné a zaporné, tj. A\; < Ay < 0,
sedlo, pokud jeden koten je kladny a druhy zaporny, tj. Ay < 0 < Ag,

neatraktivni ohnisko, pokud kofeny jsou komplexné sdruzené s kladnou realnou
casti, tj. Mo =pxiv, (u>0, v #0),

atraktivni ohnisko, pokud kofeny jsou komplexné sdruzené se zapornou realnou casti,
t.] )\1,2:,uj:iya (,LL<O, V7£O>7

stred, pokud kofeny jsou komplexné sdruzené s nulovou redlnou €asti, tj. A\ = £iv,

(v #0).

V piipadé jednoduchého nulového kotene \; = 0, tj. a; # 0, ag = 0, singularni body
nejsou izolované, ale tvoii celou osu y. Potom singuldrni body jsou

neatraktivni uzel, pokud druhy nenulovy kotfen Ay > 0, tj. a; <0,
atraktivni uzel, pokud druhy nenulovy kofen Ay < 0, tj. a; > 0.

Pokud nula je dvojndsobny koten, tj. a; = ag = 0, obecné fesent je tvaru y(z) = ¢; +cox.
Protoze y'(x) = ¢o, kazdy bod na ose y je singularni. Ostatni trajektorie jsou rovnobézné
s osou y; nad osou y jsou orientovany vpravo (cz > 0), pod osou y vlevo (¢ < 0). Kazdy
singularni bod lze tedy nazvat stied.

POzZNAMKA 7.21 Piedchozi véta plati pro linedrni ODR. Podobné jako v piipadé ne-
linearni soustav ODR chovani feseni nelinearni ODR v okoli singularniho bodu je stejné
jako chovani feseni prislusnych linearizovanych ODR v ptipadé, kdy koreny maji nenulo-
vou realnou ¢ast. V piipadé nulovych kofenu, nebo kotent s nulovou realnou ¢asti uz toto
tvrzeni neplati, protoze v okoli uz koreny nemusi mit nulovou realnou cast.
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Matematické kyvadlo

Na zavér vysetfime jednoduchy mechanicky jev: kmitani matematického kyvadla,
ktery mé zajimavé trajektorie.

Fyzikalni formulace 1ilohy

Ve svislé roviné uvazujme hmotny bod +
o hmotnosti m upevnény na konci nehmotné
rovné tyce délky ¢, jejiz druhy konec se muze
volné otacet okolo pocatku (0,0). Na hmotny
bod pusobi jen gravitacni sila G = mg dolu.

Oznac¢me 6(t) orientovany thel (v radidnech G
proti sméru pohybu hodinovych rucicek), ktery G
v Case t svird tyc se svislou osou, viz Obr. 40.
Urcete zavislost ihlu 0 na case t.

Obr. 40: Matematické a fyzikalni kyvadlo.

POZNAMKA 7.22

N

otacet okolo pocatku.

Odvozeni diferencidlni rovnice
Hmotny bod o soutradnicich (z,y) se muze pohybovat po kruznici se sttedem v poc¢atku
a polomérem ¢. Pusobi na néj svisle dolu stala gravitacni sila G = mg, ktera se rozklad4
na normalovou £, a tec¢nou slozku F;. Normalova slozka je v rovnovaze se silou, kterou
pusobi ty¢ na hmotny bod, tecna slozku F; zpusobi zrychleni hmotného bodu.
Pomoci dhlu 6(t) v ¢ase t tecnou slozku sily G
vyjadifme jako Fi(t) = —sin(#)mg, viz Obr. 41.
Derivaci funkce 6(t) dostavame uhlovou rychlost
w(t) = 0'(t) a dhlové zrychleni a(t) = 60”(t). Pii po-
hybu po kruznici o poloméru ¢ drdhova rychlost je
v(t) = £0(t) a drahové zrychleni a(t) = £6"(t). 0
Podle Newtonova zakona F = ma plati rovnice
—mgsinf = m £6”. Hmotnosti bodu m rovnici vydélime
a po uprave dostavame

d*0(t) g
+ Zsin(f(t)) =0. 7.5 Fn
o+ sin(o(0)) (75)
Oznacme ¢ = \/g/l (g,¢ > 0) a piejdéme k tradi¢nimu
oznaceni ODR: zavislou proménnou thel € oznacme vy,
nezavislou proménnou ¢ ¢as oznacme z. Dostavame au-
tonomni obyc¢ejnou diferencialni rovnici druhého fadu

Y’ +c*sin(y) =0 (7.6)

pro neznamou funkei y(z). Rovnice doplnime dvéma pocateénimi podminkami v ¢ase xo:
y(xo) = vo , V(xo) = y1, kde yo je pocdteéni ihlova vychylka a y; pocdteéni hlova
rychlost kyvadla.

Obr. 41: Matematické kyvadlo.
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V okoli y = 0, tj. pro malé hodnoty y, plati siny = y. Nahradime-li sin y neznamou y
dostavame linearni aproximaci rovnice (7.6)

y// 4 CQZ/ =0. (77)

Studujme obé tlohy. Zacneme jednodussi linearizovanou rovnici.

PRIKLAD 7.23 Urcete trajektorie feseni linearizované rovnice y” + c2y = 0.

V pifpadé linearni rovnice (7.7) pifslusny charakteristicky polynom P(\) = \? + ¢?
ma dvojici komplexné sdruzenych kofent A\ = %ic. Rovnice mé proto jediné singularni
feseni a to nulové teseni y(x) = 0, podle Véty 7.20 jeho typ je stied.

Oveéime vysledek vypoctem. Obecné feseni je y(x) = a cos(cx) + b sin(cz), kde kon-
stanty a, b jsou uréeny hodnotami vy, y;. Zvolme v case = = 0 klidovou polohu 3/(0) =0 a
rozkmit y(0) = yo > 0. Potom a = yo, b = 0, feSeni je tedy y(z) = yo cos(cz). Dosazenim
do vyrazu (y')% + ¢* y? po tpravé dostdvame rovnici elipsy v soufadnicovém systému vy, '

(y')?
Y 2

Y

2
—1
Y

se sttedem v pocatku, s vodorovnou poloosou yy a svislou poloosou cy.
Trajektorie teseni lze urcit také piimo integraci. Rovnici (7.7) vynasobime 3. Ziskanou

rovnost ¥’ y” + ¢*yy’ = 0 integrujeme na £(y')? + 3c¢*y? = K. Z pocdtecnich podminek

2
y(0) = o, ¥'(0) = 0 plyne K = % ¢*y. Z rovnice plyne

Y =e\Jug — 2, Y€ (—Yo, %) -

Zbyva zjistit orientaci trajektorii. Trajektorie feseni
y(x) = yo cos(cz) pro = = 0 je bod (y(0),3'(0)) = (0,0) !
s tecnym vektorem (y/'(0),y”(0)) = (0, —c?), elipsy jsou
proto orientované podle pohybu hodinovych rucicek, tj.
v zaporném smyslu. To je v souladu s pravidlem, Ze tra-
jektorie nad osou y jsou orientovany vpravo, pod osou
vlevo a osy y protinaji ,svisle®.

Vsechna teseni jsou periodickd. Jaka je perioda 17
Funkce kosinus méa periodu 27, proto délka periody T
podle rovnice ¢T = 27 je T = 21t/c = 2m\/{/g.

Délka periody tedy nezavisi na rozkmitu, roste s od-
mocninou délky kyvadla ¢ a zmensuje se s odmocninou
gravitacni konstanty ¢ — na Meésici s mensim ¢ stejné
kyvadlo kmita pomaleji nez na Zemi.

Obr. 42: Trajektorie linearizové

rovnice kyvadla pro ¢ = g.

PRIKLAD 7.24 Urcete trajektorie fegeni nelinedrni rovnice y” + ¢?sin(y) = 0.

V pripadé nelinearni rovnice je situace mnohem zajimavéjsi, nastanou ruzné situace.

Rovnici vyndsobfme 3/, ¢im# ziskdme rovnici y' y” + ¢?siny - ¢/ = 0. Integraci ziskame

%@,)2 — Peos(y) = K . (7.8)
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Urceme trajektorie feseni. Z rovnice (7.8) plyne ¢’ = +/2(K + 2 cosy). Odmocnina na
pravé strané je definovana pro

K+ c*cosy>0. (7.9)

Protoze funkce kosinus nabyva hodnoty z intervalu (—1, 1), rozlisime piipady:

(a)

(b)

()

Jestlize K = —c?, potom z (7.9) plyne cosy = 1, tedy y = 2km, k € Z ay = 0.
Dostédvame tak spocetné mnoho singularnich bodu [y, y/] = [2km, 0] pro k € Z. Jsou
to situace, kdy kyvadlo je v klidu ve stabilni dolni poloze.

Jestlize K € (—c?,¢?), potom (7.9) plati v zdkladn{ periodé (—,7) pro hodnoty
y € (—=yo,Y0), kde yo = arccos(—K/c*) > 0. Jsou to pifpady, kdy kyvadlo z krajni
polohy v = yo (|lyo| < 7) prechézi do opa¢né polohy y = —y a pak obracené.
Analogické situace je v intervalech y € (—m + 2k7, m + 2km).

Jestlize K = ¢ a ptitom 3 = 0, potom pro y = (2k + 1)1 dostaneme singulérni
body, kdy kyvadlo je opét v klidu ale v horni nestabilni poloze.

Jestlize K = ¢* a y # 0, potom v zdkladni periodé y probihd interval (—m, 7). Je
to situace, kdy kyvadlo se z limitni polohy 7 v ¢ase y — —oo pohybuje v zdporném
sméru do polohy y — 7 v ¢ase © — 00, nebo obracené: z polohy y — —7 do polohy
y = 7 v kladném sméru. Analogicka situace je v intervalech y € (—m+2km, 7+ 2km).

Jestlize K > 2, potom K + ¢? cosy je kladné vsechna y € R a kyvadlo se toci stale
v kladném smeéru nebo stale v zaporném sméru.

Jakd je klasifikace singuldrnich bodu? Body (2km,0) — dolni stabilni polohy — jsou
proto singuldrni body typu stied a body (2km + m,0) — horni nestabilni polohy — jsou
typu sedlo, viz Obr. 43.

/

Y

N

() @)
N/ 7

A A

Obr. 43: Fazovy portrét nelinedrni rovnice kyvadla pro ¢ = g, singularni body jsou typu stied, sedlo.
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POZNAMKY 7.25

(a)

Rovnice (7.8) je vlastné zékon zachovani mechanické energie. Kinetickd energie bodu

o hmotnosti m pohybujici se rychlosti v = £y je En(z) = 3mv* = im(ly')2.
Potenciélni energie bodu o hmotnosti m v gravitacnim poli ve vysce h = —¢ cos(y)
je Epot = mgh = —mgl cosy. Podle zédkona o zachovani mechanické energie

1
—ml*(y')* — mgl cos(y) = Km = konst.

E = Eyg, + Epot = 9

Linearizovand rovnice (7.7) je aproximaci nelinearni rovnice (7.6) v okoli y = 0. Pti
zvétsovani rozkmitu yo se chyba zvétsuje, situace (c¢)—(e) uz linearizovand rovnice
nedovede popsat.

Fyzikédni kyvadlo Vede na stejnou rovnici. Na téleso kyvadla o objemu Vv jeho
tecnd slozka je opét F; = —mgsin(6). Protoze body kyvadla maji ruznou Vzdalenost
od zavésu, Newtonuv zdkon F' = ma pro drdhové zrychleni a musime nahradit
vztahem M = Ja mezi momentem sily M = Fil, kde ¢ je rameno sily, tj. vzdalenost
tézisté T od osy otaceni, a ihlovym zrychlenim o = 6”7, kde J je moment setrvacnosti
kyvadla vzhledem k ose otaceni. Moment setrvacnosti lze spocitat integraci soucinu

hustoty p a ¢tverce vzdalenosti 22 4 »? bodu od osy otdéent:

J=/(f€2+y2)pdV
14

2 _ mg[

Dostéavame rovnici J0” + mgfsin 0 = 0. Pti oznaceni ¢* = dostavame

0" + ¢ sinf=0.

Perioda kyvu (¢as kyvu tam a zpét) v linedirnim modelu je T" = 2mc¢ nezdvisi na
rozkmitu yg. Zavisi jenom na délce ¢ kyvadla a gravitacnim zrychleni g.

Jaka je délka kyvu T' v nelinearnim piipadé? Nazna¢me metodu vypoctu. Pii roz-
kmitu, tj. maximdalni vychylce yo, je rychlost ¥’ = 0. Z rovnice (7.8) dostaneme
K = —c?cosyp. Pro rostouci ¢ast kyvu ¢/ > 0 z rovnice (7.8) po dosazeni za K
plyne ¢ = cy/2(cosy — cos o).

Zaménme roli zavislé a nezavislé proménné: misto y(z) uvazujme nezndmou z(y).
Derivace vztahu y(z(y)) = y podle y dava y'(z(y)) - 2’(y) = 1, odkud dostavame
2’ (y) = 1/y'(z(y)). Inverzni neznama z(y) proto spliluje rovnici

L) = 1
dy Y cv/2(cosy — cosyp) '

Perioda kyvadla T je ¢tyindsobek ¢asu mezi y = 0 a rozkmitem yo € (0, 7). Ziskdme
ji integraci

c\/_ / \/€os y — cos yo yo \/ / \/cosy — cos yo

Je to tzv. elipticky integral, primitivni funkci nelze vyjadiit pomoci elementarnich
funkci. Pro yo — m— jde ¢as T do nekonecna.
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Priklady z populacni biologie

Spojité matematické modely v biologii, viz napf. [6], vedou na rovnice a soustavy
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic. Pokud se vnéjsi podminky v ¢ase neméni, rovnice i
soustavy jsou autonomni. Uvedeme par prikladu. Naproti predchozimu fyzikdlnimu jevu
matematického a fyzikdlntho kyvadla, ktery je ve své idealizované podobé zcela presny,
modely v biologii pfinaseji fadu aproximaci: jedince tvotici populaci povazujeme za iden-
tické nerozlisujeme jejich vék, pohlavi, velikost ani jiné individudlni charakteristiky, jejich
pocet, coz je ve skutecnosti nezaporné celé ¢islo, nahrazujeme nezapornym redlnym c¢islem,
prirustek v redlné situaci nastava vzdy s jistym casovym zpozdénim, atd. Ptes tato a
dalsi zjednoduseni, modely davaji zajimavé vysledky, které vysvétluji nékteré skutecnosti.
Omezime se také jen na deterministické modely.

Modely dynamiky populact

Misto oznaceni uzivaného v matematické biologii zachovame nase oznaceni z ODR
z predchozich ¢asti s nezavislou proménnou x, ktera hraje roli ¢asu, a zavislou proménnou
y (piipadné y = (y1,y2)), kterd popisuje pocet jedincu v ¢ase z. Bude to nezdpornd redlna
funkce y(x). Vyvoj poctu populace bude zaviset jen na velikosti populace a nebude zaviset
piimo na casu x. Obecny model tak vede na autonomni rovnici prvniho fadu:

v =fly)=nly) -y, y(0) =5 >0

s parametrem rustu u(y), ktery udéava pocet p - Az nové vzniklych jedinctu na kazdého
jedince za ¢asovy usek Az. V nejstarsim Malthusové modelu ¢y = ay je parametr rustu
konstantni u(y) = a, parametr a je porodnost—umrtnost. Uloha m4 jednoznacné teseni
y(x) = yo - e*. Podle tohoto modelu pro a > 0 pocet jedincu roste exponencialné do
nekonecna, pro a = 0. Model odpovida skutecnosti v situaci, kdy pocet jedincu je maly
a zdroje potravy jsou dostatecné. Kromé nulového feseni jsou vSechna feseni rostouci,
nulové feseni y(z) = 0 je tedy neatraktivni uzel. Dopliime, Zze pro a = 0 je pocet jedincu
konstantni a pro a < 0 populace vymira, nulové feSeni je pritazlivy uzel.

Protoze v redlném svété zdroje potravy jsou omezené, pii zvétsovani mnozstvi jedincu
y nastava snizovani parametru rustu. Polozme napfiklad u(y) = a — by. K parametru
rustu a jsme piidali parametr b zpomaleni rustu. V tomto piipadé rovnice

Yy =(a—0by)y

s kladnymi parametry a, b vedle feseni y(z) = 0, coz je neatraktivni uzel, ma konstantni
feseni y(z) = y* = a/b. Je to ,rovnovazny“ pocet jedincu, pro pocateéni podminku
y(0) < y® Teseni y(x) stoupa k y* a pro y(0) > y*® feseni y(z) klesa k y*. Singularni feseni
y(x) = y® je atraktivni uzel, protoze vSechna nenulové feseni se blizi k ,rovnovdznému*
neboli ,udrzitelnému® feseni y*(x).

Modely dvou populact

Uvazujme dvé ruzné populace obyvajici stejny prostor. Pocet jejich jedincu v case
x budou nezdporné realné funkce yi(x),yo(z), pricemz vyvoj jejich poc¢tu bude zaviset
jenom na okamzitém poctu jedincti obou populaci. Obecny model tak vede na autonomni
soustavu dvou obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu:

vy = filyr, y2) = (v, y2)un Yo = f2(y1,v2) = p2(y1, y2)y2 (7.10)
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se spojitymi funkcemi p;(y1,y2), p2(y1,y2). Soustavu doplnime poc¢atecnimi podminkami
y1(xo) = 71, y2(xg) = 72, kde ; > 0, obvykle predpoklddame ~; > 0. Pro jednoduchost
misto obecnych spojitych funkei puq, uo se obvykle uvazuji jednoduché linearni zavislosti
s konstantnimi parametry, které popisuji jednotlivé vlivy. K rovnicim vy, = (a; — b;y;)y;
pridame cleny c;y1y» popisujici vliv druhé populace:

vy = (a1 — biys + c1y2) 1 vy = (ag — baya + c211)ya - (7.11)

Pro ¢; > 0 populace y zvétsuje rust populace y;, zatimco pro ¢; < 0 populace ys snizuje
rust populace y;. Vyznam parametru cy je analogicky.
Podle znamének parametru cq, ¢ rozlisujeme tii zékladni situace:

(a) oba parametry cj,ce jsou kladné, jde o piipad mutualismu, také symbiozy, kdy se
obé populace navzajem podporuji,

(b) oba parametry ¢y, ¢y jsou zaporné, jde o konkurenci,

(¢) maji opatnd znaménka: ¢; < 0, ¢ > 0 jde o predaci, kdy se predator y, se zivi
koristi y;. V piipadé ¢; > 0, co < 0 jde jen o vymeénu roli populaci.

Pomocné vysledky

Pro zkouméni trajektorii zavedeme pojem nulkliny, viz [6, 10]. V nasem piipadé dvou
proménnych prvni nulklina je mnozina bodu, ve kterych je prvni slozka tecného vektoru
(Y1, y5) Teseni nulova, tj. y; = 0. V nasem piipadé jsou to body fazového prostoru splaujici
fi(y1,y2) = 0. V téchto bodech je teéna Feseni rovnobézna s osou yz. Analogicky druhou
nulklinu tvoii body, ve kterych je druhd slozka te¢ného vektoru nulova, tj. y5 = 0. Jsou to
body, kde fa(y1,y2) = 0, v téchto bodech ma teény vektor smér osy y;. Singularni body
jsou body fazového prostoru lezici v pruniku nulklin prvniho a druhého druhu.

Abychom mohli urcit typ singularnich bodu nelinearni soustavy diferencialnich rov-
nic, potfebujeme urcit koteny charakteristického polynomu prislusné linearizované rovnice
v tomto bodé. Pokud tyto kofeny maji nenulovou redlnou ¢ast, jsou nenulové i v okoli a
feSeni nelinedrni a linearizované rovnice maji stejny charakter.

Necht (y$,y3) je singularnim bodem soustavy rovnic (7.10), tj. fesenim soustavy rovnic
fily1,y2) =0, fa(yr,y2) = 0. Potom linearizovand soustava ODR je

vy =An (y1 —y5) + Az (va — v3) Yo = Ao (y1 — y5) + Ao (2 — v3),
kde

of 0fi dfs 0f>
A =m0, A= D00, A= SR ys), Am = 2y (712
e (1, v5) 2= 5 (Y1, v3) 2= G (Y1, v3) 2= 5, (1, 5). (7.12)

Jeji charakteristicky polynom je
P(\) = A — Tr(A)\ + det(A), (7.13)

kde Tr(A) = Aj; + Ags je stopa matice A a det(A) = Ay Age — A1a A9 determinant matice
A. Pii urcovani kotenu realného polynomu vyuzijeme nasledujici tvrzeni:
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VETA 7.26 (KORENY KVADRATICKEHO POLYNOMU)
Uvazujme polynom (7.13), tj. P(\) = A\* — Tr(A)X + det(A). Jeho diskriminant je

D= (TI'(A))2 — 4det(A) = (AH - A22)2 I 4A12A21 o (714)
Potom plati:

(a) Pokud det(A) < 0, diskriminant D je kladny a polynom ma dva reilné nenulové
kofeny A1, A2 s opacnymi znaménky.

(b) Pokud det(A) > 0 a diskriminant D > 0, polynom m4 dva redlné kofeny ne nutné
ruzné. Jestlize Tr(A) > 0, kofeny jsou kladné, pro Tr(A) < 0 kofeny jsou zaporné.

(c) Pokud det(A) >0 a D < 0, polynom mé dva komplexné sdruzené kofeny.

(d) Ve vsech piipadech pro koteny Ai, s plati: Tr(A) = Ay + Ay, det(A) = A s.

Jak to vypadd v nasem piipadé soustavy rovnic (7.11)? Predpoklddejme, ze parametry
a;, b;, ¢; jsou nenulové. Rovnice f; = y1(a; — biyn + c1y2) = 0 davé prvni nulkliny

=0, ar —biyr + iy = 0. (7.15)

V prvnim kvadrantu je to osa ys a primka s ni riznobézna.
Rovnice fy = yo(as — bays + coy1) = 0 dava dvé druhé nulkliny

Y2 =0, az — bayz + coy1 = 0. (7.16)

Je to osa y; a primka s ni ruznobézna. Pruseciky nulklin jsou singuldrni body. Jsou to
vzdy tii body Sy = (0,0), S1 = (a1/b1,0), So = (0,a2/bs). Pokud ,$ikmé* nulkliny nejsou
rovnobézné, tj. d = biby—cico # 0, jejich prusecik je ¢tvrty singuldrni bod, ktery oznacime
S1o. Jednoduchy vypocet dava

a162 + as2cq agbl “+ a1¢o Bl B2
S — S SY — = _— — 717
12 (yl’y2) (b1b2 — C1C9 ’ b1b2 — Clcg) ( d ’ d ) ’ ( )

kde d = b1by — cico, By = a1by+ascy, Bs = ashy + aqco. Zéalezi jesté na tom, zda prusecik
S12 lezi v prvnim kvadrantu.

Vyé¢islime nyni parametry linearizované soustavy v singuldrnich bodech. Matice A
koeficientu (7.12) linearizované soustavy v piipadé (7.11) ma slozky

A =ay =20y +aye, A =ciyr, A =cys, Axn = as+coyr —2byys. (7.18)
V bodé Sy = (0,0) plati A1; = ay, Ajp = Ay =0, Agy = ay. Charakteristicky polynom
P()\) = )\2 — (a1 + &2))\ + ai1a9 (719)

ma dva ne nutné ruzné koreny aq, as.

V bodé Sl = (&1/[)1, O) platl' AH = —daq, A12 = alcl/bl, A21 = 0, AQQ = Q2 +G102/b1.
Charakteristicky polynom P()) a jeho diskriminant D je

B B By\?
P(\) = \2 — (_2_(11))\—(11—2’ D= <a1+b—2) . (7.20)
1
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Podobné v singuldrnim bodé Sy = (0, as/bs) je Aj1 = a14ascy /by, A1a =0, Ay = ases /b,
Agy = —as a charakteristicky polynom P(A) a jeho diskriminant D vyjde

2
P(X) =\ — i—az )\—azi, D = &Jraz : (7.21)
bg b2 b2

Pokud d = biby—cyca # 0, existuje i ¢tvrty singuldrni bod Sy = (B1/d, By/d) . Spocitejme
koeficienty matice A v tomto singularnim bodu

byB B B by B
1D1 Al2:C11 A212022 A22:—2 2.

Allz_ d ) d ) d ) d

Koeficienty dédvaji charakteristicky polynom P()) a jeho diskriminant D

by By + by By B, B, (b1B1 - 5232)2 c1c2B1 By
P(\) = M\ + y At——, D= = td—a. (7.22)

Proberme jednotlivé pripady podle znamének ¢y, co, které urcuji situaci.

1. Mutualismus, symbioza — kladné cq, co

Necht vSechny parametry aq, as, b1, ba, 1, ¢o jsou kladné. Proto By, By jsou také kladné.
Navic predpokladejme, Ze d = byby — cicy je kladné*. Rovnice (7.11) uréuji nulkliny. Prvn{
nulkliny 3] = 0 jsou dvé primky: y; = 0, tj. osa yo, a piimka a; — byy; + c1y2 = 0, ktera
vychézi z singularniho bodu Sy = (a1/by,0) s kladnou smérnici by /¢y, viz Obr. 44.

V bodech prvniho kvadrantu mezi obéma polopifimkami je hodnota y; = f; kladn4,
proto prvni slozka y] tecného vektoru je kladnd, a v bodech vpravo od pravé nulkliny je
slozka teéného vektoru zaporna.

Analogicky vysetfeme druhé nulkliny 5, = 0. Jsou to opét dvé piimky: yo = 0, tj.
osa y; a piimka as — boys + oy = 0 vychdzejici ze singularniho bodu Sy = (0, aq/bs)
s kladnou smérnici ¢y /bg, viz Obr. 44. V bodech prvniho kvadrantu mezi obéma piimkami
je hodnota y), = f5 kladnd, proto druha slozka tecného vektoru v je kladnd, a v bodech
nad horni nulklinou je slozka tecného vektoru zaporna.

Protoze d > 0 ,,8ikmé® nulkliny se protinaji v prvnim kvadrantu v bodé Sy5 a rozdéluji
tak prvni kvadrant na ¢tyti oblasti. Podle znamének slozek tecného vektoru v Obr. 44
zakreslime ,orientaci® tecnych vektoru, tj. ve kterém kvadrantu nebo na které poloose je
tecny vektor, protoze v jednotlivych oblastech a na nulklinédch je tato orientace konstantni.
V Obr. 45 vykreslime skutec¢né tecné vektory.

Vsimnéme si efektu symbidzy: singularni bod S pritahuje vSechna feseni (mimo os
y1,Y2) a dava vyssi ,rovnovazné hodnoty* pro obé populace, nez jsou rovnovazné hodnoty
a;/b; u obou populaci bez vzdjemného vlivu. Tento stav je proto stabilni a ,udrzitelny“.

4Kdyby d bylo zéporné, ,3ikmé“ nulkliny by se protinaly ve tfetim kvadrantu. Uvniti prvniho kvad-
rantu by obé populace v limité rostly nade vsi meze, coz by vedlo k destrukci prostiedi a néslednému
vyhynuti obou populaci. Na¢rtnéte si obrazek!
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Obr. 44: Symbidza: nulkliny a singularni body Obr. 45: Symbidza: tecné vektory trajektorii

(a1 =4;01 = 1500 = 1/4;02 = 2,05 = 150 = 1/5). (a1 =4;01 = 1;¢0 = 1/4500 = 2,09 = 1560 = 1/5).

2. Konkurence — zdaporné cy, co

Ptredpokladejme, ze parametry ai,as, by, by jsou kladné a parametry ci,co zdporné.
Rovnice (7.11) uréuji nulkliny. Stejné jako v ptipadé symbiézy prvni nulkliny ¢ = 0 jsou
dvé piimky: y; = 0, tj. osa ys, a ,Sikma“ piimka ay; — byy; + c1yo = 0, kterd vychazi
ze singularntho bodu S; = (a1/b1,0) se zépornou smérnici by /c; < 0. Stejné tak druhé
nulkliny ¢4 = 0 jsou dvé piimky: y, = 0, tj. osa y; a ,Sikma“ piimka as — bays + coy1 = 0,
ktera vychéazi ze singuldrniho bodu (0, ay/be) se zdpornou smérnici ¢y /by < 0.

V naSem piipadé konkurence se prvni nulkliny navic protinaji v prvnim kvadrantu na
kladné poloose y, v pruseciku P, = (0, —ay /¢;). Také druhé nulkliny se protinaji na kladné
poloose y; v bodé Py = (—ay/cs,0). Pozor, tyto pruseciky ovsem nejsou singularnimi body,
protinaji se zde dvé prvni nebo dvé druhé nulkliny. Navic, pokud koeficient d = by1bs — c1¢o
je nenulovy, sikmé nulkliny se protinaji.

Jaké je poradi bodu S; a P, na poloose y,? Jestlize By = asb; + ajco > 0, potom
ashy > —ajce > 0, odkud plyne —ay/co > ayby, tedy prusecik P, lezi vpravo za singularnim
bodem S;. V opacném piipadé By < 0 prusecik P, lezi vlevo pred S;. Podobné v ptipadé
By = a1by + ascq > 0 na poloose yo prusecik P; lezi nad bodem Ss, pro B; < 0 bod P;
lezi pod bodem Ss. V piipadé By = 0 nebo By = 0 body Py, S nebo P, S splyvaji.

Rozlisime proto tii generické® situace podle znamének B, Bs.

2.a ,Slabd konkurence® — kladné By, By

V tomto piipadé na poloose y; bod P; lezi za bodem S; a na poloose y; bod P; lezi
za bodem Sy, viz Obr. 46. Jaké je d? Z podminky B; > 0 plyne by/ay > —c1/a; > 0,
podminka By > 0 dava b;/a; > —cg/as > 0. Souéin obou nerovnosti po vynasobeni
aias > 0 dava biby > cico, odkud plyne d > 0. To potvrzuje skutecnost, ze prusecik Sio,
lezi v prvnim kvadrantu, jeho soutadnice, viz (7.17), jsou kladné.

Nulkliny se protinajici se v singularnim bodé S, rozdéluji prvni kvadrant na ctyii
casti. Podle znamének fi, fo vykreslime v nich ,orientaci® ptislusnych tecnych vektoru
(y1,y4), viz Obr. 46.

5Generické situace jsou takové, které nejsou vyjimeéné, tj. nemaji nulovou pravdépodobnost, a neméni
se pii malé zméné. Rovnost dvou spojitych veli¢in je vyjimecnd, zména obou veli¢in muze zménit rovnost
na jednu nebo opa¢nou nerovnost.
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Jakého typu jsou singuldrni body? Podle (7.19) je bod Sy neatraktivni uzel. Podle
(7.20) a (7.21) charakteristické polynomy v bodech S; a S maji zdporny ¢len det(A),
maji proto redlné koteny s opaénymi znaménky a singularni body Si, Sy jsou tudiz sedla.

Ve ¢tvrtém singuldrnim bodé Sio podle (7.22) je det(A) = By Bs/d kladny, diskrimi-
nant D kladny a stopa Tr(A) je zdporna. Podle Véty 7.26 kofeny jsou zaporné. Bod Sio
je proto pritazlivy uzel. Pro kontrolu vykresleme smérové vektory v Obr. 47, potvrzuji
typy singularnich bodt.

Jaké je hodnoceni situace? Vsechny trajektorie (kromé bodu 1y, = 0) sméruji do
atraktivniho bodu Sio, ktery dava obou druhtm rovnovazny stabilni stav, ktery je mensi
v ptipadé jedné populace. Oba druhy vsak prezivaji.

Y2 Y2

So

Q S | P 0
Obr. 46: Slabéd konkurence: nulkliny a sing. body ~ Obr. 47: Slaba konkurence: te¢né vektory
(a1 =4;01 = 2501 = —1;a9 = 3,0 = 1500 = —0.6). (a1 =4;b1 = 2;¢1 = —1;a9 = 3;b3 = 15¢0 = —0.6).

n

2.0 ,Silnd konkurence“ — zaporné By, By

V tomto piipadé na poloose y; bod P, lezi pred bodem S; a na poloose y, bod P;
pred bodem Sy, viz Obr. 48. Diky zépornym Bj, B, mame nerovnosti 0 < by/ay < —c1/a;
0 < bi/a; < —caaqg jejichz vynasobeni dava biby < cico, proto d < 0 a v (7.17) soufadnice
bodu Sy, jsou kladné. Nulkliny se protinajici se v singularnim bodé Sis rozdéluji v prvni
kvadrant na ¢tyfi casti. Podle znamének f;, fo vykresleme v nich orientaci ptislusnych
tecnych vektoru (y},ys), viz Obr. 48.

Jakého typu jsou singuldrni body? Podle (7.19) je bod Sy neatraktivni uzel. Podle
(7.20) v bodé Sy charakteristicky polynom (7.20) ma diky B, < 0 zédpornou stopu Tr(A)
a nezaporny diskriminant D. Kofeny A, Ay jsou proto zaporné a podle Véty 7.26 singularni
bod S je pritazlivy uzel. Analogickym vypoctem lze zjistit, ze singularni bod S; je také
pritazlivy uzel.

V singuldrnim bodé Sj, charakteristicky polynom P(\), viz (7.22), zaporny det(A),
protoze Bi, Bs,d jsou zéaporné. Podle Véty 7.22 P(\) m4 proto redlné kofeny s opacnymi
znaménky a podle Véty 7.10 singularni bod Si5 je sedlo.

Pro kontrolu vykresleme smérové vektory v Obr. 49, potvrzuji typ singularnich bodu.

Jaké je hodnoceni situace? Na rozdil od slabé konkurence atraktivni jsou stavy na
polooséch y; a ys. Trajektorie proto sméfuji bud do bodu S; nebo Sy, tedy bud jedna
nebo druhd populace vyhyne, zalezi na pocateénich podminkach.
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Y2

STJ P S W
Obr. 48: Silnd konkurence: nulkliny Obr. 49: Silné konkurence: te¢né vektory
(a1 = 5;b1 = 1;01 = —3;&2 :4;b2 = 1;62 = —2). (a1 = 5;b1 = 1;01 = —3;a2 :4;b2 = 1;02 = —2).

2.c ,Dominance” pruni populace — By > 0, By <0

V tomto ptipadé na poloose y; bod P, lezi pred bodem S; a na poloose y, bod P, za
bodem Sy, viz Obr. 50. Nulkliny se v prvnim kvadrantu neprotinaji, rozdéluji ho proto
jenom na tii ¢asti, prusecik Sio ,,Sikmych® nulklin neni v prvnim kvadrantu nebo neexis-
tuje. Podle znamének fi(y1,y2), fo(v1,y2) vykresleme v jednotlivych oblastech ,orientaci“
tecnych vektoru (v, v5), viz Obr. 50.

Jakého typu jsou singuldrni body? Podle (7.19) je bod Sy neatraktivni uzel. Podle
(7.20) v bodé Sy charakteristicky polynom (7.20) ma diky B, < 0 zédpornou stopu Tr(A)
a nezaporny diskriminant D. Koteny A, As jsou proto zaporné a podle Véty 7.26 singularni
bod S je pritazlivy uzel.

V singuldrnim bodé Sy = (0, ay/bs) je situace odlisna. Podle (7.21) det(A) je zéporny,
podle Véty 7.26 proto polynom P(A) mé dva redlné kofeny s opa¢nymi znaménky. Podle
véty 7.10 singuldrni bod Sy je sedlo.

Pro kontrolu vykresleme smérové vektory v Obr. 51, potvrzuji typ singularnich bodu.

Y2 Y2

STJ | j2 | | S1 S,
Obr. 50: Dominance: nulkliny a singularni body Obr. 51: Dominance: te¢né vektory trajektorii
((11 = 5;b1 = 1;01 = —5/4;&2 = 4;b2 = 2;02 = —2). (a1 = 5;b1 = 1;61 = —5/4;(12 = 4;b2 = 2;02 = —2).

Jaké je hodnoceni situace? V tomto ptipadé je situace jesté horsi pro ,slabsi® druh.
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Kromeé vyjimecné situace y; = 0 populace y, vzdy vyhyne. Prvni druh se ustali na hodnote,
jako kdyz druhy druh neexistuje.

V pripadé By < 0 a By > 0 je situace opacna, Sy je atraktivni uzel, S je sedlo, prvni
druh vyhyne a druhy se ustali na hodnoté jakoby prvni druh neexistoval.

3. Modely preddtor-korist — zdporné ci a kladné co

Tyto modely popisuji situaci dvou populaci: prvni gy; se nazyva kofist, druhd s
predator se koristi zivi. Napiiklad kofisti je snézny krélik a predatorem rys. Dalsimi
priklady jsou kapfti a Stiky v rybniku, losy a vlci.

Protoze predéator se zivi kotisti, predator snizuje populaci koristi: parametr c¢; je
zaporny. Mnozstvi kofisti umozinuje mnozeni predatora: parametr ¢y je kladny.

Uvedeme zjednoduseny model, ktery nese jména dvou autoru. Model navrhl Alfred J.
Lotka v roce 1910 pro chemické reakce, v roce 1925 model aplikoval na systém predator-
korist ve své knize o biomatematice. Nezavisle stejné rovnice publikoval Vito Volterra
1926, aby vysvétlil periodické chovani poctu vylovenych ryb v Jaderském moii. Model
byl inspirovan periodickym vyvojem poctu vykoupenych kozek snéznych kraliku a rysu
v severni Kanadé v letech 1845-1935, viz [10].

3.a Klasicky Lotkuv-Volterruv model

Abychom mohli vyuzit vysledky z predchozich ¢asti pro model vyuzijeme oznaceni
parametru z piedchozich casti. Pro korist y; nechdme parametr a; kladny, omezeni zdroji
potravy zanedbame, tj. polozime b; = 0. Predator se zivi kotisti, ¢imz snizuje populaci
koristi, tj. parametr ¢; je zaporny. Predator bez kofisti vymird, proto parametr as je
zaporny. Omezeni prostfedim zanedbame b, = 0, mnozstvi potravy koristi umoznuje
prirustek preddtora, polozime proto ¢ > 0. Soustava rovnic se redukuje na

yi = a1y + iy = (a1 + ay2)yr, yé = agys + Cot1Ya = (ag + cavn)y2 (7.23)

pricemz parametry ap, cs jsou kladné a as, c¢; zaporné.

Prvni nulkliny jsou dvé na sebe kolmé piimky: y; = 0, tj. osa yo, a piimka a; +cyy, = 0
vychézejici z bodu (—a;/c1,0) kolméd na osu y;. Druhé nulkliny jsou také dvé na sebe
kolmé pifmky: yo = 0, tj. osa y;, a piimka ay + coy; = 0 vychézejici z bodu (0, —ay/c2)
kolma na osu yo, viz Obr. 52. Nulkliny se protinaji ve ¢tyfech bodech: singularni body
jsou vsak jenom dva Sy = (0,0), Sio = (—as/ca, —aq, ¢1), protoze body P, = (0, —ay/cy),
P, = (—as/cs,0) jsou pruseciky jenom prvnich nebo druhych nulklin, nelezi na obou
nulklinach. Nulkliny rozdéluji prvni kvadrant na ¢tyfi ¢asti. Vykresleme v Obr. 52 nulkliny
a uhly tecen trajektorii v prislusnych oblastech.

Pro urcenf charakteru singuldrnich bodu urceme koeficienty A;; (7.12) pfislusné lineari-
zované rovnice Aj; = a1 +c1ys, Ao = cy1, Aog = Coyo, Agg = ao+coyy a charakteristicky
polynom nabude tvar

P(X) = X — (a1 + ag + c1y2 + cay1) A + (a1 + cry2) (a2 + copn). (7.24)
V bodé Sy = (0,0) charakteristicky polynom P(\) = A? — (a; + az) A + a1a; ma kofeny
A =a; >0, Ay = as <0, tj. s opacnymi znaménky. Podle Véty 7.26 bod 5 je sedlo.

V bodé Sis = (—ag/ca, —ai/c1) je Ajp = Age = 0, coz ddva Tr(A) = 0, a déle plati
A12 = —Clag/CQ, A21 = —62a1/01 odkud plyne det(A) = —A12A21 = —ai1a9 > 0.
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V bodé Sip tedy polynom P(\) = A? — ajas mé nulovou stopou a zdporny diskrimi-
nant D = 4ajay < 0, ma tedy dvojici komplexné sdruzenych kotenu s nulovou realnou
¢asti. Singularni bod Sy, linearizované soustavy je proto stied. V ptipadé nelinedrni sou-

stavy rovnost Tr(A) = 0 sice plati v bodé S}y, ale nemusi to platit v okoli Sis, vedle stiedu
by to mohlo byt atraktivni nebo neatraktivni ohnisko.

V nasem piipadé vsak lze spocitat trajektorie jako ,vrstevnice® funkce zadané impli-
citné F'(y1,y2) = const. Z rovnic (7.23) plyne

dy; _ (a1 + C1y2)y1
dys (ag + catn)ya

Z rovnosti 1ze proménné y,, yo separovat

a a
(_2 + CQ) dy1 = (—1 + Cl> dy2
Y1 Y2
a integraci ziskavame ay Iny; + co y1 = ay Inys + c1ys + const, coz dava trajektorie zadané
implicitne

F(y1,y2) = asInyy + coy1 — ay Inys — ¢1 Yo = const .

Funkce F(y1,y2) méa v bodé Sio obé prvni parcidlni derivace nulové, druhé
/!

Fylyl - _a2/y% > 0’ FZ;/1y2 = FH = 0’ Flzyz = a1/y§ >0

Y1y2 Y

proto v bodé Sis je lokdlni minimum. Trajektorie v okoli S jsou proto uzaviené a sin-
gularni bod je stred.
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Obr. 52: Predator-kofist: nulkliny a body Obr. 53: Predator-kofist: tecné vektory
(a1 = 3501 = —15a9 = —4;¢c0 = 1). (a1 =301 = —15a9 = —4;¢0 = 1).

v

Jaké je hodnoceni situace? Pokud je korist nulova y; = 0, predator vyhyne. Pokud
neexistuje predator y, = 0, kofist se mnozi neomezené. V singularnim bodé Si, je stav
koristi i predatoru neménny. Mimo tyto ptipady jde o periodicky jev, vyvoj probiha
v cyklu, kdy se postupné periodicky opakuji ¢tyfi situace:

(a) predatoru je mélo, kofist se mnozi,
(b) kofisti je mnoho, roste pocet predéatoru,
(¢) predatoru je mnoho, klesa pocet koristi,

(d) kotisti je malo, klesd pocet predatoru.
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