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1 Obraz

Analyza obrazu je relativné nova matematicka disciplina, ktera, jak jiz jeji ndzev napovida, se
zabyva metodami zpracovani obrazu na vystupnim zafizeni pocitace.

Ze stiedoskolské matematiky zname pojem zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B jako relaci
R, kde pro kazdé ae A existuje nejvyse jedno b € B takové, Ze [a; b] € R. Prvek a v této

dvojici nazgvame vzorem prvku b, prvek b naopak obrazem prvku a. Mnozinu O(A) viech

obrazli prvkli mnoziny A nazyvame obrazem mnoziny A.

Tento popis vypada matematicky velmi formalné, v praktickém zivoté se vsak s touto situaci
setkdvame neustale. Napiiklad kazdy nas zrakovy vjem je zobrazenim, a to dokonce
zobrazenim slozenym. Prvni ,,fazi* vzniku zrakového vjemu je zobrazeni vnéjSiho svéta na
sitnici o¢i, druhou ,,fazi“ pak pienos téchto dvou obrazi do mozku a jejich zpracovani
zrakovym centrem.

Kazdy bod prostoru, ktery nas obklopuje, je uréen svoji polohou a barvou. Polohu bodu
V prostoru lze matematicky popsat tfemi prostorovymi soufadnicemi. Pokud jde o barvu, pak
zdravé lidské oko je schopno rozeznat asi pét miliont riznych odstind. Sitnice lidského oka
obsahuje dva druhy fotoreceptorickych bun¢k - ty¢inky umoziujici vnimat intenzitu osvétleni
a &ipky umoziiujici vnimani barev. Cipky jsou trojiho druhu — lisi se latkou citlivou na rizné
casti spektra viditelného svétla — Cervenou, zelenou a modrou. Matematicky tak muzeme
barvu (pfi jistém zjednoduseni) modelovat rovnéz tiemi ¢isly — barevnymi souradnicemi.

Podivejme se podrobnéji nejdiive na zpracovani prostorové informace.

1. 1 Zobrazeni v euklidovském a projektivnim prostoru

Svét, ktery nas obklopuje, je trojrozmérny, obraz na vystupnim zafizeni dvojrozmérny.
Zobrazeni, které pfevadi trojrozmérny obraz na dvojrozmérny nazyvame promitani. Promitani
je v realném svéte zprostiedkovano (alespon ve vEétsing piipadii) pfimocare se Sificim svétlem,
matematicky ho proto modelujeme pomoci promitacich pfimek dle obr. 1.1.1.

+ § (stred promitani)

(promitaci primka) « (promitaci primka)

v A (promitany bod) \‘ v A (promitany bod)
|
B B
| ——

\A' (primeét bodu A)

'B' \A' (prumét bodu A)
T[\~ (& . = "E-\ . . ]3

——r— T ———

\

(priimétna) (primétna)

Obr. 1.1.1: Promitani
a) stfedové b) rovnobézné
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Sem zadejte rovnici.Geometrie, kterou jste se zabyvali na stfedni Skole, studovala ttvary
Vv tzv. euklidovském prostoru. Tato geometrie vychazi z n€kolika zakladnich tvrzeni, ktera se
nedokazuji (tzv. axiomtl). Jednim z nejznaméjsich je axiom o rovnobézkach:

Ar: Bodem A, ktery nelezi na piimce p, lze v roviné }SZ vést pravé jednu primku,
ktera nema s p Zadny spolecny bod.

Tento axiom vSak uvahy o promitani zna¢né komplikuje, nebot’ pii jeho platnosti je tieba
nahlizet na rovnobézné a stiedové promitani jako na dva ruzné piipady, coz se odrazi i
V nejednotném matematickém popisu.

Pro matematicky popis promitani se ukazuje vyhodngjsi pfijmout bez dikazu jiné tvrzeni
(projektivni axiom):

Ap: Kazdé dvé primKky lezici v dané roviné, maji spolecny bod.

Soucasn¢ vSak budeme chtit (alespon v jistém smyslu) zachovat v platnosti axiom o
rovnobézkach. To je zdanlivé netesitelny tkol, feSeni je vSak pomémé jednoduché: Kromé
»tradi¢nich®™ bodu, které zname ze stfedoskolské geometrie a které budeme nazyvat vlastni
body, budeme uvazovat jesté body ,,netradi¢ni®, které prohlasime za body nevlastni. Axiom
o rovnobézkach pak sta¢i jen mirné upiesnit — o rovnob&zkach prohlasime, ze nemaji
spole¢ny zadny vlastni bod. Z Ap pak plyne, Ze spoleény bod rovnobézek je bodem
nevlastnim.

Vlastni bod si tradiéné pfedstavujeme jako bezrozmérnou tecku, nevlastni bod si lze
predstavit jako mnozinu vSech vektorti téhoz sméru. Analyticky lIze body v projektivnim
prostoru definovat jako mnoziny uspotradanych ctvetic tvaru

P=k-(p;pyipsiw,); k=0,

pficemz @, #0 prave tehdy, kdyz bod P je vlastni, a @, =0 prave tehdy, kdyz bod P je
nevlastni. Nevlastni bod P znac¢ime podrobné&ji P .

Ob¢ promitani z obr. 1.1.1 mizeme povazovat za promitani stfedové- stted promitani na obr.
1.1.1a) je vlastni, na obr. 1.1.1b) pak nevlastni.

Kazdé zobrazeni, v némz je obrazem piimky opét piimka, anebo bod (tedy 1 promitani) lze
zapsat ve tvaru

X Q; dp a3 Ay | X
' a a a a
y' _| 9 G2 Gy Gy y — %' = Ax (1.1.1)
z 8y 8yp Q3 8y || Z
o' y Qp ay 9y )\o

Néktera z téchto zobrazeni zachovavaji vlastni a nevlastni body, tj. obrazem vlastniho
(nevlastniho) bodu je opét vlastni (nevlastni) bod. Pro tato zobrazeni musi tedy platit

(0'=0) < (w=0) arovnice (1.1.1) je tedy tvaru

X Q, Q, 3 | X
' a, a a a
y' _| % G Y3 Ay y . a, %0 (1.1.2)
z Ay Ay A Ay || Z
o' 0 0 0 a,)lo
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Rovnice (1.1.2) popisuje soumérnosti, posunuti, otaeni, zménu méfitka, zkoseni a promitani
S nevlastnim stfedem (rovnobézné promitani). Rovnici (1.1.2) naopak nespliiuje napf.
sttedové promitani S vlastnim sttedem, kde obrazem vlastniho bodu miZe byt bod nevlastni a
naopak. Fotografie na obr. 1.1.2 vznikla pravé stiedovym promitanim s vlastnim stfedem,
protoze vlastni bod X ' na fotografii je obrazem nevlastniho bodu _ X (totiz spole¢ného bodu

rovnobéznych koleji a troleji).

Obr. 1.1.2: Stiedovy pramét prostoru do roviny

Stfedem promitani je v tomto piipad€ ohnisko objektivu fotoaparatu. Toto zobrazeni lze
popsat rovnici (1.1.1), kde alespon jedno z ¢isel a,;;a,,;a,, je rizné od nuly.

Nektera ze zobrazeni popsana rovnicemi (1.1.1); (1.1.2) jsou prosta (tj. obrazy kazdych dvou
rtiznych bodu jsou navzajem rizné) a néktera prosta nejsou. Matice A je v ptipad¢ prostého
zobrazeni regularni (to plati napf. pro soumérnosti, otoceni, zménu méfitka, zkoseni),
Vv piipadé, ze zobrazeni prosté neni, je matice A singularni. Pfikladem zobrazeni, které neni
prosté, je promitani na rovinu (at’ uz stfedové, anebo rovnob&zné). VSechny body kazdé
promitaci piimky se totiz promitnou do jediného bodu. Napftiklad

x' a, &, a; 9,

y' _ Ay Ay Ay Ay |y (1.13)
z' 0O 0 O 0|z

o' ay 4, 95 ayu )\o

je rovnice promitani na rovinu z'=0 (viz obr. 1.1.3).
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Obr. 1.1.3: Promitani prostoru na rovinu. Obrazem vsSech bodii B;P,;..., které lezi na téze
promitaci ptimce p (slune¢nim paprsku), je jediny bod P'.

Jak jiz bylo feceno, soustavami linearnich rovnic (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3) jsou popsana
zobrazeni, V nichz obrazem pfimky je opét piimka, anebo bod. V praxi se Casto setkavame
S nejruznéjSimi geometrickymi vadami optickych soustav, 1 se zobrazenimi, jejichz projevem
je zobrazeni V némz obrazem piimky jiz neni pfimka. Nejéastéji se jedna o tzv. soudkovité
(obr. 1.1.4a) a polstafovité (obr. 1.1.4b) zkresleni.

Obr. 1.1.4: Geometrické vady ¢ocek
a) soudkovité zkresleni b) polstatovité zkresleni

Tato zobrazeni jsou popsana soustavou nelinearnich rovnic tvaru
x'=f(xy;2)
y'=9g(xV:2)
Metody napravy téchto deformaci ptesahuji rozsah tohoto textu a nebudeme se jimi zabyvat.
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1. 2 Obraz a jeho digitalizace

V nasledujicim textu se budeme zabyvat analyzou (dvojrozmérnych) priméta okolniho svéta
do roviny. Bez ujmy na obecnosti mizeme piedpokladat, ze touto rovinou je rovina z =0,

zobrazeni je tedy dano rovnici (1.1.3). Toto zobrazeni piinasi do kazdého bodu [X'; y']
primétny informaci o bodech [X; Y; Z] Vv prostoru, které lezi na pfislusné promitaci piimce.
Pro zacatek piredpokladejme, ze tuto informaci Ize vyjadfit jedinym Cislem.

Obrazem ¢i obrazovou funkci budeme v tomto pripadé rozumét skalarni funkci

v=f(x5y") (1.2.1)

Podle ptedchoziho textu miize mit obrazova funkce spojity defini¢ni obor, na kterém muze
byt spojita. Aby tomu vSak tak skute¢né bylo, musime kazdy bod roviny modelovat jako

bezrozmérny objekt, ktery je schopen nést kazdou redlnou hodnotu v e <a;b>. Elektronické

zafizeni je vSak fyzicky objekt a nedokaze zobrazit ani kone¢n¢ maly bod, ani nekonecné
mnoho informaci (které funkce spojita na intervalu <a; b> teoreticky ptredstavuje).

Pro uchovani a reprodukci obrazové informace v elektronické podobé je tedy tfeba prevést
oba spojité obory obrazové funkce na obory diskrétni — hovotime o digitalizaci obrazu.
Digitalizace obrazu se sklada ze dvou ¢asti - diskretizace defini¢niho oboru, kterou nazyvame
vzorkovanim, a diskretizaci oboru hodnot, kterou nazyvame kvantovani.

Vysledkem vzorkovani je obrazova matice I (Image) typu W xH (Width; Height) skalarnich
hodnot (Vu) Kazdy prvek této obrazové matice nazyvame pixel (z anglického ,,picture

element®). Pixel modelujeme nejcastéji jako ¢tverec, méné Casto jako obdélnik, lze pouzit i
hexagonalni (Sestithelnikové) uspotfddani. V dal$im textu budeme pixely modelovat jako
¢tverce. Kvantovani pak kazdému pixelu piifadi celo¢iselnou hodnotu néjaké veliiny
(osvétleni, teplota, barevnd slozka...). Predpoklddejme prozatim, ze touto veliinou je

-----

odstin Sedé barvy.

Vzorkovani: Vzorkovanim rozumime reprezentaci spojité obrazové funkce f (X'; y') matici

diskrétnich hodnot. Jednim z rozhodujicich faktort kvality digitalizovaného obrazu je fyzicka
velikost jeho pixelli, anebo tzv. rozliSeni obrazu. Tento pojem je chapan vétSinou ve dvou
vyznamech: jednak je to typ obrazové matice (tj. jeji ,,rozméry* v pixelech) a jednak je to
pocet pixell na palec, ktery se udava v jednotkach DPI (dots per inch, tedy pocet bodl na
palec). Na obr. 1.2.1 vidime fotografii s rozliSenim (v prvnim slova smyslu) 1500 x 2100; 500
X 700, 100 x 140; 30 x 42.

Obrazy vnimame zrakem vétSinou ze vzdalenosti cca 20 cm a vétsi. Lidské oko je za
ideélnich svételnych podminek a pii dostatecné velkém kontrastu schopno rozlisit dva body,
jestlize je vidi pod zornym thlem minimaln¢ 1°. Ze vzdalenosti 20 cm jsme tak schopni
rozlisit dva body vzdalené od sebe asi pét setin milimetru. Tato hodnota je tedy zaroven
maximalni velikost pixelu, kterou by mél kvalitni obraz mit. Jednoduchym piepoctem
zjistime, ze kvalitni obraz by mél mit rozliSeni minimalné 500 DPI (1 palec je 2,54 cm).

Maximalniho kontrastu, ktery jsme pfedpokladali vyse, v§ak dosahuje jen ostry cerny text na
Cisté bilém pozadi, tenké kiivky na ptesnych technickych vykresech apod. Pro jiné obrazy
(napf. barevné fotografie) vétSinou postacuje rozliseni 300 DPIL.
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Obr. 1.2.1: Snimek s postupné klesajicim rozlisenim — 1600x1200; 400x300, 200x150;
100x75. Nedostatecné vzorkovani degraduje nejdiive drobné detaily (zde fasady budov) a
postupuje k velkym plocham (zde travnik a obloha).

Realny obraz predstavuje spojity signal, zn€hoZz odebirame vzorky ve vzdalenostech
odpovidajicich velikosti pixeld. Na kvalitu digitalizovaného obrazu ma tedy vliv nejen
jednotka DPI, ale také velikost nejmensich detailti snimaného realného objektu. Tuto otazku
fesi Nyquistlv — Shannontiv teorém:

Nyquistiiv — Shannoniiv teorém: Piesna rekonstrukce spojitého a frekvenéné omezeného
signalu z jeho vzorkl je mozna tehdy, kdyz vzorkovaci frekvence je vyssi nez dvojnasobek
nejvyssi harmonické slozky vzorkovaného signélu.

Prakticky to znamena nasledujici: Digitalni obraz mizZe byt kvalitni jen tehdy, je-li jeho
nejmensi detail nejméné dvakrat vétsi nez pixel. Toto pravidlo Ize ilustrovat nasledovné: na
obr. 1.2.2 vlevo mame pravidelné pruhovanou piedlohu zobrazenou v kolmém promitani, kde
jednotlivé pruhy maji Sitku nékolika pixelt. Tato predloha je zobrazena kvalitn€é. Na obr.
1.2.2 vpravo je tatdz ptredloha ve stfedovém promitani, kde se pivodné rovnobézné linie
sbihaji a pruhy se zuzuji. Jakmile se zobrazovana Sitka zmenS$i pod hranici dvou pixeld,
zacinaji se na obraze objevovat vzory, které na redlném objektu nejsou. S timto jevem se
setkavame pomérné Casto a nazyvame ho alias. Alias miZeme povazovat za chybu
vzorkovani.
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Obr. 1.2.2: Piedloha skladajici se zvodorovnych pruhii je zobrazena v rovnob&ézném
promitani (vlevo) a ve sttedovém promitani (vpravo). Jakmile se zdanliva Sitka pruhti zmensi
pod dva pixely, zac¢ina se projevovat pseudoinformace, ktera na skutecné predloze neni. Tento
jev se nazyva alias.

Kvantovani: Vzorkovanim obdrzime konec¢ny pocet funkénich hodnot obrazové funkce
(pocet téchto hodnot je dan poctem prvkl obrazové matice, tedy W x H ). Obor téchto hodnot
vsak mize mit stdle W xH zcela libovolnych prvkl. Vystupni zafizeni vSak muze
reprodukovat jen ekvidistantni hodnoty — kvantizani urovné o stejnych vzdalenostech, tak
jak to ilustruje obr. 1.2.3 na ptikladu jasu.

Obr. 1.2.3: Spojity obor hodnot jasu (nahote) je kvantovan na osm trovni (dole). Striktné
vzato ani horni obor neni spojity - je kvantovan na 256 urovni. Pfi takto jemném kvantovani
vSak lidské oko neni schopno rozpoznat rozdily jast sousednich Girovni.

Stanoveni poctu kvantizacnich urovni se fidi citlivosti lidského zraku. Pro vétSinu praktickych
situaci staci, je-li pomé&r jasu bilé k ¢erné roven stu. Pii tomto poméru je zdravé lidské oko
schopno rozliSovat asi 230 urovni jasu. Pro vétSinu aplikaci tedy postacuje osmibitové
koédovani urovné jasu (tj. 256 trovni). Pii takto jemném kvantovani jiz oko povazuje celou
Skélu za spojitou (viz obr. 1.2.3 nahote).

Podobné jako nedostatecné vzorkovani (viz obr. 1.2.1) mlize obraz znacné degradovat rovnéz
nedostate¢né kvantovani — viz obr. 1.2.4.
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Obr. 1.2.4: Snimek s postupné klesajicim poctem kvantizacnich Grovni (zde Grovné jasu) —
256, 16, 8, 4. Nedostate¢né kvantovani degraduje nejdtive velké plochy (zde travnik a obloha)
a postupuje k drobnym detailiim (zde fasady budov).

1. 3 Atributy pixelu

Vlastni atributy pixelu: Na zacatku této kapitoly jsme predpokladali, ze pixel nese
informaci, kterou lze vyjadrit jen jednim ¢islem (Skalarni nformaci). Tato informace je vSak
na kterém je soucasné¢ uloZena informace o jasu, intenzité elektrického pole, vinové délce
svétla atd. Kazdou informaci, kterou miizeme takto ulozit, nazyvame atribut pixelu, pfesnéji
feceno vlastni atribut pixelu. Vlastni atribut pixelu je atribut, ktery zavisi jen na uvazovaném
pixelu. Situaci, kdy je téchto vlastnich atributti obecné n, Ize popsat vektorovou funkci

Vi = (Vv V), =T (i) (1.3.1)

Prakticky se vSak vétSinou postupuje tak, ze se tato vektorova funkce nahradi n-tici
skalarnich funkci

Vl,l] = fl(" J)
Vaij = fz(i; J) (1.3.2)
iy = 1, (i)
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Rikame, Ze vektorovou funkci popisujeme po slozkach (slozkami jsou zde jednotlivé vlastni
atributy pixelu). Podobné jako jas muze kazdy jiny atribut pochéazet ze spojité informace a
Vv tom piipadé musi byt tato informace rovnéz vyse uvedenym zplisobem digitalizovana.
Misto jedné obrazové matice I tak obecné dostavame usporadanou n-tici (I;;1,;...;I,) matic,

Z nichz kazda popisuje jeden atribut pixelt dané¢ho obrazu.

Nese-li pixel skalarni informaci, je touto informaci nejcastéji jas. Je to skalarni hodnota
omezena dynamickym rozsahem obrazu a poctem kvantiza¢nich urovni tak, jak jsme o tom
mluvili v pifedchozi kapitole. Je-li tato informace vektorova, je touto informaci nejcastéji
informace o barvé - intenzita barevnych slozek, jas a svétlost barvy, saturace a tén barvy.
Tyto atributy nejsou nezavislé, hodnotu nékterych z nich Ize odvodit z ostatnich tak, jak o tom
pojedname v nasledujicich dvou kapitolach.

Nevlastni atributy pixelu: Tyto atributy jsou zavislé na vlastnich atributech sousednich
pixelt. Jedna se zejména o stiedni hodnotu, rozptyl a velikost gradientu (kontrast). O
téchto atributech pojedname v dal§im textu. Zde si podrobné&ji v§imnéme velmi dilezitého
nevlastniho atributu pixelu a tim je jeho kontrast. Pojmu kontrast vétSinou intuitivn¢ velmi
dobfe rozumi. Je to jednoduSe fe¢eno rozdil mezi svétlem a tmou. Kontrast je mozné
vzhledem k vlastnostem lidského oka definovat riizné. Napft. barevny kontrast je postaven na
kontrastu barev a maximalniho kontrastu lze dosdhnou pouzitim tzv. doplitkovych barev
(budeme o nich mluvit v nasledujici kapitole). Asi Castéj$i chapani slova kontrast je ale
postaveno na jasovém kontrastu - €ili rozdilu jasi riznych ploch v jednom obrazu (globalni
kontrast), anebo nekteré jeho ¢asti (lokalni kontrast). Na obr 1.2.5. je mikrosnimek oceli
X210Crl12 svysokym globdlnim kontrastem, ale lokéalni kontrast v obou vyznacenych
oblastech je velmi maly.

Obr. 1.3.1: Mikrosnimek oceli X210Cr12 s vysokym globalnim kontrastem a malym
lokalnim kontrastem ve vyznacenych oblastech.

Na zéavér této kapitoly poznamenejme, Ze kontrast vnimany lidskym okem zavisi 1 na
celkovych svételnych podminkéach — tentyZ rozdil jasit vnima lidské oko citlivéji za Sera nez
za plného osvétleni. Konecné — lidské je citlivé na lokalni kontrast ale velmi tézko posuzuje
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absolutni jas. Ilustruje to obr. 1.2.6. kde mame posoudit jas poli Sachovnice oznacenych
pismeny A, B. Dojem, Ze pole A je tmavsi nez pole B, je mylny. Oko se jen nechalo zmést
lokdlnim kontrastem na hranicich svétlejSich a tmavych poli a absolutni jas vyhodnotilo
Spatné. Obé¢ pole jsou stejné jasna.

Obr. 1.3.2: Ukazka chybné vyhodnoceni absolutniho jasu lidskym okem: pole A i B jsou
stejn€ jasna.

1.4 Barva

Lidské oko vnima elektromagnetické vinéni o vinovych délkach 400 — 720 nm. Zdrojem
bézného denniho svétla je Slunce, které muizeme povazovat za absolutné cerné téleso.
Intenzita zafeni takového télesa zavisi na jeho teploté (vyssi teplota znamena vyssi intenzitu a
naopak), zavislost intenzity zareni konkrétniho télesa na jednotlivych vinovych délkach -

I (/1), charakteristiku zafeni - urcuje Planckiv zakon. K¥ivky, které tento zakon urcuje pro

télesa riznych teplot, si miizeme prohlédnout na obr. 1.3.1.

Nejintenzivnéjsi zafeni Slunce ma podle tohoto zdkona vlnovou délku asi 550 nm, coZ je (ne
nahodou) uprostied rozsahu viditelného svétla. Kratsi vinové délky vnimame jako modrou az
fialovou, delsi pak jako zlutou a poté Cervenou. Jednotlivé barvy vznikaji tak, ze ze
slune¢niho svétla je né¢jakym zplisobem Cast zateni odfiltrovana. Barva, kterou vnimame, je

pak déana jednak charakteristikou I.(4) tohoto prefiltrovaného zéfeni a jednak zpiisobem,

jakym lidské oko takové zafeni vnima, ptesnéji feCeno aZ na tom, jak tento zrakovy vjem
zpracuje mozek.

Vnimani svétla lidskym okem: Na sitnici oka jsou dva druhy receptori — tyCinky, které
reaguji na intenzitu svétla, a ¢ipky, které ndm umoznuji rozliSovat vinové délky vnimaného
zateni, tedy barvy. Cipky se vzajemnd neli§i stavbou, ale obsahem tzv. fotopsini —
chemickych latek riizné citlivych na rizné vlnové délky viditelného svétla. Cipek je tak
specializovan bud’ na cervenou, anebo zelenou resp. modrou barvu. Citlivost ¢ipkd na
jednotlivé vinové délky ilustruje obr. 1.3.2.
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Obr. 1.4.1: Zavislost intenzity zafeni na vinové délce absolutné ¢ernych téles riznych teplot.

A

N B(1) G(i)  R(A)

O I | | : :
400 450 500 550 600 650 700 [nm]

Obr. 1.4.2: Normovana citlivost ¢ipkt na vinové délky

Charakteristika zafeni zaznamenana lidskym okem je pak rovna
1(A4)=[R(4)+G(4)+B(2) ]I (4) (1.3.1)

Charakteristiky barvy: Zafeni (1.3.1) je pfeneseno zrakovym nervem do mozku, kde je

vvvvvv

A
1) Jas barvy je dan hodnotou integralu B= I 1(4)dA

A
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kde </11,/12> je oblast viditelného svétla. Specialné tedy — jestlize pro charakteristiky dvou
barev plati I,(A1)=c-1,(4), pak druhd z nich ma c- krat v&t3i jas. Situace je znazornéna na
obr. 1.3.3.

2) Saturace barvy je dana rozptylem charakteristiky kolem lokalnich maxim
Specialné tedy — jestlize pro charakteristiky dvou barev plati I, (l— m) =1, (C-(ﬂ,— m)), pak

druhd ma c - krat veétsi saturaci. Situace je znazornéna na obr. 1.3.4..

3) Tén barvy je dan po¢tem lokalnich maxim charakteristiky a vzajemnym pomérem jejich
velikosti. Situace je znazornéna na obr 1.3.5.

Ma-li charakteristika barvy jediné maximum a extrémné vysokou saturaci (. rozptyl je téméft
nulovy) dostdvame specialni barevné tony — tyto barevné tony vzdy najdeme ve spektru, jedna
se o tzv. spektralni barvy.

Obr. 1.4.3: Charakteristiky barev, které maji riznou intenzitu pfi stejné saturaci a stejném
barevném toénu

| ] |

=
T T T T -

Obr. 1.4.4: Charakteristiky barev, které maji stejny barevny ton a riiznou saturaci a intenzitu
(barva ur¢ena zelenou charakteristikou mé mensi intenzitu a vyssi saturaci).
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Obr. 1.4.5: Charakteristiky barev, které maji rizny barevny ton pfi stejné saturaci a pii
stejném jasu.

1. 5 Barevné systémy (modely)

Pokud bychom chtéli zpracovavat a uchovavat barevné obrazy tak, aby byly schopny zcela
vérné reprodukovat barvy tak, jak je vnima zdravé lidské oko, museli bychom mit pro kazdy
pixel nekone¢n¢ mnoho zdroji spektralnich barev, jejichz intenzitu by bylo mozno spojité
ménit. To samoziejmé neni mozné. Proto byly vyvinuty dva zakladni barevné modely a fada
tzv. barevnych prostord, které se vice ¢i méné Gspésné snazi tomuto idealu ptiblizit. Podle
zpusobu, jakym je vyvolan barevny vjem, rozliSujeme dva zdkladni druhy barevnych modeli.

Aditivni model: Barva kazdého pixelu je sloZzena z vinovych délek svétla vyzarovaného ze tii
zdroji svétla. Maxima zafeni jednotlivych zdroji jsou ddna maximy kfivek na obr. 1.3.2 a
oko je tedy vnima jako Cervenou zelenou resp. modrou barvu. Pro tento model se tedy vzila
zkratka RGB (Red, Green, Blue). Jsou-li tyto zdroje dostate¢né malé, oko je neni schopno
rozlisit a splyvaji mu v jeden bod a jednu barvu, ktera je dana intenzitou jednotlivych zdroja.
Tento model vyuZivaji vSechny aktivni zobrazovaci systémy (napi. monitory, dataprojektory,
barevné displeje mobilnich telefonti apod.). Sviti-li na displeji napt. vSechny Cervené a zelené
¢ipy V maximalni intenzité a nesviti Zadny modry, vnimame cely displej jako Zluty. Zakladni
michani barev v syst¢ému RGB vidime na obr 1.4.1 vlevo. Na obr. 1.4.2 je mikrofotografie
¢asti monitoru, vpravo pak pixely odpovidajicich vnimanych barev.

Obraz v modelu RGB tak mizeme reprezentovat trojici obrazovych matic (R;G;B),
vektorova funkce (5) pro je tvaru

v; =(RiG;B), =(RyiGy:B;)

Subtraktivni model: Barva kazdého pixelu je sloZena z vinovych délek zdroji bilého svétla,
ve kterém byly néjakym zpilisobem potlaceny (odfiltrovany) vinové délky odpovidajici
cervené, zelené resp. modré barve. Takto upravené svétlo je pak vnimano v tzv. doplitkovych
barvach - jako modrozelené (odfiltrovana cervena), purpurové (odfiltrovana zelend) resp.
zluté (odfiltrovana modra). Pro tento model se vzila zkratka CMY (Cyan, Magenta, Yellow).
Vyuzivaji ho barevné tiskarny, které tisknou na bily papir. Ten je bily proto, Ze odrazi
vSechny vlnové délky viditelného spektra. Naneseni barevnych inkoustil ¢i tonerti pisobi jako
filtr, ktery v definované intenzité potlaci ¢ervenou, zelenou resp. modrou a mame tedy opé&t
moznost barvy michat. Zékladni michani barev v syst¢ému CMY vidime na obr. 1.4.1 vpravo.
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Obr. 1.4.2: Realizace barev v syst¢ému RGB. Vlevo mikrofotografie vyfezu monitoru, vpravo
tentyz vyfez — n€kolik pixelt v barvach, které vidi ¢loveék po zpracovani zrakového vjemu
mozkem.

I kdyz je michani barev ze slozek CMY teoreticky mozné, v praxi k t¢émto zakladnim barvam
pridavame jesté Cernou, a to predev§im ze dvou ditvodd. SloZenim vSech tfi barev CMY by
sice méla teoreticky vzniknout Cernd, redlné vSak vznikd barva hnédo Sediva. Druhym
diivodem je skute¢nost, Ze michani c¢erné z barevnych slozek je znaéné neekonomické. Proto
se ke tirem zakladnim barvam pridava jesté cerna. Tento systém je znam jako CMYK.

V modelu RGB lze definovat atributy pixelu, o kterych jsme se zminili v pfedchozi kapitole,
takto:

Intenzita barevnych sloZzek: Hodnoty barevnych slozek R;G;B jsou hodnoty z intervalu

(O; D), Cislo D nazyvame dynamickym rozsahem obrazu. V modelu RGB tak mame

k dispozici celkem (D +1)3 rtiznych hodnot. Zdravé lidské oko je schopno rozlisit asi Sest az

osm milionil raznych hodnot. V praxi proto vétSinou postacuje dynamicky rozsah 255 — v tom
ptipad¢€ obsazuje kazda barevna slozka 8 bitli — hovotfime o osmibitovém obrazu. K dispozici

je (D +1)3 =256° =16 777 216 barev. Pro védecké ucely je viak Casto potfeba vyssi hodnoty
— obrazy dvanactibitové ( D =4 096) a Sestnactibitivé ( D =65 535).
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Jas: Je dan celkovou intenzitou vSech tii barevnych slozek daného pixelu. Rozeznavame dva
typy jasu — jas objektivni a jas subjektivni. Objektivni jas je urCen intenzitou zafeni pixelu,
kterou by naméfil fotometr, v modelu RGB tedy ziejmé

_R+G+B
° 3
Subjektivni jas je urcen intenzitou zéfeni pixelu tak, jak ho vnimé lidské oko, které je na
barevné slozky rtizné¢ citlivé. Pro subjektivni jas plati:

J

J=cR+c,G+c,B; c +¢c,+c, =1

Hodnota konstant c, + ¢, +C, se ur¢uje experimentalné, vétsSinou se uvadi
c,=0.3; ¢c,=0.59; c,=0.11

Riazné prameny udavaji pro tyto konstanty mirné€ rozdilné hodnoty, pro béznou potiebu jsou
vSak tyto rozdily zanedbatelné.

Zatimco objektivni jas Cervené, zelené i modré je stejny (1/3), je subjektivni jas Cervené (V
maximalni intenzit€) roven J; =0.3D; zelené J; =0.59-D a modré J; =0.11-D. Je to ddno

tim, Ze pravé zelend je zhruba uprostfed spektra viditelného zareni Slunce. Je to vlastné
obracen¢ — Slunce zasobuje Zemi po miliardy let zafenim, které ma podle Planckova zdkona
maximum ve Zlutozelené oblasti. Proto se (nejen) lidsky zrak vyvinul tak, ze je nejcitlivéjsi na
zelenou barvu. Subjektivni jas dopliikovych barev je pak

modrozelena: Jo =35 +J;=0.59D+0.11D =0.70D
purpurova Jy =Jg+J; =0.30D+0.11D =0.41D
zluta Jy, =Jz+J; =0.30D+0.59D =0.89D

Nejvetsi subjektivni jas ma tedy zlutd, lidské oko ji tedy vidi jako nejjasnéjsi, coz se projevuje
zvl4sté pii nedostatecném osvétleni. Objektivni jas vSech doplitkovych barev je pfitom stejny
-J,=%.

Obraz v odstinech Sedi: Nékdy je potieba pievést barevny obraz na obraz v odstinech Sedi,
matematicky feteno — trojici obrazovych matic (R;G;B) reprezentovat jedinou matici, jejiz

prvky chapeme jako odstiny Sedi, tj. matici J, jejiz prvky budou hodnoty jasu. Tento obraz se
Casto nazyva Grey Scale. Nekteré systémy na zpracovani obrazu skutecné pouzivaji jas
objektivni (napt. ImageJ) a nékteré jas subjektivni (napt. IrfanView). Jak vSak plyne
Z ptedchoziho odstavce, pii pouziti objektivniho jasu mohou nekteré barvy splynout, protoze
jejich objektivni jas je stejny (napft. zakladni i dopliikkové barvy pii stejnych hodnotach RGB).
Korektngjsi je pouziti jasu subjektivniho, ktery je pro tyto barvy rizny, proto barvy nesplynou
— zlutd bude svétlejsi, modrozelena naopak tmavsi nez purpurova. Na obr. 1.4.3 mame
zékladni barvy syst¢tmi RGB a CMY pii pfevodu do odstinti Sedé. Vlevo pii pouziti
objektivniho jasu splynuly vSechny zakladni barvy do jedné, dopliikové rovnéz. Osm barev
tak bylo pfededeno jen do Ctyf odstinti. Pi1 pouziti subjektivniho jasu (vpravo) je po pievodu
téZze ptedlohy na obraze osm odstind.

© Dalibor Martisek 2017 19



Obr. 1.4.3: Zéakladni a doplikové barvy syst¢tmu RGB po pievodu do GreyScale Vlevo je
pocitan objektivni jas (software ImagelJ), vpravo jas subjektivni (software Irfan View).

1. 6 Barevné prostory

Barevnym prostorem rozumime piesné definovanou mnozinu barev, kterou je dané zatizeni
schopno snimat, zobrazit nebo reprodukovat. Vychézeji z barevného modelu, na rozdil od n¢j
vSak maji pfesnym zpusobem definované barvy. Rozsah barev, které jsou v daném prostoru
definovany, se nazyva gamut.

Barevné prostory zaloZené na modelu RGB: Jsou prostory, ve kterych se barvy michaji ze
slozek RGB. Lisi se definici téchto slozek a definici bilé. Nékteré z nich jsou zavislé na
zafizeni, nckteré jsou nezavislé. Jednim z prvnich matematicky definovanych barevnych
prostord je CIE XYZ. Byl definovan mezinarodnim ufadem Commision Internationale de
I’Eclairage v r. 1931. Koncept vnimani barev rozdéluje na dvé ¢asti tak, jak bylo popsano
v uvodu kpt. 1. 3. Parametr Y vyjadiuje jas, vnimany Cipky, a vlastni barva, rozpoznavana
ty¢inkami, je specifikovana dvéma odvozenymi parametry X,y. Tento barevny prostor je
znazornén chromatickym diagramem na obr. 1.5.1. Nejrozsifenégj$im barevnym prostorem
Vv soucasnosti je ziejmé standard RGB (sRGB). Jeho zakladem je osmibitovy RGB. Kazda
barevna slozka obsazuje jeden byte a ma tedy k dispozici 256 hodnot. Prostor se znazornuje
jako krychle — viz obr. 1.5.2. Gamut tohoto prostoru je na obr. 1.5.3 vyznafen Zlutym
trojuhelnikem. Barvy mimo tento trojuhelnik neni schopen prostor sRGB reprodukovat.
Dalsim prostorem je Adobe RGB. M4 §ir§i gamut nez sSRGB — dokaze zachytit nékteré barvy,
které jsou mimo sRGB, ale n€které monitory a tiskarny je dokézi zobrazit. Gamut AdobeRGB
je na obr 1.5.3 vyznacen purpurovou barvou. Existuje nékolik dalsich standardd na bazi RGB,
napt. Apple RGB, Pro Photo RGB apod.

Systémy HSV; HSL — jsou ekvivalentni s RGB. Transformuji RGB krychli na pravidelny
Sestiboky jehlan, dvojkuzel ¢i vélec. Jsou to barevné systémy, jehoz slozky se snazi
respektovat bézné vnimani barvy. Témito slozkami jsou:

a) Hue (barevny ton)
b) Saturation (saturace, sytost barvy)
c) Value (jas, svételnost)
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Obr. 1.5.1: Barevny prostor CIE — obvod tvofi spektralni barvy, uvniti vyznaceny gamuty
nékterych dalSich pouZivanych prostort.

Blue [0 ;0 ;255]
[0:255;255]

[255:0:255]

Red
[255:0 ;0]

Green
[0;255;0]

[255:255:0]

Obr. 1.5.2: Barevny prostor sSRGB — RGB krychle

Tyto systémy respektuji vymezeni barvy tak, jak bylo uvedeno v pfedchozi kapitole. Jas klesa
se vzdalenosti od podstavy kuzelu ¢i jehlanu, ve vrcholu nulovy. Saturace a barevny ton tvoii
jakousi obdobu polarni soustavy soufadné, kde ovSem barvy se stejnou saturaci nelezi na
kruZznici, ale na obvodu pravidelného Sestithelnika. Tuto nepiijemnost odstrafiuje model HSL
(Hue-Saturation-Lightness). Barevny prostor ma tvar dvojkuzelu, kde saturace a barevny ton
tvofi (tentokrat klasickou) polarni soustavu soufadnou a barvy v roviné¢ podstavy maji
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polovi¢ni svételnost. Ta se vzdalenosti od podstavy roste smérem k ,,bilému* vrcholu a klesa
smérem k ,,¢ernému‘ vrcholu. V grafickych systémech vyuzivajicich systémy HSV resp. HSL
nenajdeme vétSinou jehlan ¢i dvojkuzel, ale nékterou z jejich moznych transformaci.

Barevny tén je v téchto modelech geometricky znazorfiovan jako uhel. Piepoéty RGB na
HSL je nasledujici. Odstiny Sedé, tj. piipady kdy R=G =B se pfepocitavajina H=S=0 a
L=R=G=B. V ostatni pfipadech se postupuje nasledovné : V HSL se polozi

L =max{R;G;B}.

Konec¢né vypocet thlu pro barvu (H ):

L=R = H =60- 9_8 © H<0 = H:=360+H
L—mm{R;G;B}

L=G = H=120- _R‘B
L-min{R;G;B}

L=B =  H=270 _R_G
L—mln{R;G;B}

Saturace barvy: V modelu RGB je saturace dana vztahem
S =max{R;G; B} —min{R;G; B}

popf. v normalizované podobé
S - max{R;G;B}—mln{R;G;B};maX{R;G;B}Zoan -0
max {R;G; B}

Systém YUV: Systém sRGB poskytuje velmi Sirokou paletu barev, je vSak pomérné
nevyhodny pro bezeztratovou kompresi (sousedni pixely maji velmi cCasto velmi blizké
hodnoty). To je velkd nevyhoda napt. pfi pfenosu televizniho signalu. Model YUV tuto
nevyhodu do zna¢né miry potlacuje. Oddéluje jasovou slozku Y - jas a dvé barevné slozky U
a V (pismeno Y tedy nezaménovat s Y Vmodelu CMY, kde zna¢i Zzlutou). Vektor

y =(y;U;V) obdrzime z vektoru r =(r;g;b) pomoci rovnice

y 0,299 0,587 0,144\(r
y'=M-r': |u|=|-0,147 —0,289 0,436 | g
v 0,615 -0,515 0,100 ){ b
Matice pievodu je regularni, existuje k ni tedy matice inverzni, tudiz rovnéz jednoznacny
prevod zpét z YUV do RGB. Nalezneme ho feSenim maticové rovnice (3):
M-r' =y" -M™ zleva r 0,299 0,587 0,144\" (y) (1,000 0,000 1,137
MEtM-rm =M1y’ =| g |=|-0147 -0,289 0,436 | -|u |=|1000 0,397 —0,580 |-| u
rr=M+.y’ b 0,615 -0,515 -0,100 Vv 1,000 2,034 0,000

(vypoctéte inverzni matici!)
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Barevné prostory zaloZené na modelu CMYK: Jsou prostory, ve kterych se barvy michaji
ze slozek Cyan, Magenta, Yellow a Black. Na rozdil od nékterych prostort zalozenych na
RGB jsou tyto prostory vzdy zavislé na zafizeni. Proto je téchto prostori velmi mnoho.
Ptevod barev z prostordi RGB do CMYK miize byt velky problém, piedevsim pokud se tyka
byrev, kter¢ CMYK nedokéaze zobrazit. Gamut prostori zalozenych na CMYK je pfiblizné
vyznacen na obr. 13 modrou barvou.

1. 7 Formaty rastrovych grafickych soubori

Formatem grafického souboru rozumime strukturu pouzivanou k ulozeni grafickych dat na
pamétovém médiu. Rastrovy soubor se obecné sklada z

hlavi¢ky, kterd obsahuje zakladni informace o souboru (rozméry obrazku, bitovou
hloubku, typ pfipadné komprese, odkaz na zacatek obrazku apod.)

obrazové matice
paty obsahujici dopliujici informace

V souboru je ulozena bud’ celd obrazova matice pixel po pixelu (v tom pifipadé mluvime o
nekomprimovaném formatu), anebo je informace o obrazové matici zakédovana tak, ze tento
kéd ma mensi naroky na pamét’ (v tom piipadé se jedna o komprimovany format). Uved'me
nejdiive dva nejdulezitéjsi formaty nekomprimované.

BMP (Windows Bitmap) — Pro dynamicky rozsah 8 bitii na barevnou slozku (true color
zobrazeni) nepouziva komprese, piiblizna velikost je pak vyska x Sitka x dyn. rozsah +
velikost hlavic¢ky. Pii mensi barevné hloubce miize byt pouzita komprese RLE (viz dale).

RAW — format pro ulozeni origindlnich, nijak neupravenych obrazii pfimo z CCD snimace.
Format neni standardizovan, kazdy vyrobce hardware méa ponckud jiny RAW se svoji vlastni
piiponou, popis formatu byva soucasti dokumentace k piistroji. Pro védecké ucely je
nejvhodnéjsi, protoze neni ,,predzpracovan® firemnim softwarem.

Komprimace (komprese) soubori: rozliSujeme komprimaci bezeztratovou a ztratovou. Pii
ztratové kompresi jsou n€které informace nendvratné ztraceny a nelze je zpét zrekonstruovat.
Pouziva se tam, kde je mozné ztratu n€kterych informaci tolerovat a kde nevyhoda urcitého
zkresleni je bohaté vyvazena velmi vyznamnym zmensenim souboru. Bezeztratova komprese
obvykle neni tak U€inna jako ztratova komprese dat. Velkou vyhodou je, Ze komprimovany
soubor lze opa¢nym postupem rekonstruovat do piivodni podoby. To je nutnd podminka pfi
prenaseni velké vétSiny védeckych dat., kde by ztrata i jediného byte mohla znamenat
nenavratné poskozeni souboru.

v

RLE (Run Length Encoding) Nej¢astéjsi implementace je komprese bytového proudu.
Implementuje se pomoci dvojic bytl, jeden byte urcuje pocet opakovani, druhy byte udava
hodnotu kédovaného bytu. Nevyhoda je, Ze pro jednu samostatnou hodnotu v proudu byti se
kéduje tato hodnota pomoci dvojice bytl,, proto pro nevhodnd vstupni data mize byt
komprese neucinna a velikost proudu z vystupu koéderu RLE naopak az dvojnasobna oproti
vstupu.

V pocitacové grafice a analyze obrazu se uplatni nejlépe v piipadé€, Ze obraz obsahuje vétsi
plochy stejné barvy. V grafickych souborovych formatech existuji riizné varianty RLE
komprese, bud’ jako hlavni komprese dat (napt. PCX) nebo jako pomocnd metoda komprese
dat (JPEG). Jako ptiklad uved'me zakodovani posloupnosti

06060606060606060606060620202056ABABABABAB
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pii osmitovém kodovani. Kédujeme tedy pomoci dvojice cifer v Sestnactkové soustave
(278=16"2=256), ve které se pouzivaji cifry 0;1;...;9;A;B;C;D;E;F. V nasi posloupnosti se
nejprve dvanactkrat opakuje dvojice znaki ‘06°, kterou tedy zakodujeme jako 0CO06. Cela
zakddovana posloupnost pak vypada takto:

0C060320015605AB

Huffmanovo kédovani: znaky, které se ve vstupnim souboru vyskytuji nejcastéji, jsou
konvertovany do bitovych fetézcii s nejkratsi délkou (nejfrekventovanéjsi znak tak miize byt
konvertovan do jediného bitu), znaky, které se vyskytuji velmi zfidka, jsou konvertovany do
delsich fetézcl (mohou byt i1 delsi nez 8 bitli) ukladano jako bindrni strom

LZW (Lempel-Ziv-Welch) je zalozeno na "slovniku" (vyhledava opakujici se posloupnosti,
které chape jako slova a kazdému slovu je pfifazen jeden znak). Algoritmus se hodi
predevsim pro sitové ucely, kde jesté neni znam konec ptijimanych dat, ale jejich zacatek uz
se muze dekomprimovat.

Bezeztratovou kompresi pouzivaji predevsim tyto formaty:

TIFF (Target Image File Format): Velmi univerzalni format. Neoficialni standard pro tisk s
bohatymi moznostmi (komprese, barevna hloubka, moznost ulozeni vice obrazi v jednom
souboru - multitiff, informace uréené piimo pro tisk, nékteré vektorové informace...)

PNG (Portable Network Graphics): ma vétsinou U¢innéjsi kompresi nez tif, kombinuje
LZW, LZ77 a Huffmanovo kédovani. Umoziiuje ulozit obrazy s dynamickym rozsahem az 48
bitu.

GIF pouziva kompresi LZW, vhodny jen pro obrazky s malym poctem barev (max 256) a

veétsimi jednobarevnymi plochami. Umoziuje ulozit vice obrazti v jednou souboru jako
animaci.

PCX (PC Paintbrush File Format) umoznuje ukladat obrazky s barevnou hloubkou 1bit,
4bity, 8bitt a 24bitd. Komprese bitmapy bud’ RLE nebo bez komprese.

Ztratova komprimace obrazi: pouziva se tam, kde neni nezbytné nutné piesné¢ zachovat
ptavodni informaci. Obvykle je pak urcita ztrata informace vyvazena vyraznou Gsporou mista.
Napt. obrazy, které nejsou urceny k védeckym uceliim, mohou pro lidsky zrak zlistat vysoce
kvalitni 1 pfi pomérné znacné ztraté puvodni informace. Typickou informaci postradatelnou
pro lidsky zrak je stfidani pixeld s velmi blizkym jasem ¢i odstinem, které lidsky zrak neni
schopen rozlisit. Toto stfidani navic nemusi pfedstavovat uzite¢nou (,,redlnou) informaci, ale
nezadouci Sum. Kompresni metoda tak miize snizit readlny pocet barev ¢i odstind Sedi, coz
muze v jistych piipadech dokonce zvysit kvalitu obrazu.. Pfi pfi vy$§im pozadavku na tGsporu
mista se ale projevi nedostate¢nou kvantizaci tak, jak mizeme vidét na obr. 1.2.4. Ztratovou
kompresi nelze rovnéZ doporucit u plankt, technickych vykresti apod. Tenké Cary a ostré
piechody barvy ¢1 jasu, které se na téchto obrazech vyskytuji, totiz ptedstavuji
vysokofrekvencni informace, které ztratova komprese rovné€z omezi. Do obrazu je tak zanesen
nezadouci barevny Sum tak, jak je vidét na obr. 1.6.1

Ztratovou kompresi dnes pouziva predevsim format JPEG (Joint Photographic Experts
Group). Zajimavou alternativou do budoucna muze byt tzv. fraktalova komprese, ktera pfi
ztraté srovnatelné s formatem JPEG komprimuje podstatné G¢innéji. Jejimu rozsifeni dnes
brani netnosna doba komprimace, ktera se pii béznych velikostech obrazka pohybuje fadove
V minutach az desitkach minut.
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Obr. 1.6.1: Tenké Cary a ostré barevné piechody znehodnocené barevnym Sumem o niz$ich
frekvencich pfi ztratové kompresi.

2 Obraz jako statisticky soubor

Ze stiedni Skoly vime, Ze statistika se zabyva zpracovavanim Cdiselnych udaji o tzv.
hromadnych jevech, tj. udaji o riznych skute¢nostech, nikoli vSak jednotlive, ale ve velkém
po¢tu pfipadii. Mnozinu vSech takto pozorovanych objektd nazyvame statistickym
souborem, jeji prvky statistické jednotky a jejich pocet n je rozsah statistického souboru.
Spole¢nou vlastnost X vSech prvkl statistického souboru, jejiz proménlivost je predmétem
statistického Setfeni, nazyvame statistickym znakem, konkrétni hodnota X;X,;..;X, zjiSténa
pro kazdy znak je hodnota statistického znaku. ,,Mechanismus®, ktery prvkiim statistické¢ho
souboru pfifazuje hodnotu statistického znaku (naptiklad kazdému clovéku jeho vysku ¢i
vahu) je z matematického hlediska funkci. Funkéni hodnota této funkce vSak zavisi na
nahodé¢, tj. na mnoZstvi parametrd, které neumime matematicky popsat. Proto tuto funkci
nazyvame nahodna veli¢ina.

I obraz mizeme chapat jako statisticky soubor. Statistickymi jednotkami jsou v tom ptipadé
jednotlivé pixely, rozsahem souboru je ¢islo n=w-h, kde w je sitka a h je vySka obrazu
Vv pixelech. Statistickym znakem miize byt jas, ervena slozka barvy, saturace apod., hodnotou
znaku Vv kazdém pixelu je hodnota veli¢iny, kterd nas momentalné zajima. Tu ovliviiuje
mnoho okolnosti pfi pofizovani obrazu. Napiiklad na fotografii se projevi volba expozice a
zaostfeni, které nemtzeme zcela piesné kvantifikovat, dale svételné podminky, tepelné chvéni
atmosféry i soucasti fotoaparatu, prach na objektivu apod. Fotografie je tedy z hlediska
analyzy obrazu ndhodnou veli¢inou.

2.1 Rovnomérné a normalni rozdéleni

Jak uvidime dale, v analyze obrazu hraji v uritych situacich zasadni roli tzv. rozdéleni
nahodné veli¢iny. Uved'me alesponi ty z nich, které budeme dale bezprosttedné potiebovat.
Rovnomérné rozdéleni ma ndhodna veli¢ina ur¢ena funkci

1 "

o (x) = {Zh,x€<u—h;u+h)

(2.1.1)
0;x & (u—h;u+h)

© Dalibor Martisek 2017 25



Funkce p(x) se nazyva hustota pravdépodobnosti rovnomémého rozdéleni. Cislo 2h se
. h? .
nazyva rozpéti, ¢islo. Cislo z se nazyva stiedni hodnota, ¢islo 3 pak jeho rozptylem.

Rovnomémym rozdélenim se fidi ndhodné veli¢iny, které maji stejnou moznost nabyt
kterékoliv hodnoty z daného intervalu, napt. odecitdni udajii z linearnich stupnic meéficich
piistrojii nebo chyby pfi zaokrouhlovani ¢isel. Ty se mohou projevit pii kvantizaci obrazu
jako kvantiza¢ni Sum.

Normalni rozdéleni ma ndhodn4 veli¢ina uréend rovnici

(-n)’

20" (2.1.2)

p(x):m/lg-e

Funkce p(x) se nazyva hustota pravdépodobnosti normalniho rozdéleni. Cislo u se nazyva

sttedni hodnota, o je rozptyl normalniho rozloZeni a o je smérodatna odchylka. Toto
rozd¢€leni je pouzitelné vSude tam, kde kolisani ndhodné veli¢iny zptisobuje soucet velkého
poc¢tu vzajemné nezavislych jevi. Specidlné v analyze obrazu je toto rozdéleni typické pro
tzv. aditivni Sum.

2. 2 Z4aKladni vybérové charakteristiky

Statistické zkouméani mlZeme provadét na souboru, ktery zahrnuje vSechny objekty, které
v dané situaci prichazeji v ivahu. Tento soubor se nazyva zakladni soubor. Takto rozsahlé
Setfeni vSak vétSinou neni mozné, proto ze zdkladniho souboru vybirdme soubor mensi.
Vybéru, ¢imz dostdvame tzv. soubor vybérovy. Jestlize je naS vybér nahodny a vybérovy
soubor mé velky pocet prvkil, 1ze na zaklad¢ vlastnosti tohoto vybéru usuzovat na vlastnosti
celého zakladniho souboru. Nejdulezitéjsimi vlastnosti vybérového souboru jsou tzv.
vybérové charakteristiky.

Ze stiedni Skoly zname pojmy aritmeticky prumér, modus, median (tzv. charakteristiky
polohy) a rozptyl, resp. smérodatna odchylka (tzv. charakteristiky variability). Zopakujme, ze
aritmeticky pramér X zjistény z hodnot x; X,;..; X, je dan vztahem

21701

1 n
X==-
n

D%, (1.2.1)

i=1

modus je nejcastéji se opakujici hodnota znaku, tj. hodnota znaku, ktery ma nejvétsi Cetnost a
mediian souboru uspotfddané¢ho podle velikosti statistického znaku je prostfedni hodnota
znaku, piesnéji feCeno u souboru s lichym rozsahem je to prvek s indexem (n+1)/2 au

soubort se sudym rozsahem je to aritmeticky pramér prvki s indexy n/2;(n/2)+1.

Na histogramu obrazu je tedy modus nejvyssi sloupec a medidn rozd¢€li histogram na dvé ¢asti
se stejnou plochou. Aritmeticky pramér ma prakticky vyznam pouze u soubord, které maji
vyrazny modus, tj. histogram ma zfetelné maximum a déle je tento histogram pfiblizné
symetricky, tj. modus se pfili$ neli$i od medianu.

Vybérovy rozptyl je aritmetickym pramérem c¢tverci odchylek hodnot znaku od
aritmetického priméru, je tedy dan jako
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o’ :%- (% —X)’ (1.2.2)

i=1

a smérodatna odchylka je odmocnina z vybérového rozptylu, tj.

o =0’ = %i(xi—x)z (1.2.3)

2.3 Histogram obrazu

Obraz je ze statistického hlediska vybérovym souborem. Pfedpokladejme, Ze néas zajima
hodnota jasu pixelu v obraze s rozlisenim 1024x768 a dynamickym rozsahem D =255. Je
ziejmé, ze nékteré hodnoty jasu se v obraze museji mnohokrat opakovat (pixell je totiz
786 432 a jejich moznych hodnot jen 256). Ozna¢me k; 0<k <255 pocet jasovych urovni,
které se v obraze skutecné vyskytuji. Pocet pixeld, které maji stejny jas v,;i=0;1...;k se
nazyva absolutni ¢etnost znaku (v tomto ptipadé hodnoty v,) a znaci se n,. Podil ¢etnosti
znaku n, a rozsahu souboru n se nazyva relativni ¢etnost znaku v, a budeme ji znacit c,.
Plati tedy:

L L i=0;L...;k

L
n w-h
k
Do = +n,+..+n =n=w-h
i=1

k k
2.6 =Zﬂ=%+&+....+n—nk=%.(n1+n2+....+nk)=1

Relativni Cetnosti se Casto vyjadiuji v procentech, v tom ptipad¢ je

K Kk
>7100%- ¢ =100%-zﬂ=100%-P+&+....+&}

. ~100%
i=1 i1 N n n n

n

-(n,+n,+...+n,) =100%

ZapiSeme-li vSechny cetnosti resp. relativni cetnosti do tabulky, nazyvame tuto tabulku
tabulkou cetnosti resp. tabulkou relativnich cetnosti.

Na obr. 2.3.1 je ikona programu Malovani v rozlieni 32 x 32 pixeld a formatu 256 barev.
Hodnoty pixeld zde znamenaji potadi barvy v paleté. Na obr. 2.3.2 vlevo je tabulka
absolutnich a relativnich ¢etnosti hodnot pixelu a vpravo je histogram tohoto obrazu. Na obr.
2.3.3. je mikrosnimek feritu a jeho histogramy objektivniho jasu a jednotlivych barevnych
slozek.
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Obr. 2.3.1: Tkona programu Malovani ve formatu 256 barev. Hodnoty pixeld zde znamenaji
poradi barvy v paleté.

kK xk  ni c_i absolutni cetnosti
1 o[ 137[0,133789
2l 14 1| 0,000077 600
3l 20 27| 0,026367
4 38 14| 0,013672 500
5/ 52 4| 0,003906
6 76 15| 0,014648 400
7 105 10| 0,009766
gl 112 91| 0,088867 300
ol 127 46| 0,044922
10| 150 14| 0,013672 200
11| 179 7| 0,006836
12 191 74| 0,072266 100 -
13| 226 76| 0,074219
14| 255 508| 0,496004 0+ W -
1024 1 0 14 29 38 52 76 105112127150179191226255

Obr. 2.3.2: Tabulka absolutnich a relativnich Cetnosti (vlevo) a histogram absolutnich
cetnosti (vpravo) obrazu 2.3.1.
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Obr. 2.3.3: Mikrosnimek feritu a jeho histogramy objektivniho jasu a jednotlivych barevnych
slozek.
2.4 Uprava jasu a kontrastu

Histogram jasu obrazu umoznuje velmi snadno odhadnout vybé&rové charakteristiky obrazu.
Idealni obraz ma rovnomérné rozloZeni jasu s rozpétim D a stfedni hodnotou 24. Sloupce

histogramu jasu by tedy mély byt piiblizné stejn¢ vysoké, a to na celém intervalu (0; D).
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VétSinou tomu tak ale neni. Pak je na misté otdzka, jakymi Gpravami je mozné se k tomuto
idedlnimu stavu alespon pfibliZzit.

Abychom byli vtéto snaze uspésni, je tieba z histogramu spravné odhadnout vybérové
charakteristiky obrazu uvedené v predchozi kapitole.

Ma-1i histogram zietelné€ patrny jeden nejvyssi sloupec, je timto sloupcem jednoznacné urcen
modus obrazu — hovofime o tzv unimodalnim histogramu resp. obraze. Je-li sloupcu, které
tvofi vyraznd a zfetelné odd€lena maxima, jednd se o histogram bimodalni popf.
multimodalni. Medidn se nachdzi ve sloupci, ktery déli histogram na dva pfiblizné
rovnoploché tutvary. Aritmeticky primér jako vybérova charakteristika ma vyznam pouze u
unimodélnich obrazi, jejichz medidn a modus jsou blizké hodnoty a histogram je alespoii
piiblizné symetricky. V tom ptipad¢ se ani primér ptilis nelisi od modu a medianu a nachézi
se priblizné uprostfed dynamického rozsahu obrazu.

Vybérovy rozptyl se na histogramu projevuje jako jeho Sitka — SirSi histogram signalizuje
vétsi rozptyl, uzsi histogram naopak znamena mensi o°.

Median posunuty ze stfedu dynamického rozsahu smérem doli signalizuje nizky jas. Jeho
posun K vy$§im hodnotam naopak znamena, ze obraz ma jas prili§ vysoky.

histogram obrazku s vysokym jasem - pfevazuji svétlé pixely

posun vpravo
—

~ '

histogram obrazku s nizkym jasem - pfevazuji tmavé pixely

posun vievo
A ma—

'ﬁ

Obr. 2.4.1: Typicky histogram obrazu s pfili§ nizkym (nahote) resp. s piili§ vysokym jasem.

Typické histogramy obrazl s nizkym resp. vysokym jasem si miZeme prohlédnout na obr.
2.4.1. Maly rozptyl histogramu (Gzky histogram) signalizuje nizky kontrast obrazu.
Z histogrami na obr 2.3.3. je napt. ziejmé, ze jas snimku feritu (tamtéz) je nizky. Snimek ma
rovnéZ nizky globalni kontrast.

Upravu jasu a kontrastu provadime transformaci histogramu pomoci tzv. transformaéni
funkce. Na obr. 2.4.2 vidime zcela obecnou transformac¢ni funkci programu Adobe Photoshop
(vlevo) a linearni transformaéni funkci programi ImageJ (vpravo)
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Obr. 2.4.2: Editace transformacni funkce v prostfedi Adobe Photoshop (vlevo) a Imagel
(vpravo)

Jadro, nosi¢ a paty transformacni funkce: Definicnim oborem i oborem hodnot
transformacni funkce f(x) je interval <O; D>. Mnozinu hodnot X, pro které je f(x)>0,
nazyvame nosi¢em, mnozinu hodnot, pro které je f(x)=D jadrem. Interval (0; a), ve
kterém je f(x)=0, nazyvdme dolni nebo ¢z &ernou patou, interval (b;D), ve kterém je

f (x) =0, nazyvame horni nebo téz bilou patou.

Neprazdné paty jsou znamkou toho, Ze hodnoty pixelti obrazu nevyuzivaji cely dynamicky
rozsah, ktery poskytuje dany graficky format, a obraz tedy ma nizsi kontrast.

Uprava jasu: Piipomenime, Ze jas obrazu je definovan jako integral B = j | (/1)d/1. Jestlize
A

tedy chceme zvysit (snizit) celkovy jas obrazu, musime Upravou transformacni funkce zvysit

(snizit) hodnotu tohoto integralu. Chceme-li celkovy jas pii Upravé transformacni funkce

f (x) nafunkci g(x) zachovat, musi platit

Bz'Tf(x)dx:J.g(x)dx (2.4.1)

To je obecné zvlasté pii ruéni editaci velmi obtizné, v fadé specialnich pfipadi toho ale Ize
dosédhnout pomérné snadno (viz dale).

Uprava kontrastu: zména kontrastu znamena zmeénu rozdili jasu mezi jednotlivymi pixely
obrazu. Tato zména se projevi zménou Sitky histogramu. Zménu kontrastu tedy dosdhneme
obecné tak, ze budeme zvySovat nebo zmenSovat nosi¢ transformacni funkce f(X), t.

upravime ji na tvar f (k . x+q). Pti této Upravé zlstane zachovana hodnota q, pro vSechny
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hodnoty x=(q se k-krat zméni absolutni hodnota |q—X|. Pro k>1 se zvétsi (kontrast se

zvysi), pro 0 <k <1 se zmensi (kontrast se snizuje).

Upravu jasu a kontrastu pomoci linearni funkce je ilustrovano na obr. 2.4.4. Upravu jasu (Viz
obr. 2.4.4. vlevo) provadime pomoci funkce f (X) =X+ zménou aditivni konstanty q. Pfi
této Upraveé musi byt zachovan obor hodnot, transformac¢ni funkce tak musi byt ofezana bud’
shora (zvySovani jasu), anebo zdola (snizovani jasu). Nema-li pfi této upravé dojit ke ztraté
informace, nesmi toto ofezani presahnout paty histogramu. V tom piipad¢ zlistane zachovan i
celkovy kontrast obrazu. Upravu kontrastu provadime pomoci funkce f (X) =kx+(q zménou
smérnice K. I pfi této upravé musi byt v zajmu zachovani oboru hodnot transforma¢ni funkce
ofezana. Pokud nema dojit ke ztrat¢ informace, pak ani zde nesméji tyto ofezy presdhnout
paty histogramu. Nema-li dojit pfi zmén¢ kontrastu ke zméné jasu, musi se meénit 1 aditivni
konstanta q tak aby ziistal zachovan integral (2.4.1), tj. obsah plochy ,,pod piimkou®. Je tedy

tieba, aby graf transformacni funkce stale prochazel bodem [Dz;%] tak, jak ilustruje obr.
2.4.3 vpravo.

255 255

y = x+80
(zvySovani
jasu)

(ni2si kontrast)
y=0.5 x+63.5
y =x-80
y=2x-127

(vysSSi kontrast)

(sniZzovani

0 255 0 255

Obr. 2.4.3: Uprava linearni transformaéni funkce. Vlevo uprava jasu pii stalém kontrastu,
vpravo Uprava kontrastu pii stdlém jasu. Presdhnou-li paty transformacni funkce paty
histogramu, dochdzi ke ztrat¢ informace a ke zménam jasu 1 kontrastu soucasné.

Gamma korekce: je transformace histogramu pomoci funkce f (X) = x” o , jejiz probéh je pro
rizné hodnoty y na obr. 2.4.5. Z n€ho je ziejmé, ze funkce zachova nosi¢ i jadro histogramu,

tj. transformaci pomoci gama funkce nedojde ke ztrat¢ informace (az na piipadné
zaokrouhlovani hodnot pixelll). Z ploch, které funkce pro rizné hodnoty y omezuje, je

ziejmé, fe dochdzi k celkové zméné jasu obrazu — pro y >1 se snizuje, pro y <1 snizuje.
Gama funkce méni lokaln¢ kontrast 1 jas - pfi ¥ <1 se zvySuje kontrast a jas tmavych cCasti a
snizuje se kontrast a mirn¢ zvaSuje jas Casti svétlych, pfi y >1 se sniZije kontrast a jas
tmavych &asti a zvysuje se kontrast a mirné se sniZije jas &asti svétlych. Uginek gama korekce
ilustruje obr. 2.4.6.
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Obr. 2.4.4: Uprava kontrastu a jasu snimku feritu. Vlevo piivodni snimek, uprostfed -
odstranénim cerné¢ paty histogramu se zvySil celkovy kontrast (zvysila se smérnice
transformacéni piimky) a snizil se celkovy jas (snizil se obsah plochy pod pfimkou). Vpravo
dalsi zvySovani kontrastu za cenu ztraty informace v tirovnich vysokého jasu — S ofezdvanim
transformacni funkce dochdzi zaroven k ofezédvani histogramu.

b0

Obr. 2.4.5: Transforma¢ni funkce f(X)=x" o pro ruzné hodnoty y .
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Obr. 2.4.6: Mikrosnimek litiny upravovany gama korekci. Uprostied ptivodni snimek (y =1),
vlevo y =0,5; vpravo y =2,

2. 5 Ekvalizace histogramu

Jak bylo feceno v uvodu minulé kapitoly, jas idealniho obrazu by mél mit rovnomérné
rozlozeni, sloupce jeho histogramu by tedy mély byt v idealnim piipadé v celém dynamickém
rozsahu stejné vysoké. Tohoto idedlu sice prakticky neni mozné dosdhnout kvili diskrétni
povaze obrazu, lze se vSak k nému znacné piibliZit pomoci techniky ekvalizace (vyrovnani)
histogramu.

Ukolem ekvalizace je obraz jasové vyvazit. Tohoto jasového vyvazeni docilime tak, Ze
zpracovavany pixel nahradime pixelem o hodnoté f =round(D-c), kde c; je relativni

kumulativni ¢etnost zpracovavaného pixelu a D je dynamicky rozsah obrazu. Po ekvalizaci je
program podstatné 1épe jasoveé vyvazen, coz je vétSinou jasné patrné pouhym pohledem.
Histogram ekvalizovaného obrazu je podstatné S$ir§i nez puvodni histogram, Vv idealnim
ptipadé€ by mél byt konstantni.

O kvalit¢ ekvalizace vétSinou lépe vypovida tzv. kumulativni histogram, ktery zachycuje
kumulativni ¢etnosti — soucty cetnosti pixeli sjasem menSim nebo rovnym jasu
zpracovavaného pixelu. Tento histogram je neklesajici a u jasové nevyvazeného obrazu se
znateln¢ odliSuje od piimky (viz obr.2.5.1 vlevo). Po ekvalizaci by se mél pfiblizit ptimce
y = X. K tomuto ideélu je ve vétSin¢€ praktickych situaci podstatné bliz neZ histogram ke své
idealni konstanté (viz obr.2.5.1 vpravo).
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Obr. 2.5.1: Mikrosnimek feritu upravovany ekvalizaci histogramu. Vlevo pivodni snimek
S pivodnim histogramem a kumulovanym histogramem, vpravo ekvalizovany snimek
s ekvalizovanymi histogramy.

3 Aritmetické a logické operace s obrazy

3.1 Aritmetické operace

Hodnoty pixeli obrazu jsou pfirozend c¢isla, se kterymi je mozné provadét zdkladni
aritmetické operace — sc¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni a dokonce 1 operace logické —
konjinkci, disjunkci, implikaci a negaci. Protoze v ,klasické” vyrokové logice mame
k dispozicijen dvé pravdivostni hodnoty — 0;1 — vyzaduji si logické operace s obrazy
zobecnéni této dvojhodnotové logiky na logiku vicehodnotovou. Vysledky logickych operaci
sobrazy ve vicehodnotové logice jakoz i vysledky aritmetickych operaci s obrazy maji
Vv analyze obtazu zajimava vyuziti. Pfed dalSim ¢tenim je tfeba si uvédomit, ze i kdyz bézné
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mluvime o obrazovych maticich, nésledujici operace (zejména soucin a podil) nelze chéapat
jako operace maticové. Jsou to operace definované ,,prvek po prvku“. Budeme je pro
jednoduchost definovat jen pro obrazy stejného rozliSeni. V celém dalsim textu znaci a;;, b;;
C; poradé hodnoty pixeld obrazi A/B;C a pfedpokladame, ze i=0;1..;W -1;
j=0;%..;H-1.

Specifikem aritmetickych operaci s obrazy je skutecnost, ze jejich (nemodifikovany) vysledek
nemusi byt v intervalu dynamického rozsahu obrazu <0; D>. Tyto operace je tedy tieba

modifikovat
Soucet obrazi:

Kompresni: Obraz C je kompresnim souctem obrazi A; B prave tehdy, kdyz

a. +b.
G = round{ 4 5 ”}

Ofezany: Obraz C je ofezanym souc¢tem obrazii A;B prave tehdy, kdyz

G = max{O; min{D; a; +b; —d}}

1

Linearni kombinace obrazu: Obraz C je linearni kombinaci obrazi A; B pravé tehdy, kdyz
c; =round(r-a; +s-b;); r+s=1

Kompresni soucet je tedy vlastn¢ aritmetickym primérem obrazl a je specidlnim piipadem
linearni kombinace obrazil. Ofezany soucet spocte hodnotu a; +b; —d, kde konstantu d

(displacement) zadava uzivatel, tuto hodnotu v pfipad€ potieby ofizne zdola nulou a shora
dynamickym rozsahem obrazu. Displacement by mél byt volen tak, aby tento ofez
minimalizoval. Kompresni soucet se pouziva predev§im k omezeni aditivniho Sumu tak, jak o
tom bude pojednano nize, dale ke skladani obrazil z riznych ¢asti spektra, ptipadné muize
simulovat prihlednost obrazt (viz obr. 3.1.1). Linearni kombinace umoziuje davat s¢itancim
riznou vahu, a tak simulovat napt. riznou pruhlednost jednotlivych obrazii. Ofezany soucet
muze slouzit ke zvySeni kontrastu u malo kontrastnich obrazi (3.1.2).

Rozdil obrazu:

Kompresni: Obraz C je kompresnim rozdilem obrazii A;B pravé tehdy, kdyz
a; —b; +D
¢; = round -

Ofrezany: Obraz C je ofezanym rozdilem obrazii A;B pravé tehdy, kdyz

c; = max{O; min{D;ay —by +d}}
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Obr. 3.1.1: Rozdé€leni snimku oceli (vlevo nahotfe) na oblasti rizného jasu poloprihlednou
Sachovnici (vpravo nahofe), simulovanou kompresnim souétem — obrazy jsou stejné
pruhledné (vlevo dole) a linearni kombinaci pro r =0.8 s=0.2 (vpravo dole).

Ofezany rozdil se pouziva ke korekci vad v obraze zavinénych riznou citlivosti Cipd. Na
snimku se to projevi oblastmi se zvySenym jasem. Ke korekci této vady je tfeba potidit ke
snimku jest¢ snimek cCerné predlohy (Flat field), na které se tato vada projevi stejné.
Odectenim snimku tmavého pozadi od snimku urfeného ke korekei je vada korigovana.

Prave k identifikaci ,,neviditelnych* vad je vhodny kompresni rozdil tak, jak ilustruje obr.
3.1.4. Zde vidime dva zdanlivé zcela identické snimky pofizené dvéma riiznymi zafizenimi
(nahote) a chceme zjistit, zda jsou snimky skutecné identické, a pokud ne, kde a jak se lisi.
Vysledkem kompresniho rozdilu téchto dvou snimk je Seda plocha se (zdanliveé) konstantnim
jasem 24 (vlevo dole). Pokud se v8ak snimky li§i, ma tato plocha nepatrné tmavsi ¢asti tam,

kde je prvni snimek tmavs$i neZ druhy a nepatrné svétlejSi mista tam, kde je tomu naopak.
Tyto rozdily mizeme nasledné¢ zviditelnit zvySenim kontrastu (vpravo dole).
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Obr. 3.1.2: Zvyseni kontrastu snimku oceli ofezanym souctem. Obraz A (vlevo) byl secten
sam se sebou (vpravo). Pouzit displacement d =40.

Obr. 3.1.3: Korekce razné citlivosti ¢iptt pomoci rozdilu korigovaného snimku feritu (vlevo)
a snimku ¢erného pozadi (uprostied). Vysledkem je zkorigovany snimek (vpravo).

V praxi se sice tato vada neprojevuje tak drasticky, jak je zilustraénich divoda
vymodelovano na obr. 3.1.3, pokud jsou vSak snimky pofizovany k fotometrickym uceltim, je
tieba tyto korekce provadet prakticky vzdy, 1 kdyz jsou tyto vady pouhym okem neviditelné.
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Obr. 3.1.4: Korekce ruzné citlivosti ¢ipti pomoci rozdilu korigovaného snimku feritu (vlevo)

a snimku ¢erného
Soucin obrazu:

& tehdy, kdyz

B prav

Obraz C je kompresnim souc¢inem obrazi A,

Kompresni:

b
= round | 2%

C.

¢ tehdy, kdyz

B prav

¢inem obrazt A;

fezanym sou

v

Obraz C jeo

Ofezany:

¢; =max{D;a; -b, |
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Soucin obrazl je vhodny k odstranéni (odmaskovani) nezadoucich ¢asti snimku. Obraz A
obsahuje zpracovavany snimek, obraz B (maska) obdahuje informace o tom, které body
ponechat a které odstranit.. Vhodnou maskou lze docilit i lokdlni zmény kontrastu tak, jak
ilustruje obr. 3.1.5.

kKompresni
soucin

Obr. 3.1.6: Lokalni zmény kontrastu dosaZzené vhodnou maskou.

3.2 Zaklady vicehodnotové logiky

Kromé¢ dvouhodnotové vyrokové logiky, jejiz zaklady zname ze stfedni Skoly, nachézi v fadé
aplikaci uplatnéni i logika vicehodnotova. Jejim zakladnim rysem je skute¢nost, Ze vyrokiim
neptisuzuje jen dv¢ pravdivostni hodnoty (pravda a nepravda, resp. 0 a 1), ale téchto
pravdivostnich hodnot je vice (muize jich byt dokonce nekone¢né¢ mnoho). Vicehodnotovych
konstrukci existuje celéd tada, jejich zdkladnim spoleénym rysem vSak je, Ze dvouhodnotova
logika se svymi spojkami je jejich specidlnim ptipadem. NejrozsifenéjSim vicehodnotovym
systémem je logika, jejimz autorem je polsky matematik Jan Lukasiewicz (1878 - 1956).
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Lukasiewiczova n-hodnotova logika pfifazuje kazdému vyroku p pravé jedno z celkem n
moZnych pravdivostnich ohodnoceni V (p)€(0;1). Vyroky p;q miZzeme vzdjemné spojovat
logickymi spojkami A;Vv;=;— znamymi z logiky dvouhodnotové. Navic pfibyva spojka &
(tzv. odvazna konjunkce), ktera ve dvouhodnotovém piipadé splyva s konjunkci. Pravdivostni
ohodnoceni sloZzenych vyrokt je definovano takto:

Konjunkce V(IOACI)=mi”{ (q }
Disjunkce V(pvQq)=max { V(a) }
Implikace (D3Q) mln{Ll V(IO) V(q)}
Odvazna konjunkce V(p&q)= { p)+V(a) 1}
Negace V(-p)=1-V(p)

3.3 Logické operace s obrazy
Kazdy pixel obrazu miizeme chépat jako vyrok ve smyslu D -hodnotové logiky. Pixelu
s hodnotou a; miizeme pfisoudit pravdivost %/ Dva obrazy A= (aij ); B= (bij) se stejnym
rozlisenim W xH tak miizeme chapat jako mnozinu W x H vyroki s pravdivostmi %4 resp.

7 logické operace s témito obrazy pak muzeme chéipat pfesné¢ ve smyslu predchozich
definic. Abychom vSak mohli vysledek vizualizovat, je tifeba interval <O;1> nasledné
transformovat na interval <0; 255>, tj. pravdivostni hodnotu nasobit ¢islem D-1. Logické
operace s obrazy lze tedy jednoduse definovat takto:

Pro obrazy se stejnym rozliSenim a stejnym dynamickym rozsahem definujeme tyto logické
operace:

Obraz A'=(a’;) je negaci obrazu A=(a;) pravé tehdy, kdyz pro kazdy pixel [i; j]
s hodnotou a'; plati

ay =D-1-g;
Necht A:(aij); B =(bij) jsou obrazy se stejnym rozliSenim a dynamickym rozsahem D.

Pak obraz C = (Cij) nazyvame

konjunkci A;B pravé tehdy, kdyz =min {au, J}
disjunkei A; B pravé tehdy, kdyz = max{au,b”}
implikaci A;B pravé tehdy, kdyz = mm{D, D-a; +h; |
odvaznou konjunkei A; B prave tehdy, kdyz =max {0 q; +by; — }

Negaci obrazu mizeme vyuzit k sestrojeni negace obrazu — viz obr. 3.3.1. Konjunkce a
disjunkce umoznuje vyrovnat pifipadnou jasovou nevyvazenost dvou snimkil téZe scény.
Odvéznou konjunkci mizeme vyuzit ke zvySeni kontrastu obrazu s vysokym jasem (jako
obrazy A;B pouzijeme tentyz obraz)
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Obr. 3.3.1: Negativ obrazu sestrojeny jako logicka negace
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Obr. 3.3.2: Zvyseni kontrastu obrazu odvaznou konjunkci
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4 Geometrické transformace obrazu

V kapitole 1.1 jsme se zabyvali zobrazenim v euklidovském a projektivnim prostoru. V této
kapitole se budeme podrobnéji zajimat o popis zobrazeni v roviné, a to nejen zobrazeni
spojitého geometrického utvaru, ale predev§im o zobrazeni utvaru diskrétniho, kterym je i
digitalni obraz. Nejdiive ovSem popiSeme zobrazeni bodu v projektivni roving.

4.1 Zobrazeni V projektivni roviné

V kpt. 1. 1 jsme uvedli obecnou rovnici (1) promitani v projektivnim prostoru a dale rovnici
(2) zobrazeni, které zachovava vlastni a nevlastni body. V této kapitole nds budou zajimat
zobrazeni, se kterymi se bézné setkdvame pii manipulaci s obrazy — posouvani, otaceni,
zména meéfitka, osové souméernosti. VSechna tato zobrazeni zachovavaji vlastni a nevlastni

body. Kazdy digitalni obraz obsahuje jen vlastni body a jeho vlastni bod (X y 1)T se vzdy

zobrazi na vlastni bod (x' ' 1)T . Takové zobrazeni je tvaru

X' &; 8, a3\ X
Y=y 8, ag|y (4.1.1)
1 0 0 1){1
rozepsano do soutradnic
X'= ayX +a,y +a, (4.1.2)

yI: X +ayy +ay

Tvar (4.1.2) byva vétSinou ,,prihlednéjsi, tvar (4.1.1) je vyhodnéjsi v piipadé skladani
zobrazeni. Rovnice nejznaméjsich zobrazeni v roviné jsou

Zobrazeni Tvar (4.1.2) Tvar (4.1.1)
' X' 1 0 0
Osova soumérnost podle osy x XI: X y'|=|0 -1 0|y (4.1.3)
= 1) (o o 1)1
' X' -1 0
Osova soumérnost podle osy y X._ X y'i={0 1 0}y (4.1.4)
y = y
1 1
Otoceni kolem pocatku soustavy
. ) X' cosa —sina 0)(x
X = X:C8a —y-siha y'|=|sina cosa O]y (4.15)
y'= X-sina +y-cosa
1 0 0 1)1
. X' 1 0 v )\(x
, . =X 4V ,
Posunuti o vektor V =(V,;V,) ~ o | V1E 01 v,|y (4.1.6)
- Y™ ) oo 1)le
-2 X' A 0 0)x
Stejnolehlost s koeficientem A4 o X 1 y'i={0 4 0]ly (4.1.7)
- d 1) (0 0 1)1
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V programech na tipravu obrazi se osové soumérnosti podle svislé ¢i vodorovné osy vétSsinou
nazyvaji preklopeni €i pfevraceni (vertical, horizontal flip), rotace o =% se skryvaji pod
ptikazy otocit vlevo resp. vpravo (rotate left, right) a stejnolehlost s kladnym koeficientem je
oznaCovana jako zména velikosti (resize). Protoze vSak indexy udavajici pozici pixelu
V obraze slouzi soucasné jako soufadnice, vySe uvedené rovnice k témto transformacim
nestaci. ,,Preklapéni“ obrazu nepotiebuje soufadnicové osy, ale vodorovnou resp. svislou

piimku, prochazejici sttedem obrazu, tj. bodem S :[W?%] Otac¢eni obrazu musi prob&hnout

tak, aby soufadnice zadného bodu nebyly po otoceni zaporné. Zobrazeni (4.1.3) — (4.1.7) je
tedy tfeba skladat. Matici sloZzeného zobrazeni dostaneme tak, Ze vyndsobime matice vSech
zobrazeni, ktera ke skladani pouzijeme, a to v obraceném potadi.

Priklad — horozontalni preklopeni je zobrazeni osové soumérnosti s vertikdlni osou
prochazejici stfedem obrazu, osa soumérnosti ma tedy rovnici X=%. Kjeho realizaci

potfebujeme nejdiiv tuto osu ztotoznit s levym okrajem obrazu, posuneme tedy cely obraz o
vektor v = (—W7 ; 0) . Matice tohoto posunuti je dle (4.1.6) tvaru

w

2
0
1

_|

Il
o o
o L O

Dale pouzijeme osovou soumérnost s 0osou Vv levém okraji obrazu, tj. osou y. Matice této
soumérnosti je — viz (4.1.4)

-1 0 O
S={0 1 0
0 01

Konecné je tieba obraz posunout ,,zpét*, tj. o vektor —v = (W7 ; 0) Matice tohoto posunuti je

T'=

o O -
o - O
R O nE

Oznaceni této matice neni nahodné; plati totiz

1
0 (=0
1 0

w
2

g
T T= 0l
1

o O BB
o - O
o O B+
o - O
o - O

0
0
1

takze matice T' je vskutku matici inverzni k T. Matici P pieklopeni pak dostaneme
vynasobenim matic T ; S; T, atov obraceném potadi, tj.

10 %\(-10 0)(1 0 -¥
P=T*S.T={0 1 0|0 1 0f{0 1 0 |=
00 1)lo 0o 1)lo o 1
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-1 0 ¥\(1 0 -¥) (-1 0 W
-l0 1 0[j01 0]=[0 1 0
0 1/lo 0 1 0 0 1

Bod X =(x vy 1)T je tedy timto preklopenim zobrazen na bod X '=(x" y' l)T , pro ktery

plati
X' -1 0 W) (X W —x
y' 0 1 Ofy|=| vV
1 0 0 1)\1 1

Piiklad — otoeni: Oto¢me obraz o uhel =30 proti sméru chodu hodinovych ruciéek.

Pravy horni vrchol obrazu mé soutadnice (W 0 1)T . Pfi otoceni kolem pocatku (levy horni

vrchol obrazu) o thel a=30" proti sméru chodu hodinovych rudi¢ek (tedy v kladném
smyslu) bude mit pravy horni roh obrazu dle (4.1.5) soufadnice

(x:)_/cosE —sinﬂ% O\|.<Vg>_/Wcos\ /\/— \ e
y _ksizg co;g (1)/ _kWslmg/ kzrl/ (1.4.8)

1
Pozornému c¢tendii asi neunikla chyba. Obé& soutadnice [X'; y'] = [W cosa;W sin a] oto¢eného

S o

1

levého horniho rohu by podle (1.4.8) mély byt kladné. Jestlize si vSak celou situaci
predstavime, je vSak ziejmé, Ze po otoCeni bude soufadnice y' zaporna. Problém je v tom, Ze
na stiedni Skole jsme pouZivali vyhradné pravotocivou soufadnicovou soustavu. Soustava
spojena s obrazem ma vsak osu y orientovanou opacéné a je tedy levotodiva. V této soustavé
ma orientovany uhel opacnou orientaci, nez na jakou jsme zvykli. Ota¢ime tedy nikoli o hel

o (=D n(F) o)y (wes(-D) [Fw)
) (2)-

) =ksm(-g) cos(~3) 0 ) KWS'Z( Z)) k‘fw)

1
0 0 1
Soufadnice y' v je tedy zdpornd. Protoze zaporné soutfadnice v obraze nepiipoustime, musi
po této rotaci nasledovat posunti o vektor Vv =(O; -W sin a) (ve sméru osy x neni potfeba

posouvat). Matice takto slozené¢ho zobrazeni tedy bude

10 0 cosa -Sina O cosa —Sina 0
M=T-R=|{0 1 Wsinag|-|Sina cosa O|=-sina cosa Wsinag
00 1 0 0 1 0 0 1

Napriklad bod X =(100 100 l)T bude mir v otodeném obraze soufadnice
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50-(\/§+1)

x\ (cosa -sina 0 100 (¥ 3 0 |(100
y'|=|sina cosa Wsina |-|100 |=| -1 £ w.1].]/100|= 50-(\/3_’—1+W)
1) Lo o 1 1)l0o o 1 |1 1

Ctenaf ted’ mozna opét protestuje a tentokrat opravnénd. Na obraze jsou piece jen body, které
maji celoCiselné soutfadnice a tyto soufadnice zcela evidentné celoCiselné nejsou. Tato
kapitola se zabyvala zobrazenimi v projektivni rovin€¢. Obraz vSak za rovinu povazovat
nemuzeme, protoze neni spojity, ale diskrétni. O tom, jak budou tyto transformace vypadat
v diskrétnim ptipad¢€, pojedna dalsi kapitola.

4. 2 Transformace diskrétniho obrazu

Jak jsme vidéli v poslednim piiklad€, ptivodné celo¢iselné soufadnice pixelu se mohou
geometrickymi transformacemi popsanymi v kpt. 4. 1. stat necelo¢iselnymi. OvSem
soufadnice bodi transformovaného diskrétniho obrazu museji byt opét celociselné. Proto jsou
transformace diskrétniho obrazu ponékud slozitéj$i, nez transformace spojitych
geometrickych utvard. Transformace popsané v predchozi kapitole, jsou pii transformaci

realného obrazu pouze prvnim krokem.

Ptedpoklddejme, ze obraz byl podroben transformaci T . Po tomto prvnim kroku zname
hodnoty, které by obraz m&l mit v bodech A'=T(A); B'=T(B); C'=T(C); D'=T(D)

s neceloCiselnymi soufadnicemi. My vSak muzeme prtifadit hodnoty pouze bodim se
soufadnicemi celoCiselnymi. Moznosti, jak to udélat, jsou v podstaté dve:

Metoda nejbliziiho souseda: Pixelu [i; j] se pfifadi hodnota toho z bodi A;B";C";D", ktery

g e

fj]i B,

je pixelu [i; j] nejbliz.

{‘}

Obr. 4.2.1: K problému transformace diskrétniho obrazu

Tato metoda je sice nejjednodussi, ale nepfesnd a zcela nepouzitelnd napt. pii zvétSovani
obrazil. Proto se Castéji pouziva tzv. bilinearni interpolace. Abychom ji vysvétlili, musine
nejdiive uvést jednodussi interpolaci linearni.

Linearni interpolace: Pedpokladejme, ze zndme hodnoty f(x); f(X,) linearni funkce

v bodech x,; X, a potfebujeme znat hodnotu f (X) v bod& X; X <X <X, - viz obr 4.2.2.
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f(%,) (% 102

£

X1 X X2

Obr. 4.2.2: K linearni interpolaci
Z podobnosti trojahelnikii plyne, ze

d :f(Xz)—f(Xl) — d:X_Xi'[f(XZ)—f(Xl)]
X=X X=X X=X

Protoze f (X) =f(x)+d, je

2

X=X

f(x)="f | f —f

(9= F00)+ = [F0a) = ()]

coz po uprave dava
X_

X X, =X
f(x)= f(x,)+ -f(x)
() XZ_Xl ? Xz_X1 Xl

(4.2.1)

Bilinearni interpolace: fesi na podobném principu obecny piipad, kdy se interpolovany pixel
nachazi uvnitf étverce, jehoz vrcholy tvoii body A B C'; D" se znamymi hodnotami. V tom

piipadé musime provést linearni interpolaci ve dvou smeérech (odtud nazev bilinearni
interpolace), ale linearni interpolaci je tfeba provést celkem tfikrat. Ctverec A, B;C"; D'

vcetné vnitiniho pixelu [i; J] nejprve zobrazime tak, aby jeho strany byly vodorovné resp.

svislé. Nejlépe tedy transformaci T~ inverzni k T . Body A';B';C"; D' piejdou v piivodni

A;B;C;D abod T7[i; j]oznatme X =[x;y] (viz obr. 4.2.3)

D=[X4:¥>] XFXy, ] C=[x3:¥-1
L J
X=[xy]

A=[Xy:¥4] XElay, 1 B=DX Yl

Obr. 4.2.3: K bilinearni interpolaci
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Hodnoty obrazu v bodech X,; X, interpolujeme dle (4.2.1) a obdrzime

F(6y)="— f(&,m)+ F 04 v) (4.2.2)
f(xy,)= _&~ngnr+&:XvN&wg (4.2.3)

Hledanou hodnotu f(X)=f(xy) vbodé X =[x;y] dostaneme opét podle (4.2.1)
interpolaci bodii X;; X,:

F(6y) =22 10 ys) + 222 £ (x;y,)

2~ N Yo=Y

Po dosazeni ze (4.2.2), (4.2.3) a tpraveé dostaneme

f(xy)= (=X, )f(&wo+(; () +

)
(% =%)(¥2 = %)
(

L (e =x)(y-%) RSN
(X Xi)( ) Tlaye) ( X, ( f (% Ys) (4.2.4)

Jestlize interpolujeme hodnotu pixelu, je X, —X =Y, —Y, =1 a vzorec (4.2.4) se zjednodusi na

P y) =0 =X) (Y2 =Y) F O y) +(X=%) (Y. = Y) F O y2) +
+(% =) (Y= Y1) F O Y) +(X=x) (Y= Y1) T (%3 Y,)

nebo v maticové podobé

v — _ _ f(xi;yl) f(x1;y2) Y=Y
f(xy)=(x-x x &{fugm) fwng(y—mj (4.2.5)

5 Fourierova transformace

Fourierova transformace je matematicky nastroj, ktery umoZznuje vyjadfit obraz pomoci
funkci sinus a kosius. Ptitom frekvence a amplitudy téchto funkci rozhoduji o Fadé
vyznamnych vlastnosti obrazu. Na Fourierové transformaci je proto zalozena fada dualezitych
metod analyzy obrazu. Uved’'me nejdfive Fourierovu fadu, kterd s Fourierovou transformaci
uzce souvisi.

5.1 Fourierova rada funkci realné proménné

Fourierovy fady umoziuji rozlozit danou realnou funkci definovanou na jistém intervalu
<a;b> na soucet (obecn¢ nekone¢né mnoha) sinit a kosinl s redlnym argumentem. S t€mito

fadami se podrobnégji seznamite v matematice, zde uved'me na ukazku Fourierovu fadu na
intervalu <—7r; 7r> . Tuto fadu vypocteme podle nésledujicich vztaht:

f(x):%a0 +i(an cosnx+b, sinnx) (5.1.1)

n=1
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al’l

b,

1 _[ f (x) cos nxdx
T -

L I f (x) sin nxdx
72.*72'

(5.1.2)

(5.1.3)

Priklad: Vypocétéme Fourierovu fadu funkce f (X) =sgn X na intervalu <—7z; 7[) .

Reseni: Podle (5.1.2) mame:

a,

b,

pro licha—2, pro suda0. = b,

sgn(x) =—

17 17
;.[Tf(x)cosnxdx:;[r

sgn(x) cos nxdx = !

1 I f (X)sinnxdx = 1 I sgn(x)sin nxdx = EIsin nxdx = —
7[_” ﬂ-_ﬂ. T 0

4

=—:n=0;1.... Ted
" @n+)x Y

o0

>

T n=o

4 & sin nx

2n+1

2

T

|

0 V.4
—“ —Cos nxdx +Icos nxdx} =0
T - 0

T
cos nx}

- =—£(cosn7r—1)

o 7zh

N¢ekolik prvnich ¢asteénych souctl této fady je ilustrovano na obr. 5.1.1. VSimnéte si, Ze pfi
vys$§im poctu séitanct, kdy jsou v souétu piitomny funkce vyssich frekvenci, dochazi k jejich
vyznamnému zesileni v mistech, kde ma proklddana funkce velky skok ve funkénich
hodnotach (zde v okoli nuly), anebo v blizkosti hranic defini¢niho oboru (zde +7). Na obr
5.1.1. jsou nékteré situace zakrouzkovany. Tento elekt (tzv. Gibbslv jev) je pii zpracovavani
signalu €1 obrazu velmi nezadouci vétSinou je tieba ho vyznamné potlacit. Setkame s S nim 1

v dal$im textu.

..
|
:
j

: \ :

Obr. 5.1.1: Caste¢né souéty Fourierovy fady funkce f(X)=sgnx naintervalu (—z; )
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Obraz je dvojrozmérny, uved'me tedy vzorce (5.1.1), (5.1.2) a (5.1.3) pro ptipad funkce dvou
proménnych. Pro funkci definovanou a integrovatelnou na obdélniku (— p; p) X (—q; q) plati

f(x)=> Aq [akn cos <X cosiy+bkn sin 7% cos 7Y 4
k,n=0

p q p q
+C,, coski smLerdkn sm@ -sin nﬂy}
p q p q

a., -1 _U f(x; y)-cos@-coswdxdy
PA (pp(aua) P q
1 kzx nzy

b, =— f X; Yy )-sin——-cos—=dxdy
g H Goy) p q

Cop = 1 ” f(x; y)- cosk— sin Y dxdy
- Pa. p q
1 . kzx . nzy

d.,=— f X; y)-sin——-sin —=dxdy
“ " H (6) p q

1 < k,n>0;k¢n
An=11/2 < k+n=0k-n=0 (5.1.4)

1/4 < k=n=0

Tyto Fourierovy fady lze pouZit napt. pfi aproximaci lomovych ploch nejriiznéjSich materiala
tak, jak je ilustrovano na obr. 5.1.2. Vlevo nahote lomova plocha obarvend pseudobarvami
ilustrujicimi vySku profilu, vpravo nahote ¢asteny soucet Sesti clenli Fourierovy fady (5.1.4).
Dole tzv. high-surface — ¢asti plochy, které maji vétsi vySku nez plocha referencni (vlevo) a
koneéné low-surface (vpravo.). Integraly (5.1.4) se fes$i numericky. I ve dvojrozmérnych
piipadech se setkavame s nepfijemnym Gibbsovym jevem.

Obr. 5.1.2: Lomova plocha cementové pasty aproximovana ¢aste¢nym souctem Fourierovy
fady dvou proménnych dle (5.4.1)
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Obr. 5.1.3: Casteéné souéty &lend Fourierovy fady lomové plochy cementové pasty z obr.
5.1.2. postupné pro n=10;20;50;100.

5. 2 Fourierova transformace

Fourierova fada funkce jedné proménné v komplexnim oboru: Uvazujme Eulerovy
identity
e =cosx+isinx
e =cosx—isinx
Jejich sectenim resp. odectenim obdrzime
1, o 4 : 1,
cosx==(e"+e™) resp. sinx=_(e"—e™)
2 21
tedy

CosNX = %(e‘“X +e™) resp. sinnx = —iz(e‘"X —e™™) (5.2.1)

Vztahy (5.2.1) dosad'me do vzorct (5.1.1), (5.1.2), (5.1.3). Obdrzime

(0= S 23 a (e v )i, e )]

f(x) =%a0 +%i[e‘”x (a,—i-b,)+e™(a,+i-b, )] (5.2.2)
n=1
OznaCme
Co:%ao; ané(an_i'bn); C—nzé(a—n_i'b—n) (523)
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Protoze

a, =1j f (x) cos nxdx ; b, :1_[ f (X)sin nxdx
T T,

- viz (5.1.2); (5.1.3), miZzeme ziejme psat

a, = ! T f(x)cos(—nx)dx=a,; b, :ET f(x)sin(-nx)dx=-b, (5.2.4)
—r ﬂ-—zr

n ;
Dosadime-li z (5.2.4) do (5.2.3), mame

1, . 1% - 17
Cn=§(an_|.bn)=gj.f(x)-(cosnx—l-smnx)dx=z_{f(X)'e dx

-

1 . 1 T . 1 T inx
c_n_E(an+|~bn)_zjﬂf(x)-(cosnx+|‘smnx)dx_z'[[f(x)~e dx

1 1 7 .. 1 7 ,
c.==a =— | f(x)-(cosOx—i-sin0Ox)dx=— | f(x)-e'%dx
0=5% =5 ] 00 o= [ 100

Fourierovu fadu (5.1.1) mizeme tedy psat ve tvaru

f(x)=c,e'™ + i(cn €™ +c,-e™)
n=1

tedy
o0 . 1 T .
f(x)= c.-e™ ¢ =—| f(x)-e"™dx 5.25
() Z . zﬂ_jﬂ (x) (5.2.5)

Nekone¢nou fadu (5.2.5) nazyvame Fourierovou fadou funkce f(x) na intervalu (—r;7).

Zopakujeme-li cely postup na intervalu <—p; p) , dostaneme koeficienty c, ve tvaru
1 p _ihzy
c,==—[ f(x)-e P dx; ne- (5.2.6)
2p 7,

Fourierova transformace funkce jedné realné proménné: Ve vztahu (5.2.6) oznaéme

7 _u., (5.2.7)
p
dostaneme
1 7 -
C,=— J. f(x)-e " dx; ne-
2p 7,

Rozsiiime-li déle definiéni obor funkce f(X) tak, ze X &(—p; p)= f (X)=0, mizeme psat
C, :LJ- f(x)-e"*dx; ne~
2p =,

Oznacime-li
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ff f(x)-e™dx=F(u,)

-p
dostavame koeficienty Fourierovy fady (5.2.6) ve tvaru

1

C, =—
2p

F(u,); ne”

Rozsitime-li defini¢ni obor funkce F z posloupnosti {un} Cisel tvaru (5.2.7) na mnozinu
dostaneme funkci F tvaru

F(u)= ]C f (x)-e"dx (5.2.8)

—00

Lze ukazat, ze tato funkce je prosta, existuje k ni tedy funkce inverzni. Ta je tvaru

F(x)= % T F(u)-e"dx (5.2.9)

Funkci F (u) tvaru (5.2.8) nazyvame (piimou) Fourierovou transformaci funkce f (X) .

Funkci f (x) tvaru (5.2.9) nazyvame zp&tnou Fourierovou transformaci funkce F(u).

Diskrétni Fourierova transformace funkce jedné realné proménné: Je-li funkce f (x)
znama jen v konecném poctu hodnot

O 0 . N_l
Do X f = (X g

muze byt jeji Fourierova transformace F (u) znama rovnéz jen v kone¢ném poctu hodnot

N-1

{Xos Xpse Xy f ={ X}y
Integraly v (5.2.8) a (5.2.9) je tfeba nahradit pfislusnymi sumami.

Posloupnost
N7 .
X,=) X -e™" rs=01..;N-1
r=0

LN

N-1

nazyvame (pfimou) diskrétni Fourierovou transformaci posloupnosti {x } .

Posloupnost

X Z%sz.eifs r;s=0;1..;N-1

s=0

N-1

nazyvame zpétnou diskrétni Fourierovou transformaci posloupnosti {X,}
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Diskrétni Fourierova transformace funkce dvou realnych proménnych: Obrazy lze
chapat jako dvojrozmérné posloupnosti. Proto nyn zobecnime vysledky pfedchoziho odstavce
pro funkce dvou proménnych.

Je-li funkce f(X;y) zndma jen v koneném podtu hodnot, tvofi jeji znamé hodnoty matici
XOO; XOl xO;N—l

Xons :(xm;n); m=0L...M-L n=0L...N-L

XM -1,0 XM 11 e XM -LN-1

a pro Fourierovu transformaci dostavame rovnéz jen kone¢ny pocet hodnot F(u)

XOO XOl XON—l

X X X,

1 H T =(X)i r=0L.5M -1 s=0iL. N L
XMfl;O XMfl;l XM—l;N—l

Fourierovy transformace maji pak nasledujici tvar:

Prima:
M-1N-1 ) )
X, = Xpn € € rm=05..;M -1 sn=01..;N-1L (52.10)
m=0 n=0
Zpétna
M-1N-1 ) )
X = X.c-€"-e™ rm=01%L.;M-L sn=01.;N-1 (5.211)
r=0 s=0

Amplitudové a fazové spektrum: Jak plyne z pifedchoziho textu, Fourierovou transformaci
realné obrazové matice je matice komplexnich ¢isel. Kazdé toto komplexni ¢islo ma svoji

amplitudu
X o] = JRE? (X, )+ 1M (X, )
a svoji fazi
tge, —Im(x“s):np = arctg Im(X.)
" ORe(X,) T Re(X,,)
(viz obr. 5.2.1).
Xr-s
amplituda
12| Im(X,.q)
(P faze
Re(Xs) = Re

Obr. 5.2.1: Amplituda a faze komplexniho ¢isla

Matici amplitud nazyvame amplitudovym spektrem, matici fazi nazyvame fazovym
spektrem,
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Rychla Fourierova transformace (Fast Fourier Transform - FFT): je efektivni algoritmus

vypoctu Fourierovy transformace. Vyuziva skute¢nosti, ze je-li matice (xm;n) vstupnich

hodnot redlnd, je Fourierova transformace soumérna podle svého sttedu. Typ vstupni matice

(,»délky stran®) tak lze rozd¢lit na poloviny a pocitat jen Ctvrtinu matice. Hodnota X, ., navic
X

,»délky stran“ mocniny dvou, pocitaji se ,,pfimo* pouze prvni Ctyfi prvky ,,do kiize*

motylek). Amplitudové a fazové spektrum se pak zobrazuje jako sttedové soumérné.

vznika z ,,pfedchozich® X kterych Ize pti dalsim puleni s vyhodou pouzit. Jsou-li

r-1;s? r;s-1°

(tzv.

Poznamka: V analyze obrazu zna¢ime obrazy vétSinou velkymi pismeny z pocatku abecedy,

hodnoty jednotlivych pixell ptisluSnymi pismeny malymi, tedy napf.
A=(a;);i=0L.;H-1j=0,L.;W -1

Komplexni matici, kterou obdrzime z obrazu A Fourierovou transformaci, budeme znacit

F (A); jejf jednotlivé prvky pak F (a; ).

Na obr 5.2.2 si mizeme prohlédnout snimek kiehkého lomu oceli a jeho amplitudové resp.
fazové spektrum.

Obr. 5.2.2: Snimek kiehkého lomu oceli (vlevo), jeho amplitudové spektrum(uprostied) a
fazové spektrum (vpravo)

Zaostiovani a rozostiovani obrazu pomoci amplitudového spektra: Fourierova
transformace rozklada obraz na periodické signaly pfedem danych frekvenci. Hodnoty pixela
amplitudového spektra vypovidaji o amplitudach jednotlivych signall, jejich vzdalenost od
stiedu pak o frekvenci p¥isluiné viny. Cim je bod déle od stfedu, tim ma piislu$na vina vyssi
frekvenci. Vysoké frekvence vnima oko jako prudké zmény jasu. Pfitomnost vysokych
frekvenci v amplitudovém spektru tedy signalizuje velké zaostfeni obrazu, mlze vSak také
prozrazovat pfitomnost Sumu, ktery ma vétSinou jesté vyssi frekvence nez ostrd uZzitecna
informace.

Tyto vlastnosti amplitudového spektra umoziuji nejjednodussi Gpravy zaostteni obrazu a jeho
Sumu, a to vymaskovanim (odstranénim) vyssich ¢i naopak nizSich frekvenci a aplikaci zpétné
Fourierovy transformace na takto upravené spektrum (zpétnou transformaci nijak
neupraveného spektra dostaneme plivodni obraz). Maskovani amplitudového spektra by
teoreticky mélo byt zcela symetrické. Pokud neni, dostavdme zpétnou transformaci obraz,
ktery neni realny, ale komplexni. Nicmén¢ obrazové analyzatory, které umoziuji ru¢ni editaci
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amplitudového spektra, kde k témto nesymetrickym zasahim mize dochéazet, po zpétné
transformaci imagindrni ¢ast obrazu ignoruji.

Na nékolika dalSich obrazcich si miizeme prohlédnout G¢inky nékterych jednoduchych tprav
amplitudového spektra snimku kiehkého lomu oceli. Na obr 5.2.3 je ilustrovana skute¢nost,
ze ani odstranéni pomérn¢ velké vysokofrekvencni casti amplitudového spektra nemusi
znamenat rozostfeni obrazu. Odstranénim vysokych frekvenci jsme v tomto piipadé odstranili
jen Sum.

T S
e s
o ]

Obr. 5.2.3: Vymaskovani vysokofrekvencni ¢asti amplitudového spektra a jeho zpétna
transformace. Snimek neni rozostfen, vymaskovanim byl odstranén pouze Sum.

Obr. 5.2.4: Vymaskovani vysokofrekvenéni ¢asti amplitudového spektra a jeho zpétna
transformace. Snimek uz je silné rozostien, vymaskovani zasdhlo jiz i vysoké frekvence
obrazu.
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Obr. 5.2.5: Vymaskovani nizkofrekvenéni ¢asti amplitudového spektra a jeho zpétna
transformace. Na snimku zUstavaji jen ostré kontrastni ptechody.

5. 3 Konvoluce

Konvoluce je matematicka operace ,,zpracovavajici“ dvé funkce, vysledkem je funkce tieti.
Konvoluce miize byt aplikovéana jak na funkce jedné, tak na funkce vice proménnych, a to jak
na spojité, tak diskrétni. Definujme jednotlivé ptipady.

Konvoluce funkci jedné realné proménné: Konvoluci dvou funkei f (x); g(X) rozumime

integral (pokud existuje).

o0

(f®g)(x)= I f(t)g(x—t)dt

—00

Funkci g(x) nazyvame konvolucnim jadrem

Konvoluce funkei dvou realnych proménnych: Konvoluci dvou funkei f(X;y); g(x;y)
rozumime integral (pokud existuje).

o0 o

(f®g)(xy)= _[ I f (u;v) g (x—u;y—v)dudv

Funkci ¢ (X; y) nazyvame konvolu¢nim jadrem

Diskrétni konvoluce funkci dvou realnych proménnych: Konvoluci dvou funkci f (m; n);

g (m; n) ; M;ne” rozumime dvojrozmérnou nekonecnou posloupnost souctii

(f®0)(i)= 3 3 1 (mn)g(i-m;j-m)

=—00 M=00

(pokud kazdy soucet existuje).
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Pouziti diskrétni konvoluce v analyze obrazu ilustruje obr. 5.3.1. Obraz A S rozliSenim
W xH doplnime na nekonecnou dvojrozmérnou posloupnost tak, Ze pro m¢ {0;1;...; H —1}
nebo neE{O;ZL'...;W —1} je A(m;n)=0. Konvoluéni matici, kterd je v praxi samoziejmé
rovnéz konec¢ného typu | xJ (a kterou miizeme chapat rovnéz jako obraz), doplnime stejnym
zpusobem. Rozliseni pivodniho obrazu na obr. 5.3.1 je WxH =11x12, plGvodni typ
konvolu¢ni matice je |1xJ=5x5. Pixel [1; 2] na zpracovavaném obraze A je nahrazovan

linearni kombinaci pixell v rizovém okoli. Koeficienty linearni kombinace jsou pfislusné
prvky konvolu¢ni matice. Hodnotu pixelu v novém obraze tak obdrzime takto:

0

A'(i, j)=(A®C)(i;j)= D> D A(m;n)C(i—m; j—m) (5.3.1)

M=—00 M=00

8

HEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE
L]
Obr. 5.3.1. Schématické znazornéni konvoluce
Konvoluéni teorém: Necht' A; C jsou dva obrazy. Pro jejich konvoluci plati
F(A®C):F(A)'F(C) (5.3.2)
kde sou¢in na pravé stran¢ se provadi prvek po prvku. Pozor! Neni to tedy sou¢in matic.

Jestlize na levou 1 pravou stranu vztahu (5.3.1) aplikujme zpétnou Fourierovu transformaci,
obdrzime

F[F (ABC)|=F *[F (A)F (€]

Leva strana tohoto vztahu je vSak zifejmé rovna konvoluci A®C . Z konvoluéniho teorému
tak vyplyva dalsi tvrzeni

A®C=F*[F(A)-F(C)] (5.3.3)
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Konvoluéni teorém je ilustrovan na obr. (5.3.2).

F(A)  F(C)

F(A)- F(C)

Obr. 5.3.2. Konvoluéni teorém

5. 4 Okrajovy efekt

V kpt. 5.1. jsme si mohli v§imnout, Ze v bodech nespojitosti funkce trpi caste¢né soucty jeji
Fourierovy fady tzv. Gibbsovym jevem — zesilenim vysokych frekvenci. TentyzZ jev je patrny 1
v blizkém okoli hrani¢nich bodl defini¢niho oboru. Podobnd situace nastava i1 v piipadé
Fourierovy transformace obrazu. Neni-li na okrajich obrazu jeho hodnota konstantni, pak
okraj obrazu predstavuje pro Fourierovu transformaci vysokofrekvencni informaci, ktera se
projevi v jeho spektru. Situace je ilustrovana na obr. 5.4.1 a 5.4.2.

Tento jev je velmi nepfijemny a v fad¢ situaci mize plsobit zna¢né potize. Proto se pied
nasazenim Fourierovy transformace obraz ¢asto nasobi vhodnou funkci tak, aby jeho hodnoty
smérem k okrajim ,,plynule klesaly k nule. Funkce, které se k tomuto Ucelu pouzivaji, se

v

nazyvaji window funkce a nejpouzivanéjsi jsou dvé z nich.
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Obr. 5.4.1: Fourierovo spektrum obrazu s konstantnim (zde nulovym) okrajem

Obr. 5.4.2: Fourierovo spektrum obrazu s proménnym okrajem. Ve srovnani s obr. 5.4.1.
vidime zfetelny narGst amplitud ve vodorovném a svislém sméru zplsobeny
vysokofrekvencni okrajovou informaci.

Gaussovské okno: Gaussova funkce uréuje hustotu pravdépodobnosti normalniho rozdéleni a
jiz jsme se s ni setkali v kpt. 2.1. — viz (2.1.2). Tato funkce je rovnéz vhodna pro potlaceni
okrajového efektu pii Fourierové transformaci (dvojrozmérného) obrazu. Zde ovSem
potifebujeme Gaussovu funkci dvou proménnych, kterd ma tvar
7(X*/11)2 7(}’*#2)2
1 207 202
g(xy)=—r7b-e 7

0,0, 21

Multiplikativni konstanta je volena tak, aby platilo
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jjg(x;y) dxdy =1

coz je dulezité jednak v teorii pravdépodobnosti a jednak i v analyze obrazu tak, jak se o tom
zminime v kapitole o linearnich filtrech. Na tomto misté vSak potiebujeme, aby maximum

funkce (stfedni hodnota) [ y7 ,uz] byla ve stfedu obrazu a aby funk¢éni hodnota zde byla rovna
dynamickému rozsahu obrazu, tj. g(z4;4,)=D. Proto pokladame

(X—M)z (y—ﬂz)z
- 2 - o2 . W . H
g(X;y):D'e 2071 20% : /11:?1 ﬂz:? (541)

Gaussova funkce jedné a dvou proménnych je ilustrovana na obr. 5.4.3, jako obraz pro rizné
rozptyly na obr. 5.4.4. a 5.4.5.

| SR
%
2
2
2
2
2
2
1
18
7
1
15
14
11
12
1
10

-A&\Awmmm

Obr. 5.4.4: Gaussova funkce s rozptyly o7 =0.3D; o> =0.15D jako obraz (vlevo) pouZita
jako window funkce na obraz kiehkého lomu oceli (uprostied). Vpravo kompresni soucin.
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Obr. 5.4.5: Gaussova funkce s rozptyly o7 = o7 =0.3D jako obraz (vlevo) pouzita jako
window funkce na obraz kiehkého lomu oceli (uprostied). Vpravo kompresni soucin.

Hanningovo okno: je pro jednu proménnou tvaru

_P
h(x)=%cosw_l

ve dvou proménnych ma tvar

[

2 (x=%)  2x(

7)1

y_
H 2

h(x;y)=%cos

K odstranéni okrajového efektu pii Fourierové transformaci je rovnéz vhodné a hojné se
pouziva.

5. 5 Registrace obrazi

Registraci obrazi rozumime proces nalezeni vhodné transformace jednoho obrazu, tak aby
se v pfedem definovaném smyslu podobal jinému obrazu. Tyto obrazy vétSinou zobrazuji
stejnou scénu, ale jsou pofizeny z riznych mist, riznymi piistroji, v riizném case atd. Na obr.
5.5.1 (vlevo a vpravo) vidime dva ,,riizné* obrazy. Neni t¢zZké odhadnout, Ze v tomto ptipade
se 1i8i jen posunutim. V jednoduchych ptipadech, jako je tento, miizeme odliSnosti obou
obrazli odhalit jejich kompresnim souctem (uprostied).

Obr. 5.5.1: Dva obrazy, které se li$i jen vzajemnym popsunutim (vlevo cilovy obraz, vpravo
transformovany obraz). V jednoduchych pfipadech mizeme odlisnosti posoudit vizualné
pomoci kompresniho souctu (uprostied).
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Obraz, pro ktery hledame transformaci, nazyvame transformovany, druhy z nich, na ktery
b 2
pomoci transformace oba obrazy ,,sesazujeme®, nazyvame cilovy.

Cely problém je obecné znacné slozity. Prvnim zdrojem komplikaci mohou byt transformace,
které je tieba pouzit. Mizeme uvazovat jednak transformace projektivni (je-li obrazem
pfimky vzdycky piimka, anebo bod), tj. posunuti, otdceni, zménu méfitka, osovou afinitu a
sttedovou kolineaci, jednak to mohou byt transformace obecnéjsi (deformace). V tomto textu
se omezime na posunuti, oto¢eni a zménu méftitka.

Problém muze dale komplikovat skute¢nost, Ze objekty na snimku nejsou zcela identické a
mohou se pon¢kud liSit. Situace je ilustrovana na obr. 5.5.2, kde je pismeno A vysazeno jinym
fontem. V tomto piipadé je nemozné sesadit obrazy na sebe tak, aby kazdy pixel obrazu A
m¢l stejnou hodnotu jako odpovidajici pixel na obrazu B . Zde vyvstava otdzka, jak posoudit
,»hejlepsi mozné* sesazeni takovych obrazi.

Cilovy obraz Sesazeni (?) Deformovany obraz

Obr. 5.5.1: Dva obrazy se lisi objektem, ktery je na nich zobrazen. Otazkou je, jak posoudit
,hejlepsi mozné* sesazeni takovych obrazi.

K tesSeni tohoto problému je tieba se ponckud hloubégji zamyslet nad pojmem vzdalenost a
zavést vzdalenost obrazli. Métime-li vzdalenost dvou bodu (at’ jiz metrem, anebo ji pocitdme
pomoci znamého stredoskolského vzorecku), ptifazujeme vzdy dvéma bodiim reédlné Cislo.
Vzdalenost je tedy z matematického hlediska funkce (ozna¢me ji v tuto chvili d ), ktera ma
nasledujici vlastnosti:

Pro kazdé ti1 body A;B;C plati:

d(A;B)>0,pficemz d(A;B)=0 < A=B (5.5.1)
d(A;B)=d(B;A) (5.5.2)
d(A;B)+d(B;C)>d(AC) (5.5.3)

Tyto tii zékladni vlastnosti, které bézné predpokladame u vzdalenosti, mize mit celd fada
dalsich funkci, které v tomto smyslu mizeme tedy rovnéz povazovat za ,,vzdalenost™. Jsou-li

napi. A;B dva obrazy s pixely o hodnotach a; b., Ize za jejich ,,vzdalenost™ povazovat

ij ij >

napiiklad funkce
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f(A; B): i i ‘aij _bij

i=—00 j=—00

9 (A; B) = i i I:aij —b; ]2 (5.5.4)

i=—0 j=—0

pokud pixelim, které jsou mimo jednotlivé obrazy, definitoricky ptifadime hodnotu nula.

Naopak napft. funkci
h(A; B): Z z (aij _bij)

i=—0 J =—w0

za ,,vzdalenost® prohlasit nemuzeme (pro¢?). Funkce, které maji vlastnosti (5.5.1); (5.5.2);
(5.5.3), oznacujeme obecnym nazvem metriky a mnoziny, na kterych jsou definovany, pak
metrickymi prostory.

Hledéni ,,nejlepsiho sesazeni* obrazli pak miizeme chapat jako hledani minima né&jaké vhodné
metriky. OvSem metody pracujici na tomto principu maji ncékterd sva uskali. Na hledani
extréml v tomto pfipadé neni mozné nasadit klasické metody matematické analyzy, které
Zname z kurzu matematiky. Minimum se hled4 numericky metodami tzv. optimalizace, které
ovSem vétSinou predpokladaji, Ze na dané mnozing je jen jeden extrém. To vSak v piipadé
registrace obrazli nemusi byt pravda. Zvolend metrika miize mit na mnoZin€ vSech moznych
transformaci vice minim tak, jak ilustruje obr. 5.5.2.

AA A

Obr. 5.5.2: Problém vice lokalnich minim. Sesazeni ,,na nespravné A“ vykazuje lokalni
minimum piesto, Ze obrazy nejsou spravné sesazeny.

Dale tedy popiSeme metodu registrace obrazii vyuZzivajici Fourierovu transformaci. Jesté
predtim vSak provedeme jednu piipravnou tivahu.

Diracova distribuce: uvazujme funkce tvaru (viz obr 5.5.3.)

5,(x) = E e ™ (5.5.5)

Grafem kazdé takovéto funkce je Gaussova kiivka s maximem v nule. Da se ukazat, ze obsah
plochy vymezené touto kiivkou a osou X je stale stejny a je roven jedné, tj.

T o,(x)dx =1
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Je zfejmé, ze se vzrlstajicim p hodnota tohoto maxima roste a rozptyl klesa. Jestlize
parametr p poroste nade vSechny meze, maximum bude divergovat a rozptyl konverfovat
k nule. Tuto limitu budeme oznacovat

Obr. 5.5.3: K Diracové distribuci

5(x) = lim 8, (x) = lim \E-e-*’xz (5.5.6)
p— p— \ 77

a nazyvat Diracovou (jednorozmérnou) distribuci v bodé nula. Pojem distribuce je tedy
zobecnénim pojmu funkce, kdy jako funkéni hodnoty ptipoustime hodnoty +oo. Podobné jako
v piipad€¢ funkci mizeme 1 v pfipad¢ distribuci pracovat srliznymi argumenty, tj. napf.
distribuce

2
S(x-2)=1lim &, (x—2) = lim /B Lo P02)
p—w p—o \| 77
ma své ,,nekonecné maximum posunuto z nuly do bodu x=2.

Celou uvahu Ize zopakovat pro dvé proménné. Funkce 6, (x;y) jsou tvaru

5,(%y)= \/g e . \/g e = ge“’(xz”z) (5.5.7).

Diracova distribuce dvou proménnych ma tvar

S(xy) =1im &, (x;y) = lim LIS
p—0 P

a v ,,posunuté* podobé

S(x—m; y—n) = lim 2 71 0]
p— 71

(5.5.8)
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Registrace zaloZena na Fourierové transformaci: Vzijemné posunuti, otoceni a zménu
m¢étitka dvou obrazi mizeme identifikovat pomoci jejich Fourierovych spekter resp. pomoci
tzv. ktizové, fazové resp. smisené korelace. Méjme dva obrazy () stejného rozliSeni, tj. matice

redlnych &isel A:(aij); B:(bij); i=0;L.;W-1; j=0;L.;H-1 a jejich Fourierovy
transformace, tj. matice komplexnich ¢&isel F (A):(F (aij)); F (B):(F (bij));
i=0;L.;W-1; j=0,L.;H-1. Oznaéme F’(b;) &islo komplexn¢ sdruzen¢ s F(b;) a
‘F (a )‘ resp. ‘F* (by )‘ absolutni hodnotu &sla F (a) resp. F” (b; ). Pak matici

AxB=(F (a;)-F" (b)) (5.5.9)
nazyvame kiiZovou Kkorelaci obrazi A;B. Matici

A®B = ‘FF ((:JJ))‘ i ((Z’J))‘ (5.5.10)

nazyvame fazovou korelaci obraza A;B. Matici

Ae B= (@) (B) ; c1; ¢; ERT (5.5.11)
- " ’ 1,0 C2 ..
‘F(aij)+cl‘~‘F (bij)+c2‘

nazyvame smiSenou korelaci obrazii A;B.

Poznamka: V literatufe se Casto setkdvame s ,,jednodus$imi* tvary vyrazi (5.5.8); (5.5.9) a
(5.5.10), a sice

AxB=F(A)-F (B) (kiizova korelace)

A®B = F(A)'F*(B) (fazové korelace)
F(A)[F" (B)

A®B = F(A)'F*(B) (smiSend korelace)
| (A)JrClHF (B)+C2

Tyto zapisy jsou vSak znacné zavadéjici, nebot’ svadéji k domnénce, ze F (A)-F* (B) je

soucin matic,

F (A)‘ je n&ktera z (nekone¢né mnoha) norem matice F (A) apod. Proto na

tomto misté zdiraznéme, Ze vSechny operace ve vyrazech (5.5.9); (5.5.10) a (5.5.11), je tifeba
provadeét prvek po prvku.

Pro detekci posunuti dvou obrazt ma sté¢Zejni vyznam nasledujici véta:
Fazova korelace dvou vziajemné posunutych funkeci (spojity pripad): Necht a(x; y) ;
b(x;y) dvé& funkce dvou proménnych takové, ze b(X;y)=a(x—x,;y—Y,). Pak pro jejich

fazovou korelaci plati:
a®b=5(x—X;y—Y,) (5.5.12)
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Fazovou korelaci je tedy Diracova distribuce posunuta do bodu [X,;Y,]. Disledkem pro

diskrétni obrazy je skutecnost, ze fadzovou korelaci vzajemné posunutych a jinak zcela
identickych obrazli dostaneme obraz, ktery ma ve vSech bodech hodnotu nula, kromé¢ bodu

[XO; yo], kde sice neni ,,nekone¢ny* Diractiv impuls, ale maximalni mozna hodnota pixelu pfi

daném dynamickém rozsahu, tj. D. Nejsou-li obrazy zcela identické (coz je v praxi
nejcastejsi pripad), dostaneme fazovou korelaci obraz, ktery ma v naprosté¢ vétSiné pixeld
hodnotu nula, az na vice ¢i mén¢ rozsahly shluk nenulovych pixell s jednim maximalnim
pixelem. Posunuti takovych obrazii optimdln¢ detekuji soufadnice pixelu s maximalni
hodnotou.

Misto fazové korelace se v praxi pouziva korelace smiSend, kde realna ¢isla c;;c, €™ * brani

moznému dé¢leni nulou. Velikost a tvar vySe popsaného shluku pixelt pak zavisi jednak na
mife odli$nosti obrazl a jednak na konkrétni volbé ¢isel ¢;;c, €™ *

Pro detekci vzajemného otoceni dvou obrazii ma stézejni vyznam nasledujici véta:

Véta: Amplitudové spektrum dvou funkci vzajemné otocenych kolem obecného stiedu
(spojity pripad): Necht a(x; y) ; b(X; y) dvé funkce dvou proménnych takové, ze

b(xy')=a(x;y) pravé tehdy, kdyz

X") (cosp —sing)(Xx N X,

y') \sing cosp \y) |y,
Pak pro jejich amplitudova spektra r(x;1)=F [a(x; y):| ; s(x;A)=F [b(x; y):| plati:
s(x";A")=r(x;A) pravé tehdy, kdyz

(K'j:(@sco —Sin(ﬂJ[Kj (5.5.13)
A sinp cosg )\ A

Tato véta poskytuje navod, jak urcit oto¢eni dvou obrazii:

1) Sestrojime amplitudova spektra obou obrazti — dle predchozi véty jsou vzajemné otocena o
uhel ¢ kolem pocatku

2) Pifevedeme spektra do polarnich soufadnic, tim pfevedeme otoCeni na posunuti

3) Detekei posunuti provedeme podle (5.5.12)

Detekci zmény métitka umozituje nasledujici véta:

Véta: Amplitudové spektrum p¥i zméné méFitka (spojity p¥ipad): Necht a(x;y); b(x;y)
dvé funkce dvou proménnych takové, ze a(x;y)=b(cx;cy), c>0. Pak pro jejich
amplitudové spektra r(x; 1) =F [a(x; y)] , s(x;4)=F [b(x; y)] plati:

1 K. A
r(rc;}t)z—z-s(—;—j (5.5.14)
Tato véta modifikuje pfedchozi ndvod a umoZziuje urcit otoceni dvou obrazl spolu se zménou
meéftitka:
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4) Sestrojime amplitudovéa spektra obou obrazli — dle pfedchozi véty jsou vzajemné
otocena o thel ¢ kolem pocatku

5) Pfevedeme amplitudova spektra do log-polarnich soutadnic (polarni soustava se
zlogaritmovanymi osami) = spektra jsou posunuta o vektor (— logc; log (po) . Transformace

sloZzena z otoceni a zmény méfitka je opét prevedena na posunuti.

Chceme-li tedy na cilovy obraz A sesadit transformovany obraz B, ktery se od A lisi
posunutim, oto¢enim a zménou méfitka, postupujeme nasledovné:

6) Nejdiive detekujeme otoceni a zménu métitka dle boda 4) a 5)

7) Podle vysledkii v bod¢ 6) transformovany obraz B oto¢ime a zménime mu métitko. Tim
ziskdme obraz B'

8) Obrazy A; B' jsou vzajemné¢ posunuté, posun zjistime dle (5.5.12).

9) Dle vysledkt v bod¢ 8) posuneme obraz B'.

Cilovy obraz Transformovany obraz Kompresni soucet

Obr. 5.5.4: Dva snimky kiehkého lomu oceli a jejich kompresni soucet. Je zfejmé, Ze obrazy
jsou vzajemné otocené.

Obr. 5.5.5: Registrace snimkt z pfedchoziho obrazku. Detekce a eliminace rotace — obrazy
jsou jiz jen posunuté (vlevo), detekce a eliminace posunuti (vVpravo).
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6 Obrazové filtry

Obrazov¢ filtry jsou matematické nastroje k upraveé obrazu urcené ke zvyraznéni ¢i potlaceni
urcitych informaci. Lze je d€lit podle pouzitych matematickych operaci na filtry linearni a
nelinearni, nebo podle schopnosti pfizplisobit svoji ¢innost lokalnim vlastnostem obrazu na
filtry neadaptivni a adaptivni. Mnohé z filtrti jsou urCeny k potla¢eni Sumu v obraze, tuto
kapitolu tedy zacneme praveé zakladnimi informacemi o Sumu.

6.1 Sum

Sumem rozumime nahodny signal, Gast obrazu, kterd znehodnocuje uZite¢né obrazové
informace. K Sumu piispiva kazdé zafizeni, které je pii pofizovani a uchovani obrazu
pouzivano. Je vétsinou charakterizovan vysokymi frekvencemi, malymi amplitudami a malou
korelaci s pfenasenym signalem. Sum se z obrazu snazime odstranit nebo ho alespon potlaéit.
Aby naSe snaha byla usp&$na, je tieba znat pavod a predevdim charakteristiky $umu. Sum
muzeme délit podle mnoha hledisek:

Podle ptivodce:
e vystielovy Sum - jeho piivodcem je kvantova povaha proudu v polovodic¢ich, pomérné
slaby

e pliapolavy, praskavy - jeho pivodcem jsou vétSinou vybojky, silny na malych
frekvencich, se stoupajici frekvenci klesa

e tepelny - jeho piivodcem je chaoticky pohyb elektroni a jejich kolize s atomy vodice,
zavisly pouze na teploté, ne na proudu nebo napéti (zptisobem vétSinou odporovymi
snimaci).

podle statistickych vlastnosti rozloZeni na frekvencich

e bily — rovnomérny vykon na vSech frekvencich signalu

e barevny — nerovnomérny vykon na riiznych frekvencich signalu (riZzovy — 1/f, hnédy,
modry...)

podle statistickych vlastnosti rozloZeni na intenzité
e rovnomérny — jeho hodnota ma na kazdé intenzit¢ signalu rovnomérné rozdéleni.
Jednoduse se modeluje — generatory ndhodnych cisel maji vétSinou pravé toto
rozdéleni
e gaussovsky — jeho hodnota ma na kazdé¢ intenzité signalu normalni rozdéleni. Jeho

v

modelovani je (trochu) komplikovangjsi, je v§ak velmi blizky realité.

podle zavislosti na obraze

e aditivni — pficita se k hodnoté¢ pixelu

e impulsni - nezavisi na obraze, mize byt zpisoben napt. vadnymi Cipy snimaciho

zatizeni, prachem na objektivu apod.

Nejucinnéjsi a nejkorektnéj$i metoda potlacovani aditivniho Sumu vyuziva skute¢nosti, Ze
tento Sum miZzeme povazovat za realizaci ndhodné veli¢iny a k jeho potlaceni lze tedy
v nekterych piipadech vyuzit Linderbergovu-Léviho vétu, ktera fika: Jestlize X;; X,;..; X,
jsou nahodné veli¢iny s libovolnym (ale stejnym) rozlozenim, stejnou sttedni hodnotou « a
stejnym (kone¢nym) rozptylem &, pak jejich primér konverguje k normalnimu rozloZeni se
stejnou stfedni hodnotou 4 arozptylem &> =o°/n.
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Situace je ilustrovana na obr. 6.1.1. Vlevo je generovano rovnomeérné rozlozeni s rozpétim
(a; b) = (—12;5). Tato nahodn4 veli¢ina ma tedy stfedni hodnotu z=3.5 a rozptyl o° ~ 24.
Jestlize tyto veliCiny budeme scitat, dostaneme nahodnou veli¢inu s normalnim rozdélenim,
jehoz rozptyl bude s pfibyvajicim poctem scitanct klesat. Pro n=6 je rozptyl normalniho
rozloZeni jen &° ~4; pro n=24 pak jiz jen &° ~1.

Obr.6.1.1: llustrace Linderbergovy-Léviho véty: Nahodna veli¢ina uprostied resp. vpravo
vznikla souétem Sesti resp. Ctyfiadvaceti nahodnych veli¢in vlevo.

Mame-li tedy moznost poftidit vice ,,zcela identickych* snimk, budou se tyto snimky liSit jen
aditivnim Sumem. Ten na kazdém snimku pifedstavuje nahodnou veli¢inu se stejnou stiedni
hodnotou (z=0) a stejnym rozptylem. ,,Uzite¢na“ informace je na kazdém snimku stejna.
Budeme-li snimky primérkovat, sum na tomto priméru bude mit normalni rozlozeni se
sttedni hodnotou nula a klesajicim rozptylem. Sum bude tlumen, aniz by doslo ke ztraté
uzite¢nych informaci na snimku.

R

Obr.6.1.2: Redukce aditivniho Sumu primérovanim obrazd. Silny aditivni Sum byl podstatné
redukovan primérem 25 obrazi.

Ne vzdy ovSem mame moznost pofidit sérii takto identickych obrazii. Proto jsme odkéazani 1

na jiné metody odstraiovani Sumu, a to pomoci obrazovych filtr, o kterych pojednaji
nasledujici podkapitoly.
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6. 2 Linearni filtry

Tyto filtry pracuji tak, Ze nahrazuji hodnotu zpracovdvaného pixelu linedrni kombinaci
hodnot okolnich pixelt. Pracuji tedy na principu konvolute vyloZzené v kpt. 5.3.

veree

Filtry typu dolni propust: pracuji tak, ze ,,propoustéji” nizké prostorové frekvence ve
smyslu Fourierovy transformace (viz kpt. 5.2.) a potlacuji (popf. zcela likviduji) frekvence
vysoké. Principialné je tedy mozno postupovat tak, ze sestrojime amplitudové spektrum
filtrovaného obrazu, vymackujeme v ném vysoké frekvence ( viz napft. obr. 5.2.3 a 5.2.4).
Disledky takto pfimého zasahu do amplitudového spektra se vSak vétSinou tézko odhaduji, a
proto se k ucelim filtrace vyuziva konvolu¢ni teorém - viz vztahy (5.3.2), (5.3.3).

Uvazujme obraz litiny (viz obr. 6.2.1 vlevo) a sestrojme jeho konvoluci s matici C =(c;);

i;j=-3;..;3 kde C; = Y. Tato konvoluce nahradi ve zpracovavaném obraze hodnotu

kazdého pixelu aritmetickym primérem hodnot Ctyficeti deviti pixeli ve ctvercovém okoli
pixelu zpracovavaného. Vysledkem této konvoluce je obraz B=A®C, ktery si mizeme
prohlédnout na obr. 6.2.1 vpravo. Zmizely ostré kontrastni pfechody mezi kovem a
uhlikovymi zrnky, tato konvoluce zietelné potlacila vysoké prostorové frekvence. Abychom
zjistili konkrétné, které frekvence byly potlaceny a jak, vyuzijeme konvolu¢ni teorém.

Matici C z vizualiza¢nich divodi reprezentujme obrazem - viz obr. 6.2.2 nahofe uprostied,
kde je centralni prvek c,, umistén ve stfedu obrazu a pro zvySeni kontrastu je kazdy prvek c;
vynasoben Cislem 49-D =49-255. Nyni sestrojme amplitudova spektra obrazii A;C - viz
obr. 6.2.2 dole vlevo a uprostied. Ve spektru obrazu C jsou zietelné tmavé ,,miizkovité
mezery®, které signalizuji potlacené popi. zcela chybéjici frekvence. Spektrum F (A®C)

konvoluce A®C dostaneme podle konvolu¢niho teorému jakou soucin spekter F (A); F (C)

obrazii A;C - viz obr 6.2.2 vpravo dole. Je ziejmé, ze matice C potlacila popf. zcela

odstranila ve spektru obrazu A ty frekvence, které jsou potlateny popf. zcela odstranény
V jejim spektru.

Ze spektra F(C) je zfejmé, ze filtr C potlauje vysoké frekvence jen ve velmi tzkych

pasmech a frekvence mezi témito pasmy (i vysoké) propusti. To ma za nasledek, Ze vysledek
filtrovani vétSinou neni dobry, mnohdy jsou na obraze dokonce patrné slabé né€kolikandsobné
kopie plvodné ostrych hran (,,duchy). Amplitudové spektrum filtru by mélo mit jediny

extrém, a to v bod¢ F (COO) (tedy v centralnim prvku) a smérem k okrajim klesat. Jak je vidét

z obr 6.2.1, konstantni filtr (tj. filtr sloZzeny ze samych jedni¢ek) se k tomuto pozadavku ani
zdaleka nepfiblizuje. Proto se setkdvame s jeho nejriiznéjSimi modifikacemi.

Nez je uvedeme, poznamenejme jesté jednu véc. VétSinou je potieba, aby filtrovany obraz
zachoval celkovy jas. Toho lze dosdhnout jediné tak, Ze soucet vSech prvk konvolu¢ni
matice je roven jedné. Konvolu¢ni matice pak mohou byt napf. tohoto tvaru:

b E) (L1l
C=|% & #|=r|1 41 (6.2.1)
i1 3 111

(matice pracuje na tzv. osmiokoli pixelu)
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A C A®C

F(A) F(C) F(A®C):F(A)-F(C)

Obr.6.2.1: Obraz litiny (vlevo nahofe) a jeho konvoluce (vpravo nahofe) s matici
reprezentovanou obrazem (uprostfed nahote). Dole pfislusna amplitudova spektra.

o
o

(oo
SR (6.2.2)
010

gl v =

O g
O g

(matice pracuje na tzv. ¢tyfokoli pixelu)
Softwarové prostfedky proto Casto nabizeji moznost zadavat konvolu¢ni matice bez

potfebného déleni (tzv. normalizace) a na prani uzivatele ji provedou automaticky. Napftiklad
matice (6.2.1) a (6.2.2) Ize tedy zadat takto:

111 010
cC=1 4 1/ C=[111
111 010

a po zaskrtnuti moznosti ,,normalizace” provede program déleni souc¢tem zadanych prvki
automaticky. Nasledujici matice jsou rovnéz uvedeny bez normalizace.
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Konstantni filtr Zvyseni vahy Binomicky (Pascalovsky) filtr
centralniho prvku

11111 11211 1 1 4 6 4 1
11111 11411 4 4 16 24 16 4
11111} 2 4 8 4 2|, |6 -(1 4 6 4 1)= 6 24 36 24 6
11111 11411 4 4 16 24 16 4
11111 11211 1 1 4 6 4 1

Z hlediska frekvenéni charakteristuky bma nejlepsi vlastnosti Gaussovsky filtr, kde prvky
konvoluéniho jadra jsou hodnoty funkce

f(xy)=

2 - 2
O, 0,

.exp{_(x—ﬂl)z (y—ﬂz)z}

270,00,
Napf. pro hodnoty o, =0, =1; 1 = 1, =0, ma konvolu¢ni matice fadu pé&t tvar

0 0,001 0,003 0,001 O
0,001 0,022 0,056 0,022 0,001
C=(0,003 0,056 0,159 0,056 0,003
0,001 0,022 0,056 0,022 0,001

0 0,001 0,003 0,001 O

Filtry typu dolni propust se pouZzivaji k vyhlazovani obrazii, ke sniZzovani ostrosti obrazu.a k
potla¢ovani Sumu. Zde je ovSem tfeba poznamenat, Ze tyto filtry nejsou schopny urcit ptivod
vysokofrekvencni informace, a tak spolu s Sumem mohou potlacovat i uzite¢né informace
v obraze.

Filtry typu horni propust: pracuji naopak tak, ze propoustéji vysoké prostorové frekvence a
potlacuji frekvence nizké. To umoziuje zvysit kontrast drobnych detailti v obraze, a naopak
snizit kontrast mezi vét§imi svétlymi a tmavymi plochami. Mezi filtry tohoto typu patii napf.
filtry vytvofené metodou neostré masky znamé z fotografie. Tato metoda sklada ostry pozitiv
S neostrym negativem. Vysledkem muze byt matice normovatelna, anebo nenormovatelna
(soucet jejich prvkil je roven nule). Normovatelné matice 1ze pouzit k zaostfovani snimkd,
napf.

0 0 O 0 -1 0 0 -1 0
C=a'E+b-B=6-{0 1 0)J+1:|-1 -1 -1|=(-1 5 -1
0 0 0 0 -1 0 0 -1 O

ptvodni obraz neostry negativ Ctyrokoli
0 0 O -1 -1 -1 -1 -1 -1
C=a-E+b-B=10-{0 1 O}J+1-{-1 -1 -1|]=(-1 9 -1
0 0 O -1 -1 -1 -1 -1 -1
ptvodni obraz neostry negativ osmiokoli

Nenormovatelné matice, napf.

0 0 O 0 -1 0 0 -1 0
C=aE+b-B=5-(0 1 0)J+1:|-1 -1 -1|=(-1 4 -1
0 0 0 0 -1 0 0 -1 O

ptvodni obraz neostry negativ Ctytokoli
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0 0 O -1 -1 -1 -1 -1 -1
C=a-E+b-B=10-<O 1 0>+1-<—1 -1 —1>=(—1 9 —1)
0 00 -1 -1 -1 -1 -1 -1

ptivodni obraz neostry negativ osmiokol{

odstranuji nizké frekvence Uplné a lze je pouzit k detekci hran. Ke konvoluci s témito
maticemi se obvykle pfipocitava konstanta 24, a to proto, aby hodnoty nového obrazu byly co

nejméné ofezany. Nenormovatelné filtry aproximuji tzv. Laplacetv operator, o kterém se
zminime v nasledujici kapitole.

o

v

Obr. 6.1.2: Obraz litiny (original vlevo) upraveny filtrem typu horni propust pracujicim na
osmiokoli — normovatelny filtr (uprostied), nenormovatelny filtr (vpravo).

Specialni linearni filtry: SlouZi k nejriiznéj$im speciadlnim ucelim. Jedna se napt. o tzv. 1D
vyhlazovaci filtry

000 010
C=|1 1 1|; cCc=(0 10
000 010

které vyhlazuji obraz ve sméru fadku resp. sloupcti, a pouzivaji se k tiprave obrazi, které jsou
ve sméru fadka ¢i sloupct vyrazné ,,natazeny* (vétSinou predchozim pouzitim procedur typu
stretch).

Dalsi skupinou specialnich filtra jsou filtry typu reliéf (embos), které filtruji obraz do podoby
reliéfu osvétleného bocnim svétlem. Tyto filtry jsou schopny zvyraznit 1 drobné detaily i
V ptipadé, Ze obraz obsahuje hodné Sumu. Tyto filtry skladaji pozitiv s posunutym negativem.
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Jsou opét nenormovatelné, a proto se opét pii¢ita hodnota B4. Na obr. 6.1.2 je opét snimek
litiny, na ktery byl aplikovan filtr

-1 00 10 0
C=/0 0 0] (vlevo) resp. C=/0 0 0| (vpravo)
0 01 0 0 -1

i
Obr. 6.1.3: Obraz litiny (original uprostied) upraveny filtry typu embos (po stranach).

6. 3 Nelinearni filtry

Tyto filtry pracuji rovnéZz na okoli zpracovavaného pixelu. Nenahrazuji ho vSak linearni
kombinaci hodnot, ale hodnotou ziskanou jinym zptisobem.

Filtry typu minimum resp. maximum, dilatace, eroze: nahrazuji hodnotu zpracovavaného
pixelu minimalni resp. maximalni hodnotou pixwli v pfedem definovaném okoli. Filtry typu
minimum zmensuji (eroduji) svétlé objekty na tmavém pozadi a zvétSuji (dilatuji) tmaveé
objekty na svétlém pozadi. Filtry typu maximum pracuji obrdcené. Na obr 6.3.1. vidime
uprostied opét snimek litiny s tmavymi uhlikovymi zrnky, na ktery byl aplikovan filtr typu
maximum (vlevo), ktery zrna erodoval, a minimum (vpravo), ktery je dilatoval.

Filtr typu minimum mutiZze zesilovat tmavé kiivky na svétlém pozadi a ztenSovat silné svétlé
kiivky na tmavém pozadi (filtr maximum opét obraceng). Dilatace a eroze nasledovana
odectenim obrazi mize slouzit k detekci hranic objekti tak, jak to ilustruje obr. 6.3.2.

Eroze tmavych objekt nasledovana jejich dilataci mize z obrazu zcela odstanit drobné tmavé
objekty (muze ptfitom bohuzel dojit ke zméné tvaru objektit). Filtry typu minimum mohou
,uzavirat“ tmavé objekty a ,otevirat” objekty svétlé, filtry typu maxium pracuji opét
obracené.
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Obr. 6.3.1: Uginek filtru typu maximum (vlevo) a minimum (vpravo) na uhlikova zrnka v

liting.
5 VLT R R
Obr. 6.3.2: Detekce hranic tmavych objekt odeétenim eroze od dilatace

Medianovy filtr: nahrazuje hodnotu zpracovavaného pixelu medianem hodnot pixelt
v piedem definovaném okoli. Slouzi jako velmi U¢inny prostiedek pro potlacovani Sumu a
k vyhlazovani obrazd. Na rozdil od linearnich filtri typu dolni propust nerozmazava hranice.
Podrobnéji v nasledujici podkapitole.

Gradientni filtr: gradient funkce v bodé¢ je vektor udavajici smér nejvétsiho ristu funkce
nékolika proménnych. Ve dvojrozmérném piipadé ma tvar :
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Jeho velikost

o G =9 o= | 20|+ i)

udava velikost tohoto rlstu. ProtoZe obraz je diskrétni, nahrazuji se potfebné parcialni
derivace diferencemi:

gradf(xi;yj):Vf (xi;yj)z(f (xi+k;yj)— f (xi_k;yj); f (xi;yj+k)— f (xi;yj_k))

ngad f(x; yj)H =HVf (x; yj)H ~ \/[f (X ¥5) = F (% yj)]2 +[f (% V3 )= F (%Y, )]2

Je-li tedy A=(a

ij) puvodni obraz, pak po aplikaci gradientniho filtru obdrzime obraz

B= (bIJ ) , pro jehoz pixely plati:

b; = round %'\/‘:aﬂk;j ~ 8y ]2 +|:ai;j+k — &k ]2

kde se vétsinou voli k =1 a konstanta ¥24 funguje jako ochrana pted piete¢enim.

Filtr zvyraziiuje mista, kde dochéazi k rychlym zméndm hodnot pixeld. SlouZi tedy 1 detekci
hranic a ke zvyraznovani jemnych struktur v obraze.

Klouzava ekvalizace: nahradi hodnotu zpracovavaného pixelu hodnotou ziskanou ekvalizaci
hodnot pixelt v pfedem definovaném okoli. PouZiva se vSude tam, kde obrazy obsahiji malo
kontrastni detaily, které jsou Spatné zietelné, anebo dokonce nepozorovatelné, pritom obraz
ma celkové vysoky kontrast. Velikost zvyraziiovanych detailti se d4 velmi jemné nastavit
volbou velikosti okoli.

T
i P T
AR i Y

» ESWYGEN

o

Obr. 6.3.3: Mikrosnimek oceli upraveny klouzavou ekvalizaci s okolim 19.
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6. 4 Adaptivni filtry

Tyto filtry jsou (na rozdil od ptfedchozich) schopny pfizpisobit svoji ¢innost lokalnim
vlastnostem obrazu. Nepracuji s celym okolim pixelu, ale jen s tzv. k—w clusterem. Je to
podmnozina ¢tvercového okoli zpracovdvaného pixelu se stranou w, kterd mize byt
definovana v podstaté¢ dvojim zpisobem. Bud’ je to mozina pixell, jejichz hodnoty se od
hodnoty zpracovavaného pixelu nelisi o vice nez k , anebo je to podmnozZina, ktera obsahuje
pravé k pixeld. Své ,adaptivni varianty” pfitom miZe mit vétSina filtri uvedenych
v pfedchozich dvou kapitolach (jedinou vyjimkou je gradient). Uved'me piedevSim
nasledujici dvé:

Adaptivni primér pouzivame k potlaceni aditivniho Sumu. M4 daleko leps$i vlastnosti nez

,neadaptivni varianta“, nebot’ vhodnou volbou k—w clusteru lze dosahnout potlac¢eni Sumu
bez vyraznéjsiho zhorSeni kvality obrazu. Volbu je tieba provést nasledujicim zptisobem:

k je obsah (v pixelech) nejmensiho objektu, ktery ma byt v obraze zachovan.
W je voleno tak, aby vk <w< 2k.

Se vzristajicim W roste adaptivnost filtru, filtr méné rozmazava hranice. Zaroven vSak klesa
(podstatné pomaleji) schopnost filtrovat Sum.

Adaptivni median je pouzivan ke stejnym ucelim jako adaptivni pramér, navic je mozno
odstranit malé objekty z obrazu ¢i detekovat, a to (na rozdil od ,,neadaptivni varianty*) beze
zmény tvaru a velikosti objekti vétsich.

7 Méreni objektii

Objektem budeme v této kapitole rozumét souvislou oblast, ktera je zobrazena stejnou
barvou. Na snimcich nejriznéjSich materiala se takové objekty vétSinou nevyskytuji, proto je
musime vhodnym zptisobem definovat. Jednim z moznych a ¢asto pouzivanych zptisobu je
prahovani

7.1 Prahovani

Prahovani je metoda, kterou uméle sniZzujeme pocet kvantizac¢nich trovni (viz kpt. 1.2.)
v obraze. Tim docilime toho, Ze pixely, jejichz hodnoty se ptivodné liSily, budou zobrazeny
stejnou barvou. Nejhrubsi prahovani je tedy na dvé trovné (Cernou a bilou), pfi¢emz hranici
jasu kterd o barvé rozhoduje (prah) je mozno volit. Poznamenejme, ze prahovani je vhodné
nejen pro ucely méfeni objektll, ale mize zkvalitnit napt. dilataci a erozi objektl a identifikaci
jejich hranice.

Obr. 7.1.1: Prahovani snimku oceli
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7. 2 Geometrické momenty objektu

Geometrické momenty jsou nastrojem pro analyzu velikosti a tvaru jednotlivych objekta.
Obecny geometricky moment rovinného utvaru G je definovan vztahem

M (m;n)= ﬂ x™y"dxdy
G

Cislo m+n se nazyva ¥4d momentu. VVzhledem k diskrétni povaze obrazu je tieba nahradit
tento integral sumou, tj.

M(m;n)=p- > r"s"

[ris]eG

kde p je plosny obsah jednoho pixelu. V dal$im textu budeme tento obsah povazovat za
jednotkovy. Polozime tedy p =1, vV tom piipad¢ dostdvame geometricky moment tvaru

M(m;n)= > r"s" (7.2.1)

[r;s]eG

Geometricky moment M (0;0): dosadime-li do (7.2.1) m=n=0, dostaneme

M(0;0)= > r"s"= > r’s°= >"1
[

[ris]eG [ris]eG r;sleG

Tento geometricky moment je tedy roven obsahu objektu. V nasem ptipad¢, kdy obsah pixelu
povazujeme za jednotkovy, je zaroveil roven poctu pixeld, které objekt obsahuje.

Tézisté objektu: je charakteristika vhodna k popisu polohy objektu v obraze.
M(1,0) M(0;1
T=[oi6;]=| MO, MO (122)
M (0;0) M (0;0)
y ’ e
= 4]

C

X

Obr. 7.2.1: Tezisté elipsy (vlevo) a uhlikovych zrn v litiné (vpravo) uréena dle (7.2.2.)

Geometricky moment M (0;0) objektu se nezméni, jestlize objekt zobrazime né&jakym

shodnym zobrazenim. Rikame, ze moment M (0;0) je invariantni vii¢i shodnostem. Tento

moment vSak neni invariantni vac¢i dalSim geometrickym transformacim. Geometrické
momenty vySSich fadi nejsou invariantni ani vi¢i shodnostem. Pfi popisu geometrickych
vlastnosti objektti nas vSak zajimaji charakteristiky, které naopak invariantni jsou. Napiiklad
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to, co untuitivné nazyvame tvar objektu, ziejmé nezavisi na jeho poloze, ani na velikosti. Tato
charakteristika by tedy méla byt invariantni vii¢i shodnostem i zméné méftitka.

vvvvv

objektu, jejiz osy jsou rovnobézné s osami puvodni soustavy (viz obr. 7.2.2.). Jsou definovany
vztahy

CM (m;n) = £I(x—q)m (y—c,)" dxdy
resp.

CM(m;n)= > (r-c)"(s—c,)’

[ris]eG
Ziejme plati
CM (0;0)= M (0;0); CM (1,0)=CM (0;1) =0

Centralni momenty jsou invariantni vii¢i posunuti, méni se v§ak oto€enim a zménou méfitka.

f

¥ A

X
Obr. 7.2.2: K definici centralnich momentt objektu

Normované centralni momenty: jsou momenty vztazené ke stejné soutfadnicové soustave
jako centralni momenty, centralni moment je vSak normovan momentem M (O; 0) . Plati

CM (m;n)
T w2

M (0;0) 2

NCM (m;n) =

Normované centralni momenty: jsou invariantni vici posunuti a zméné€ meétitka a nejsou
invariantni vici otaceni. Umoznuji vSak toto otoCeni kvantifikovat. Na obr. 7.2.3. je

znazornén prubéeh centralnich momenti CM, (1;1) ;CM,, (2;0) ; CM, (0; 2) elipsy v zavislosti
na uhlu a jeji hlavni osy vici kladné poloose x. Hlavni osa objektu méd smér « urceny
maximy momentu CM_, (2;0) resp. minimy momentu CM,, (0;2).

Na obr. 7.2.4 je nékolik tvarové znaéné rozdilnych objektd (zrn uhliku v oceli) a prabéh
momenti CM, (L1);CM,(2;0); CM,(0;2) svyznadenou hlavni osou objektu, jejiz
odchylka od kladné poloosy x uréuje orientaci objektu.

Legendreova (ekvimomentalni) elipsa objektu: je elipsa, ktera ma s danym objektem

shodné vSechny momenty az do fadu dva vcetné. Lze ukézat, Ze jeji hlavni poloosa ma smér
hlavni osy objektu a velikosti poloos jsou
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CM,,(1,1)

CM_(0;2)

Obr. 7.2.3: Z4avislost centralnich momentt 2. fadu na thlu otoceni.

RS

O

—

Obr. 7.2.3: Uziti centralnich momentt 2. fadu k ur¢eni sméru hlavnich osy objektu

a=2-/PM(20); b=2-/PM(0;2)
kde
PM (2;0) = NCM (2;0)-cos’ a+2-NCM (L;1) -sin acos o + NCM (0;2) -sin® &

PM (0;2) = NCM (2;0) -sin*a —2-NCM (L;1) -sin e cos & + NCM (0; 2) - cos” &

jsou tzv. hlavni momenty (principal moments) objektu, a to hlavni momenty 2. fadu.
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Obr. 7.2.4: Legendreovy (ekvimomentalni) elipsy objektu

Parametry Legendreovy elipsy mohou slouzit jako ,,tvarové* charakteristiky objektu:

Elongace EL= Iogzg

charakterizuje ,,$tihlost* objektu. Kruh ma EL =0, elipsa s pomérem os 2:1 ma EL =1 atd.

Disperse DP =log, {ﬁobo)}

Charakterizuje ,,odli$nost od elipsy*. Elipsa ma DP =0.

Extenze EX =EL+DP

Charakterizuje ,,0odli$nost od kruhu“. Kruh ma EX =0.

7. 3 Fraktalni dimenze objekti

Méfime-li délku hrany stolu s piesnosti na centimetry apak méfeni zopakujeme
s milimetrovym méfitkem, budou se nase vysledky liSit nanejvy$ o pul centimetru. Se
zkracujicim se meéfidlem bude zjistovand délka zpiesiiovana. Meétime-li délku motského
pobiezi, je to podstatné problemati¢téjsi. Zptesiiovani méteni ma za ndsledek mnohonésobné
»prodluzovani“ pobiezi. Celd situace je ilustrovana na nésledujicich obrazcich, kde je
modelové meéfena délka severni Casti pobfezi Velké Britanie mezi body A, B. Délka
nejdelsiho métidla byla brana za jednotku a na dalSich obrazcich postupné zkracovana vzdy
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na polovinu. V pfipojenych tabulkach se muzeme presvéd¢it o neustalém ,,prodluzovani®
pobiezi. Na zvétSeném vyiezu je patrné, Ze ani po poslednim zkraceni métidla nejsme délce
pobftezi o nic blize nez na zacatku.

délka pocet zjisténa
méfidla  poloZeni délka

1 3 3.5 +0.5
0.5 10 5.25 +0.25
0.25 33 8.375+0.125
0.125 93 11.625+0.062

Obr. 7.3.1: Mé&feni délky pobiezi Velké Britanie

V 50. letech minulého stoleti dosel L. F. Richardson na zakladé studia empirickych dat
k zavéru, Ze kdybychom k méfeni pouzivali stile krat$i ty¢, doSli bychom k zavéru, ze
vSechna pobiezi jsou stejné, a to nekonecné dlouhd. To bylo na prvni pohled zcela absurdni.

4

Podobné vlastnosti vSak vykazuji nejen moiska pobiezi, ale prakticky vSechny realné utvary.

Tuto zdanlivou absurdnost odhalil Benoit Mandelbrot apolozil tak zaklady fraktalni
geometrie. Pokusme se naznacit vyznam téchto pojmil.
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Za¢neme tim, ze si také vyrobime podobn¢ ,,absurdni® utvar. Vezmeme rovnoramenny
trojihelnik, vnémz se vyska na zakladnu rovna zékladné, a vyjmeme z n¢ho vnitiek
trojihelnika sestrojené¢ho z jeho stfednich piicek. Na kazdy ze tii trojuhelniki, které takto
vzniknou, aplikujeme tutéz konstrukci a takto pokracujeme do nekonec¢na. Na obr 7.3.1. je
nékolik prvnich kroki této konstrukce, jejimzZ autorem je polsky matematik Sierpinski.

fuméﬁ

A\ ¥,

Obr. 7.3.3: K obsahu Sierpinského trojuhelnika
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Zakladni charakteristikou geometrického utvaru je jeho dimenze, tj. ,,pocet jeho rozméri®.
Je.li ohranieny utvar jednorozmérny, ma kone¢nou délku a nulovy obsah. Je-li
dvojrozmérny, ma nekonecnou délku a konecny obsah. Otazkou nyni je, kolikadimenzionalni
je Sierpinského trojuhelnik. Predpokladejme nejprve, ze je dvojrozmérny a pokusme se
spocitat jeho obsah. OznaCme obsah plvodniho trojuhelnika S, a vypoctéme obsah

vyjmutych ¢asti:

1
S, =25
s2=3-%51:3 1s,
1 1
83:3.252 32.FSO
3n
Sn_W 0
(o] (o] [oe] 3
3n 1 3+ g " 1. 7
5= =35 ) gm=3% D (3) =3% —t3=%
n=0 n=0 n=1 1—1

Obsah vyjmutych ¢asti je tedy piesné roven obsahu piivodniho trojuhelnika, coz znamena, ze
obsah Sierpinského trojuhelnika je nulovy. Sierpiniského trojuhelnik tedy neni dvojrozmérny
utvar a mél by byt jednorozmérny. V tom piipadé by mél mit konecnou délku. Pokud se ji ale
pokusime spocitat, dospéjeme k divergentni geometrické fadé: Oznacme obvod pitvodniho
trojuhelnika 0,, obvody postupné vyjmutych trojuhelniki jsou

1
012500
1 1
02:3'50123'?00
03—3&02:32-%00
3n,l ......
On: 2n 0
had gn-1 1 ® 3\
0= zn'%zim”§Xﬁ -
n=1 n=0

,Pocet rozmért* tohoto utvaru bychom tedy méli hledat nékde mezi jednickou a dvojkou.
Jestlize ovSem neni celoCiselny, je pojem ,,poCet” pon€kud nepatiicny a nahrazujeme ho
pojmem dimenze. Dimenzi, ktera pfipousti necelociselné hodnoty, nazyvame dimenzi
fraktalni.

Zaved'me nyni jednu z moznych fraktalnich dimenzi. Sierpifiského trojihelnik pokryvejme
zjemnujici se ¢tvercovou siti — viz obr 7.3.4. Zmensujici se velikosti stran ¢tverce ozna¢me
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Vy;Vys... a sledujme pocty p,;p,;...Ctverct potfebnych k pokryti utvaru. V piipadé
jednorozmérného ttvaru by se soudet p, -V mél blizit délce Gtvaru, v piipadé utvaru

dvojrozmérného by se mél soucet p, -v> blizit obsahu. V na§em piipadé je ale

Vo Py PaVa  PoVe o PVe
1 4 4 konst 4
12 6 konst 3

v 36 9 konst 2,25

Yoo 43 4(%)  konst  4-(%)
S0 | >0 5o —50 —konst —w©

X I B O D
NN

Obr. 7.3.4: K fraktalni dimenzi

limp, -V =o0; limp,-v:=0
Je tedy pfirozené zobecnit ,,pocet rozméri* utvaru (dimenzi) nasledujicim zptisobem:
Fraktalni dimenze Gtvaru U : Necht' p, je pocet nepiekryvajicich se ¢tvercii o strané Vv,
nutnych k pokryti utvaru U ; pficemz limv, =0. Dale necht’ existuje ¢islo D € R takové, ze

O<limp, -vP <oo (7.3.1)
Pak ¢islo D nazyvame fraktalni dimenzi utvaru U a cCislo

M =limp, -v® (7.3.2)
nazyvame mirou utvaru v dimenzi D.

Mira atvaru v neceloCiselné dimenzi sama o sobé piiliS velky vyznam nemd. U ttvard
s necelocCiselnou dimenzi je samostatnym problémem urcit nikoli miru, ale pravé dimenzi, jak
ukazuje nasledujici priklad.

Urceme fraktalni dimenzi Sierpiniského trojuhelnika. Pro jeho miru musi dle (7.3.1) platit

O<limp, -vP <oo

K posloupnostem cisel { pn}ne A {Vn}nE A sestrojme posloupnost { Dn}rle A tak, aby pro kazdé
ne A platilo
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D _InM Inp,

Tedy =
Inv. Inv,

Hledana dimenze D bude zfejm¢ limitou

D —limD, = lim| "M _InP, (7.3.3)
Inv. Inv,

Protoze M € Ra v, »> 0+, je

imMMs _ g
Inv,
takze ze (7.3.3) dostavame
In(4-3" n
o —timMPs i M(43) g in3'] L oning
Inv, In2™" In2" In2" nin2
In3
Tedy D=1~ ~1584 962.. (7.3.4)
n

Vztah (7.3.1) poskytuje navod, jak fraktdlni dimenzi méfit. Vzhledem k diskrétni povaze
utvaru nemuizeme realizovat limitu, ale polozime pfiblizn¢ pfimo

D
n

M=~=p, -V
Tento vztah zlogaritmujeme

InM =Inp,+D-Inv,

a upravime na tvar

Inp,~-D-Inv. +InM (7.3.5)

V tomto vztahu zname posloupnost Vv, velikosti ¢tverct sité, kterou volime, a pocty p,
pokryvajicich ¢tvercl v jednotlivych sitich. Pfiblizny vztah (7.3.4) tedy ur€uje rovnici pifimky
— ke zndmému tvaru piimky sta¢i oznacit
Inp, = :Q-lnvn +InM
Yn k Xn q
Znamé body [Xn; yn] vyneseme do grafu a ur¢ime rovnici piimky, kterd jimi prochazi. Body

nelezi presné na pifimce, pfimku je tfeba prolozit tak, aby se od naméfenych hodnot co
nejméné liSila. To se provadi metodou nejmenSich cCtvercl, se kterou se seznamite
v matematice. Na obr 7.3.5. mame méfeni fraktalni dimenze Sierpiniského trojuhelnika
vygenerovaného na obraze s rozliSenim 1024x1024 tak, jak ji provedl program ImageJ -
porovnejte vysledek se (7.3.3)

Fraktalni dimenze udava ,.Clenitost métenych objektl, kterd mize byt v mnoha aplikacich
velmi dulezitd. Na obr. 7.3.6. mame vysledky méfeni fraktalni dimenze uhlikovych cCastic
v oceli.
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Obr. 7.3.5: Vysledky méteni Sierpiniského trojuhelnika (program Imagel)
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Obr. 7.3.6: Vysledky méfeni fraktalni dimenze uhlikovych struktur v litiné (program ImageJ)
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