Témata k magisterské statni zavéreéné
zkousce (ak. rok 25/26)

Kazdému studentovi bude individualné pfifazen soubor otazek vybranych z tohoto
seznamu. Studenti i zkouSejici tuto informaci v€as obdrzi.

Pfedpokladaji se znalosti vSech matematickych pfedmétl pfedchoziho bakalaiského
studia.

I Matematické struktury, algebra a geometrie

1) Obecna algebra: univerzalni algebry, podalgebry a homomorfismy, kongruence,
pfiklady algeber, zakladni vlastnosti grup (podgrupy, kone¢né grupy, normailni
podgrupy), okruht (podokruh, ideal), obort integrity, téles a svazu.

2) Geometrické struktury: dualni prostory, vlastnosti dualnich prostor (kanonicky
izomorfismus V a V**, dualni baze, matice pfechodu), bilinearni a kvadratické formy
(skalarni soucin).

3) Matematické struktury: definice konstruktu, podkonstrukty, izomorfizmy
objektu, prenosové konstrukty, vlakna, kostra konstruktu, podobjekty, praniky
objektll a generovani, faktorové objekty a kongruence, volné objekty, inicialni
struktury a kartézské souciny objektl, finalni struktury a disjunktni sjednoceni
objektd.

4) Geometrie v prostoru: afinni a eukleidovské prostory (afinni a Eukleidovské
transformace ), Frenetovy vzorce prostorové kfivky, Gaussova kfivost.

. Matematicka logika, teorie graft

1) Vyrokova logika: formule vyrokové logiky a jejich pravdivost, jazyk, axiomy a
odvozovaci pravidlo vyrokové logiky, diikaz, véta o uplnosti vyrokové logiky.

2) Predikatova logika: jazyk predikatové logiky (symboly, termy, atomické formule
a formule), sémantika predikatové logiky (pravdivost formuli), formalni systém
predikatove logiky (axiomy a odvozovaci pravidla), dokazatelnost formuli, prenexni
tvary formuli, teorie a jeji bezespornost, model a dusledek teorie, véty o uplnosti a
kompaktnosti, véty o neuplnosti.

3) Neorientované grafy: sledy, tahy, cesty a kruznice, souvislost, podgrafy, stupen
uzlu, stromy, kostry a minimalni kostry, Kruskallv a PrimQv algoritmus pro hledani
minimalni kostry, eulerovské a hamiltonovské grafy, obarvovani grafl, planarni grafy
a jejich vlastnosti (Eulerova véta).

4) Orientované grafy a toky v sitich: orientovany sled a tah, orientovana cesta a
kruznice, vstupni a vystupni stupen uzlu, orientace a symetrizace grafu, turnaje a
jejich vlastnosti, cesta minimalni délky, Dijkstrav a Floyd-WarshallGv algoritmus pro
hledani minimalni cesty, sité a toky v nich, Ford-Fulkerson(v algoritmus pro hledani
maximalniho toku.

lll. Funkcionalni analyza, parcialni diferencialni rovnice, pokrocilé metody
matematické analyzy

1) Normované linearni prostory a unitarni prostory: norma, skalarni soucin,
Banachuv prostor, HilbertGv prostor, vliv dimenze prostoru na rtzné vlastnosti,




priklady (zejména prostory posloupnosti a funkci, a to vCetné Lebesgueovych
prostort a konstrukce Lebesgueova integralu), Hamelova vs. Schauderova baze,
abstraktni Fourierovy fady, Rieszova-Fischerova véta.

2) Linearni funkcionaly a operatory: spojitost a ohrani€enost, norma funkcionalu
a operatoru, Hahnova-Banachova véta, dualni prostory, pfiklady (zejména prostory
posloupnosti a funkci), reprezentace funkcionall, slaba konvergence, kompaktni
operatory, invertovatelnost, adjungovany operator, spektrum operatoru,
Fredholmovy véty v Hilbertové prostoru.

3) Klasicka teorie parcialnich diferencialnich rovnic: PDR 1. fadu, PDR 2. fadu,
klasifikace (rovnice eliptické, parabolické a hyperbolické), klasické metody feSeni
(metoda charakteristik, Fourierova metoda), vlastnosti feSeni (oblast zavislosti,
hladkost feSeni, princip maxima).

4) PDR v aplikacich: zakladni rovnice matematické fyziky - zakladni principy,
konstituéni vztahy a stavové rovnice pro odvozeni rovnice kmitani struny a vinové
rovnice, rovnice vedeni tepla a difuze, rovnice pruhybu tenké membrany, Eulerovy
a Navierovy-Stokesovy rovnice; formulace pocCateCnich a okrajovych uloh a jejich
fyzikalni interpretace.

5) Zobecnéné funkce, zobecnéna fresSeni: zavedeni zobecnénych funkci
(distribuci) a zobecnénych derivaci, Sobolevovy prostory, stopy, vnoreni prostord,
slaba a varia¢ni formulace uloh pro diferencialni rovnice, vyznam slabého feSeni,
existence a jednoznacénost, Laxovo-Milgramovo lemma.

IV. Numerické reseni diferencialnich rovnic, dynamické systémy

1) ODR - pocatecni ulohy — jednokrokové metody: formulace ulohy, Eulerova
explicitni a implicitni metoda, lichobéznikova metoda, Runge-Kuttovy metody,
prfesnost a stabilita uvedenych metod, Fizeni délky kroku.

2) ODR - pocatecéni ulohy — mnohokrokové metody: Adamsovy metody, metody
prediktor-korektor, metody zpétného derivovani, tuhé systémy, prfesnost a stabilita
uvedenych metod.

3) ODR - Okrajové ulohy: formulace ulohy, diferenéni metoda pro DR 2. fadu
s konvekci a bez konvekce, metoda kone¢nych objemu. Metoda kone&nych prvkui:
slaba formulace, Galerkinova metoda, Lagrangelv konecny prvek (linearni prvek a
prvky vy$Sich fadu, definice konecného prvku), vlastnosti MKP (konzistence,
Galerkinova ortogonalita, nejlepSi aproximace, apriorni a aposteriorni odhady, fad
konvergence).

4) PDR - Diferenéni metoda, metoda kone¢nych prvku, abstraktni metody:
diferen¢ni metoda, MKP pro Poissonovu rovnici a ¢asové zavislé ulohy (rovnice
vedeni tepla a vinova rovnice), Ritzova metoda, Galerkinova metoda.

5) PDR - Metoda konec¢nych objema: MKO pro Eulerovy rovnice, diskretizace
v Case a prostoru pro metody prvniho fadu a pro metody druhého fadu, vlastnosti
numerického toku, Riemanndv problém a Goduniv numericky tok.

6) Dynamické systémy: existence, jednoznacnost a prodlouzitelnost pocatecni
ulohy, stabilita, kritéria stability linearnich a nelinearnich soustav, fazovy portrét,
zakladni typy ekvilibrii autonomnich soustav.



V. Variaéni pocéet, optimalni fizeni, optimalizace

1) Ulohy variaéniho poétu a jejich FeSeni: Piehled uloh vedoucich na postupy
variacniho poctu. Minimalizace funkcionalu, zakladni lemma a odvozeni Eulerovy
rovnice. Postacujici podminka (druha variace) a konjugované body. Zobecnéné
ulohy (vektorova funkce, derivace vyssich radu, pohyblivé koncové body).

2) Lagrangeovsky a hamiltonovsky formalismus varia€niho pocétu: VVztah mezi
Eulerovymi a kanonickymi (Hamiltonovymi) rovnicemi, Legendrova transformace.
Hamiltonova-Jacobiho rovnice, uplné FeSeni parcialnich diferencialnich rovnic
prvniho Ffadu.

3) Nelinearni ulohy optimalniho fizeni: formulace problému, nutné a postacujici
podminky optimality (princip maxima, podminky transverzality), aplikace.
4) Linearni ulohy ¢asové optimalizace: formulace problému, nutné a postacujici
podminky optimality, zakladni vlastnosti optimalnich regulaci a trajektorii.

5) Kone¢nérozmérna optimalizace linearnich uloh: Formulace uloh, konvexni a
polyedrické mnoziny a jejich vlastnosti, reprezentace mnozZiny pfipustnych
feSeni, podminky optimality, simplexova metoda.

6) Kone¢nérozmeérna optimalizace nelinearnich uloh: Formulace uloh, konvexni
funkce a jejich vlastnosti, podminky optimality (Karush-Kuhn-Tuckerovy podminky a
jejich geometricka interpretace), zakladni numerické algoritmy.

VI. Analyza v komplexnim oboru, Fourierova analyza, zpracovani obrazu

1) Funkce komplexni proménné: Iimita, spojitost, derivace, Cauchyho—
Riemannovy podminky, harmonicky sdruzené funkce.

2) Integral v komplexnim oboru: primitivni funkce, nezavislost na integracni cesté,
Cauchyova véta, Cauchylv integralni vzorec, véta o jednoznacnosti holomorfnich
funkci.

3) Nekonec¢né rfady v komplexnim oboru: Taylorova fada, Laurentova fada,
singularni body holomorfnich funkci a jejich klasifikace, rezidua, reziduova véta.

4) Geometricky vyznam: geometricka interpretace derivace v komplexnim oboru,
konformni zobrazeni, Riemannova véta a véta o zachovani nasobnosti oblasti.

5) Zpracovani obrazu: Digitalni obraz a jeho reprezentace v prostorové a
frekvencni oblasti, 2D diskrétni konvoluce, PSF a MTF, linearni filtry, filtrace
aditivniho a impulzniho Sumu.

VI. Pravdépodobnost a statistika, fuzzy mnoziny, stochasticka optimalizace

1) Teorie odhadu: zakladni rozdéleni pravdépodobnosti a jejich vlastnosti,
nahodny vybér, statistiky, bodové a intervalové odhady parametrd, nestrannost,
konzistence a vydatnost odhadu, maximalné vérohodné odhady, odhady metodou
momentu, bayesovské odhady.

2) Testovani hypotéz: hladina vyznamnosti, sila testu, p-hodnota, testy hypotéz o
parametrech normalniho rozdéleni, rozdéleni odvozena od normailniho, testy o
korelaci dvourozmérného normalniho rozdéleni, asymptotické testy zaloZené na
vérohodnostni funkci, testy o rozdéleni, neparametrické testy.




3) Regresni analyza: mnohorozmérné normailni rozdéleni, linearni regresni model,
metoda nejmensich ¢tvercu, analyza rozptylu, regresni diagnostika, nelinearni
model.

4) Stochastické procesy: definice, trajektorie, systém distribu¢nich funkci, striktni
a slaba stacionarita, funkce stfednich hodnot, autokovarianéni, autokorela¢ni a
parcialni autokorela¢ni funkce, spektralni hustota, dekompozice ¢asové fady, ARMA
procesy, nejlepSi linearni predikce, Markovovy fetézce — matice pfrechodu,
klasifikace stavu, rozklad.

5) Fuzzy mnoziny: zakladni pojmy, reprezentace fuzzy mnoZin, mnoZzZinové
operace a jejich rozsifeni (t-normy a t-konormy), princip rozSifeni, realna fuzzy Cisla
a operace s nimi.

6) Aplikace fuzzy mnozin: fuzzy relace, lingvisticka proménna a operatory, fuzzy
logika (fuzzifikace a defuzzifikace), Fuzzy Inference System.

7) Kone€¢nérozmérna optimalizace celo€iselnych a sitovych uloh: Formulace
celoCiselnych uloh v€etné vyuZiti indikatorovych proménnych, metoda vétvi a mezi
pro feSeni celoCiselnych linearnich uloh, formulace vybranych sitovych uloh pomoci
linearni optimalizace a jejich vlastnosti.

8) Konecnérozmérna optimalizace stochastickych uloh: Formulace uloh, WS a
HN pfistupy, deterministické pfepisy a jejich feSeni, EEV, EVPI, VSS charakteristiky
a jejich interpretace, dvojstupriové ulohy a jejich vlastnosti.

prof. Mgr. Pavel Rehak, PhD.
garant studijniho programu



