Zaklady funkcionalni analyzy

I. METRICKE PROSTORY

1. DEFINICE A PRIKLADY METRICKYCH PROSTORU

Definice 1.1. Metrickym prostorem budeme rozumét dvojici X = (X, ), kde X je
mnozina, jejiz prvky nazyvame body, a o je tzv. vzddlenost (metrika), coz je nezdporna
redlnd funkce o(z,y), kterd je definovana pro kazdou dvojici z,y € X (tedy p: X x X —
R{ je zobrazeni) a kterd splituje tyto t¥i podminky:
1) Vo,y € X :o(z,y) =0 2 =y;
2) Vo,y € Xt o(z,y) = o(y,z) (symetrie);
3) Vo,y,z € X : o(z,y) + oy, 2) > o(x,z) (trojuhelnikovd nerovnost).
V pripadech, kdy nemuze vést k nedorozuméni, budeme metricky prostor X = (X, o)
oznacovat stejnym symbolem jako mnozinu jeho bodt, tj. symbolem X.
Priklad 1.2. Polozime-li pro prvky z,y libovolné mnoziny X
~ J 0 v pripadé x =y,
o(w,y) = { 1 v pripadé x # v,
dostaneme metricky prostor (X, o), ktery se nazyva diskrétni.
Priklad 1.3. Mnozina R vsech realnych cisel se vzdalenosti

tvor{ metricky prostor R*.
Piiklad 1.4. Mnozina vsech usporadanych n-tic realnych ¢isel
r = (T1,%a,...,Ty)

se vzdalenosti

n

o, y) = | > (ys — )2

k=1
se nazyva n-rozmérnym euklidovskym prostorem R". Platnost prvnich dvou axiomt vzdalenosti
o(x,y) je v pripadé R™ zfejmé. Zbyva dokézat trojihelnikovou nerovnost; uzijeme k tomu
Cauchy-Bunakovského nerovnost:

<Zn: akbk> < ZakZbQ (1.1)

(Cauchy-Bunakovského nerovnost plyne ze snadno over1telné identity

(Zkbk> kz z_:lﬁ LSS (s — by

k=1 1131

k jejimu ovéreni staci vyjadiit druhou mocninu dvojélenu na pravé strané.)
Uvazujme v R™ body

r=(1, T .. xn), Y= UY,Y2,--Yn), 2= (21,22,--.,2n).
Polozime-li
ag = Yp — T,  bp = 2 — Y,
dostaneme

zk—xk:ak—i—bk.
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Podle (1.1) plati

Zak+bk Zak+22akbk+2b2
k=1

Zak ZbQ :

tj.
0*(z,2) < (o(z,y) + o(z, 2)),
cili
oz, 2) < oz, y) + o(y, 2).
Piiklad 1.5. Polozime-li pro libovolné prvky x,y € R" kde © = (x1,...,2,), y =
(Y1, -, Yn), o(z,y) = >, |y — x|, pak dostaneme metricky prostor (R", o), ktery
znacime symbolem R7Y.

Priklad 1.6. Symbolem Rj oznacime metricky prostor, jehoz body jsou opét usporadané
n-tice redlnych ¢isel © = (x1, 29, ..., x,), ale vzdilenost se definuje vztahem

oo(z,y) = 1@3} lyr — xk|.

Platnost vSech tif axiomu vzdalenosti je zfejma.

Piiklad 1.7. Mnozina C({(a,b)) (¢asto téz znacend C°{a,b)) vsech spojitych redlnych
funkei, které jsou definovany na intervalu (a, b), se vzdélenosti

o(f,9) = max |g(t) — f(1)] (1.2)

a<t<b

také tvori metricky prostor. Platnost axiomu 1 — 3 je zfejma.

Priklad 1.8. Oznac¢me symbolem [, metricky prostor, jehoz body jsou posloupnosti
realnych cisel
T = (21,2, Tpy-.)

o
Z xz < +00
k=1

a v némz se vzdalenost definuje vztahem

splnujici podminku

o y) = | S (e — )2 (13)
k=1
Nejprve dokazeme, ze takto definovand funkce o(x, y) ma vzdy smysl, tj. ze fada Z(yk — 1)?
k=1

konverguje. Pro libovolné prirozené n plati (viz ptiklad 1.4, kde v trojuhelnikové nerov-
nosti

o(z,y) < oz, 2) + o(z,y)
polozime z = (0,0,...,0)):

(i(%—“/’k ) (Z%) (2%3)2 (1.4,)

Nyn{ necht n — co. Podle definice metrického prostoru ly prava strana vztahu (1.4,) m4
limitu. Tedy vyraz stojici na levé strané se nezmensuje a je ohranic¢eny; tedy ma limitu,
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takze vztah (1.3) ma smysl. Zaménime-li z v (1.4,) vyrazem —z a prejdeme-li k limité

n — oo, dostaneme
<Z(yk + 1) ) (Z xk> <Z yi) , (1.4)

odkud jiz snadno plyne trojihelnikovd nerovnost: Necht
a=(ay,as,...,0n,...), b= (b1,ba....bpn,...), c=(c1,¢2,...,Cn,...)
jsou tii body prostoru ly. Polozme
Ty = by =k, Yo = — by
potom
Cp — Ak = Yr + Tk

a vzhledem k (1.4) plati

(Z(Ck — ak>2> < (Z(bk — ax) ) (Z cr — by) )

o(a,c) < o(a,b) + o(b, c).

Priklad 1.9. Uvazujme, stejné jako v prikladu 1.7, mnozinu vSech spojitych funkei na
intervalu (a, b), ale vzdélenost definujme jinak, totiz vztahem

l\)}—‘
I

tj.

o(z,y) = (/ab(fﬂ(t) - y(t))th) y (1.5)

Tento metricky prostor budeme znacit C9(a,b) a nazyvat prostorem spojityjch funkci s
kvadratickou metrikou. V tomto pripadé je splnéni prvnich dvou axiomu vzdalenosti
ziejmé; trojuhelnikova nerovnost pak vyplyva (podobné jako v piikladu 1.4) z Cauchy-
Bunakovského nerovnosti, tentokrat vsak v integralnim tvaru (tzv. Schwarzova nerovnost)

(/aba;(t)y(t)dt) §/ab:1:2(t)dt/aby2(t)dt. (1.6)

Nerovnost (1.6) ihned plyne z lehko ovéfitelné identity

2

2

(/abx(t)y(t)dt> :/abx2(t)dt/aby2(t)dt— %/ab/ab[x(s)y(t) — y(s)z(t))2dsdt.

Priklad 1.10. Uvazujme mnozinu vSech ohrani¢enych posloupnosti

= (21,T, ... Tpy...)
realnych cisel. Polozime-li

o(z,y) = sup |zx — yl, (1.7)
dostaneme metricky prostor M. Platnost axiomu 1 — 3 je zfejma.

Definice 1.11. Necht X = (X ¢) je libovolny metricky prostor. Metricky prostor M =
(M, o) s toutéz metrikou p uvazovanou pouze na mnoziné M C X se nazyva podprostorem
metrického prostoru X.



2. KONVERGENCE POSLOUPNOSTI

Bud X = (X, g) metricky prostor, zq € X, r € RT. Otevienou kouli S(xq,r) v metrickém
prostoru X budeme nazyvat mnozinu bodu x € X, které vyhovuji podmince

o(z,xg) <.

Bod z( se nazyva stredem a cislo r polomérem této koule.
Uzavienou kouli S[xq,r] v metrickém prostoru X budeme nazyvat mnozinu bodu = € X,
které vyhovuji podmince

o(x,xg) <.

Otevienou kouli poloméru ¢ se sttedem xy budeme také nazyvat e-okolim bodu xg a znacit
symbolem O, ().

Bod x nazyvame bodem uzdvéru mmnoziny M, jestlize jeho libovolné okoli obsahuje ale-
spoii jeden bod z M. Mnozina véech bodli uzavéru mnoziny M se oznacuje M a nazyva
uzdvérem této mmnoziny.

Protoze kazdy bod, ktery nélezi M, je bodem uzavéru mnoziny M (tento bod totiz lezi v
kazdém svém okolf), plati M C M.

Mnozinu M, pro kterou plati M = M, nazyvame uzavienou.

Bod z nazyvame vnitrnim bodem mnoziny M, existuje-li okoli O.(z) tohoto bodu, které
je celé obsazené v mnoziné M. Mnozinu, jejiz vSechny body jsou vnitini, nazyvame
otevrenou.

Ziejmé je tedy mnozina M oteviend (uzaviend), pravé kdyz jeji doplnék je uzaviend
(oteviend) mnozina.

Veéta 2.1. Uzdvér uzdveéru M je roven uzdvéru M :
M =M.

Diikaz. Necht x € M. Potom v libovolném okoli O, (x) tohoto bodu lze nalézt néjaky bod
x1 € M. Polozme ¢ — o(z,71) = €; a uvazujme kouli O, (z;). Tato koule celd lezi uvniti
O.(x). Skutecné, jestlize z € O, (x1), potom o(z,x1) < €1 a protoze o(z,x1) = € — €1, z
trojihelnikové nerovnosti plyne

o(z,2) < o(z,z1) + o(x1,2) < e1+ (e — 1) =,

tj. 2 € O.(z). Protoze x; € M, existuje v O, (71) bod x2 € M. Ale potom 5 € Oc(z).
Protoze O.(x) je libovolné okoli bodu z, plati x € M. O

Véta 2.2. Jestlize My C M, potom M; C M

Tvrzeni této véty je ziejmé.

Veéta 2.3. Uzdvér sjednocenti je roven sjednocent uzdaveéri:
M, UM, = M, U M.

Diikaz. Necht x € M; U My, tj. necht libovolné okoli O.(z) obsahuje bod y € M; U Ms.
Kdyby = ¢ M, a soucasné x ¢ M,, potom by se naslo okoli O., (z), které by neobsahovalo
body z M, a okoli O,(z) neobsahujici body z M,. Ale potom okoli O.(x), kde ¢ =
min(ey, £5), by neobsahovalo zadny bod z M; U M. Ze ziskaného sporu plyne, ze bod x
lezi alespoii v jedné z mnozin M; nebo Ms, tj.

M, UM, C My, U M,.
Protoze My C My U My a My C My U My, obracena inkluze plyne z véty 2.2. O
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Necht 1, 2s,... je posloupnost bodu v metrickém prostoru X = (X, o). Rikdme, Ze
tato posloupnost konverquje k bodu x € X, jestlize kazdé e-okoli O.(x) bodu z obsahuje
vSechny body z,, pocinaje od nékterého indexu N(e), tj. jestlize ke kazdému redlnému
¢islu € > 0 lze najit takové prirozené ¢islo N(g), ze okoli O.(z) obsahuje vSechny body
T, kde n > N(e). Bod z se nazyva limita posloupnosti {x,,}.

Tuto definici 1ze vyslovit také takto: Posloupnost {x,} konverguje k bodu z, jestlize

lim o(x,z,) =0.

n—oo
Z definice limity piimo plyne:

a) Z4dné posloupnost nemuze mit dvé rizné limity.
b) Jestlize posloupnost {x,} konverguje k bodu z, potom kazda posloupnost vybrana
z této posloupnosti konverguje k témuz bodu.

Nésledujici véta vyjadiuje tizkou souvislost mezi bodem uzavéru na jedné strané a pojmem
limity na druhé strané.

Veéta 2.4. Aby bod x byl bodem wuzdvéru mnozZiny M, je nutné a staci, aby existovala
posloupnost {x,,} bodi mnoziny M konvergujici k x.

Dikaz. Nutnost. Je-li  bodem uzavéru mnoziny M, potom v kazdém jeho okoli O1 (z)

lezi alespoti jeden bod z,, € M. Tyto body tvoti posloupnost konvergujici k x. !
Dostatecnost je ziejma. O

Necht A je podmnozina metrickém prostoru X. Mnozinu A nazyvame hustou v X, jestlize
A=X.

Napriklad mnozina racionélnich ¢isel je husta na ¢iselné primce.

Metricky prostor X, ktery obsahuje hustou spocetnou mnozinu, se nazyva separabilni.

Piiklad 2.5 (Piiklady separabilnich metrickych prostoru). a) Diskrétni metricky
prostor uvedeny v piikladé 1.2 je separabilni, pravé kdyz je spocetny. V tomto prostoru
totiz uzavér M libovolné mnoziny M je totozny s mnozinou M.

b) Vsechny metrické prostory uvedené v piikladech 1.3 — 1.9 jsou separabilni. Pro kazdy
z téchto prostoru uvedeme hustou mnozinu; detaily dukazu prenechavame ctenéri:

(1) V metrickém prostoru R! je hustou mnozinou mnozina raciondlnich éisel.

(2) V metrickém prostoru R™ je hustou mnozinou mnozina vektoru s raciondlnimi
soufadnicemi.

(3) V metrickém prostoru R je hustou mnozinou mnozina vektoru s raciondlnimi
soufadnicemi.

(4) V metrickych prostorech C%{a, b) a C9{a, b) je hustou mnozinou mnozina polynomu
s racionalnimi koeficienty.

(5) V metrickém prostoru [5 je hustou mnozinou mnozina vsech posloupnosti {z, }, kde
x, jsou raciondalni ¢isla, pricemz pocet ¢isel z,, ruznych od nuly je pouze koneény
a pro ruzné posloupnosti obecné ruzny.

Piiklad 2.6 (Ptiklad neseparabilniho prostoru). Metricky prostor M°° vsech ohrani-

¢enych posloupnosti uvedeny v piikladu 1.10 neni separabilni: Je dobie znamo, ze vSechny

posloupnosti vytvorené z nul a jednicek tvori nekoneénou nespocetnou mnozinu. Vzdéalenost
dvou takovych od sebe ruznych bodu prostoru M, definovana vztahem (1.7), se rovna

jedné. Kolem kazdého z téchto bodu sestrojime otevienou kouli o poloméru % Tyto koule

jsou disjunktni. Je-li néjakd mnozina A husta v M, potom kazdé ze sestrojenych kouli

musi obsahovat alespon jeden bod mnoziny A, takze mnozina A nemuze byt spocetna.



3. SPOJITA ZOBRAZENI. HOMEOMORFISMUS. [ZOMETRICKE ZOBRAZEN{

Definice 3.1. Necht X = (X,0) a Y = (Y, 0*) jsou dva metrické prostory. Zobrazen{
f X — Y prostoru X do prostoru ) se nazyva spojité v bodé xro € X, jestlize k
libovolnému ¢ > 0 lze najit takové ¢ > 0, ze pro vSechny body x s vlastnosti o(z, z¢) < 0
plati

0" (f(z), f(xo)) <e.

Jinymi slovy, zobrazeni f : X — ) je spojité v bodé =z, jestlize k libovolnému okoli
O.(f(x0)) bodu f(z¢) 1ze najit takové okoli Os(zo) bodu xg, ze plati f(Os(xo)) C O.(f(xg)).
Zobrazeni f : X — ) se nazyva spojité, jestlize je spojité ve vSech bodech prostoru X.

Poznamka 3.2. Je-li ) ciselnd piimka, potom spojité zobrazeni X do ) se nazyva
spojitou funkci na X.

Veéta 3.3. Zobrazeni f : X — Y je spojité v bodé x, prave kdyz pro libovolnou posloupnost
{z,}, kterd konverguje k bodu x, konverguje posloupnost {f(x,)} k bodu y = f(x).

Diikaz. Nutnost podminky je zfejma. Dokézeme dostatecnost této podminky. Jestlize zob-
razeni f : X — ) neni spojité v bodé x, potom existuje takové okoli O.(y) boduy = f(z),
ze v libovolném okoli Ogs(z) se naleznou body, jejichz obrazy nelezi v O.(y). Polozme
0, =+ (n =1,2,...) a vyberme v kazdé¢ kouli O1(xz) bod =z, tak, ze f(z,) ¢ O-(y).
Potom posloupnost {z,} konverguje k x (symboliclzym zépisem: z,, — z), ale posloup-
nost {f(x,)} nekonverguje k f(x), tj. podminka véty neni splnéna, coz jsme potiebovali
dokazat. (Vsimnéme si, ze jsme v dukazu uzili axiom vybéru.) O

Veéta 3.4. Aby zobrazeni f : X — Y bylo spojité, je nutné a staci, aby vzor vzhledem k f
kazZdé uzavrené mnozZiny z Y byla uzavrend mnoZina v X.

Diikaz. Nutnost. Necht M C X je vzor uzaviené mnoziny N C ). Dokdzeme, Ze M = M.
V pifpadé M = () je tato rovnost ziejma. Necht tedy M # (). Jestlize x € M, potom
existuje posloupnost {z,,} C M, kterd konverguje k x. Ale potom podle véty 3.3 f(z,) —
f(z). Protoze f(x,) € N a N je uzaviend mnozina, plati f(x) € N, takze x € M, coz
jsme pottebovali dokazat.

Dostateénost. Necht z je libovolny bod metrického prostoru X, y = f(z) a O.(y) libo-
volné okoli bodu y. Mnozina ) — O(y) je uzaviena (protoze je komplementem oteviené
mnoziny). Podle pifedpokladu je mnozina F' = f~'() — O.(y)) uzaviend a kromé toho
x ¢ F. Tedy X — F je oteviend mnozina a © € X — F’; odtud plyne, ze v X — F existuje
néjaké okoli Os(x) bodu z. Ovsem Os(x) C X — F, takze f(Os(x)) C O:(y), tj. zobrazeni
f X = Y je spojité, coz jsme potiebovali dokazat. O

Poznamka 3.5. Obraz uzaviené mnoziny neni pfi spojitém zobrazeni nutné uzavienou
mnozinou, jak to ukazuje tento piiklad: Zobrazme polouzavieny interval (0,1) (chédpany
jako podprostor metrického prostoru R') na kruznici téze délky (chéapanou jako podprostor
metrického prostoru R?), tj. ,svifime* tento interval do kruznice. Mnozina (3, 1), kterd je
uzaviend v (0, 1), pfechazi pii tomto zobrazeni v neuzavienou mnozinu.

Protoze pro kazdé zobrazeni je vzor komplementu roven komplementu vzoru, plati také
tato véta (dudlni k véte 3.4):

Véta 3.6. Aby zobrazeni f : X — Y bylo spojité, je nutné a staci, aby vzor kazdé oteviené
mnoziny z Y byla otevirend mnoZina.

Pro spojita zobrazeni plati nésledujici véta, ktera je analogii dobie znamé véty z analyzy
o spojitosti slozené funkce.
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Véta 3.7. Necht X,)Y,Z jsou metrické prostory a f : X — Y, ¢ : Y — Z spojitd
zobrazeni. Potom zobrazeni z = @(f(x)) metrického prostoru X do metrického prostoru
Z je spojité.

Dukaz probiha zcela stejné jako v analyze v piipadé ¢iselnych funkei.

Definice 3.8. Zobrazeni f se nazyva homeomorfismus, je-li vzajemné jednoznacné a jak
zobrazeni f tak k nému inverzni zobrazeni f~! jsou spojité.

Metrické prostory X a ) se nazyvaji homeomorfni, existuje-li mezi nimi homeomorfni
zobrazeni.

Snadno vidime, ze libovolné dva uzaviené intervaly (chdpané jako podprostory metrického
prostoru R') jsou homeomorfni, Ze libovolny otevieny interval je homeomorfni s R!, atd.
7 véty 3.4 plyne:

Veéta 3.9. Aby vzdjemné jednoznacné zobrazeni bylo homeomorfni, je nutné a staci, aby

uzavrené (oteviené) mnoziny odpovidaly uzavienym (oteviengm) mnoZindm.

Piiklad 3.10. Uvazujme metrické prostory R™ a Rf (viz piiklady 1.4 a 1.6). Protoze o i

0o jsou definovany na téze mnoziné vsech n-tic redlnych ¢isel, z jejich definic plyne
QO(xay) < Q(x7y) < \/EQO(J%Z/)a

a tedy v libovolném e-okoli bodu = metrického prostoru R” je obsazeno néjaké d-okoli
téhoz bodu uvazovaného jako prvek metrického prostoru Rj a naopak. Odtud plyne, ze
identické zobrazeni, které pritazuje prvku z R", ktery ma soutradnice xy, ..., x,, prvek z
Ry, ktery ma tytéz soutfadnice, je homeomorfismus.

Dulezitym specidlnim pripadem homeomorfismu je izometrické zobrazeni.

Definice 3.11. Rikdme, Ze vzdjemné jednoznacéné zobrazeni y = f(x) metrického pro-
storu X = (X, p) na metricky prostor Y = (Y, 0*) je izometrické, jestlize

o(x1,m2) = o*(f(x1), f(x2)) V1,20 € X.

Samotné metrické prostory X a ), mezi kterymi je mozno stanovit izometrické zobrazeni,
se nazyvaji izometrickymi mezi sebou.

[zometrie dvou prostoru X a ) znaci, ze metrické vztahy mezi jejich elementy jsou jedny
a tytéz a rozdil muze byt pouze v kvalité jejich elementu, coz je z metrického hlediska
nepodstatné. V dalsim proto budeme povazovat izometrické prostory za totozné.

4. UPLNE METRICKE PROSTORY

Ciselnd osa je nejjednodussim pifkladem tak zvanych tplnych metrickych prostort, jejichz
zakladni vlastnosti probereme v této kapitole.

Definice 4.1. Posloupnost {x,} bodu metrického prostoru X budeme nazyvat cauchyov-
skou (nebo fundamentdlni), jestlize spliuje Cauchyovo kritérium, tj. jestlize ke kazdému
e > 0 existuje takové kladné celé ¢islo N(e), ze

Vm,n > N(e) o(zm,z,) <e.

7 trojuhelnikové nerovnosti plyne, ze kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska.
Skute¢neé, jestlize {z,} konverguje k = (tj. o(z,,z) — 0), potom ke kazdému ¢ > 0 lze
najit takové celé kladné N(e), ze o(z,,x) < 5 pro vsechna n > N(g). Potom

VYm,n > N(g) o(Tm,xn) < 0(Tm, ) + 0(xn, ) < €.

Naopak definujeme:
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Definice 4.2. Jestlize v metrickém prostoru X libovolna cauchyovska posloupnost kon-
verguje (tj. existuje x € X tak, ze o(z,,z) — 0), potom nazyvame tento prostor uping.

Priiklad 4.3. a) V diskrétnim metrickém prostoru uvedeném v piikladé 1.2 jsou cau-
chyovské pouze stacionarni posloupnosti, tj. takové, v nichz se od urcitého indexu stéle
opakuje tentyz bod. Kazda takova posloupnost ovsem konverguje, tj. tento prostor je
uplny.

b) Uplnost prostoru R!, tj. iplnost mnoziny vsech redlnych éisel, je zndma z matematické
analyzy.

c) Uplnost euklidovského prostoru R™ plyne snadno z tplnosti prostoru R': Nechf {2z}
je cauchyovskd posloupnost bodu

.T(p) = ($gp)7x§p)a s 7‘7:1(11;)) < Rn? p=1L12...

To znamend, ze ke kazdému ¢islu € > 0 lze najit takové ¢islo N(e), ze
n
D@ —nlp <
k=1
pro vsechna pfirozend ¢isla p,q > N(g). Odtud dostavame pro k-té soutadnice (k =
1,2,...,n) tyto nerovnosti:

|xl(€p) _ xéQ)| <e,

platné pro vSechna pfirozend ¢isla p,q > N(e); je tedy {x,(cp )} cauchyovska posloupnost
realnych cisel. Polozme

_ (p) _
= lim x;”, = (21,22,...,2,).
p—>OO
Potom ziejmé je

lim 2® = x.
p—00

Tim je uplnost prostoru R" dokéazana.

d) Uplnost prostort Ry, R} lze ukdzat obdobneé.

e) Také metrické prostory C%{a,b), I, a M jsou uplné (cviceni).

f) Dokdzeme, ze prostor C9{a,b) nenf iplny. Mé&jme napt. posloupnost spojitych funkef
na intervalu (—1,1):

-1 pro —1<t< -1
en(t)=4¢ nt pro —L <t <L
1 prot<t<l1

Tato posloupnost je cauchyovskd v prostoru C9(—1,1), protoze

/_ (on(t) — pm(D2dt < —2 .

2 min(m, n)

nekonverguje viak k zaddné funkci prostoru C9(—1,1). Skute¢né, necht f je néjakd funkce
z prostoru C9(—1,1) a 1 funkce definovana vztahem

) =1 prot<O0,
w@)_{ 1 prot>0.

Z integralniho tvaru Minkowského nerovnosti (platné ziejmé i pro funkce po ¢astech spo-
jité) plyne

{/_ll[f(t) —w(t)]th}é < {/_ll[f(t) —son(t>]2dt}§ N {/_ll[son(t) _W)]th}é'
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Vzhledem k spojitosti funkce f je integral na levé strané této nerovnosti kladny. Dale
ziejme je
1

lim | [pn(t) — (t)]2dt = 0. (4.1)

n—oo J_4
1
Proto integréal / [f(t) — ©n(t)]2dt nemize konvergovat k nule pro n — oo.
-1
Neni-li metricky prostor X uplny, pak jej lze vzdy vnorit do iplného prostoru X'*. Presnéji,
existuje (aZ na izometrii) jediny uplny prostor X* takovy, ze X je podprostor prostoru
X* a X je husty v X*.

5. BANACHUV PRINCIP PEVNEHO BODU (BPPB)

Radu problémi souvisejicich s existenci a jednoznacénosti feSeni rovnic rtzného typu
lze prevést na otdzku existence a jednoznacnosti pevného bodu néjakého zobrazeni od-
povidajictho metrického prostoru do tohoto prostoru. Mezi ruznymi kritérii existence a
jednoznaé¢nosti pevného bodu zobrazeni tohoto druhu muzeme za jedno z nejjednodussich

vvvvvv

nékdy téz nazyvany princip kontraktivnich zobrazend.

Definice 5.1. Necht X = (X, ) je metricky prostor. Zobrazeni A prostoru X do prostoru
X se nazyva kontraktivni (nebo kontrakce), existuje-li takové ¢islo a < 1, ze pro libovolné
dva body z,y € X plati nerovnost

o(Az, Ay) < ao(z,y). (5.1)
Poznamka 5.2. Misto A(z), A(A(x)),... zde po fadé piseme Ax, A%z, ...
Véta 5.3. Kazdé kontraktivni zobrazeni je spojité.
Dikaz. Jestlize x, — x, potom podle (5.1) také Az, — Ax. O

Definice 5.4. Bod z se nazyva pevny bod zobrazeni A, jestlize Ax = x. Jinak feceno,
pevné body jsou feseni rovnice Axr = z.

Véta 5.5 (BPPB). Kazdé kontraktivni zobrazend definované v neprdazdném uplném me-
trickém prostoru X ma pravé jeden pevny bod.

Diikaz. Necht 2y € X je libovolny bod. Polozme x, = Axy, 2o = Az = A2z, atd.;
obecné necht z, = Ax,_1 = A"x.

Ukéazeme, ze posloupnost {x,} je cauchyovské: predpoklddame-li pro urcitost, ze m > n,
dostaneme podle (5.1)

Q(xn7xm) = Q(Anx07Ame) S ang<x0a xm—n) S
S Ozn[g(l'(),{ljl) + Q(xla xQ) + -+ Q(xm—n—lyxm—n)] S

m—n 1

1 —
S O./TLQ(ZE(),.I'I)(]. + o+ 042 + -+ am—n—l) = Oan(ffoyxl) S Ozng(l'g,l‘l)

1- l1—a
Protoze @ < 1, je pro dostatecné velka pfirozena cisla n tento vyraz libovolné maly.
Vzhledem k tplnosti prostoru & posloupnost {x,}, kterd je cauchyovskd, ma v tomto
prostoru limitu. Polozme

r = lim z,.
n—o0

Potom vzhledem k vété 5.3 plati

Ar = A lim z, = lim Az, = lim z,,, = z.
n—oo n—oo n—oo

Ezistence pevného bodu je tedy dokazana. Dokazeme jesté jeho jednoznacnost: jestlize
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Ar =z, Ay=y,

potom z nerovnosti (5.1) plyne nerovnost

o(z,y) < ao(z,y),

odkud vzhledem k tomu, ze o < 1, plyne o(x,y) =0, tj. © = y. O

6. APLIKACE BPPB

BPPB lze pouzit k dukazu vét o existenci a jednoznacnosti feSeni pro rovnice ruznych typu.
Kromé dukazu existence a jednoznacnosti feSeni rovnice Ax = r dava BPPB také prak-
tickou metodu ptiblizného vypoctu tohoto feseni (nazyvanou metoda postupnijch aproxi-
maci).

Priklad 6.1. Necht funkce f, kterd je definovdna na intervalu (a,b), splituje na tomto
intervalu Lipschitzovu podminku

|f(z2) — f(z1)| < Kl|zg — 21

s konstantou K < 1 a zobrazuje interval (a,b) do intervalu (a, b). Potom f je kontraktivni
zobrazeni a podle véty 5.5 posloupnost

zo, 21 = f(20), 22 = f(21), ..., Tn = f(Tn1),. ..
konverguje k jedinému kotenu rovnice x = f(x).

Piiklad 6.2. Necht A je zobrazeni prostoru vsech n-tic redlnych ¢isel do sebe definované
soustavou linearnich rovnic

yzzzaijxj—i_bi (2:1,2,,n)
j=1

Je-li A kontraktivni zobrazeni, muzeme k feSeni rovnice x = Ax pouzit metodu po-
stupnych aproximaci.

Za jakych podminek bude zobrazeni A kontraktivni? Odpovéd na tuto otdzku zavisi na
volbé metriky v prostoru. Uvedeme tii varianty:

a) V prostoru Ry, kde

o(z,y) = max |z —yil,
plati

n

>y -

j=1

< Z ~ )= Z
1282, 2 1ol g s = 3] (m | | 7).

Odtud plyne tato (dostatecna) podminka kontraktivnostlz

< max2|aw| rf — | <

/ /!
o(y',y") = max |y; — y;| = max max

1<i<n 1<i<n

D layl <a<1 (i=1,...n). (6.1)
j=1

b) V prostoru R}, kde

n
- Z |2 — il
i=1
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plati

Z’yz Zalj
=1 | j=1
<33 ol - ) < (ggzxzw) )

i=1 j=1

Odtud plyne (dostatecnd) podminka kontraktivnosti:

n

Y layl <a<1 (G=1,...,n). (6.2)

=1

¢) V prostoru R", kde

plati na zédkladé Cauchy-Bunakovského nerovnosti

A0 =3 (ot ) = (D3] doon

=1 7j=1 =1 j=1

Odtud plyne tato (dostatecnd) podminka kontraktivnosti:

anzn:afj <a<l. (6.3)

i=1 j=1

Z kazdé z podminek (6.1) — (6.3) plyne, ze

aip — 1 a2 c A1p
a921 92 — 1 ... aon
. £ 0,
A1 Ap2 e Qpp— 1
tedy existuje pravé jeden takovy bod x = (z1, %2, ..., %), Ze

n
T; = E Q5T + bl
Jj=1

Ptitom postupné aproximace konvergujici (vzhledem k piislusné metrice na R™) k tomuto
bodu, tj. k feSeni dané soustavy linearnich rovnic, maji tvar

x(O) = ('rgO)a ng)a s 71'510))’
1) (1 1

M = (x§ ),xg ), . ,x,(m)),

(™ = (:Egn), xén), o ,x%n)),

kde .
= Z aijxg-k_l) + bl
j=1
(0) ,.(0)

azaz® = (z)), 2y, ... ,x%o)) 1ze vzit libovolny bod prostoru R”.
Pokud jde o podminku (6.1), lze dokazat, ze je také nutnou podminkou pro kontraktivnost
zobrazeni y = Az z prostoru Rf do prostoru Rj.
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II. LINEARNI NORMOVANE PROSTORY

7. DEFINICE A PRIKLADY LINEARNICH NORMOVANYCH PROSTORU

vvvvvv

vyznam nejen v této c¢asti, ale i v celém dalsim vykladu. V celém textu budeme ¢iselnym
télesem rozumét (komutativni) téleso redlnych nebo komplexnich éisel.

Definice 7.1. Nechf £ je neprazdnd mnoZina prvkia z,v, z, ... a necht je splnéno téchto
osm podminek:

I. £ je komutativni grupa, tj. ke kazdym dvéma prvkum z,y € L je jednoznacné
pritazen tieti prvek lezici v £, ktery je nazyvany jejich soucet a oznacovany x + y,
pricemz plati tyto ctyii axiomy:

lL.ze+y=y+x (komutativita),

2.2+ (+2)=(x+y)+z (asociativita),

3. v L existuje takovy prvek (znacime jej ), ze x + 6 = x pro vSechny prvky

x € L (existence nulového prvku),
4. Ke kazdému prvku x € L existuje prvek, ktery zna¢ime —x, takovy, ze x +
(—x) = 0 (existence opacného proku).

IT. Ke kazdému cislu a néjakého ¢iselného télesa T a ke kazdému prvku = € L je
jednoznac¢né prifazen prvek ax € L (tzv. soucin prvku x a ¢isla «), pricemz plati
tyto dva axiomy:

1. a(fx) = (af)x a,feT,x €L,

2.1-x=2, 1eT,xel.

III. Obé operace (tj. séitani proki a ndasobeni prvku ¢islem) jsou svazany témito dvéma
distribucnimi zdkony:

l. (a+B)r=ax+pzr a,peT,xeL,

2. alz+y)=ar+ay, acT zyclLl.

Mnozinu £ potom nazyvame linedrnim nebo vektorovym prostorem nad ¢iselnym
télesem T'. Podle toho, zda ¢isly a, 3, ... rozumime komplexni ¢isla, resp. redlna
¢isla, mluvime kratce o komplexnim, resp. redlném linedrnim prostoru. Prvky
linedrniho prostoru £ casto nazyvame body nebo wvektory, kdezto ¢isla «, 3, . ..
nazyvame skaldry. Vsude, kde nebude uvedeno néco jiného, budou nase uvahy
platit pro realné linearni prostory.

Definice 7.2. Linedrni prostor £ se nazyva normovany, jestlize kazdému prvku x € L je
prifazeno realné nezdporné ¢islo ||z||, které se nazyva norma prvku x, pricemz pro kazdé
r,y € LaaeT plati:

L. |Jz|| = 0, kdyz a jen kdyz = = 0;

2. |azx|| = |al - ||z|| (homogenita);

3. e +yll <zl + |lyll  (trojihelnikovd nerovnost).

Protoze se zabyvame pouze linedrnimi prostory, budeme linearni normované prostory
strucné nazyvat normovanymsi prostory.

Snadno je vidét, ze kazdy linedrni normovany prostor i kazda jeho podmnozina je soucasné
metrickym prostorem; staci polozit o(z,y) = ||z — y||. Platnost axiomu metrického pro-
storu bezprostiedné vyplyva z prvni a tieti vlastnosti normy.

Definice 7.3. Uplny linearni normovany prostor se nazyva Banachovym prostorem.

Uvedeme nékteré priklady linearnich normovanych prostoru a ponechavame na Ctenafi,
aby si v kazdém z nich ovéril platnost axiomu linearniho prostoru.

Piiklad 7.4. Ciselné téleso T' je normovany prostor (nad T') s normou danou absolutn{
hodnotou. Napi. redlnd osa R!, tj. mnozina vech redlnych éfsel s obvyklymi aritmetickymi
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operacemi séitdni a ndsobeni, je linedrnim prostorem. Prostor R! se stane normovanym
prostorem jestlize pro kazdé ¢islo z € R! polozime ||z| := |z|.

Priklad 7.5. Mnozina vSech usporadanych n-tic realnych, popi. komplexnich ¢isel z =
(21,22, ..., x,), kde s¢itdni n-tic a ndsobeni n-tic konstantou je definovano vztahy

(xlaan"wxn)—i_(ylay27"'7yn) - (m1+y17x2+y27"'7xn+yn>a

a(xy, Ty ... x,) = (@, aZa, .. ., aLy,),

je linedrnim prostorem, ktery budeme nazyvat n-rozmeérnym prostorem. Jde-li o n-tice
realnych ¢isel a jsou-li multiplikativni konstanty také redlna cisla, budeme mluvit o
redlném n-rozmérném prostoru a pouzivat oznaceni R™. (Pfipomenme, Ze jsme v oddile o
metrickych prostorech oznacili symbolem R"™ metricky prostor vSech n-tic redlnych ¢isel
s nékterou z ekvivalentnich metrik a zde stejnym zpusobem oznacujeme linearni prostor
vSech n-tic, kde je definovan soucet dvou n-tic a souc¢in n-tice a redlného ¢isla. Jde sice
o ur¢itou neduslednost, ale nema smysl rozliSovat oznaceni jenom proto, ze si jednou
vSimame ,metrickych® vlastnosti a jindy ,algebraickych“ vlastnosti téze mnoziny. Totéz
plati o prostorech C%(a,b), ly, M atd.). Jde-li vSak o n-tice komplexnich &fsel a jsou-
li skalary také komplexni ¢isla, budeme mluvit o kompleznim n-rozmérném prostoru a
pouzivat oznaceni C". Redlny n-rozmérny prostor je tedy redlnym linearnim prostorem a
komplexni n-rozmérny prostor komplexnim linearnim prostorem.

Normu v redlném n-rozmérném prostoru R" s prvky =z = (x1,29,...,z,) definujeme
predpisem

(7.1)

Vztah

oz, y) = llz —yll2 = Z(ﬂﬁk — )

k=1

definuje v prostoru R" tutéz metriku, kterou jsme zavedli v ptrikladu 1.4.
V linearnim prostoru R" Ize definovat normu také predpisem

o=l (7.2)
k=1

nebo

lzllo = e [z (7.3)

Norma (7.2), resp. (7.3) definuje v prostoru R™ metriku, kterou jsme zavedli v piikladu
1.5, resp. 1.6.
V komplexnim n-rozmérném prostoru C" lze zavést normu vztahem

lz]l2 =

nebo kteroukoliv z norem (7.2), (7.3).
V n-rozmérném linedrnim prostoru (jak R™, tak C") je mozné také definovat normu vek-
toru x vztahem

lall, = (Zmrp)p (b>1).
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Priklad 7.6. Mnozina vsech spojitych redlnych funkef redlné proménné na intervalu (a, b)
(popt. spojitych komplexnich funkei redlné proménné) s béznymi operacemi séitani funkef
a nasobeni funkce ¢islem je redlny (popft. komplexni) linedrni prostor, ktery je jednim z

vvvvvv

V prostoru C%{a,b) definujeme normu vztahem

/Il = max [ f(#)]. (7.4)

a<t<b

Odpovidajici metriku jsme uvazovali v ptrikladu 1.7.

Priklad 7.7. Necht C9(a,b) opét sestavd ze vsech spojitych funkei, ale norma je defi-

novana vztahem .
i71=( | b{f(t)]?dt)g | (75)

Vsechny axiomy normy jsou zde splnény; odpovidajici metriku jsme uvazovali v ptikladu
1.9.

Piiklad 7.8. Prostor Iy vSech posloupnosti x = {x)}2,, které spliiuji podminku

> Jraf? < oo, (7.6)
k=1

se stane linearnim normovanym prostorem, definujeme-li, ze soucet dvou prvku

= (21,2 Tpyoor) & Y= (Y1,Y2s s Yny---)
z ly je roven
r+y= (T +y,Ta+Y2 Tt Yy )
a ze soucin Cisla a a prvku z € [ je dan vztahem

ar = (ary, Qs ..., ATy, ... ).

Skute¢nost, ze soucet dvou posloupnosti spliiujicich podminku (7.6) také vyhovuje této
podmince, plyne z elementarni nerovnosti

|6Lk + bk|2 S 2|a1€|2 + 2|b1€|2.

Normu v [, definujeme vztahem

Piiklad 7.9. Prostor ¢ sestava ze vSech konvergentnich posloupnosti. Prostor ¢y sestava

z posloupnosti © = (x1,xs, ..., T,,...) redlnych ¢isel, které splnuji podminku
lim x, = 0.
n—oo

Séitani prvku a nédsobeni prvku skalarem se definuji v prostorech ¢ a ¢y stejné jako v
prikladu 7.8 a norma je dana vztahem

2]l = max |za|. (7.8)
Piiklad 7.10. Mnozina M vsech ohranicenych posloupnosti z = {z;}72, redlnych

(popf. komplexnich) ¢isel s tymiz operacemi jako v prikladu 7.8 je linedrni prostor. Normu
v ném muzeme zavést vztahem

[zl = sup |aa]. (7.9)

1<n<oo
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Axiomy linearnitho prostoru se v kazdém z uvedenych prostori provéruji bez obtizi.
Skutecnost, ze v prikladech 7.4 — 7.8 jsou splnény axiomy normy, se dokazuje zcela stejné
jako platnost axiomu metrického prostoru.

Vsechny zde uvedené prostory s vyjimkou prostoru C9(a, b) jsou Banachovymi prostory.

Definice 7.11 (Linedrni nezavislost). Mnozina vektoru {z,xs,...,2,} se nazyva
linedrné zavisld, jestlize existuji takové konstanty ayq, ..., «a,, z nichz aspon jedna je ruzna
od nuly, a plati

1Ty + Qoo + - + apx, = 0. (7.10)
V opacném piipadé se tato mnozina nazyva linedrné nezdvisla. Jinak fe¢eno, mnozina se
nazyva linedrné nezavisla, jestlize z rovnosti (7.10) plyne, ze

=y =---=a, =0.
Nekonecnd podmnozina prostoru L se nazyva linedrné nezavisla, jestlize kazda jeji koneéna
mnozina je linedrné nezavisla.
Vyraz a1z, + agxs + - -+ + @&, nazyvame linearni kombinaci prvkua zq, 2o, . .., T,.

Jestlize v prostoru L lze najit n linearné nezavislych prvku, ale libovolné n+ 1 prvky jsou
jiz linedrné zavislé, fikdme, ze prostor £ ma dimenzi (rozmer) n. Jestlize v prostoru L lze
nalézt nekone¢ny systém linearné nezavislych prvku, fikame, ze prostor £ md nekonecnou
dimenzi. (Linedrni) bdzi v n-rozmérném prostoru L nazyvame libovolny systém n linedrné
nezavislych prvki. Prostory R” v realném piipadé a C" v komplexnim piipadé maji, jak
lze snadno ovérit, dimenzi n.

Ponechavame c¢tenari, aby si ovéril, ze kazdy z prostoru uvedenych v piikladech 7.6 az
7.10 ma nekonecnou dimenzi.

Definice 7.12 (Podprostory linedrniho prostoru). Neprézdnd podmnozina £* linedrniho
prostoru L se nazyva podprostor prostoru L, jestlize sama tvoii linedrni prostor vzhledem

k operacim s¢itani prvka a nasobeni prvku skalarem, které jsou definovany v prostoru L.
Jinak te¢eno, L* C L je podprostor, jestlize

r,y €L = ax+ py e L”
pro libovolna cisla a, 3.

V kazdém linearnim prostoru L existuje podprostor, ktery se sklada pouze z nulového
prvku € a nazyva se nulovy podprostor. Také cely prostor L lze povazovat za podprostor
prostoru L. Podprostor ruzny od prostoru £ a obsahujici aspon jeden nenulovy prvek se
nazyva vlastni podprostor.

Priklad 7.13. a) Necht £ je libovolny linedrni prostor a z jeho nenulovy prvek. MnoZina,
prvku {Az}, kde A probihd vSechna ¢isla (redlnd, popf. komplexni), tvoii podprostor o
dimenzi 1. Tento podprostor je vlastni, jestlize dimenze prostoru L je vétsi nez 1.

b) Méjme prostor C°{a, b) a v ném mnozinu P(a, b) viech polynomu jedné neurcité. Zrejme
P{a,b) tvoif vlastni podprostor prostoru C°P(a,b), a to nekonecné dimenze. MnoZina
Py {a,b) vsech polynomu stupné mensiho nez k tvori k-dimenziondlni podprostor prostoru
C°P{a,b).

¢) Uvazujme prostory ly, ¢, ¢ a M. Kazdy z téchto prostoru uvazovany pouze jako
linearni prostor je vlastnim podprostorem prostoru néasledujiciho.

Definice 7.14. Prunik libovolného systému {L.} podprostoru linedrniho prostoru L je
zrejmé opét podprostor. (Opravdu, jestlize L* = (L, ax,y € L*, potom také az+Py € L*
2!

pro vSechna ¢fsla «, 8.) Necht {x,} je libovolnd neprazdnd mnozina prvku linedrniho
prostoru L. Prunik vSech podprostoru obsahujicich mnozinu {z,} nazveme podprostorem



16

vytvorenygm (generovanym) mnozinou {x,} nebo linedrnim obalem mnoziny {x,}. Tento
podprostor budeme oznacovat L{x,}. Je to nejmensi podprostor obsahujici mnozinu {x, }.

Definice 7.15. Jsou-li £ a L£* linearni prostory nad timtéz télesem T', pak zobrazeni
f L — L* se nazyva linearni, jestlize pro libovolné prvky x,y € L a libovolné o € T
plati

flx+y) = f@)+ fy),
flax) = af ().

Je-li [ navic bijekce, pak se nazyva izomorfismus. Prostory L a L* se nazyvaji izomorfni,
jestlize mezi nimi existuje izomorfismus.

Je snadné ukazat, ze izomorfismus vektorovych prostoru je izomorfismus (pfislusnych)
grup. Izomorfni vektorové prostory se tedy lis{ jen oznac¢enim svych prvkua (a operaci
scéitani vektoru a jejich ndsobeni skaldrem), proto je povazujeme za totozné.

8. NORMOVANE PROSTORY KONECNE DIMENZE

Tvrzeni 8.1. KaZdy linedrni prostor X(n) konecné dimenze n je izomorfni s eukli-
dovskym prostorem R", a proto muzeme povazovat prvky uvazovaného prostoru X(n) za
n-tice redlnych cisel.

Diikaz. Necht e, es,..., e, je néjakd baze prostoru X(n). Jak znamo, kazdy prvek z €
X (n) muze byt jednozna¢né vyjadien ve tvaru

T = Aer+ -+ Aen.

Pritadime-li prvku x vektor T = (A, Ag, ..., A,) € R”, stanovime tim vzdjemné jedno-
znacnou korespondenci mezi X (n) a R", kterd je linedrnim izomorfizmem, protoze plati

T T,Yoy = ar+ Py axr+ [0y
Il

Polozme
er =(0,...,1,...,0) (jednicka na k-tém miste).

S uzitim tohoto oznaceni muzeme zapsat vektor

Tr = (flaf?a"'agn)
ve tvaru
r=> &ex, (8.1)
k=1
takze
Il <) 16l - llewll = axlél, (8:2)
k=1 k=1
kde ay = ||lex|| nezévisi na z.

Véta 8.2 (Riesz). Necht X(n) je normovany prostor koneéné dimenze n. Aby posloup-
nost {z,} C X(n), kde
7, = (67,67, &),

konvergovala k proku xq = (éo), SO), . ,(10)) € X(n), je nutné a staci, aby

¢ =9 (k=12 n). (8.3)
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Diikaz. Dostateénost. Ze (8.2) a (8.3) plyne

Iz, — ol <> anlel” — &7 — 0.
k=1

Nutnost. Nejprve dokazeme jedno lemma.

Lemma 8.3. Je-li posloupnost {x,} ohranicend, potom je ohranicend i kazdd posloupnost
("N (k=1,2,....n).

Dikaz. Zavedeme oznaceni
o= 87 (v=1,2,...)
k=1

a dokézeme, ze posloupnost {o,} je ohrani¢end. V opacném piipadé by bylo mozno z ni
vybrat podposloupnost konvergujici k nekoneénu. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat,
ze 0, — +00. Polozme

xl/ 1% 1% v
=" o = (" 0 W)

5(”)
n](gy):k_7 k:l,Q,...,n; V:1727"' :

Oy

Je ziejmé, ze kazdd z posloupnosti {n{"’} (k = 1,2,...,n) je ohranicend (|n{")| < 1), takze
prejdeme-li (pokud je to nutné) k podposloupnostem, dostaneme z Bolzano-Weierstrassovy
véty, ze existuji limity

lim 7],(:) = (k=1,2,...,n).

V—r00

Na zdkladé jiz dokdzané dostatecnosti odtud plyne, ze y, — y, kde y = (91,12, ..., 7).

Ale na druhé strané
14

x
lywll = = =0,
o

v

tj. ¥, — 0 ay = 0. Jinymi slovy, ny =15 = --- =mn, = 0. To je ale nemozné, protoze
n
Shl=1 (v=12...).
k=1
Tim je lemma dokazéano. O

Nynf jiz snadno dokézeme nutnost podminky (8.3). Ziejmeé staci uvazovat piipad, kdy

xo = 0, tj. kdy z, — 0. Posloupnost {H‘;—:”} je ohranicend, takze podle lemmatu jsou

v)
ohranic¢eny posloupnosti {”i’;y} (k =1,2,...,n), coz je mozné pouze v piipadé, kdyz
lim £ =0 (k=1,2,...,n). O
V—00

Disledek 8.4. KazZdy normovany prostor konecéné dimenze je uplny.

Diikaz. Necht {z,} C X(n) je cauchyovskd posloupnost. Dokdzeme, Ze je ohranicend:
Zvolme ¢ = 1. Potom existuje N = N(1) tak, ze ||z, — z,|| <1 pro p,v > N. Plati

lzil| < K, k=1,....,N (K =max{||z1]],...,[[zn+1]l}),
2|l = llzj + ons1 — onpall < oyl + 2y —2ava| < K+1 (j=N+1L,N+2,...),

¢imz je ohranicenost {z,} dokdzana.
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Necht z, = (€M, &, ... &) (v = 1,2,...). Potom podle piedchozfho lemmatu je

pro kazdé 7 = 1,2,...,n ciselnd posloupnost {fj(.y)} ohranicena. Proto podle Bolzano-
Weierstrassovy véty existuje posloupnost pfirozenych cisel vy < vy < -+ < 1 < -+
takova, ze
. U 0 .
klgloloﬁj( ) :gj() (7=1,2,...,n).

Podle (8.3) plati z,, — zo = (£,&, ..., &l”), tedy

lim ||z,, — x| =0, (8.4)

k—o0

kde z¢ € X (n). Protoze posloupnost {z,} je cauchyovskd, plati podle (8.4)
[, = woll < llz =z [| + |2, — 20l =0,

coz jsme chtéli dokazat. O
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III. HILBERTOVY PROSTORY

9. UNITARNI PROSTORY A JEJICH ZAKLADNI VLASTNOSTI

Definice 9.1. Skaldrnim soucinem v redlném linedrnim prostoru R nazyvame zobrazeni
(—,—) : R x R — R, tedy redlnou funkci (x,y) definovanou pro kazdou dvojici prvku
x,y € R, ktera spliuje tyto ¢tyfi podminky (z,x1,z9,y € R, A je redlné cislo):

L (z,y) = (y,2);

2. (33'1 + $2,y) = (-Tl,y) + ($27y)7

3. (Az,y) = Az, y);

4. (x,x) >0, pticemz (z,z) = 0, kdyz a jen kdyz x = 6.

Definice 9.2. Linearni prostor, v némz je definovan skalarni soucin, se nazyva unitdarni
prostor. V unitarnim prostoru R se norma zavadi vztahem

]l = V/(z, z). (9-1)

Ukazeme, ze z podminek 1 — 4 skaldrniho soucinu plyne, ze vsechny pozadavky kladené
na normu jsou pritom splnény.

Skutecné, splnéni podminek 1 a 2 z definice 7.2 je ziejmé; platnost trojuhelnikové nerov-
nosti vyplyne z Cauchy-Bunakovského nerovnosti

(@, )| < ]l - llyll; (9.2)

kterou nejprve dokdzeme.
Necht A je libovolné redlné ¢islo a uvazujme ¢(\) = (A\x + y, Az + y), pak plati:

e(N) = Az 4y, Az +y) = Nz, 2) + 2X(z,y) + (y,y) = |2]*\* + 2(z,y)A + |ylI* (9-3)

a navic vzhledem k vlastnosti 4 skalarniho sou¢inu plati p(A\) > 0. Aby vznikld kvadraticka
nerovnost byla splnéna pro vSechna A (a pro pevnou dvojici z, y, jinak libovolnou), musi
mit ¢(\) bud jeden dvojndsobny redlny kofen, nebo dvojici komplexné sdruzenych kofent,
tj. diskriminant tohoto kvadratického troj¢lenu musi byt nekladny:

A(z,y)* = 4llz]* - ly]* < 0.

To je v8ak jinak napsana nerovnost (9.2). (Jiny dukaz (9.2) viz véta 32.5.)
Vratme se k dikazu trojtihelnikové nerovnosti pro normu (9.1). Vzhledem k (9.2) dosta-
neme
lz +yl* = (= +y, 2 +y) = [l + 22, 9) + ylI* <
< l2l* + 20z, )] + lyll* < 2 * + 202 -yl + lyl* = (2l + lyl)*,

coz po odmocnéni da dokazovanou nerovnost.

Méame-li v prostoru R zaveden skalarni souc¢in, muzeme v tomto prostoru zavést nejen
normu (tj. velikost) vektoru, ale také thel vektoru; kosinus tihlu ¢ dvou nenulovych vek-
toru = a y se totiz definuje vztahem

_(@y)
2l - Nyl
Z Cauchy-Bunakovského nerovnosti (9.2) plyne, ze absolutni hodnota vyrazu na pravé
strané nerovnosti (9.4) neni vétsi nez 1, a tedy vztah (9.4) skutec¢né definuje pro libovolné
vektory x a y néjaky thel ¢, 0 < ¢ < 7.

Jestlize (x,y) = 0, potom z (9.4) dostaneme, ze ¢ = 7; takové vektory x a y se nazyvaji
ortogonalni.

Mnozina {x,} nenulovych vektoru =, € R se nazyva ortogondlni soustava, jestlize

(Ta,x3) =0 pro a#p.

cosp = (9.4)
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Soustava nenulovych vektoru x, € R se nazyva ortonormdlini, jestlize
o) ={ | boall
Je ziejmé, ze je-li {x,} ortogonélni soustava, potom {x,/||xs|} je ortonormalni soustava.
Veéta 9.3. Je-li {x,} ortogondini soustava, jsou vektory x, linedrné nezdvislé.
Diikaz. Nechf
WM Ty + A2Toy + - + ApTq, = 0.
Protoze {x,} je ortogonalni soustava, plati
0=(%a;,0) = (o, 01T 0, + A2T0y + -+ + AnTy, ) = ai(Ta,, Ta, );
avsak (za,,Ta,) # 0, takze a; = 0 pro vSechna i = 1,2,...,n. O
Definice 9.4. Mnozina {z,} C R se nazyva iplny systém vektoru, jestlize uzavér pod-

prostoru generoveného mnozinou {z,} je cely prostor R. Je-li {z,} navic ortogondlni
(ortonormalni) soustavou, nazyvame ji ortogondini (ortonormdlni) bdze.

Poznamka 9.5. Pokud mé prostor R konecnou dimenzi, pak je kazdd jeho ortogondlni
béze (linedrni) bazi. OvSem toto neplati pro prostory nekonecné dimenze, nebot béze
vygeneruje pouze hustou podmnozinu v prostoru R, coz nemusi byt cely prostor R (viz
piiklad 9.7).

Priklad 9.6. Konecné rozmérny prostor R”, jehoz prvky jsou vSechny n-tice redlnych
¢isel
r=(T1,%2,...,%y,),

s obvyklymi operacemi s¢itani n-tic a nasobeni konstantou a se skalarnim sou¢inem
n
(z,y) = >z (9.5)
i=1

je dobfe zndmym piikladem unitarniho prostoru. (Takto zavedeny skaldrni soucin definuje
v prostoru R" normu

a tedy i euklidovskou metriku.). Ortonormalni bazi tohoto prostoru (jednu z nekoneéné
mnoha moznych) tvoii vektory

Priiklad 9.7. Prostor [ s prvky
r=(x1,T2,...,Tpn,...), kde fo < +00,

a se skalarnim souéinem



21

je unitarni prostor. Skutecné, konvergence fady na pravé strané vztahu (9.6) plyne z
nerovnosti (1.1). Podminky 1 — 4 skaldrniho soucinu lze ovéfit pfimo. Nejjednodussi or-
tonormalni bazi v prostoru [y tvori Vektory

(9.7)

Ortogondalnost a normovanost této soustavy jsou ziejmé; zaroven soustava (9.7) je uplna:

Necht & = (21, 29,...,2,,...) jelibovolny vektor prostoru l a 2™ = (21,9, ...,2,,0,0,...).

Potom z(™ je linedrni kombinace vektort ey, ..., e, a
|z™ —z| =0 pro n— occ.

Tedy kazdy prvek v [y lezi v uzdvéru vygenerovaného prostoru a z piikladu 4.3e) vime,
7ze prostor Iy je uplny. Ovsem soustava vektort e, netvoif bazi prostoru Iy, nebot prostor
generovany touto soustavou obsahuje pouze posloupnosti, které maji pouze koneény pocet
nenulovych ¢lenu (jednd se o prostor polynomu R[X]).

Priklad 9.8. Prostor C9(a,b) vech spojitych redlnych funkci definovanych na intervalu
(a,b) se skalarnim soucinem definovanym vztahem

(f,9) / 0 (9.9)

Je take umtarm prostor ale neuplny (jeho neuplnost Je dokazana v prikladu 4. 3f) Mezi

VVVVVV

metrickych funkei

2mnt 2mnt
1, cos , sin , n=12 ... 9.9
b—a b—a (99)
Ma-li interval (a,b) délku 27, napt. je-li @ = —m, b = 7, potom piislusna trigonometricka

soustava je
1, cosnt, sinnt, n=1,2,...

10. EXISTENCE ORTOGONALNICH BAZ{, ORTOGONALIZACE

Ve zbyvajicich kapitolach se omezime na vySetfovani separabilnich unitarnich prostoru
(tj. takovych, které obsahuji spocetnou hustou mnozinu). Kazdy z prostoru uvedenych v
predchozi kapitole je separabilni.

Véta 10.1. Necht R je separabilni unitdrni prostor. V takovém prostoru je kazdy orto-
gondlni systém nejvyse spocetny.

Diikaz. Bez ijmy na obecnosti 1ze predpokladat, ze uvazovany systém {¢,} je nejen orto-
gondlni, ale také ortonormalni (jinak bychom jej nahradili systémem {¢,/||¢a| }. Potom

lpa = wsll = \/(soa —©8, o~ pp) = \/(soa,soa) ~ 2(0a,98) + (95,908) = V2 (a #B).

Méjme mnozinu kouli B(ip,, 2) Tyto koule jsou disjunktni. Je-li A spocetnd mnozina

husta v prostoru R, potom ¢, € A pro kazdé a, tedy v kazdé takové kouli je alespon
jeden prvek mmnoziny A. Proto téchto kouli (a tedy také prvku ¢,) je nejvyse spocetné
mnoho. O
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Véta 10.2 (Schmidtova véta o ortogonalizaci). Necht

fifor o fun e (10.1)

je linedrné nezavisly systém proku v unitarnim prostoru R. Potom v prostoru R existuje
systém proku
D102 s Py e (10.2)
ktery splnuje tyto podminky:
1. Systém (10.2) je ortonormdlni.
2. Kazdy prvek @, je linedrni kombinaci prvku fi, fo, ..., fu,

Yn = amfi+ -+ awfo, (10.3)
pricemz ap, # 0.
3. Kazdy prvek f, lze vyjadrit ve tvaru
Jn=bnipr + - + bunn, (10.4)
pricemz by, # 0.
Kazdy prvek systému (10.2) je urcen podminkami 1 — 3 aZ na znaménko jednoznacneé.

Diikaz. Prvek 1 budeme hledat ve tvaru

1 = an fi;
pritom koeficient aq; se urci z podminky

(o1,01) = a%1(f1,f1) =1,

1 +1

11 =77 = —F/—

b1y \/(fl;fl)‘

Je ziejmé, Ze prvek ¢; je tim urcen az na znaménko jednoznacné.
Necht prvky ¢r (K < n), které splituji podminky 1 — 3, jsou jiz sestrojeny. DokdZeme
nejprve, ze potom lze prvek f,, vyjadrit ve tvaru

Jn = b1 + -+ by 1Pn—1 + A, (10.5)

odkud

kde
(hnsor) =0 (k <n). (10.6)
Skute¢né, podle (10.5) plati
(hn><)0k) = (fn - bn1§01 .. bn,n—lgpn—lu Sok) - (fn; @k) - bnk (1 < k <n-— ]-)

Polozime-li

potom z posledniho vztahu plyne, ze pro prvek
hn = fn — bn1¢1 — ... bn,n—l@n—l (108)

plati vztahy (10.6), pficemz pro f,, plati vyjadieni (10.5) a toto vyjadfeni je jednoznacné.
Je ziejmé, ze (hp,h,) > 0 (v piipadé (hy, h,) = 0 by podle vlastnosti 4 z definice 9.1
bylo h,, = 0, takze vztah (10.8) by byl (vzhledem k indukénimu predpokladu) ve sporu s
linedrni nezavislosti systému (10.1)). Polozme

hn

= 10.9
i T (10.9)
Potom z (10.8) plyne vztah (10.3), kde
by, 1
gy = ———% (k< n), ap=——=— #0, (10.10)

(R, By (hp, hy)
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kde b, (k < n) jsou dany vztahy (10.7). Tedy podminka 2 je splnéna. Déle podle (10.6)
a (10.9)

(o) =0 (K <n), (pn, o) =1, (10.11)
takze podminka 1 je splnéna. Koneéné podle (10.5) a (10.9) plati (10.4), kde

takze také podminka 3 je splnéna. 0

Ptrechod od systému (10.1) k systému (10.2), ktery spliiuje podminky 1 — 3, se nazyva
ortonormalizace.

Je zfejmé, ze podprostory vytvorené systémy (10.1) a (10.2) jsou totozné, takze je-li jeden
z téchto systému uplny v prostoru R, je uplny v prostoru R i druhy.

Disledek 10.3. V separabilnim unitarnim prostoru R existuje ortonormalni bdze.

Diikaz. Necht {11, ...,%n, ...} je spocetnd mnozina hustd v prostoru R. Vyberme z
ni Gplny systém { f,} linedrné nezdvislych prvku: z posloupnosti {¢,,} vylouc¢ime vsechny
takové prvky v, z nichz kazdy lze vyjadrit jako linedrni kombinaci prvka v; pii i < k.
Jestlize na takto vznikly tplny systém linedrné nezavislych prvku pouzijeme ortonorma-
lizacni proces, dostaneme ortonormalni bazi. 0

11. BESSELOVA NEROVNOST. UZAVRENE ORTOGONALNI SYSTEMY

Je-li ey, e9,..., e, ortonormalni baze n-rozmérného unitarniho prostoru R”, potom kazdy
vektor x € R" lze zapsat ve tvaru

x:chek, (11.1)
k=1

kde

cr = (x,ep). (11.2)
Vysvétlime, jak lze zobecnit rozklad (11.1) na piipad unitarniho prostoru, ktery mé ne-
kone¢nou dimenzi. Necht

1, P25 Py (11.3)

je ortonorméalni systém v unitarnim prostoru R a f je libovolny prvek prostoru R. Pritadime
prvku f € R posloupnost ¢isel

C = (f, gOk), k‘ = 1,2, ey (114)

kter8 budeme nazyvat souradnicemi nebo Fourierovymi koeficienty prvku f vzhledem k

systému {¢x }, a nekone¢nou fadu
o0

Z Ck Pk (11.5)
k=1
kterou nazveme Fourierovou fadou prvku f vzhledem k systému {@x}.
Vzniké ovsem otdzka, zdali fada (11.5) konverguje, tj. zdali konverguje posloupnost jejich
castecnych souctu (ve smyslu metriky prostoru R) k néjaké limité, a jestlize konverguje,
zdali se jeji soucet rovna prvku f.

D4 se ukazat, ze tada Z i konverguje a plati
k=1

S < I (1L6)
k=1

Uvedenou nerovnost nazyvame Besselovou nerovnosti.
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Definice 11.1. Ortonormalni systém (11.3) se nazyvé uzavieny, jestlize mezi kazdym
vektorem f € R a jeho Fourierovymi koeficienty ¢ plati tzv. Parsevalova rovnost

> =P (11.7)
k=1

Slovo ,uzavieny* ma zde jiny vyznam nez pojem zavedeny v kapitolach 2 a 3 v souvislosti
s uzavienymi mnozinami (tj. mnozina M se nazyvéa uzaviend, kdyz M = M). Ktery z
vyznamu slova ,uzavieny* bude ptichazet v tivahu, bude vzdy ziejmé ze souvislosti.
Uzavienost systému (11.3) je ekvivalentni s tim, ze pro kazdy vektor f € R konverguje
posloupnost ¢dstecnych souctu Fourierovy fady > -, cxer k prvku f.

Pojem uzavienosti ortonorméalniho systému tzce souvisi s diive zavedenym pojmem tuplnosti
systému:

Véta 11.2. V separabilnim unitarnim prostoru R je kaZdy uplny ortonormdlni systém
uzavreny a naopak.

Drikaz. Necht systém {p,} je uzavieny; potom posloupnost ¢dstetnych souc¢tu Fourierovy
fady prvku f € R konverguje k prvku f. To znamend, ze linearni kombinace prvku
systému {¢,} tvoil mnozinu hustou v prostoru R, tj. systém {p,} je tplny.
Obréacené, necht systém {¢,} je tplny, tj. libovolny prvek f € R lze s libovolnou presnosti
aproximovat linearni kombinaci
n
Z P
k=1

prvku systému {¢, }. Lze ukdzat, ze casteény soucet
n

Z CkPk

k=1

Fourierovy fady pifslusné prvku f ddvé neméné presnou aproximaci. Rada
o
> crp
k=1
tedy konverguje k prvku f a Parsevalova rovnost plati. O

V predchozi kapitole jsme dokazali existenci uplnych ortonormalnich systému v sepa-
rabilnim unitarnim prostoru. Protoze pro ortonormélni systémy pojmy uzavienosti a
uplnosti splyvaji, neni tfeba dokazovat existenci uzavienych ortonormalnich systému v
prostoru R a ptiklady iplnych ortonormalnich systému, které jsme uvedli v kapitole 9,
jsou zaroven piiklady uzavienych systému.

Doposud jsme ptredpokladali, ze uvazované ortogondlni systémy jsou ortonormalni. Lze
nové zavést pojmy Fourierovych koeficientu, Fourierovy tady atd. i pro libovolné orto-
gonalni systémy. Necht {p,} je libovolny ortogonélni systém. Vzhledem k nému lze se-
strojit normovany systém, vytvoreny z prvku ¢, = ¢,/||¢n||- Pro libovolny prvek f € R

plati
1

Cp = (fvwn) = M(fa Spn)
a 0o oo 0o
Z qu/Jn = Z C—n(pn = Z AnPn,y
n=1 n=1 “SOnH n=1
kde
g = o Uron) (11.8)

lenll llenll®
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Koeficienty a,, definované vztahem (11.8) nazveme Fourierovymi koeficienty v ortogondlnim
(nenormovaném) systému {p,}. Dosadime-li do nerovnosti (11.6) za ¢, podle vztahu
(11.8), dostaneme

00
> lenllPas < II£1P,
n=1

coz je Besselova nerovnost pro libovolny ortogondlni systém.

Priklad 11.3. Uvazujme v unitdrnim prostoru C9(—m, 7) vsech spojitych funkci na in-

tervalu (—m, ) se skaldrnim souc¢inem danym vztahem (f,g) f f(t)g(t)dt uplny or-
togonalni systém goniometrickych funkei, tedy systém
1, cosnt, sinnt, n=1,2,... (viz piiklad 9.8).

Tento systém neni ortonormadlni, k nému ptislusny ortonormélni systém tvoii funkce

1 cosnt  sinnt
/_27'(" ﬁ ) \/7_1' )
Necht f je funkce z prostoru C9(—m, 7). Fourierovy koeficienty této funkce vzhledem k

systému 1, cosnt,sinnt se vétsinou znaci ¢, a, a b,. V souladu s obecnymi vzorci pro
Fourierovy koeﬁcienty tedy mame

/f t, tj-a():%/:f(t)dt a

1 s
an f( ) cosntdt, b, = —/ f(t) sinntdt.
™ —Tr

n=12...

™
Fourierova tada funkce f Vzhledem k systému goniometrickych funkci ma tvar

% + Z(an cosnt + b, sinnt)
a konverguje k f (podle véty 11.2).

12. UPLNE UNITARNI PROSTORY. RIESZOVA-FISCHEROVA VETA

Od kapitoly 10 jsme uvazovali separabilni unitarni prostory; v dalsim budeme kromé toho
predpokladat, ze uvazované prostory jsou uplné.

Necht tedy R je tiplny separabilni unitdrni prostor a {¢,} néjaky ortonormdlni systém
v prostoru R (nemusi byt uplny). Z Besselovy nerovnosti plyne, ze k tomu, aby ¢isla

C1,Co,...,Cpn, ... byla Fourierovymi koeficienty néjakého prvku v prostoru R, je nutné,
aby Tfada

oo

>

n=1

konvergovala. V uplném prostoru tato podminka neni pouze nutna, ale také postacujici.
Plati totiz tato véta:

Véta 12.1 (Riesz-Fischer). Necht {@,} je libovolny ortonormdini systém v plném
unitdrnim prostoru R a necht ¢éisla

C1,C2y...,Cpy...

jsou takova, Ze rada

> (12.1)
k=1
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konverguje. Potom existuje takovy prvek f € R, Ze

e = (f, o) (12.2)
a
S =(f0H=IfI” (12.3)
k=1
Dukaz. Polozme
fo = . (12.4)
k=1
Potom
n—+p
||fn+p - fn“2 = ||Cn+1<pn+1 4+ 4 Cn+p90n+pH2 = Z CZ.
k=n+1

Protoze tada (12.1) konverguje, vyse uvedeny soucet pii n jdoucim do nekonecna kon-
verguje k 0. Tedy f, je Cauchyovska posloupnost a vzhledem k uplnosti prostoru R
konvergence posloupnosti {f,} k néjakému prvku f € R:

\f = full = 0, kdyz n — oc. (12.5)
Dale plati

(f, i) = (far i) + (f = frr00), (12.6)

pficemz prvni séitanec na pravé strané se pro n > i rovnd podle (12.4) ¢islu ¢;, a druhy
s¢éitanec pii pevném i konverguje podle (12.5) k nule pro n — oo, protoze

Levé strana rovnosti (12.6) nezavisi na indexu n; proto prejdeme-li v této rovnosti k limité
pro n — oo, dostaneme, ze

(f, i) = ci;
tedy plati (12.2).
Podle (12.4) a (12.5) plati

||f_fn||2 = <f—chg0k,f—ch<’pj) = (f,f) _
k=1 j=1
+chjck(¢jv¢k):(faf)—zciéo pro n — oo.

j=1 k=1 k=1

Tedy plati (12.3). O

n

3

k=1

Ck, f SOk; ZC] f 903
7j=1

13. HILBERTOVY PROSTORY. VETA O IZOMORFISMU

Doposud nas nezajimalo, zdali unitarni prostor mé kone¢nou nebo nekonec¢nou dimenzi.
Nyni zavedeme tuto definici:

Definice 13.1. Uplny unitarni prostor o nekonecné dimenzi se nazyva Hilbertiv prostor.

Jinymi slovy, Hilbertovym prostorem nazyvame mnozinu H prvku f, g, ..., kterd splinuje
tyto podminky (axiomy):
[. H je unitarni prostor (tj. linedrni prostor, v némz je zaveden skaldrni souéin).
II. Prostor H je uplny ve smyslu metriky o(f,g) = || f — 9|
III. Prostor H mé nekonecnou dimenzi, tj. je v ném mozno ke kazdému prirozenému
¢islu n najit n linearné nezavislych prvku.
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V literature neni Hilbertuv prostor definovan jednotné. Nékteri autotfi napiiklad vy-
nechavaji podminku III, jini Hilbertovym prostorem rozuméji separabilni Hilberttuv pro-
stor. Protoze v dalsim vykladu budeme vysetifovat pouze separabilni Hilbertovy prostory,
budeme slovo ,separabilni“ vétsinou vynechavat.

Dva unitarni prostory R a R* se nazveme izomorfni, jestlize existuje linearni bijektivni
zobrazeni f : R — R*, ze

pro libovolné prvky x,y € R plati

(z,y) = (f(2), ().

Jinak Feceno, izomorfizmus unitarnich prostoru je izomorfismus vektorovych prostoru za-
chovavajici skaldrni souciny.

Jak zndmo, libovolné dva n-rozmérné unitarni prostory jsou izomorfni, takze kazdy unitarni
n-rozmeérny prostor je izomorfni s prostorem R"™. Unitarni prostory nekonecné dimenze
nemuseji byt izomorfni. Napiiklad prostory Iy a C9(a,b) nejsou izomorfni. Vyplyva to
napi. z toho, ze prvni z nich je uplny, kdezto druhy tplny neni. Plati vSak tato véta:

Véta 13.2 (O izomorfismu). Kazdé dva separabilni Hilbertovy prostory jsou izomorfni.

Diikaz. Dokazeme, ze kazdy separabilni Hilbertuv prostor H je izomorfni s prostorem
ly. Tim bude tvrzeni véty dokézano. Zvolme v prostoru H libovolny uplny ortonormélni
systém {¢,} a ptitadme prvku f € H posloupnost (ci,ca, ..., ¢y, ..) jeho Fourierovych
koeficientu odpovidajicich tomuto systému. Protoze > -, ¢; < 400, pati{ posloupnost

(€1,€2, ... Cpn,...) do prostoru ly. Obrécené, podle Rieszovy—Fischerovy véty kazdému
prvku (¢, ¢o, ..., Cp,...) prostoru lp piislusi takovy prvek f € H, jehoz Fourierovymi
koeficienty jsou cisla ¢y, co,..., ¢y, ... . Uvedené pritazeni mezi prvky prostoru H a o

definuje bijektivni zobrazeni. Dale, jestlize
fﬁ(cl,c%...,cn,...), g(-)(dl,dg,...,dn,...>,

potom
f—FgH(Cl+d1,02+d2,...,Cn+dn,...),

af < (acy,acy, ... ac,,...),

tj. toto zobrazeni zachovava operace scitani a nasobeni konstantou.

Konecné, protoze plati
=2 (9.9=2 4
n=1 n=1

(f+ag.f+g)=(f,f)+2f 9 + (9,9

i Cn+dy) Zc —|—2ch6[ —|—Zd
n=1

z Parsevalovy rovnosti, tj. rovnosti levych stran, plyne :

(f,9) = cadn.

Uvedené zobrazeni mezi prostory H a [y tedy skutecné definuje izomorfizmus. O

7 dokézané véty vyplyva, ze az na izomorfizmus existuje jenom jeden separabilni Hilbertuv
prostor a ze prostor ls 1ze povazovat za jeho realizaci, podobné jako prostor R™ se skalarnim
soucinem » " | x;y; lze povazovat za realizaci n-rozmérného unitdrniho prostoru, daného
axiomaticky:.
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14. CHARAKTERISTICKA VLASTNOST UNITARNICH PROSTORU

Necht R je normovany prostor. Chceme védeét, jaké dopliujici podminky musi spliovat
norma definovana v prostoru R, aby prostor R byl unitarni, tj. aby v ném norma byla
definovana néjakym skaldrnim souc¢inem. Jinak feceno, chceme védét, jak je tfeba charak-
terizovat unitarni prostory v tfidé vSech normovanych prostoru. Takovou charakteristiku
dava tato véta:

Véta 14.1. Normovany prostor je unitarni, kdyz a jen kdyz pro libovolné dva prvky f, g €
R plati rovnost

1f +gl* +11f = gl =201 11" + llgl®). (14.1)

Diikaz. Nutnost. Necht R je unitdrni prostor. Podle definice normy pomoci skaldrniho
soucinu plati

If+alP+f—9lP=+gf+9)+(f—g9.f—9g) =
= LD+ + 9 )+ 9.9+ () = (F.9) = (9. F) + (9,9) = 2(IL 11> + llglI?).

Dostatecnost podminky (14.1) se dokazuje obtiznéji, a proto odkazujeme ¢tendfe na lite-
raturu. |

Poznamka 14.2. Vztah (14.1) je zobecnénim znamé vlastnosti rovnobézniku v rovineé:
Soucet druhgjch mocnin délek uhlopricek rovnobéziniku se rovnd souctu druhych mocnin
délek jeho stran. Vzhledem k tomu, Ze cosa = — cos(m — «), plyne uvedend vlastnost z
dvojiho uziti kosinové véty a nasledného souctu vysledku.

Priklad 14.3. Méjme prostor R}, v némz je norma definovana vztahem

Y
Il = (Z |xk|p> .
k=1

Pro p > 1 plati vSechny axiomy normy, ale unitdrnim prostorem bude prostor R} pouze
pro p = 2. Skutecné, méjme v prostoru R} dva vektory

f=1(1,1,0,0,...,0), ¢g=(1,-1,0,0,...,0).

Potom
f+9=1(2,0,0,...,0), f—9g=1(0,2,0,...,0).

Odtud X

1fllp = llgllp =27, If + gl = Ilf —gll, =2,
takze rovnobéznikovd identita (14.1) v piipadé p # 2 neplati.
Ptiklad 14.4. Méjme prostor C° <0, %7> vsech spojitych funkei definovanych na intervalu
<O, %7‘(‘> Polozme

f(t) =cost, ¢(t) =sint.

Plati
[FI=llgll =1
a
|f + g]| = max |cost +sint| = V2,
0<t<z
1f—gll= I?E?(glco’gt —sint| = 1.
Odtud

1f + gll* + 11 = gll* # 2(1LA1” + lgll*)-
Normu v prostoru C%(0, %77) tedy nelze definovat pomoci zadného skalarniho soucinu.
Zobecnénim tohoto pifkladu se snadno dokdze, ze ani prostor C°{a,b) vSech spojitych
funkei definovanych na libovolném intervalu (a, b) neni unitdrnim prostorem.



