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Abstrakt

Tato bakalarska praca sa zaobera aproximaciou 3D dat plochami pomocou metédy RAN-
SAC, metédy najmensich stvorcov a B-spline plochy. Jej cielom je nastudovanie a spraco-
vanie menovanych metdéd v programoch. Najprv si metody popisané a potom je vysvetlené
a rozobraté ich programové spracovanie. V poslednej kapitole si metédy porovnané na
détach ziskanych 3D skenovanim. Vdaka tomu dokdzeme urcit ich vyhody a nevyhody.

Abstract

This bachelor thesis is dealing with approximation surfaces for 3D data using methods
such as RANSAC, least square method and B-spline surface. Its goal is to study and
program these methods. First, the methods are described and then the actual programs
are analysed. In the end of the thesis, we compare all three methods using data from 3D
scanning. Through this effort we can assess their positives and negatives.
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Uvod

Slovo aproximécia pochadza z latinského approzimatus, ¢o v preklade znamend velmi
blizky, podobny. Je vyznamné v technickych a vedeckych smeroch. A tak je to aj s ap-
roxima¢nymi plochami, ktorych pouZitelnost je rozsiahla. Této praca je zamerans na
konkrétne tri sposoby aproximacie dat — metédu RANSAC, metédu najmensich stvorcov
a B-spline plochu. V Teoretickej casti prace su tieto metody popisané a v casti Progra-
mové spracovanie a rozbor sa nachadza analyza vzniknutych programov a na zaver prace
metody porovname na vstupoch z 3D skenu.

Najstarsia aproximéacia zo spominanych je metdéda najmensich Stvorcov, ktorej povod
sa datuje do 19. storocia, kedy ju ako prvy popisal Franctiz Adrien-Marie Legendre v
roku 1805. Teraz je to vyznamna a vSeobecne znama metoda v Statistike. RANSAC sa
stal velmi dolezitym néstrojom v analjze obrazu uZ v osemdesiatych rokoch minulého
storocia. Predtym, ako vznikol pojem pocitacova grafika, okolo roku 1960 sa v automobi-
lovom a leteckom priemysle pouzivali B-spline krivky.

Jeden zo smerov, ktory dokdze ocenit a vyuzit aproximacné plochy, je reverzné inZinierstvo.
Reverzné inZinierstvo v strojarenstve je oblast, ktord sa zaoberd spitnym rozstrojenim mo-
delu komponentu z nameranych dat. Namerat ddta mozeme roznymi sposobmi, napriklad
3D skenovanim. V tejto praci sme spominané aproximacné metddy pouzili na realne data,
ktoré boli namerané 3D skenerom typu ATOS.

Reverzné inZinierstvo je uplatnitelné v mnohych oblastiach — skenuji a nésledne sa spétne
modeluju sochy alebo historické budovy, v zubnom lekarstve sa vyrabaju ortézy alebo
protézy pre pacientov, vytvaraju sa 3D modely pre novodobé videohry, kde hraju skutoéni
herci. Pomocou ich pohybov sa nasledne vytvoria modely postav v hre, ktoré su jedno-
duchsie programovatelné a vyzeraju realisticky.

1 3D skenovanie

Nasledujuci text je cerpany z [1, 2]. 3D skenovanie je optickd metdda na ziskavanie dat.
Skenovanim realnych 3D objektov ziskame mracno bodov, s ktorym mozeme d'alej praco-
vat. ATOS je typ skenera, ktory pouziva premietanie uzkopasmového modrého svetla na
zmeranie mracna bodov objektu. Vpredu ma dve kamery a projektor. Je vybaveny tech-
nologiou Triple Scan, pri ktorej sa pouziji kamery a projektor zaroven. Tato technologia
vie i¢inne minimalozovat pocet skenov a poskytovat kvalitnejsie data. Nasledujici obr.1
pochddza zo zdroja [2].

Obr. 1: ATOS
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2 Teoreticka cast

2.1 RANSAC

RANSAC je iterativna metéda na odhadnutie matematického modelu podla vstupnych
pozorovanych dat. Nazov predstavuje skrateny vyraz pre Random Sample Consesnus, v
preklade zhoda nahodnej vzorky.

Tuito metédu mozeme pouzit na vypoéet konkrétneho matematického modelu, ktorym
budeme aproximovat data. Vyberieme zo vsetkych ddt minimdlnu vzorku potrebni na
vypocet modelu a pomocou nej ziskame testovaci model. V tejto préci sme sa zamerali na
aproximacné plochy, tym padom testovat optimalnost modelu budeme na zaklade kritéria
vzdialenosti. Body, ktoré sa nachadzaji nanajvys v preddefinovanej hrani¢nej vzdialenosti,
sa nazyvaju inliers a body, ktoré si za nou, outliers. Vypocet modelu opakujeme, pokym
pocet inliers nedosiahne pozadovanu hodnotu. [3, 4, 5]

Obr. 2: Metéda RANSAC

Body, ktoré sa na obr.2 nachadzaji mimo aproximacnd rovinu, su outliers. Avsak
mozu to byt aj presné hodnoty, ktoré sa nastavenim preddefinovanych hodnot nedostali
do vyberu. Mozu byt sposobené napriklad sumom.

Je na nas, aké preddefinované hodnoty vzdialenosti a poctu inliers si zvolime. Od ich
zvolenia zavisi presnost aproximaécie.

2.1.1 Iteracie

Pre tspesné najdenie optiméalneho rieSenia musime opakovane vyberat vzorku z po¢iatoénych
bodov. Délezitd je volba pocétu opakovani. Pokial by sme napevno zadali velky pocet
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iteracii, mohlo by sa stat, Ze program néjde vhodné riesenie, ale vypocet pokracuje. Po-
kial by sme naopak zadali nizky pocet, program nemusi ndjst vhodné rieSenie.

3.0
3 —

2.5 7

2 !o;*.-n.lﬁv“- -'_,!,::.-«-.:.
1.5

1 -

0.5 7

o T T T T T I I T 1 m

Obr. 3: Nespravne vybrata rovina

Na obr.3 vybrata vzorka bodov nespravne aproximuje zvysné body. V tomto pripade by
bolo treba zvysit pocet iterdcii. Aby sme sa zbavili tohto problému, na vypocet iterdcif
vyuzijeme nasledujtci vztah:

In(1 —
_ Inll=p) (2.1)
In(1—wnm)
kde k je pocet iterdcii, p je pravdepodobnost tispesného riesenia — ¢islo z intervalu < 0,1 >,
ktorym nastavime presnost. Hodnota w predstavuje pravdepodobnost vybratia inlieru zo
vstupnych bodov a n je minimalny pocet dét na vypocet modelu.[3, 5]

Na nasledujicich obrazkoch je pouzity RANSAC na aproximéaciu 60 bodov rovinou, kde
polovica bodov mala rovnaku suradnicu z = 2 a zvysné boli ndhodne posunuté o ¢islo
z intervalu < —0.5,0.5 >. Vybrali sme rovinu, ktora spfﬁala kritéria, a teda sa vysledna
rovnica blizila k z = 2.

2 e < .
1 15 . ¢ : ¢ . L
.
-
10 0.5 =
0 5 10
o o
W o N -10 5‘ D‘ 5‘ 10‘19 ‘5 ‘D 5 10
(a) (b)
Obr. 4: Rovina definovand rovnicou z = % = 1.9993

RANSAC mozZeme pouzif na akékolvek geometrické plochy, ktoré vieme zadefinovat.

14



260

150 4
200 4 L]

100 §

150 = °

100 +

=100 =

(a) hyperbolicky paraboloid (b) elipticky paraboloid

Obr. 5: RANSAC pouzity na najdenie modelu kvadratickej plochy

Kritéria, ktoré sme pouzili na otestovanie vhodnosti rieSenia boli zalozené na per-
centualnom pocte inliers. Pri rovine definovanej ax + by + cz +d = 0 je vzdialenost bodu
od roviny pocitand jednoduchou analytickou geometriou.

Veta 2.1. Nech Xy = [xo, Yo, 20] je bod v euklidovskom priestore a nech « je rovina zadand
vSeobecnou rovnicou ax + by + cz + d = 0. Potom pre vzdialenost bodu od roviny plati:

. + byo + czo + d

vzdial(Xo, a) = lao + byo + ¢z + d] (2.2)
Va4 b2+ c?

Pri kvadratickych plochach je vypocet vzdialenosti zlozitejsi. Na vypocet sme pouzili

Lagrangeove multiplikatory.

2.1.2 Lagrangeove multiplikatory

Joseph-Louis Lagrange bol vyznamny vedec, konkrétne v matematike hned v nie-
kolkych odvetviach. Podaroval svoje meno roznym vetdm aj struktiram. Zaviedol aj Lag-
rangeove multiplikdtory, tiez zname pod pojmom Lagrangeove neurcité sucinitele. Slizia
na najdenie viazanych lokalnych extrémov funkcie viacerych premennych. Nasledujtica
tedria je Gerpand zo zdrojov [6, 7).

Definicia 2.2. Nech f = f(xy,29,...,2,) je funkcia a M C D(f) je nejakd neprazdna
mnozina. Povieme, ze f ma v bode xy € M lokalne maximum, respektive minimum, ak
existuje také okolie o(xy), ze pre vietky = plati: f(xg) > f(z), respektive f(x) > f(xo).

Pozndmka. Pokial si nerovnosti ostré, extrémy nazveme ostré.

Budeme uvazovat pripad, ked je mnozina M definovand sistavou rovnic:

gi(x1, z9, ..., x,) =0, 1=1,...m (2.3)

V tomto pripade miesto lokdlneho extrému vzhladom k M budeme xy nazyvat viazanym
lokalnym extrémom.

Rovnice (2.3) nazyvame vézbami. Ulohou Lagrangeovych multiplikdtorov je teda ndjst
extrémy funkcie f s vizbami g;(x1, xo, ..., z,) = 0.
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Lagrangeova metdda:

Nech funkcie f(x1,x2,...,2,) a gi(x1,22,...,2,),7 = 1,...,m maji spojité parcidlne de-
rivacie prvého radu na nejakej otvorenej oblasti v R”. Nech f je viazand podmienkou
(2.3) pre vsetky body mnoziny M a nech nadobida svoj viazany lokdlny extrém na M v
bode xy. Potom existuju realne cisla Ay, ..., \,,, pre ktoré plati:

Vf(ro) =N gi(zo),  gi(w, 72, .., 2,) =0 (2.4)

Cisla X st tzv. Lagrangeove multiplikatory.

Pozndmka. Cielom je zostrojit Lagrangeovu funkciu:
L(z1, ooy, A1, o Xn) = [0, o, 20) + Ngi(z1, o), 0 =1, .om (2.5)
a najst jej lokalne extrémy.

Definicia 2.3. Bod xg € M, pre ktory existuju Lagrangeove multiplikdtory Ay, ..., Ay,
tak, ze plati (2.4), sa nazyva stacionarny bod funkcie f na M.

Pozndmka. Najdenim lokélneho extrému funkcie L ziskame lokalny viazany extrém funkcie
f s podmienkou (2.3).

Lagrangeove multiplikdtory pouzijeme na minimalizovanie vzdialenosti bodu
X = [z0, Y0, 20] od roviny spocitanej metédou RANSAC.

Méme funkciu kvadratu vzdialenosti:
flx,y,2) = (& —20)* + (y — %) + (2 — 20)° (2.6)
a funkciu kvadratickej plochy, ktora je jej vazbovou podmienkou:
ar? + by} +cx+dy+exy+f—2=0 (2.7)
Zostavime Lagrangeovu funkciu:
L=(x—20)+W—u)*+(z—2)?2+XNax? +by* +cx+dy+exy+f—2z) (2.8)

Spoéitame jej parcidlne derivécie podla z,y, 2, A a polozime ich rovné 0:

oL oL oL _, oL

g D g —— = 2.
Ox 0 oy 0 0z TON 0 (29)

Riesenim tohto systému rovnic ziskame lokalne extrémy funkcie L a tym padom aj lokalne
viazané extrémy rovnice (2.6) s podmienkou (2.7). Lokdlny viazany extrém je teda miesto
na kvadratickej ploche, ktoré je k danému bodu najbliZsie alebo najd’alej. A tito vlastnost
vyuzijeme na vypocet vzdialenosti bodu od kvadratickej plochy.

2.2 Metdéda najmensich Stvorcov

Nasledujuce informécie si ¢erpané zo zdroja [12]. Metéda najmensich Stvorcov je ap-
roximacna metdda, ktord je vyznamna v Statistike. VSeobecne sa pouziva na eliminaciu
chyb dat vzhladom k nejakému kritériu.
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Moéze byt vyuzitd napriklad na riesenie predur¢enych sistav rovnic.

Na zaciatku mame n merani pre m nezavislych premennych a zavislej veli¢iny z. Pre
vstupné merania hladdme optimdlny regresny model, ktory ich bude aproximovat. Mate-
maticky model musime mat pred pouzitim tejto metédy zvoleny. V $pecidlnom pripade
met6édy najmensich stvorcov mozeme pridat aj vahu tychto merani, aby sme jednotlivym
merianiam pridali prislusni spolahlivost. Model, s ktorym v metéde pracujeme, predsta-
vuje mnozinu podobnych funkcii F', ktoré si zavislé na m vstupnych premennych a lisia
sa v parametroch oznacenych 3; = (B, ... By). Tieto funkcie oznac¢ime nasledovne:

F=F(B,21,..,70m) (2.10)

Déta aproximujeme funkciou, takze okrem idedlneho pripadu funkcia nebude prechddzat
vietkymi vstupnymi ddtami. Vzdy budeme mat data, ktoré budu vzdialené od nej o
odchylku e;. Pre optimdlnost rieSenia pozadujeme, aby odchylky ddt od modelovej fun-
kcie boli minimélne. Preto musime vybrat takd funkciu £, od ktorej maji vstupné data
minimalnu odchylku.

Veli¢inu z; vyjadrime ako funkéni hodnotu F' posunuti o odchylku e;:
Zq :F(Biaxb'”aajm)—i_ei (211)

Hladdme minimdlny kvadrat odchylky, a to pre vietky data:

n n

min(S(8;)?) = min() _e?) = min(> (2 — F(B;, 21, ... 7m))?) (2.12)

i=1 =1

Na minimalizdciu funkcie S(3;)? pouzijeme parcidlne derivdcie podla fy,...3, a polozime
ich rovné 0:

0S5 _
o5,

0S5 _,
0%

05(5)° _
0B, 0

Riesenim sustavy ¢ rovnic o ¢ nezndmych ziskame hladané koeficienty optimélneho
riesenia.

V tejto praci sme sa zamerali na pouzitie metédy najmensich Stvorcov pre rovinu defino-
vanu vSeobecnou rovnicou roviny a pre kvadratickd plochu. Konkrétny postup najdeme v
kapitole Programové spracovanie a rozbor na strane 24.

2.3 Bézierové krivky

Nasledujuca kapitola vychddza zo zdrojov [14]. Bézierove krivky ziskali svoj ndzov po
francizskom inzinierovi Pierre Bézierovi, ktory ich ako prvy spomenul v publikacii How
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Renault Uses Numerical Control for Car Body Design and Tooling v roku 1968. Bézierova
krivka je aproximacna parametricka krivka urcend riadiacim polynémom. Parameter je
pouzity na vymedzenie hodnoty premennych.

Definicia 2.4. Majme p + 1 riadiacich bodov P; v euklidovskom priestore alebo rovine.
Definujeme bazovu funkciu B; ,(u) p-tého stupna:

| .
Biyu) = —L— il —w)P!, uwe<0,1> (2.13)

illp —1)!

Definicia 2.5. Majme p + 1 riadiacich bodov P; a nech B, ,(u) st jednotlivé bazové
funkcie. Potom Bézierovu krivku p-tého stupna definujeme ako linedrnu kombinéciu jed-
notlivych bazovych funkcii a riadiacich bodov:

p
C(u)=>_ Bip(u)h, ue<0,1> (2.14)
1=0

Pozndmka. Bazova funkcia je tiez znama pod pojmom Bernsteinov polyném alebo riadiaci
polygén. V skutocnosti predstavuje klasicky polyném p-tého stupna. Stupeni Bézierovej
krivky bude vzdy o 1 mensi ako pocet riadiacich bodov.

2.3.1 Linearna Bézierova krivka

Linearna Bézierova krivka je krivka prvého stupna. Predstavuje tisecku, kde riadiace
body Fy a P splynt s krajnymi. Dosadenim do (2.14) ziskame nasledujicu parametrizaciu:

Clu)=(1—-u)Py+uP, we<0,1> (2.15)

;\o

0 D
11

Obr. 6: Linearna Bézierova krivka

Podla zvolenej hodnoty parametru u sa dostaneme na prislusné miesto na linearnej funkeii.
Dosadenim do rovnice (2.13) ziskame 2 riadiace polygény:

Bo’l(u> =1—u

Bua(u) = u (2.16)

2.3.2 Kvadratickda Bézierova krivka

Kvadraticka Bézierova krivka je krivka druhého stupna. Na vykreslenie potrebuje 3
riadiace body F,, P, a P, ktoré predstavuju trojuholnik, v ktorom Bézierova krivka
vytvori parabolu.

Krivku opit ziskame dosadenim do rovnice (2.14):

C(u) = (1 —u)?Py+2u(l —u)P +u’P,, ue<0,1> (2.17)
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Obr. 7: Kvadratickd Bézierova krivka

Riadiace polygény dostaneme dosadenim do (2.13):
BOQ(U) = (1 — ’LL)2

By o(u) =2(1 —u) (2.18)
Byo(u) = u?

2.3.3 Kubicka Bézierova krivka

Kubicka Bézierova krivka je krivka tretieho stupna. Za¢ina v pociatoénom bode Py =
C(0) a d'alej pokracuje smerom k bodom P; a Py, ktoré urcuju jej tvar, ale nenachadzaji
sa na nej. Konéf na poslednom riadiacom bode P3 = C(3). Krivku opét ziskame dosadenim
do rovnice (2.14):

C(u) = (1 —u)*Py+ 3u(l —u)’P, + 3u*(1 —u) Py +u’P3, u€ <0,1> (2.19)

Obr. 8: Kubicka Bézierova krivka

Riadiace polygény dostaneme dosadenim do (2.13):

BO73<U,) = (]_ — U)3
B 3(u) = 3u(l — u)?
By 3(u) = 3u*(1 — u)

B3’3 (U) = U3

(2.20)
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2.3.4 Racionalne Bézierové krivky

Racionalne Bézierove krivky navyse uvazuju vahu vrcholov. Kazdy z vrcholov je de-
finovany v priestore Styrmi ¢islami, kde posledna hodnota predstavuje vahu. Racionalne
Bézierove krivky si vhodné na vykreslenie kuzeloseciek.

Definicia 2.6. Nech p je stupen krivky, B;,(u) su riadiace polygény, P, riadiace body a
w; nech je nezaporna vaha vrcholu. Potom definujeme racionalne Bézierove krivky nasle-
dovne:

» B P,
Clu) = Lo BiWwili o (2.21)

2.3.5 Geometrické vlastnosti Bézierovych kriviek

e Konvexny obal: Bézierova krivka sa nachadza v konvexnom obale tvorenom z jej
riadiacich bodov Fy az P,_;.

e Afinn4 invariantnost Bézierovej krivky: Afinné zobrazenie staci pouzit len na
riadiace body Bézierovek krivky. Patri sem napriklad posunutie a otocenie krivky.

e Pociatocné a koncové body: Bézierova krivka interpoluje koncové body.

2.4 B-spline krivky

Nasledujuca kapitola vychddza zo zdrojov [8, 10, 13, 14]. Na Bézierove krivky nadvézuje
tedria B-splinov. Nazov spline predstavuje pruzok dreva alebo kovu, ktory sme schopny
ohybat. B predstavuje slovo bazovy, a teda B-spliny st vlastne bazové spliny. Nevyhoda
kriviek, ktoré su definované jednym polynémom je, ze prisposobenie niektorym kom-
plexnym tvarom vyzaduje vysoky stupen polynému. Na druht stranu, prilis vysoky stupen
negativne ovplyvni stabilitu numerického vypoctu. To je jeden z dovodov zavedenia B-
splinu. B-spline krivka je zlozend z viacerych Bézierov v jednotlivych tusekoch.

Existuji dalsie krivky zloZené z Bézierovych, napriklad kubicky Hermitov spline a tak-
tiez Catmull-Romov spline. Podobne ako pri Bézierovych krivkach, aj B-spliny mozeme
rozdelif na racionalne a neraciondlne. Vyhoda B-splinov je, Ze ich algoritmus je pomerne
jednoduchy, rychly a pripadne sa daji lahko lokdlne upravit. St teda vyhodnejsie v praxi.

F S B N I

01 0z 03 04 05 06 07 08 09 0 1 2 3 4 5 6 7 8 0o 2 a4 & 8 10 12 14 16 1B 20

(a) (b) ()
Obr. 9: B-spline krivky
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2.4.1 Uzlovy vektor

Ak by sme chceli napriamo rozdelit B-spline krivku, bolo by to narotné. Je preto
vyhodnejsie, aby sme rozdelili jej oblasti. Ak je oblast napriklad interval < 0,1 >, roz-
delime ju na takzvané uzly 0 < ug < u; < ... < u,, < 1. Této neklesajica postupnost
U = {ug, uy, ..., up } sa nazyva uzlovy vektor, jednotlivé u; st uzly a je to potrebny vstupny
parameter na vytvorenie B-splinu. Ked'Ze je to neklesajica postupnost, uzly u; sa mozu
opakovat. Maximalna ndsobnost pre vniitorné uzly je p a pre koncové uzly p + 1, kde p
je stupen krivky.

2.4.2 Bazové funkcie

Definicia 2.7. Nech U = {ug, uy, ..., uy, } je uzlovy vektor a u €< ug, u,, >. Potom bazové
funkcie stupna p definujeme takto:

1 U e< Ui, U;
Nio(u) = { 0 inak =

U — U; U; 1— U
Nip(u) = — U'Ni,pfl(u) + —u.++j:_ u‘_HNiJrl,pfl(u) (2:22)
TP ? 1+p 7

Pozndmka. Na definicii 2.7 si mozeme vsSimnit, ze N;,(u) vyuziva rekurziu. N;,(u) je
nezaporna po Castiach spojita polynomialna funkcia. Pri viacnéasobnych uzloch vznikaju
zlomky %. Tento problém odstranime, ak ich polozime rovné nule.

Definicia 2.8. Majme [V, , bazovi funkciu stupiia p z definicie 2.7, n+1 navzajom roznych
riadiacich bodov P;, uzlovy vektor U = {ug, uy, ..., Uy, } a ¢islo u €< g, uy,, >. Definujme
B-spline krivku stupna p ako linearnu kombinaciu bazovych funkcii a riadiacich bodov:

p
C(u) = Z Nip(W)P;, ue<ug,uy > (2.23)
i=0

Pozndmka. Pre B-spline stupiia p s n + 1 riadiacimi bodmi bude mat uzlovy vektor dizku
m+1=n+p+ 2 abude mat tento tvar:

U= {CL(), ey Apy Upt 1y ovey Um—p—1, bo, ey bp} (224)

Pomocou uzlového vektoru sa postvame po jednotlivych sekvencidch B-splinu, ktoré su
definované dlzkou uzlu — dlzkou intervalu < u;, u;11).

Pozndmka. Pokial plati, ze n = p a U = {0,...,0,1,...,1}, potom bdzové funkcie maji
rovnaky tvar ako pri Bézierovej krivke a C'(u) je vlastne Bézier.

Definicia 2.9. Uzlovy vektor sa nazyva uniformny, ak plati u;;1 — u; = konst
preie<p+lm—p—1>.
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2.4.3 Nasobné uzly

Pokial parameter u nie je uzol v uzlovom vektore U, C'(u) v strede segmentu stuprtia
p je nekonecne diferencovatelnd. Pokial toto neplati a u je uzol s ndsobnostou % pri ne-
nulovej bazovej funkcii, C'(u) je iba CP~* spojitd na danom segmente.

Zmena spojitosti pri ndsobnych uzloch nie je ich jediny dopad na B-spline. Dals{ dosledok,
ktory je dolezity pri vypoctovych algoritmoch B-spline kriviek, je, ze kazdy uzol s multip-
licitou k znizi poc¢et nenulovych bazovych funkcii v tomto uzle. Uzol s multiplicitou k£ ma
najviac p — k + 1 nenulovych bazovych funkcii. Pre uzol s ndsobnost k& = p je iba jedna
nenulova bazova funkcia.

2.4.4 Typy B-spline kriviek

B-spline krivky mozeme rozdelif na viacero druhov. Nech C(u) je B-spline krivka z
definicie (2.8).

1. Uzavreté: Ak by sme cheeli z C'(u) skonstruovat uzavreti B-spline krivku p-tého
stupiia, jednym zo spdsobov je vziat prvych p bodov a zaradit ich za posledny bod
P,. Uzlovy vektor musi byt uniformny. Krivka bude potom za¢inat v bode Py a
koncit v B,.

2. Vnorené': Na vytvorenie vnorenej B-spline krivky potrebujeme, aby prvy a po-
sledny uzol v uzlovom vektore mali multiplicitu p + 1.

3. Otvorené: Otvorenda B-spline krivka je taka, ktorej uzlovy vektor nemad struktiru
nasobnosti prvého a posledného uzlu ako pri vnorenej. Uniformnost nie je nutnd
podmienka.

2.4.5 Vlastnosti B-spline kriviek

Najprv sa pozrieme na rozdiely medzi Bézierovymi a B-spline krivkami. Zmenou aspon
jedného riadiaceho bodu v Bézierovej krivke dostaneme iny tvar krivky. Toto vSak neplati
pri B-spline — zmena i-tého riadiaceho bodu zmeni C(u) iba na intervale < u;, u;ypt1),
kde p predstavuje stupen krivky. Dalsim rozdielom je, ze pri B-spline je stupen krivky
vstupnym parametrom. Toto nam umoznuje, aby sme zostrojili B-splne krivku kom-
plexného tvaru pri nizkom stupni, ¢o je pri Bézierovej krivke samotnej nemozné. Pokial
mé uzlovy vektor tvar U = {0,...,0,1,...,1} a plati n = p, tak sa B-spline zredukuje na
Bézierovu krivku.

B-spline krivka teda zdedila vlastnosti Bézierovej, spominané v predoslej kapitole, medzi
nimi afinni invariantnost. Vdaka nej nam staci pouzit afinni transforméciu na riadiace
body a zostrojif pre ne B-spline. Nemusime transformovat samotnt krivku. PouZitie B-
spline kriviek v pocitacovej grafike ma mnoho vyhod, avsak si to polynomialne krivky, a
tie sa nedaji pouzit na vykreslenie kruhov, elips a podobnych tvarov.

Na nasledujtcich obrazkoch sa nachadzaju B-spline krivky roznych stupiov pri rovnakych
riadiacich bodoch.

!Prelozené z anglického clamped — upnuty,vnoreny. V éeskom jazyku sa pouziva vyraz plovouci.
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(a) stupen 5 (b) stupen 7

Obr. 11: B-spline krivky roznych stupnov

2.5 B-spline plochy
Literatira pouzita v tejto kapitole je rovnaka ako v predosle;j.

Definicia 2.10. Nech p a ¢ st stupne kriviek. Majme m + 1 riadkov a v kazdom riadku
n + 1 riadiacich bodov P ;, kde 0 <i <m a 0 < j <n a uzlové vektory U = {uo, ..., u, }
V = {wo, ..., vs} v nasledujicom tvare:

U= {O, ...,O,up+1, vy Up—p—1, 1, cees 1}

2.25
V:{0,...,O,Uqul,...,usqul,l,...,l}, ( )

(krajné uzly maji ndsobnost p+1v U a g+ 1vo V).

Nech {u,v} je dvojica éisel, pre ktoré plati: v € < ugp,u, > a v € < wvg,vs > a nech
Nin(u) a Nj4(v) st bazové funkcie. Potom definujeme B-spline plochu takto:

3

S(u,v) = A > Nip(u)N;g(v) P (2.26)

Umar+1uzlovaV mas+ 1 uzlov. Indexy teda musia spiﬁa‘c7 nasledovné rovnice:

r=n+p+1

(2.27)
s=m+q+1
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V casti Programové spracovanie a rozbor sa dozvieme, ako zostrojif B-spline krivku.
Zameriame sa konkrétne na De Boorov algoritmus, ktory vychadza z riadiacich bodov, z
nich spocita d'alsie, az sa prepracuje k bodom, ktoré sa nachidzaji na hladanej krivke.

2.5.1 Vlastnosti B-spline ploch

1. Nezapornost bazovych funkcii
Vu,v,1,7,p,q : Nip(u)Nj,(v) >0

2. Bézierova plocha je Specialny pripad B-spline plochy
pokial n =p, m=¢q, U = {0,...,0,1,....1} a V = {0,...,0,1, ..., 1}, bdzové funkcie
st Bernsteinove polynémy a vysledna plocha je Bézierova plocha.

3. Nulovy pripad sticinu bazovych funkcii
Pokial sa {u,v} nachddza mimo Stvorca < u;, Ujipt1 >X< V), Ujigr1 >, SUCID
N p(u)Nj4(v) je nulovy.

4. Afinna invariantnost
Plati ako aj pri krivkach. Aplikovanim afinného zobrazenia na riadiace body apli-
kujeme afinné zobrazenie na celi plochu.

5. Maximum plochy
Pri kladnych stupnoch p,q B-spline plocha dosiahne prave jedno maximum.

6. Konvexny obal
Pri dvojici {u, v} nachddzajicej sa vo vinutri stvorca < w«, U 4pr1 >X< Ujr, Ujrygin >
plati, ze plocha S(u,v) je v konvexnom obale tvorenom riadiacimi bodmi P, ;, kde
(" —p)<i<ita(j*—q) <j<j"

7. Rohové body
B-spline plocha interpoluje styri rohové body: S(0,0) = Py, S(1,1) = Py 1, S(1,0) =
P,o, S(0,1) = Py .

3 Programové spracovanie a rozbor

3.1 RANSAC s modelom vSeobecnej rovnice roviny

Nasledujuci algoritmus hlad4 aproximacni rovinu pre m bodov definovani vSeobecnou
rovnicou. Mame ndhodni vzorku trojice bodov A;, Ay, A3 v priestore a hladdme rovnicu
v tvare:

ar +by+cz+d=0 (3.1)

Plati, ze @ = (a, b, ¢) je normélovy vektor roviny. Najprv si spocitame zo vzorky bodov
dva smerové vektory u, v.

(3.2)
Normalovy vektor w ziskame aplikovanim vektorového suc¢inu na smerové vektory o a v.
wW=1uxXU (3.3)

Koeficienty a, b, ¢ dostaneme ako prvky normélového vektoru :

a=w(l), b=w(2), c=w(3) (3.4)



Obr. 12: Znézornenie vektorov u, v, w testovacej roviny

Zostava dopocitat stvrty koeficient d. Do rovnice (3.1) dosadime koeficienty a, b, ¢ a bod
Ay = [x1,y1, z1]. Potom si z nej vyjadrime d:

d= —axry, + byl — C21 (35)

Teraz uz mame vSeobecnii rovnicu roviny vypocitant zo vzorky dat. Overime jej vhodnost
dosadenim kazdého bodu A; = [x;, y;, z;] do rovnice (2.2):
, ax; +by; +cz; +d| |
vzdial (A;, o) = i + by; : ‘,z =1,...m (3.6)
Va2 + b+ c?

Spocitame percento inliers. Pokial je toto percento viicsie ako hraniéné hodnota percenta,
rovina je vyhovujtica a vypocet mozeme ukoncit. Ak nie, zopakujeme vypocet pre ini
vzorku nahodnych bodov.
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Vstupné hodnoty do funkcie:

A matica, ktorej jednotlivé riadky predstavuji vstupné body
hran_v hraniénd vzdialenost bodov od roviny, pre ktori povazujeme body za inliers
hran_p minimalne percento tnliers

p pravdepodobost ndjdenia tispesného riesenia
W pomer nliers k celkovému poctu bodov

Funkcia v MATLABE:

1 function [H]=ransac2(A,hran_v ,hran_p,p,w)

© 0w N O s W N

10
11
12
13
14
15

16
17

18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41

% nastavenime parametre na zaZiatku O
it=0; a=0; b=0; c=0; d=0; perc=0;
m=size (A); % velkost matice bodov
points=zeros(3,m(2));

k=log(1-p)/log(1-w~3); ' vypolet potrebnjch iterdcii

% cyklus sa zastavi pri presiahnutom po&te iterdcii alebo pri néajdeni
optimdlneho rieSenia

while (perc<hran_p) && (it<k)
% v kazdej iterdcii vynulujeme premenné
vzdial=0; pocetbodov=0; perc=0;

t=randperm(m(1) ,m(2)); % nadhodné indexy, podla ktorych vyberieme
vstupni vzorku

for i=1:3

points(i,:)=A(t(i),:); % do kazdého riadku matice points vloZime
postupne nahodné body
end

% vypolet koeficientov pomocou normdlového vektoru roviny
u=points ((2) ,:)-points((1),:); % smerovy vektor u
v=points ((3) ,:)-points((1),:); % smerovy vektor v
w=cross(u,v); % vektorovy siZin, w je normdlovy vektor roviny

% koeficienty roviny a,b,c si zlozky jej normalového vektoru
a=w(1); b=w(2); c=w(3);

% d vypolitame dosadenim prvého bodu a koeficientov a,b,c do
v8eobecnej rovnice

d=-axpoints ((1) ,1) -b*points ((1) ,2) -cxpoints ((1) ,3);

% overime optimadlnost roviny na zadklade vzdialenosti
for i=1:m(1)
bod=A(i,:); % do premennej si uloZzime vzdy i-ty bod
% vypoZet vzdialenosti bodu od roviny
vzdial=abs (a*bod (1) +b*bod (2) +c*bod (3) +d) /sqrt (a”"2+b"2+c"2) ;

% overim, &i sa bod nachddza pod hraniZnou vzdialenostou
if vzdial<=hran_v
pocetbodov=pocetbodov+l; Y pripoZitam bod
end
end
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42

43
44
45
46
47

perc=pocetbodov/m(1) *100; 7 polet percent bodov, ktoré su pod
hraniCnou vzdialenostou
it=it+1; % poZitam iteréacie
end
% koeficienty optimdlnej roviny ulozime do matice H ako vystup funkcie
H=[a,b,c,d];
end

Majme 100 bodov, z ktorych 60 ma z-tovu suradnicu 2.0 a zostavajice ju maju posu-
nuti ndhodne o &fslo z intervalu < —0.2,0.2 > a dalsie vstupy:

Pocet Hrani¢na Hrani¢né
bodov | | P vzdialenost | percento
100 0.6 1 0.85|0.1 80

Program nasiel rovinu, od ktorej je 81% bodov vzdialenych nanajvys 0.1. Oznacme
tuto rovinu a. Rovina « je na zdklade vstupnych kritérii vyhovujica a mé rovnicu:

0.12z — 0.04y + 150.85z — 301.25 =0 (3.7)

Po upravach dostavame rovnicu, ktord sa podoba na z = 2.0.
7.96 - 107z — 2.65- 10~y + 2 = 2.001 (3.8)

Rovina «a:

0 5 5
10 8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10 -0 10 ¥
X

(a) Pohlad na « v rovine yz (b) a v 3D pohlade

Obr. 13: Metéda RANSAC pouzita na vypocet roviny

Dalej sme pokracovali testovanim rychlosti programu pri zmendch vstupnych hodnot
a presnosti. Testy boli vykondvané v programe MATLAB s verziou R2020a na pocitaci
s procesorom Intel Core i7 7700HQ s frekvenciou 2.8GHz a 0smimi jadrami. Operacna
pamit tohto pocitaca bola 8GB.

3.1.1 Casové zavislosti

Na kazdom grafe su Cervenou vyznacené pocty iterdcii pri jednotlivych bodoch grafu.
Podla toho moZeme lepsie pozorovat naro¢nost vypoctu.
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Pocet vstupnych bodov

Nasledujtice grafy zndzoriuju priebeh ¢asovej zavislosti na pocte vstupnych bodov. Cervené
¢isla pri bodoch st pocty iteracii, ktoré musel program vykonat, aby nasiel rieSenie.

0.0003
0.00025
0,0002

000015

¢as [s]

00001

000005

0 100 200 300 400 500 600
pocet bodov

Obr. 14: Graf zavislosti ¢asu na pocte vstupnych bodov v stovkach
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0,0014
0,0012
0,001
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¢as [s]
o
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
pocet bodov

Obr. 15: Graf zavislosti ¢asu na pocte vstupnych bodov v tisicoch

Prilis vela bodov dokéze zahltit procesor a oddialit ndjdenie vysledku. Avsak, ¢im viac
bodov mame, tym je vicsia Sanca na to, aby sme sa trafili do tych neposunutych. Vypocet
je jednoduchy, preto ho pocitac zvladne za kratku dobu aj pri vacSom mnozstve bodov.
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w — pomer inliers k celkovému poctu bodov

Ako bolo zmienené v teoretickej ¢casti RANSAC, w predstavuje pomer inliers k celkovému
poctu bodov. Je to ¢islo z intervalu < 0,1 >.

0.0016
0.0014 4 15y
0,0012

0,001

0.0008

cas [s]

0.0006
0.0004

0.0002

1]
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Obr. 16: Graf zavislosti ¢asu na w — pomer inliers k celkovému poc¢tu bodov

Cfm bude pocet inliers vyssi vzhladom k celkovému poctu bodov, tym bude hladanie
vhodnej roviny zaberat menej casu, a teda bude stacit nizsi pocet iterdcii.

p — pravdepodobnost nijdenia tispesného riesenia

Vstupnd hodnota p €< 0,1 > predstavuje pravdepodobnost ndjdenia tispesného riesenia.
Pocet iteracii k z rovnice (2.1) sa so stipajicou hodnotou p zvysuje.

0.00045

00004 o 18
0.00035

0.0003

000025

[s]

00002

w
cas

0.00015

00001

000005
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P

Obr. 17: Graf zavislosti ¢asu na p — pravdepodobnost ndjdenia ispesného riegenia
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Pri zvysovani p sa zvysi pocet iteracii, aby bol program téinnejsi v hladani vyhovujicej
roviny. Pri prili§ nizkom p sa moze staf, Ze pocet iterdcii na predpokladané najdenie
rieSenia je nedostatoény, vypocet sa ukonci, ale rieSenie sa nendjde. V tomto pripade
program pocita iba par iterdcii, ale bez vysledku. Je dobré volit vyssiu hodnotu p, aby
bolo zarucené najdenie optimalneho riesenia.

3.2 RANSAC s modelom kvadratickej plochy

S vyuzitim znalosti Lagrangeovych multiplikdtorov sa mozeme posuntdt na hladanie
optimalnej kvadratickej plochy.
Lagrangeove multiplikdtory pouzijeme na minimalizovanie vzdialenosti bodu X = [z, yo, 20]
od plochy spocitanej metédou RANSAC. Zostavili sme Lagrangeovu funkciu a spravili
parcialne derivédcie podla jednotlivych premennych, vratane Lagrangeovho multiplikdtoru

.
Mdéme funkciu kvadratu vzdialenosti:

fl@,y,2) = (x = 20)* + (y — 90)* + (2 — 2)° (3.9)
a funkciu kvadratickej plochy, ktora je jej vazbovou podmienkou:
ar®* +by* +cx+dy+exy+f—2=0 (3.10)
Zostavime Lagrangeovu funkciu:
L=(x—20)+ (y—v0)*+ (2 —20)> + Maz? + by* + cx +dy +exy + f —2) (3.11)

Spocitame jej parcidlne derivécie podla x,y, 2, A a polozime ich rovné 0:

oL oL oL oL
i il e el (3.12)

Riesenim tohto systému rovnic ziskame lokalne extrémy funkcie L a tym padom aj lokalne
viazané extrémy rovnice (3.9) s podmienkou (3.10).

Po vyrieSeni rovnic vyberieme z lokalnych viazanych extrémov minimum, a to je vystup
nasej funkcie.

Vstupné hodnoty do funkcie:

(%0, Yo, 20] stradnice bodu, ktorého vzdialenost pocitame
G vektor koeficientov plochy

Funkcia naprogramovand v MATLABE vyzera nasledovne:
1 function [dmin]=lagrangemult (x0,y0,z0,G)
3 syms x y z lambda

4 a=G(1); b=G(2); c=G(3); d=G(4); e=G(5); £=G(6); % koeficienty =z matice
G uloZime do premennych

6 L = (x-x0)"2 + (y-y0)~"2 + (2z-20)"2 + lambdax*(a*xx"2 + bxy~2 + c*x + dx*y
exxxy + f - z); Ylagrangeova funkcia

+

30



10
11
12
13
14
15
16
17
18

19
20
21
22
23
24
25
26

27
28
29
30
31
32

% parcidlne derivacie L podla premennych

dL_dx = diff (L,x) == 0;
dL_dy = diff(L,y) == 0;
dL_dz = diff(L,z) == 0;
dL_dlambda = diff(L,lambda) == 0;

% systém 4 rovnic

system = [dL_dx, dL_dy, dL_dz, dL_dlambdal;

% vypolet cez vpasolve

[xs, ys, zs, 1ls] = vpasolve(system, [x, y,

Inf;-Inf Inf;-Inf Inf;]);

% pocet vysledkov
number0fSolutions = size(xs, 1);

z,

% hladanie minimdlneho kvadratu vzdialenosti

dmin=(xs(1)-x0)"2 + (ys(1)-y0)~2 + (zs(1)-20)"2;

lambdal,

[-Inf Inf;-Inf

for i = 2:number0fSolutions Y vyberdme minimdlny kvadrdt zo v3etkych

rieSeni systému rovnic

d(i)=(xs(i)-x0)"2 + (ys(i)-y0)~2 + (zs(i)-z0)"2;

if d(i)<dmin
dmin=d (i) ;
end
end
end

Minimdlnu vzdialenost bodu od kvadratickej plochy uz vypocitat dokdzeme, mozeme
prejst na samotny RANSAC. V tomto pripade hladdme plochu charakterizovanii rovnicou
ax® + by* + cx + dy + exy + f — z = 0. Na vypocet koeficientov a aZ f potrebujeme 6

bodov A; = [x;,ys, 2], kde i = 1, ..., 6. Maticovy prepis bude:

iy vy my 1

x5 Y5 Ty Yo Tayy 1

T3 Y3 T3 ys ways 1

T Vi T4 Y Tays 1

TE Yz rs Y5 asys 1

25 vE v Yo TeYs 1| i
Thto rovnicu prepiseme symbolicky:

QxG=R
Koeficienty vypocitame upravenou rovnicou:
G=Q 'xR

~ O Q0 QR

21
%)
Z3
24
<5
26

(3.13)

(3.14)

(3.15)

Po ziskani koeficientov nastéva op#f overenie optimélnosti plochy. Vezmeme kazdy
bod A; = [z;,vi, 2] zo vstupnych a vypocitame jeho vzdialenost od plochy funkciou
lagrangemult. Vystup z nej bude minimdlna kvadratickd vzdialenost kazdého bodu od

testovacej plochy.

Opakujeme predosly postup. Spoc¢itame percento inliers. Ttto hodnotu porovname so
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vstupnym parametrom hrani¢né percento. Pokial je vyssia, plocha je optimélna, vypocet

je dokonéeny. Pokial nie je, cely vypocet sa zopakuje pre d'alsiu ndhodnt vzorku dét.

Vstupné hodnoty do funkcie:

A matica, ktorej jednotlivé riadky predstavuji vstupné body
hran_v hraniénd kvadratickd vzdialenost bodov od plochy,

pre ktord povazujeme body za inliers
hran_p minimélne percento inliers

p pravdepodobost ndjdenia tispesného riesenia
w pomer inliers k celkovému poctu bodov

Funkcia metédy RANSAC pre najdenie kvadratickej plochy:

1 function [H]=ransacl(A,hran_v,hran_p,p,w)

© W N O s W N
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% nastavenime parametre na zacZiatku O

it=0;

a=0; b=0; c=0; d=0; e=0; f=0;

perc=0;

m=size(A); % velkost matice bodov

points=zeros (6,m(2));

k=log(1-p)/log(1-w"6); ' vypolet potrebnjch iterdcii

% cyklus sa zastavi pri presiahnutom po&te iterdcii alebo pri néajdeni

optimdlneho rieSenia

while (perc<hran_p) && (it<k)

% v kazdej iterdcii vynulujeme premenné
vzdial=0;

pocetbodov=0;

perc=0;

% nadhodné indexy, podla ktorjch vyberieme vstupni vzorku
t=randperm(m(1) ,6);
for i=1:6
% do kazdého riadku matice data vloZime postupne nadhodné body
data(i,:)=ACt(i),:);
end

hvypolet a,b,c,d,e,f pomocou sidstavy rovnic
hrovnice su tvaru: G*Q=R, G=[a; b; c; d; e; f]... matica nezndamych

Q=zeros (6,6) ;
QC:,1)=data(:,1).72; Q(:,2)=data(:,2).72; QC:,3)=data(:,1);

Q(C:,4)=data(:,2); QC:,5)=data(:,1) .*xdata(:,2); Q(:,6)=ones(1,6) ’;

R=data(:,3);
G=Q\R; 7 matica vysledkov

% vypocitane koeficienty si prvky G
a=G(1); b=G(2); c=G(3); d=G(4); e=G(5); £=G(6);

% overime optimdlnost plochy na zadklade vzdialenosti
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for i=1:m(1)
bod=A(i,:); % do premennej si uloZzime vzdy i-ty bod

% vypolet vzdialenosti bodu od kvadratickej plochy
[vzdial]=lagrangemult (bod (1) ,bod (2) ,bod (3),G) ;

% overime, &i sa bod nachadza pod hrani&nou vzdialenostou
if vzdial<hran_v
pocetbodov=pocetbodov+1l; J pripocitame bod
end
end

perc=pocetbodov/m(1) *100; 7 polet percent bodov, ktoré sui pod
hrani€nou vzdialenostou

it=it+1; Y%iteracie
end
H=[a,b,c,d,e,f]l; % vystup pre funkciu
end

3.2.1 Casové zavislosti

V pripade kvadratickej plochy je vypocet vzdialenosti ndrocnejsi. Vzdialenost sa musi
spocitat pre kazdy bod vzdy ku kazdej testovacej ploche. Funkcia vpasolve pouzitd v
programe hladé vietky redlne riesenia ststavy rovnic parcidlnych derivacii.

Cervené éfsla opif predstavuji poéty iterdcii, ktoré prebehli, kym sa vypocet ukonéil.

Pocet vstupnych bodov

600

< 10 5 8

[s]
z

‘as

13

0 100 200 300 400 500 600
pocet bodov

Obr. 18: Graf zavislosti ¢asu na pocte vstupnych bodov v stovkach

Zavislost vyzera podobne ako pri predoslom programe. S rasticim po¢tom bodov je vicsia
pravdepodobnost, Ze sa trafime do inliers, lenze pribtida pocet bodov, ktorych vzdialenost
musime spoéitat, preto vypocet trva dlhsie.
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w — pomer inliers k celkovému poctu bodov

800

L#¥)
th 2

0,2 0.3 0.4 0,5 0.6 0.7 0.8 0.9

Obr. 19: Graf zavislosti ¢asu na w — pomer inliers k celkovému poc¢tu bodov

Krivka m4 klesajticu tendenciu. Opit si moézeme vSimnit, Ze pri viéSom mnozstve inliers
program najde rieSenie rychlejsie.

p — pravdepodobnost nijdenia tispesného riesenia

600

Obr. 20: Graf zavislosti ¢asu na p — pravdepodobnost najdenia tispesného riesenia

Pri vysSom p vypocet trvad dlhsie, ale je vicSia pravdepodobnost, Ze program ndjde
optimdlne riesenie. Pri niZSom p sa moze stat, Ze vypocet sa ukonéi skor, ale riesenie
sa nenajde.
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3.3 Metoéda najmensich stvorcov

Dalsia aproximac¢nd metoda je metdéda najmensich stvorcov.

3.3.1 Vseobecna rovnica roviny

Opét méme rovinu a zadant vieobecnou rovnicou:
ax +by+éz+d=0 (3.16)
Thto rovnicu upravime na tvar:
ar+by+c—z2=0 (3.17)

Kazdy bod A; = [y, v, 2], ktory sa nachddza na «, mé& nulovi odchylku od tejto roviny a
spliia rovnicu (3.17). Pri aplikovani metédy najmensich stvorcov na n bodov teda chceme
minimalizovat sicet vietkych ax; + by, + ¢ — 2; v kvadrate:

n

min(Y " (az; + byi + ¢ — 2)?) (3.18)
i=1
Oznacne si sumaény vyraz z (3.18):

n

F = Z(a:ﬁi +by; +c— 2)? (3.19)

=1

Hladdme minimum F;. Body podozrivé z extrému dostaneme, ked parcidlne derivécie
prvého rddu podla koeficientov a, b, ¢ polozime rovné nule.

Ja n
% :;2(ax,+byz+c—zz)xl =0
F n
% = ZZ:; 2(ax; +by; + ¢ — 2)y; =0 (3.20)
OF <

i=1
Sustavu rovnic upravime a prepiSeme pomocou matic:
n 2 n n n
Zi:l T Zi:l ZiYi Z’[:l L Zi:l Tz

DT e Vi i X | b | = i v (3.21)
D i1 Ti D Yi o Dl c > e 2

Tito rovnicu moZzeme symbolicky prepisat:

Q

51 X K1 = P1 (322)
Koeficienty a, b, ¢ vypocitame ako prvky matice Kj:
Ky =57"x P (3.23)

Vstupny parameter do funkcie je matica, ktorej jednotlivé riadky predstavuji vstupné
body. Tiito maticu oznac¢ime A.
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Funkcia metédy najmensich stvorcov pre najdenie vSeobecnej rovnice roviny:

function [K1]=MNC(A)

% vypolet sim do rovnice:
sumx=sum (A (:,1));
sumy=sum (A (:,2));
sumz=sum (A (:,3));

sumxx=sum (A (:,1).72);
sumyy=sum (A (:,2).72);

sumxy=sum ((A(C:,1)) . *(A(C:,2)));
sumxz=sum ((A(:,1)) . *x(A(:,3)));
sumyz=sum ((A(:,2)) .*(A(:,3)));

Si=[sumxx sumxy sumx;
SUMXy Sumyy sumy;
sumx sumy size(A,1)]1;

Pli=[sumxz; sumyz; sumz;];

K1=S1\P1;
end

Obr. 21: Metéda najmensich Stvorcov pouzitd na vseobecni rovnicu roviny

3.3.2 Kvadraticka plocha

Méme zadanu kvadraticki rovinu rovnicou:
ar®* + by +cr+dy+fery+f—2=0 (3.24)

Opiit potrebujeme néajst minimum (ax? +by? + cz; + dy; + ex;y; + f — 2;)* pre vietky body
AZ' = [l’i,yi, Zi], kde i = 1, N

mm(Z(axf + byl + cx; + dyi + exiyi + f — 2)?) (3.25)
i=1
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Oznacne si sumacny vyraz z (3.25):

k= Z(ax? + by} + cx + dy; + exiy + [ — z)°

i=1

(3.26)

Vykonajme parcidlne derivécie podla koeficientov a,b, c,d, e, f a polozme ich rovné 0:

% = Zz:;Z(ax? +by? + cxi + dy; + exy + f — z)xr =0

% = gQ(ax? + byf +cx; +dy; +exyy; + f — Zz)yf —0

% = 2:; 2(az? + by? + ca; + dy; + exiyi + f — 2)x; = 0

% = ;n; 2(ax? + by? + cx; +dy; +exiys + f — z)yi =0

% = Zil 2(ax? + by? + cx; +dy; + exiy; + f — zi)wiy; =0
%—1;2 = gQ(Gl‘?‘i‘byf‘i‘C%i+dy¢—|—exiyi—|—f_zi) —0

Sustavu prepiseme do maticového tvaru:

I Z?:l 52”;'12 Z:‘L:I 5512%2 Z?:l ﬁ Z:'L:I 9512%2 Z:'L:I x?yz Z?:l x? |

Z?:l y?
Z?:1 xiyz?
Z?:l yf
> it iy}

Z?:l in

2?21 Ilyf
n
Zniz1 %2
Zi:1 XTiYi

2;:1 ?J?
Zi:l T;Y;
Zz‘:1 yiz

Z?:l %zyi Z?:l xiyz‘z

Z?:l Li

Z?:l Yi

E?:l miyf’ Z?:l yi2

Z?:1 x?yz
D et Tiy;
D i1 TYE
i1 TiYi

Z?:l ngzi
Z?:1 yfzz
Dic TiZi
> i1 Yizi

2?21 TiYizi

D et %

Thto rovnicu si prepiSeme symbolicky:
52 X KQ = PQ
Koeficienty a, b, c,d, e, f spocitame ako prvky matice Ks:

ngsglxpz

~ O Q0 o

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

Vstupny parameter do funkcie je matica, ktorej jednotlivé riadky predstavuji vstupné

body. Ttto maticu oznacime A.
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Funkcia metédy najmensich stvorcov pre najdenie kvadratickej plochy:
function [K2]=KVMNC(A)

% vypolet sum do rovnice
sumx=sum (A (:,1));
sumy=sum (A (:,2));
sumz=sum (A (:,3));

sumxx=sum(A(:,1).72);
sumyy=sum (A (:,2).72);

sumxy=sum ((A(:,1)) . *x(A(:,2)));
sumxz=sum ((A(:,1)) . *(A(:,3)));
sumyz=sum ((A(:,2)) .*(A(:,3)));

sumxxy=sum(A(:,1) ."2.%A(:,2));
sumxxz=sum(A(:,1) ."2.xA(:,3));
sumyyz=sum (A (:,2) .72.%A(:,3));
sumxyy=sum (A (:,1) .*A(:,2).72);

sumxxx=sum (A(:,1).73);
sumyyy=sum (A (:,2).73);
sumxyz=sum (A(:,1) . *A(:,2) .xA(:,3));

sumxxxy=sum(A(:,1) ."3.%xA(:,2));
sumxyyy=sum (A (:,1) .xA(:,2).73);
sumxxyy=sum(A(:,1) .72.%xA(:,2).72);

sumxxxx=sum (A (:,1).74);
sumyyyy=sum(A(:,2).74);

S2=[sumxXxXX SUMXXYy SUMXXX SUMXXy SUMXXXy SUNXX;
SUMXXYy SUmyyyy SUMXYy Sumyyy Sumxyyy sSumyy;

SUMXXX SUmMXyy SUMXX SUMXy SUMXXY sumx ;
SUMXXy Ssumyyy SuUmXy sumyy Sumxyy sumy ;
SUMXXXY SUMXYyy SUMXXYy SUMXYy SUMXXYy SUmXY;
sumxx sumyy sumx sumy sumxy size(A,1)]1;

P2=[sumxxz; sumyyz; Sumxz; Sumyz,; SUmMXyz; sSumz;];

K2=52\P2;

end

Na nasledujucich obrazkoch sa nachadza kvadraticka plocha definovand rovnicou:

z = —0.0052% 4+ 0.997y* 4+ 1.88z + 0.16y — 0.002zy + 5.51 (3.31)

Obr. 22: Metéda najmensich Stvorcov pouzitd na model kvadratickej roviny
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3.3.3 Casové zavislosti

Teraz sa pozrieme na zdvislost ¢asu na pocte vstupnych bodov pre metédu najmensich
stvorcov.

Pocet riadiach bodov

Na nasledujicom obrazku sa nachadzaju grafy zavislosti ¢asu na pocte vstupnych bo-
dov pre metodu najmensich stvorcov.

0,0012

0,001

0,0008

[

0.0006 <

éas

0.0004

00002

0 100 200 300 400 500 600
podet vstupnych bodov

Obr. 23: Graf zavislosti ¢asu na pocte riadiacich bodov pre rovinu

0,002
o
0.0015
= 0,001
g
ELF]
0.0005
0
0 100 200 300 400 500 600

podet vstupnych bodov
Obr. 24: Graf zavislosti ¢asu na pocte riadiacich bodov pre kvadraticku plochu

V oboch pripadoch maju grafy obdobny priebeh. V pripade kvadratickej plochy je
vypocet o nieco narocnejsi, preto si namerané hodnoty casu vicsie ako pri vSeobecnej
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rovnici roviny. Cim viac bodov vstipi do funkcie, tym bude vypocet casovo narocénejsi. Je
to sposobené jednotlivymi sumami, ktoré sa nachadzaju v maticovych rovniciach.

3.4 B-spline

V tejto casti prace sa pozrieme na vytvorenie B-spline plochy. Aby sme ju vytvorili,
musime najprv vediet vytvorit B-spline krivku z riadiacich bodov. Zopakujeme si jej
definiciu:

Definicia 3.1. Nech p je stupen krivky, P; st riadiace body s po¢tom n + 1 a

U = {ug, ..., Up, Upi1, oy Up—p—1, Um—p, --., Uy, } j& uniformny uzlovy vektor, kde prvych p+1
uzlov st nuly a poslednych p + 1 uzlov s jednotky. Dalej nech N ,(u) je bazova funkcia.
B-spline krivka ma potom tento tvar:

p
C(u) =) Nip(u)P, u€<ug,uy > (3.32)
1=0

Na jej vypocet moZeme pouzit viacero algoritmov. Jednym z nich je de Casteljau
algoritmus, ktory vyuziva rekurzivnu vlastnost B-spline bdzovych funkcii N; ,(u). Dalsim
z nich, De Boorov algoritmus, je zovSeobecnenim de Casteljau algoritmu, a nan sa v tejto
praci zameriame.

3.4.1 De Boorov algoritmus

De Boorov algoritmus je rychly a numericky stabilny algoritmus, ktory slizi na najdenie
bodu B-spline krivky. Tento bod vypoéita pomocou riadiacich bodov.

vstupné hodnoty:  parameter u €< ug, u,, >, uzlovy vektor U, riadiace body P,
vystupna hodnota: bod na krivke B-spline C(u)

Algorithm 1: De Boorov algoritmus

Ak u €< ug,ugps1) ANu # ug, potom h=pas=>0
Ak u = u a uy je uzol multiplicity s, potom h =p — s
Afektované riadiace body Py_g, Py—s_1, ..., Pr—p skopirujeme do nového pola a
premenujeme na Py_s0, Pr_s—1,0, s Pi—po-
for r=1 to h-s do
for i=k-p+r to k-s do
Qir = (U — ;) [ (Witp—rt1 — i)
Pi,r = (1 - ai,r)lj'ifl,rfl + ai,rpi,rfl

end

end
Py_sp—s je bod C(u)
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Obr. 25: Vypocet bodov De Boorovym algoritmom

Takto ziskame jeden bod B-spline krivky pre konkrétnu hodnotu parametra u. Na ziskanie
celej krivky vypocitame jednotlivé Py, ,_s pre delenie intervalu < ug, u,, >, ktoré si sami
zvolime. Cfm jemnejsie delenie zvolime, tym budd body krivky hustejsie a krivka moze
nadobudntt takmer spojity tvar pre Iudské oko.

Na nasledujucich obrézkoch vidime B-spline krivky stupna 2 s rovnakymi riadiacimi bodmi
pri réznom deleni intervalu < ug, u,, >. Pohlad je zvicseny, aby sme mohli lepsie vidiet
rozdiely.

3.8
36
3.4

32

28
26

24

(a) 15 deliacich sekvencii (b) 30 deliacich sekvencif

2 25 3 3.5 4 4.5 25 3 35 4 4.5

(a) 50 deliacich sekvencii (b) 100 deliacich sekvencii

Obr. 27: B-spline krivky s roznym poctom deliacich sekvencii
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Teraz si vysvetlime funkcie naprogramované v MATLABE.

Treba podotknit, Ze zatial sme pri B-spline funkcidch indexovali vietko od 0. MAT-
LAB vsak indexuje od 1. Vypocty tomu boli prisposobené.

Prva funkcia spocita uzlovy vektor, multiplicitu parametru u a tiez index intervalu
alebo uzlu, kde sa u nachadza v uzlovom vektore.

Uniformny uzlovy vektor sa pocital jednoducho: najprv sme do prvych p+1 prvkov vektoru
ulozili nuly a do poslednych p + 1 prvkov jednotky. Prostredné hodnoty wpi1, ..., Um—p—1
sme spocitali tak, aby boli ekvidistantné spolu s prvkami u, a t,—p.

Hodnotu, o ktoru sa v prostrednych hodnotach uzlového vektoru posivame, spocitame

takto: .
krok = —— (3.33)
n—p+1

Priklad 3.2. Mdme B-spline krivku druhého stupna s 6smimi riadiacimi bodmi. Chceme
vypocéitat jej uzlovy vektor U:

p=2
3.34
b (3.34)
Dizku uzlového vektoru vypocitame:
m+l=p+n+1=11 (3.35)

Teraz zistime krok, o ktory sa budeme v prostrednych hodnotdch vektoru postvat:

1

1
krok = ——— = —
n—p+1 6

(3.36)

Krajnych p + 1 uzlov naplnime na zaciatku nulami a na konci jednotkami. Prostredné
hodnoty budeme postivat po %. Uniformny uzlovy vektor v naSom pripade vyzera takto:

U:{070707_7_7_7_7_717171} (337)

Dalsf zo vstupnych parametrov De Boorovej funkcie je multiplicita a index parametra.
Pre kazdy prvok delenia intervalu u; si ulozime jeho poziciu a nasobnost:

Ak U; > Uj N\ U; < Uj+1 potom kl :j, S; = 0
Ak u; = U; potom k; = j a s; ziskame v cykle

Vstupné hodnoty do MATLAB funkcie:

n pocet riadiacich bodov
p stupen krivky
sekv  pocet sekvencii delenia intervalu

Funkcia na vypocet uzlového vektoru, multiplicity a indexu:
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1 function [U,s,k]=knotvektor(n,p,sekv)
m=2; % dimenzia riadiacich bodov
% naplnenie vektoru nulami na zaciatku a jednotkami na konci

U(l:(p+1))=0;
U((n+1) : (p+tn+1))=1;

© W N O s W N

% prostredné hodnoty u dopolitame ekvidistantne
krok=1/(n-p);

e e =
w N = O

for i=1:(n-p-1)
uk=uk+krok;
U((p+1+i) :n)=uk;
end

=R = e
ISEE RTINS

% vytvorime delenie intervalu podla poltu sekvencii
u = linspace(0, 1, sekv);

[ -
S © ®

21 k=zeros (size(u));

22 s=zeros (size(u));

23

24 % algoritmus

25 % pre kazdi sekvenciu vypolitame jej multiplicitu v uzlovom vektore a

index, kde sa v fiom nachdadza
26

27 for i=1:numel (u)

28

29 h=0;

30

31 for j=1:(numel(U))

32

33 % pokial sa nachadza sekvencia u(i) medzi U(j) a U(j+1) uzlami,

jej multiplicita je nulovd a uloZime si jej index
34

35 if (U(j)<u(i)) && (U(j+1)>u(i))

36 k(i)=j;

37 s(i)=0;

38 break; %nasli sme interval, v ktorom sa nachadza u(i)

39

40 % pokial sa sekvencia rovnd uzlu, spolitame jej multiplicitu a

uloZime index prvého zhodného uzlu
41

42 elseif u(i)==U(j)
43 k(i)=3;

44 s(i)=s(i)+1;

45 end

46 end

a7 end

48 end
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Vstupné hodnoty do funkcie De Boor:

matica, ktorej jednotlivé riadky predstavuju riadiace body
stupen krivky

uzlovy vektor

index sekvencie

multiplicita sekvencie v uzlovom vektore

sekvencia

N e LR

Nasledujicu funkciu zavoldme pre kazdi sekvenciu delenia intervalu u;, jej ndsobnost s; v
uzlovom vektore, index k; a potom parametre riadiace body P, uzlovy vektor U a stupen
krivky p, ktoré st rovnaké pre vetky w;. B-spline bude potom aproximovat vsetky riadiace

body.

1 function [Cl=deboor(P,p,U,k,s,u)

2

3 m=size(P,1); % dimenzia riadiacich bodov
4 n=size(P,2); % pocet riadiacich bodov

5

6 Pk = zeros(m,n,p);

7

8 % algoritmus

9

10 h=p-s;

11

12 if h>0

13

14 c= k-p;

15 b= k-s;

16 Pk(:, c:b, 1) = P(:, c:b); % vyberieme afektované body zo vstupnjch
17

18 for r=2:(h+1)

19 for j=(k-1-p+r):(k-s)

20

21 a(j,r)=(u-U(j))/(U(j+p-r+1+1)-U(j));
22 Pk(:,j,r)=(1-a(j,r))*Pk(:,j-1,r-1)+a(j,r)*Pk(:,j,r-1);
23

24 end

25 end

26

27 C = Pk(:,k-s,p-s+1); % ziskany bod na krivke
28

29 elseif k == numel (U)

30

31 C = P(:,end); % posledny bod

32

33 else

34

35 C =P(:,1); % prvy bod

36

37 end

38 end
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3.4.2 B-spline plocha

Vypocet jedného bodu na B-spline ploche vyzaduje dvojnasobne pouzitie De Boorovho
algoritmu. V tejto casti si to priblizime. Zopakujme si definiciu B-spline plochy:

Definicia 3.3. Nech p a ¢ st stupne krivky. Majme m + 1 riadkov a v kazdom riadku
n + 1 riadiacich bodov P, ;, kde 0 <i <m a 0 < j <n a uzlové vektory U = {ug, ..., u, }
V = {vo, ..., vs} v nasledujicom tvare:

U= {O,...,0,up+1,...,ur_p_1,1,...,1}
V= {0,...,O,Uqul,...,uS,q,l,1,...,1},

(krajné uzly majti ndsobnost p+1v U a g+ 1 vo V).

Nech {u,v} je dvojica ¢isel, pre ktoré plati: u € < wug,u, > a v € < wvg,vs > a nech
Nin(u) a Nj4(v) st bazové funkcie. Potom definujeme B-spline plochu takto:

S0) =3 Y Nip()Nyu(0)P (33%)

Umar+1uzlovaV mas+ 1 uzlov. Indexy teda musia spiﬁa’c7 nasledovné rovnice:

r=n+p+1

(3.39)
s=m+q+1

Pozndmka. Vstupné riadiace body P; ; musia mat pri kolmom pohlade nasledujicu struktiru:

—
U
v
¢ POO POm
.Prl,o L] L] L] ° .Pm,n

Obr. 28: Siet bodov P, ;

3.4.3 Mriezkova struktura

Riadiace body, ktoré vstupuji do vypoctu B-spline plochy, musia mat pozadovani
mriezkovu Struktiru. Namerané body su vacsinou nepravidelne usporiadané, a preto ich
potrebujeme upravit do mriezky ako na obrazku obr.28. Vysku bodov mriezky spocitame
Statistickou metodou najblizieho suseda.
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Metoda najblizsieho suseda

Nasledujuci text je cerpany zo zdroja [11]. Metéda najblizsieho suseda je jednoducha
interpola¢na metoda, ktora odhaduje neznamu hodnotu na zaklade hodnot najblizsieho
miesta, v ktorom tidaj pozndme. Za hladany tdaj teda budeme povazovat zndmy idaj z
kvadrantu.

Cerveny bod je bod mriezky a modré body si namerané tdaje. V kazdom kvadrante
vyberieme modry bod, ktory je najblizsie k ¢ervenému a vypocitame ich vzdialenost.

05

Obr. 29: Metdda najblizsieho suseda

Cfm je modry bod blizie k ¢ervenému, tym je podstatnejsi pre vypocet. Jednotlivym n
minimalnym vzdialenostiam d; priddme d’alsiu hodnotu, a to vdhu )\;, pricom plati:

n

d =1 (3.40)

i=1
Vahu \; minimalnej vzdialenosti d; vypocitame nasledovne:

22:1 i
d.
A= ——r
! Zn > k1 di

=1 d,

(3.41)

Nakoniec hladani vysku v vypocitame ako linedrnu kombinédciu védh A; jednotlivych
vstupnych bodov a ich vysok v;:

v= A (3.42)
=1
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Upravena struktira vstupnych bodov mé tento tvar:

6 7 8 9 10 1 12 13

Obr. 30: Siet upravenych cervenych bodov P, ;

Pred vypoéitanim mriezky pre vstupné body je nutné uréit, v ktorom smere ju bu-
deme pocitat. V tejto praci sme mriezku pocitali v rovine xz, tym paddom vysky riadiacich
bodov v boli ich y-ové sturadnice.

Pokial by sa mal vypocet mriezky zovseobecnit, program by bol velmi ndroény, preto
sme ho upravili podla zvolenych vstupov.

Prejdime na vypocet samotnych bodov B-spline plochy. Vezmeme prvy riadok a vypocitame
body B-spline krivky De Boorovym algoritmom pre zvoleny pocet deliacich sekvencii v
tomto smere. Nasledne tento vypocet zopakujeme pre vsSetky vzniknuté stfpce, tiez pre
zvoleny pocet sekvencii v stfpcovom smere. Takto ziskame body S(u, v) pre vietky dvojice
{u,v}, kde u € < ug,u, > av € < vy, vs >.

Vstupné hodnoty do funkcie:

P body mriezky P ;
p stupen krivky v smere riadkov
q stupen krivky v smere stlpcov

sekvl pocet deliacich sekvencii v smere riadkov
sekv2 pocet deliacich sekvencii v smere stlpcov

Funkcia B-spline plochy:

function [deb_col]l=bsplineplocha(P,p,q,sekvl, sekv2)

ps=size(P,2); Y, poZet stlpcov
pr=size(P,3); J, poZet riadkov

[U,s,c]l=knotvektor (pr,p,sekv2); % uzlovy vektor a vektor multiplicity
pre stipce
[V,t,d]l=knotvektor (ps,q,sekvl); 7 uzlovy vektor a vektor multiplicity
pre riadky

u=linspace(0,1,sekv2); J parameter u
v=1linspace(0,1,sekvl); % parameter v

deb_row=zeros (3, sekv2,pr);
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P_z=P(3,1,1:pr); % ulozime si suradnice z, pre jednotlivé riadky si
rovnaké, do De Boorovho algoritmu nevstupuju

% DEBOOROV ALGORITMUS PO RIADKOCH
for k=1:sekvl Jindexovanie podla sekvencii

for i=1:pr % riadky
Pdyn=P(1:2,:,i); % do Pdyn si uloZime i-ty riadok
deb_row(1:2,k,i)=deboor(P(1:2,:,i),p,V,d(k),t(k),v(k)); % na i-ty
riadok aplikujeme De Boorov algoritmus
deb_row(3,k,i)=P_z(i); % dopiSeme chybajicu sudiradnicu z
end

end

P_x=deb_row(l,1:sekvl,1); % uloZzime si sidradnice x, pre jednotlivé
stipce si rovnaké, do De Boorovho algoritmu nevstupuji

% DEBOOROV ALGORITMUS PO STLPCOCH
for k=1:sekvl

for i=1:pr
Pdyn2(:,i)=deb_row(:,k,i); % do Pdyn2 si ulozime i-ty stipec
end

for i=1:sekv2 %indexovanie podla sekvencii
deb2(2:3,i)=deboor (Pdyn2(2:3,:) ,q9,U,c(i),s(i),u(i)); % na i-ty

stipec aplikujeme De Boorov algoritmus

end

deb2(1,1:i)=P_x(k); % dopiSeme chybajicu sidradnicu x
deb_col(:,:,k)=deb2; % v deb_col si ulozené hladané body B-spline
plochy

end

Vstupné body, ktoré boli pouzité na vypocet mriezky a potom B-spline plochy sme

ziskali orezanim 3D skenu. Na nasledujucich obrazkoch sa nachadza 3D sken.

Obr. 31: 3D sken

Cervenym kriizkom je z neho oznacend zvolend oblast, ktord bola pouzitd na apro-

ximaciu B-spline plochou.
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Aproximovali sme B-spline plochu medzi bodmi z 3D skenu:

62 52

a8

46

42

(a) Vstupné body (b) Vystupna B-spline plocha

Obr. 32: Aproximacia vstupnych bodov pomocou B-spline plochy

Funkcia sa d& pouzit aj na iné vstupné body, pokial st vhodne otocené. Vysky bodov
musia byt ich ypsilonové stiradnice. Na nasledujticich obrazkoch aproximujeme iné vstupné
body B-spline plochou:

595140 135 595140 135 130 125 120

(a) Vstupné body (b) Vystupna B-spline plocha

Obr. 33: Aproximacia vstupnych bodov pomocou B-spline plochy

3.4.4 Casové zavislosti
Narozdiel od iterativnej metédy RANSAC, De Boorov algoritmus neberie do uvahy

iteracie.

Pocet sekvencii

Nasledujuci graf ukazuje zavislost ¢asu na pocte sekvencii delenia intervalu. Hodnoty na
osi z predstavuji pocet sekvencii pre kazdy smer. Uvazujeme teda rovnaky pocet pre smer
riadkov aj pre smer stlpcov.
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¢as [s]

0 100 200 300 400 500 G600

pocet sekvencii

Obr. 34: Graf zavislosti ¢asu na pocte sekvencii

Program vypocita bod na ploche B-spline pre kazdi dvojicu {u, v}, kde v €< ug, u,, > a
v €< Vg, v, >. Pri jemnejSom deleni intervalov nam teda algoritmus spocita viac bodov
B-spline plochy ako pri hrubsom. To znamena, ze vypocet zaberie viac ¢asu, avSak plocha
je hladsia a my ju vidime spojitejsie. Preto je vhodné pouzit viac sekvencii. Problém by
nastal, pokial by sme zadali pocet sekvencii delenia mens{ ako pocet prvkov uzlového vek-
toru, potom by sa neaproximovala krivka, a teda ani plocha, medzi niektorymi riadiacimi
bodmi.

Pocet riadiach bodov
Teraz sa pozrime na vplyv poctu riadiacich bodov na trvanie vypoctu.

cas [s]

0 100 200 300 400 500 600

podet riadiacich bodov

Obr. 35: Graf zavislosti casu na pocte riadiacich bodov

Zavislost sa merala pri nemennom poécte sekvencii delenia intervalov, tym padom je pocet
bodov plochy stale rovnaky. Avsak dlzka uzlového vektoru je zavisla od poctu riadiacich
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bodov. Cim je ich viac, tym mé uzlovy vektor viac prvkov a do vypoctu potom vstupuje
aj viac riadiacich bodov, preto zaberda viac ¢asu.

4 Porovnanie aproximac¢nych metoéd
Na porovnanie metéd sme pouzili 1948 vstupnych bodov vyrezanych zo skenu. Pre

tieto vstupné body sme hladali optimdlnu aproxima¢ni rovinu definovanii vieobecnou
rovnicou alebo B-spline plochou.

Obr. 36: Vstupné body z 3D skenu

RANSAC

Body si najprv rozdelime na hornt a dolnti ¢éast. Na obe ¢asti oddelene pouzijeme RAN-
SAC. Takto sme volili preddefinované hodnoty pre oba pripady:

Pocet Hranicné Hranicné
bodov | | P vzdialenost | percento
1948 1 0.7 1 0.75 0.2 80

Vypocet trval 0.0032 sekiind a pre oba pripady prebehli 2 iteracie. Vysledné roviny boli
definované rovnicami:

2 = 2.082x — 0.898y + 115.191 (4.1)
2 = —11.389z + 0.580y — 1001.040

Priemerné odchylka bodov od roviny bola 0.16484 pre hornii ¢ast a 0.15377 pre ¢ast dolnd.
Metéda najmensich stvorcov

Pokracovali sme na metédu najmensich stvorcov. Opét sme rozdelili body na dve ¢asti.
Vypocet trval 0.0037 sekiind. Vysledné optimélne roviny boli definované rovnicami:

z = 2.065z — 0.898y + 114.343 (4.3)
z = —9.0387 + 0.417y — 818.809 (4.4)
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Priemerné odchylka bodov od roviny bola 0.06997 pre horni ¢ast a 0.15377 pre ¢ast dolnd.
B-spline plocha

Na vstupné body z obr.36 sme pouzili aj aproximaciu B-spline plochou s parametrami:

Pocet
bodov
1948 300 300

sekvl | sekv2 | p | q

Vypocet trval 3.067 sekind, priemerna odchylka bodov od plochy bola 0.0038.

Vykreslenie rieseni vsetkych metdéd

(a) RANSAC (b) Metéda najmensich stvorcov

Obr. 38: B-spline plocha

Vypocet v pripade metédy RANSAC a metdédy najmensich Stvorcov vyzadoval po-
dobny ¢as. Vysledky su tiez velmi podobné. Obe metédy teda zvladli vypoéitat koeficienty
rovnice velmi rychlo a si pouzitelné. Metéda RANSAC funguje na principe ndhodného
vyberu. Optimdlny vysledok nie je vzdy zaruceny, moze sa menit pomocou vstupnych pa-
rametrov, ktoré najprv musime odhadovat, pripadne poc¢itat. Metéda najmensich stvorcov
nam vzdy zaruci rovnaky vysledok, pretoze pocita vzdy rovnaki sustavu rovnic, ktoré sme
ziskali pouzitim parcidlnych derivacii.
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B-spline plocha vsak aproximuje body inym sposobom. Kopiruje ich vzhlad neporovna-
telne presnejsie, pretoze nie je obmedzend ziadnym konkrétnym matematickym modelom.
Pocita jednotlivé B-spline krivky podla toho, kde sa body nachédzaji. Vypocet je oproti
prvym dvom metédam éasovo narocénejsi aj pracnejsi, ale zato ovela presnejsi.

Teraz otestujeme metddy na inych vstupnych bodoch:

Obr. 39: Vstupné body z 3D skenu

Pre tieto vstupné body sme hladali optimélnu kvadratickd plochu pomocou aproximaénych
metdd.

RANSAC

Takto sme volili preddefinované hodnoty:

Pocet Hrani¢na Hrani¢né
bodov | | P vzdialenost | percento
1208 [ 0.7 | 0.75 | 1.25 80

Vypocet trval 964.243 sekind. 92% inliers bolo od plochy v maximélne kvadratickej
hrani¢nej vzdialenosti. Vysledna optimélna plocha bola definovana rovnicou:

z = 1.162% 4+ 0.09y* — 0.352 + 0.29y + 0.312y — 199.68 (4.5)
Priemernd odchylka bodov od plochy bola 0.4633.

Metéda najmensich stvorcov

Vypocet trval 0.0006 sekind. Vysledna optimalna plocha bola definovana rovnicou:
z = 0.252% — 0.016y* — 0.0352 + 3.459y + 0.068xy — 123.045 (4.6)
Priemernda odchylka bodov od plochy bola 0.7245.

B-spline plocha
Na vstupné body z obr.39 pouzijeme aj aproximaciu B-spline plochou s parametrami:
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Pocet
bodov
1208 300 300

sekvl | sekv2 | p | q

Vypocet trval 2.431 sekind, priemernéd odchylka bodov od plochy bola 0.0081.

Vykreslenie rieseni vSetkych metdéd

Obr. 40: RANSAC

Obr. 41: Metéda najmensich Stvorcov

(a) (b)
Obr. 42: Aproximacia B-spline plochou

Optimalne plochy, ktoré boli vypocitané metédami RANSAC a metédou najmensich
Stvorcov sa opit podobaji ako v predoslom pripade. Metéde RANSAC vypocet trval ovela
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dlhsie vzhladom na néro¢nejsi vypocet vzdialenosti bodov od plochy. Aproximécia B-
spline plochou opét kopirovala vzhlad bodov pomocou parametrickych kriviek. Vysledok
preto vyzera najpresnejsie.

Zaver

Aproximaéné metody sa pouzivaji v oblasti reverzného inzinierstva, pri ktorom sa z
hotového komponentu spéatne vytvara model. Jeden zo sposobov ziskania dat z kompo-
mentu je 3D skenovanie.

Cielom tejto prace bolo nastudovanie aproximaénych metéd pre trojrozmerné déta, ich
spracovanie v programovacom jazyku MATLAB a pouzitie na konkrétne data ziskané z
3D skenu. Préca zacina teoretickou castou, ktord sa zaoberd vysvetlenim principov metéd
a dalej pokracuje na spracované a popisané programy. Potom bolo dolezité otestovat
programy pre rozne vstupy a parametre. V poslednej kapitole sme metody porovnali pre
rozdielne data z 3D skenu.

Vsetky metédy st pouzitelné, kazdd mé svoje vyhody. RANSAC je robustnd metdda,
ktora hlad4 optimalne rieSenie pomocou minimdlnej vzorky déat. Avsak optimdlne riesenie
je v tomto pripade subjektivne. Odvija sa od preddefinovanych testovacich kritérii. Metdda
najmensich stvorcov nevybera nahodne vzorku dat, ale pouzije vSetky data. Tym padom
je vysledok pre dané body vzdy rovnaky. Aproximacia B-spline plochou pracuje inak ako
predoslé dve metdédy. Pocita v jednotlivych stfpcoch a riadkoch bodov B-spline krivky a z
nich vytvori celi plochu. Avsak riadiace body vstupujice do vypoctu B-spline plochy mu-
sia mat mriezkovt struktiru. Namerané ddta st vacsinou neusporiadané, preto musime
pouzit zvoleni interpolaént, aproximaéni alebo Statistickd metédu na tpravu bodov do
pozadového tvaru.

Pred konkrétnou aproximdciou je vyhodné ddta najprv analyzovat a na zaklade toho
si vybrat vhodni metédu. Pokial dokdZeme dopredu urcitf spréavny matematicky model,
moézeme pouzit RANSAC alebo metédu najmensich stvorcov. Pokial je tvar zloZitejsi,
B-spline plocha ho bude aproximovat presnejsie, ale nevyhneme sa tprave dat.

35



Literatura

[1] Pfesna prumyslovd 3D metrologie [online]. [cit. 2021-4-28]. Dostupné z:
https://www.atos-core.com/cz/index.php

[2] ATOS Triple Scan Technology — Blue Structured Light 3D Scanner for Accuracy
[online]. [cit. 2021-04-17]. Dostupné z: https://www.capture3d.com/3d-metrology-
solutions/3d-scanners/atos-triple-scan

[3] KRBA, Martin. Identifikace pocitace na zdkladé éasovijch znacek paketi. Brno, 2012.
Bakalaiska prace. VUT. Vedouci prace ING. Jan Kastil.

[4] MANZUR, Angel. Got outliers? RANSAC them! [online]. In: . 2019 [cit. 2021-
04-11]. Dostupné z: https://medium.com/@angel.manzur/got-outliers-ransac-them-
f12b6bH1606e

[5] FISCHLER, M. A. a R. C. BOLLES. Random sample consensus. Commu-
nications of the ACM. 1981, 24(6), 381-395. ISSN 0001-0782. Dostupné z:
doi:10.1145/358669.358692

6] BARNOVSKA, M. Extrémy funkcie n premennych. Matematickd analyza I1I: Zbierka
prikladov na cvicenia pre 2.rocnik [online|. s. 107-112 [cit. 2021-04-11]. Dostupné z:
http://www.iam.fmph.uniba.sk /skripta/maiii/iii6.pdf

[7] MATEMATIKA online[online]. Brno: Ustav matematiky FSI VUT Brno,2005
[cit. ~ 2020-06-06].  Dostupné  z:https://mathonline.fme.vutbr.cz/Matematicka-
analyzanbspl /sc-1225-sr-1-a-265 /default.aspx

[8] SOBOTA, Branislav. NURBS -NeUniformné Raciondlne B-
Spline [online].  In: : 2015 [cit.  2021-04-11]. Dostupné  z:
https://hornad.fei.tuke.sk/predmety/svr/doc/slides2015/SVR0715_NURBS.pdf

9] SHENE, C.-K. Introduction to Computing with Geometry Notes [online|. [cit. 2021-
04-11]. Dostupné z: https://pages.mtu.edu/ shene/COURSES/cs3621 /NOTES/

[10] THORNE, Tom. Computer Graphics 17 - Curves and
Surfaces 2 [online]. In: . [cit. 2021-04-11]. Dostupné z:
http://www.inf.ed.ac.uk /teaching/courses/cg/lectures/slides17.pdf

[11] KANUK, Jan. Priestorové analyzy a MODELOVANIE. Kosice: Univerzita Pavla
Jozefa Safarika v Kosiciach, 2015. ISBN 978-80-8152-290-1.

[12] MIKULASEK, Zdenek. Metoda nejmensich ctvercu [on-
line]. In: . 2003 [cit. 2021-04-11]. Dostupné z:
https://astro.physics.muni.cz/download /documents/skripta/F7581mnc
_verl.pdf?fbclid=IwAR3gSRYeBxy-eMb3hFMa55781jwaldex11opjLj-
xSUpxvhL2CuTrkROK-E

[13] MARKOVA, Hana. B-spline krivky. Praha, 2007. Bakalarska prace. Univerzita Kar-
lova v Praze. Vedouci prace Doc. RNDr. Karel Najzar, CSc.

[14] PIEGL, Les a Wayne TILLER. The NURBS book. 2nd ed. Berlin: Springer-Verlag,
1997. ISBN 35-406-1545-8.

56



Pouzité symboly a skratky

SLSIEAE M

X

<y

Obycajné nésobenie matic
Obycajné nasobenie skalarov
Gradient

Patri

Pre vsetky

Mnozina redlnych cisel

Vektor

Vektor u

Vektorovy sicin dvoch vektorov
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Zoznam priloh

Zdrojové kédy v jazyku MATLAB.
Nachadzaju sa v priecinku 2021_Programy_Valachova_Alzbeta_200982.

RANSAC

Funkcia ransac2 pocita metédou RANSAC optimalnu vSeobecni rovnicu roviny
Funkcia ransacl pocita metédou RANSAC optimélnu kvadratickd plochu
Funkcia lagrangemult pocita vzdialenost bodu od kvadratickej plochy

Subor vstupy_ransac otestuje ransacl, ransac2 na vstupoch

Metoda najmensich stvorcov

Funkcia MNC pocita metédou najmensich stvorcov optimalnu vSeobecnu rovnicu roviny
Funkcia KVMNC' pocita metédou najmensich stvorcov optimalnu kvadratickd plochu
Subor vstupy_ MNC' otestuje MNC, KVMNC na vstupoch

B-spline plocha

Funkcia knotvektor pocita uzlovy vektor, multiplicitu a index sekvencie
Funkcia deboor pocita bod nachadzajici sa na B-spline krivke

Funkcia makegrid vyrobi zo vstupnych bodov pravidelni mriezku
Funkcia bsplineplocha vyrobi z mriezky B-spline plochu

Subor vstupy_bsplineplocha otestuje funkciu bsplineplocha na vstupoch
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